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Ein integratives Grundkurskonzept
am Beispiel von Bézierkurven

von
Nicole Roth, Darmstadt

Zusammenfassung: Spitestens seit TIMSS/III-Deutschland ist der Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe II ins Kreuzfeuer der Kritik geraten. Die Unzufriedenheit mit der Analyti-
schen Geometrie in der Schule geht sehr weit, besonders die Ausrichtung der Grundkurse
gilt als problematisch. Am Beispiel von Bézierkurven wird eine Gestaltungsvision fiir ein
integratives Grundkurskonzept vorgestellt, das den allgemeinbildenden Charakter des Ma-
thematikunterrichts in der Sekundarstufe II unter Beriicksichtigung metakognitionspsycho-
logischer Einsichten hervorhebt. Schiilerarbeiten geben einen Einblick, wie dieses Konzept
umgesetzt werden kann.

Summary: Since TIMMS/III-Germany the mathematics education in upper secondary level
course has come under criticism. Especially the fundamental level course needs improve-
ment. The discontent with analytic geometry at school is evident. By working out the exam-
ple of Bézier curves, a visionary view of an integrative fundamental level course concept
will be presented, emphasising the mathematical literacy education considering the psychol-
ogy of metacognition. The workouts out of pupils give an insight into the realization of this
concept.

1 Einleitung

Zu Beginn wird die aktuelle didaktische Diskussion um die Themenfelder ,,Ma-
thematikunterricht in der Sekundarstufe II* und ,,Analytische Geometrie in der
Schule* kurz dargestellt. Die Notwendigkeit des Einbezichens lernpsychologischer
Einsichten wird aufgezeigt. Es geht insbesondere darum, wie Zielvorstellungen be-
griindet und mit welchen konzeptionellen Ansétzen methodische Gestaltungsele-
mente erklart werden kdnnen.

1.1 Aktuelle didaktische Diskussion beziiglich des Mathematikunterrichts in
der Sekundarstufe I1

Aus TIMSS/III-Deutschland ist bekannt, dass unser Mathematikunterricht sehr va-
riationsarm ist. ,,In einem primér rezeptiv angelegten Unterricht verfolgen Schiile-
rinnen und Schiiler, wie der Lehrer oder die Lehrerin einen mathematischen Ge-
dankengang entwickelt, {ibertragen den Tafelanschrieb in ihr Schulheft und memo-
rieren Regeln und Verfahren* (BAUMERT et al. 2000, S. 69). Dies sei das Grundge-
riist unseres Mathematikunterrichts, unabhingig von Grund- oder Leistungskurs.
Vor allem die Grundkurs-Situation ist unbefriedigend (vgl. HEYMANN 1996,
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SCHMIDT 1993, WINTER 1986, 1989). In den letzten Jahren ist die didaktische Dis-
kussion von dem Ansatz geprégt, dass Mathematikunterricht in der Sekundarstufe
IT allgemeinbildenden Charakter haben solle. Die Frage stellt sich, was eine Abitu-
rientin oder ein Abiturient beim Verlassen der Oberstufe kdnnen und wissen soll.
Dazu geben die einheitlichen Priifungsanforderungen fiir das Abitur als Bildungs-
auftrag der gymnasialen Oberstufe eine Verbindung zwischen vertiefter Allge-
meinbildung mit Wissenschaftspropddeutik und Studierfihigkeit an (vgl. EPA
2002). Nach WINTER habe ein Mathematikunterricht drei Grunderfahrungen zu
ermoglichen:

(G1) ,,Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten,
aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen
und zu verstehen,

(G2) mathematische Gegenstidnde und Sachverhalte reprasentiert in Sprache, Sym-
bolen, Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktive ge-
ordnete Welt eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldsefdhigkeiten, die iiber
die Mathematik hinausgehen (heuristische Féhigkeiten), zu erwerben® (WIN-
TER 1995, S. 37).

Sowohl Grund- wie Leistungskurs benétigen gleichermallen alle drei Grunderfah-
rungen, nur der Grad der gedanklichen Durchdringung solle im Leistungskurs ho-
her sein (vgl. BORNELEIT, DANCKWERTS, HENN, WEIGAND 2001, S. 77). Auf kei-
nen Fall diirften Grundkurse zu abgespeckten Leistungskursen degenerieren (vgl.
STEINER 1984, S. 29).

Dies kniipft an eine Forderung von FISCHER an. Dieser schligt , Kommuni-
kationsféhigkeit mit Experten und der Allgemeinheit* (FISCHER o.].) als Ziel vor,
das es fiir eine Abiturientin oder einen Abiturienten zu erreichen gilt: ,,Es geht
nicht darum, selbst Experte zu werden in einem bestimmten Fach, aber man soll
sich zum einen mit Experten verstindigen konnen und zum anderen beféhigt sein,
zwischen Experten und der ,Allgemeinheit® zu vermitteln“ (FISCHER o0.].).

1.2 Die aktuelle didaktische Diskussion um das Themenfeld der Analytischen
Geometrie

Der Unterricht in Analytischer Geometrie wird weitest gehend als unbefriedigend
bezeichnet (vgl. FILLER 2001, S. 21-22, MAAB 2000, S. 3, ScHUPP 2000, S. 52,
WITTMANN (2003), S. 64-66). Die aktuelle didaktische Diskussion beziiglich einer
Reformierung der Analytischen Geometrie fithrt zu neuen Ansétzen: Die Idee der
Objektstudie, fiir die FUHRER bereits 1979 plddiert, wird zum Beispiel von FILLER
und WITTMANN (2003) aufgegriffen. SCHUPP pladiert fiir ,,eine geometrisch rele-
vante Materialbasis, an der polydeskriptiv unterstiitzte Uberlegungen ansetzen
konnen. Und wir sollten klare Prioritdten schaffen: Beschreibungen sind zur Ob-
jektexploration da und nicht Objekte als Futter fiir Beschreibungen® (SCHUPP 2000,
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S. 56). Die Objekte konnen Ausloser fiir viele Schiileraktivititen sein (vgl. TIETZE/
KLIKA/WOLPERS 2000, S. 218ff). Weiterhin schreibt SCHUPP: ,,Zweifellos werden
geometrische Sachverhalte lebendiger, interessanter, einsichtiger und schoner,
wenn Entstehungs- und Verdnderungsprozesse (Genesen und Metamorphosen)
mitgesehen und mitreflektiert werden™ (SCHUPP 2000, S. 60). Der Aspekt der An-
wendungsorientierung wird u.a. von MAAB (2000) und FORSTER (in TIETZE/KLIKA/
WOLPERS 1997, 1211f) thematisiert.

1.3 Metakognitionspsychologie

Unabhingig von Unterrichtsinhalten miissen lern- und entwicklungspsychologi-
sche Einsichten iiber die Wahl der Methoden entscheiden (Abb. 1). Die Lern- und
Leistungsdiagnostik liefert instruktionspsychologische Grundlagen: Fiir einen ef-
fektiven Unterricht ist ein adaptiver Unterricht notwendig (vgl. ANDERSON &
JONES 1981; BLOCK & BURNS 1976, WANG & LINDVALL 1984). SCHRADER

Lernziel Lernformen Lehrmethoden | Lehrerqualifika-
tionen

Intelligentes | Systematischer, kumula- | Lehrergesteuer- | Disziplindre Sach-

Wissen tiver Wissenserwerb te direkte In- kompetenz
struktion Klassenfiihrungs-
kompetenz
Diagnostische und
didaktische Kom-
petenz
Handlungs- | Praxisnahes, erfahrungs- | Projektarbeit Transdisziplindre
kompetenzen | gesittigtes, situiertes Sachkompetenz
Lernen Didaktische
Kompetenz
Meta- Reflexiv verarbeiteter Angeleitetes Diagnostische
kompetenzen | Wissenserwerb iiber selbstindiges | Kompetenz
eigenes Lernen und Lernen Didaktische
Handeln Kompetenz
Automatisierte Routinen
der Uberwachung,
Kontrolle und Korrektur

eigenen Handelns

Abb. 1: WEINERT 1999, S. 31
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schreibt: ,,Ziel adaptiven Unterrichts ist es, den Unterricht an die Lernvorausset-
zungen der Schiiler anzupassen. Dies wird durch eine ,enge Verzahnung von dia-
gnostischen Schritten und darauf aufbauenden didaktischen Eingriffen® (INGEN-
KAMP 1985, S. 18) zu erreichen versucht. Dazu ist ein flexibles Unterrichtsangebot
(vgl. GLASER 1977) erforderlich® (SCHRADER 1997).

2 Gestaltungsvision fiir ein integratives Grundkurskonzept

Im Folgenden wird eine Gestaltungsvision fiir ein Mathematik-Grundkurskonzept
vorgestellt. Dabei steht die Realisierung der WINTERschen Grunderfahrungen im
Vordergrund. Zwecks ihrer Verwirklichung miissen lern- und entwicklungspsycho-
logische Einsichten in die Wahl der Methoden eingehen. Letztlich sollen unsere
Schiilerinnen und Schiiler befahigt werden, zur Kommunikation in der Gesellschaft
beizutragen. Das heil3t, sie sollen verstindnisvoll mit der Mathematik umgehen.
Sie sollen die Féahigkeit haben, mathematische Begriffe als Werkzeuge in einer
Vielfalt von Kontexten einzusetzen. Dazu gehort auch das Verstindnis der Rolle,
welche die Mathematik in der heutigen Welt spielt, die Fahigkeit, Situationen in
mathematische Modelle zu iibersetzen, mathematisch zu argumentieren und be-
griindete mathematische Urteile abzugeben (vgl. DEUTSCHES PISA-KONSORTIUM
2001). Ein Mathematik-Grundkurskonzept, das die o.a. didaktischen Uberlegun-
gen, Methoden und Zielvorstellungen integriert, soll integratives Grundkurskon-
zept (IG) genannt werden.

(IG1) Die Lehrkraft iiberlegt sich gemill der ersten WINTERschen Grunderfah-
rung, welche mathematikhaltigen Realsituationen fiir ihre Schiilerinnen und
Schiiler motivierend sein konnten. Exemplarisch kénnen diese Themen aus
den Bereichen Wirtschaft, Technik oder Design stammen. Will man den
Lernenden mehrere Themen zur Auswahl stellen, so muss bedacht werden,
dass sie zur Vermittlung des gleichen mathematischen Wissens fiithren sol-
len. Wird nur ein Thema vorgestellt, so sollte dieses sehr vielseitig sein,
damit die Lernenden sich mit diesem identifizieren kénnen und entspre-
chend ihren Interessen und Neigungen innerhalb des Themas differenzierte
Angebote finden. Aber alle Themen sollten so gewéhlt sein, dass die Ler-
nenden bezogen auf die WEINERTschen Lernzielkategorien einen adaptiven
Unterricht erfahren.

(IG2) Die Schiilerinnen und Schiiler entscheiden sich fiir ein Thema und setzen
sich mit dem Sachverhalt auseinander. Dabei werden sie mathematische
Fragestellungen herausarbeiten, die sie mit ihren bereits bekannten mathe-
matischen Instrumenten zu 16sen versuchen, erkennen aber dabei deren Be-
grenztheit. Die Lehrkraft nimmt die Rolle des Beraters ein.

Hier sind vor allem die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler gefor-
dert. Zum einen bendtigen sie einen sicheren, flexiblen und vernetzen Um-
gang mit dem bisherigen mathematischen Wissen, zum anderen Metakom-
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(IG3)

(I1G4)

(IG5)

petenzen in Form von Problemldsestrategien wie ,,Was weil} ich?*, ,,Was
kann ich?*, ,,Was kann ich nicht?*, ,Was will ich wissen?* Die Schiilerin-
nen und Schiiler erleben hier Mathematik im Sinne der dritten WINTER-
schen Grunderfahrung.

Das Ziel ist herausgearbeitet, neue mathematische Instrumente und Werk-
zeuge kennen lernen zu wollen. Es geht um die Integration von intelligen-
tem Wissen in die vorhandene Wissensbasis. Die Vermittlung neuer Lern-
inhalte erfolgt durch lehrergesteuerte direkte Instruktion, ein Verfahren,
dass sich bei der Vermittlung intelligenten Wissens als besonders effektiv
erwiesen hat (vgl. WEINERT 1999). Bei diesem Unterrichtsabschnitt kommt
die zweite WINTERsche Grunderfahrung besonders zum Tragen.

Jetzt kann die Arbeit in den Projekten weitergefiihrt werden. In dieser Phase
haben die Schiilerinnen und Schiiler die Moglichkeit, Handlungskompeten-
zen zu erwerben. Dazu gehdren unter anderem, Situationen mathematisch
zu modellieren, daraus gewonnene Ergebnisse zu reflektieren und zu beur-
teilen. Die Lehrkraft nimmt wieder die Rolle des Beraters ein.

Zum Schluss miissen die Projektarbeiten prasentiert und kommuniziert wer-
den.

Ein Unterricht nach dem integrativen Grundkurskonzept fordert sehr differenzierte
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Design

v
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| (IG 2) Einarbeitung in die Projekte
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v

(IG 5) Prasentationen
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Abb. 2: Gestaltungsvision fiir ein integratives Grundkurskonzept



100 N. Roth

Lehrerqualifikationen wie disziplindre und transdisziplindre Sachkompetenz, Klas-
senfiihrungskompetenz sowie diagnostische und didaktische Kompetenzen. Diese
konnen in Aus- und Weiterbildung erreicht werden. Die genannten Qualifikationen
sind Grundlage fiir Unterrichtsqualitét.

3 Eine Unterrichtsreihe nach dem integrativen Grundkurskonzept:
Mathematik & Design

Zunéchst wird ein Einblick in das notwendige Hintergrundwissen iiber Bézierkur-
ven und ein kurzer historischer Abriss gegeben. AnschlieBend wird die Wahl des
Themas ,,Mathematik & Design® begriindet. Es folgt die Vorstellung einer Unter-
richtsreihe, die zum einen auf dem integrativen Grundkurskonzept basiert und zum
anderen Analysis und Analytische Geometrie miteinander verbindet. Den Schluss
bilden die Présentationen der Schiilerarbeiten.

3.1 Bézierkurven: Von der geometrischen Anschauung zur algebraischen Be-
schreibung

3.1.1 Geometrische Anschauung — der de-Casteljau-Algorithmus

Gegeben sind die sog. Kontrollpunkte 4,,4,,...,4, und ein Streckenteilungs-
verhéltnis ¢ (OStSl). Das Streckenteilungsverhéltnis ¢ wird zunéchst auf die
Strecken m (k=0,1,2,...,n—1) ibertragen, es entstchen die Punkte
By,B,...,B, | . Jetzt wird t auf die Strecken B B,,, (k=0,1,2,...,n—2) iiber-
tragen. Es entstehen wieder neue Punkte C,...,C,_, . Dieser Algorithmus wird so

lange wiederholt, bis nur noch ein Punkt (in Abb. 3 ist das Punkt Y) iibrig bleibt,
also (n—1)-mal. Eine Bézierkurve ist die Ortskurve, die der Punkt Y beschreibt,
wenn das Teilungsverhéltnis ¢ die Werte 0 <7 <1 durchliuft.

PO

Al

Abb. 3: Der de-Casteljau-Algorithmus
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3.1.2 Algebraische Beschreibung der Bézierkurven
Der Punkt Y (Abb. 3) ldsst sich vektoriell beschreiben durch Y =(1-¢)-C, +¢-C;.

Ersetzt man rekursiv die Punkte C, und C,, anschlieSend By, B; und B, durch die
entsprechende vektorielle Darstellung, so erhélt man schlieBlich die kubische Bé-
zierkurve, die nur noch von den vier Kontrollpunkten A4, 4;, 4,, 4; abhéngig ist:

Y(6):=(1=2) - Ay +3-(1=1)" -t A +3-(1=1)-12 - Ay +1° - 44

Die allgemeine Definition einer Bézierkurve mit » Kontrollpunkten lautet:
Y(t):=) B, (1) 4
i=0

Die Funktionen B, ,(¢) heilen Bernstein-Polynome. Sie sind definiert als
n 1 n—i
B,,’n(z){,)z’ (1-¢)"", 0<t<lund 0<i<n,
i
dabei reprisentiert der Index n den Grad der Polynome. S. N. Bernstein fiihrte sie

im Jahr 1911 fiir einen konstruktiven Beweis des Weierstra3schen Approximati-
onssatzes ein.

Grad 1 Grad 2 Grad 3 Grad 4

Abb. 4: Visualisierung der Bernsteinpolynome

Die Bézierkurven besitzen folgende Eigenschaften:

e Der erste und letzte Kontrollpunkt ist Anfangs- und Endpunkt einer Bézier-
kurve, was daran liegt, dass nur die erste und letzte Kurve der Bernsteinpoly-
nome am Rand den Wert 1 annehmen, die anderen Kurven jedoch gegen 0O ge-
hen.

e Die Bézierkurve liegt immer innerhalb der konvexen Hiille, die das Kontrollpo-
lygon aufspannt. Die konvexe Hiille kann man sich durch ein gespanntes Seil
um das Kontrollpolygon erzeugt denken.

e Die Geraden durch den ersten und zweiten Kontrollpunkt sowie durch den vor-
letzten und letzten Kontrollpunkt bilden die Tangenten einer Bézierkurve im
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Anfangs- bzw. im Endpunkt. Den Tangentenvektor in Abhéngigkeit von ¢ er-
halt man durch Differentiation von Y(?) nach ¢

dy (1) _ Y(t) _ i(é]'(f'ti_] (1_t)n—i —(n—l)'ti (l—l‘)n_i_l)~Ai
t i—o\J

d
Daraus ergeben sich die Tangentenvektoren im Anfangspunkt
dy(t)
NV (4 -
G =nA4)
und im Endpunkt
m :n(An_An—l)
dt |4
der Kurve.

e In der Praxis werden im Regelfall quadratische oder kubische Bézierkurven be-
nutzt. Kurven mit mehr Kontrollpunkten haben keine praktische Relevanz. Will
man komplizierte Kurven erzeugen, werden mehrere quadratische oder kubi-
sche Bézierkurven aneinandergehingt. Dabei wiinscht man im Regelfall glatte
Ubergiinge, was durch Kollinearitit des gemeinsamen Kontrollpunktes an der
Fiigestelle mit den beiden benachbarten Punkten erreicht wird (Abb. 6).

Eine ausfiihrliche Darstellung iiber die Theorie der Bézierkurven ldsst sich bei
FARIN (1990) nachlesen.

Kollineare Stiicke benachbarter

Kontroll- Konvexe Kontrollpolygone
punkt 4, 4 Hille
Kontroll- A;
polygon
Bézierkurve
AJ
Abb. 5: Bezeichnungen bei Bézierkurven Abb. 6: Uberginge bei Bézierkurven

3.2 Wie kam es zur Entwicklung der Bézierkurven?

Bis 1960 entwarf ein Designer sein Produkt zunédchst auf Papier, um anschlieend
ein Modell anzufertigen, das ,,master model“. Das Problem war, dass sich das Mo-
dell abnutzte, schlecht zu transportieren und die Reproduktion ungenau war. Wei-
terhin war damals durch die Fortschritte im CNC-Bereich (Computerized Numeri-
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cal Control) der Wunsch entstanden, diese Modelle mathematisch zu beschreiben,
damit Maschinen durch den Computer angesteuert werden konnten. Aus diesen
Wiinschen entstanden CAGD bzw. CAD (Computer Aided Geometric Design).
Gerade in der Auto- und Flugzeugindustrie war das Problem gegeben, Kurven am
Computer zu erzeugen und diese dann durch wenige Daten algebraisch (und somit
auch numerisch) zu beschreiben. Paul de Casteljau und Paul de Bézier entwickel-
ten vollig unabhéngig voneinander die entsprechende Mathematik. 1959 entwickel-
te Paul de Casteljau bei Citroén den ,,de-Casteljau-Algorithmus®, der diesen Na-
men erst spéater bekommen hat, Bézier tat das Gleiche 1961 fiir Renault. Da Bézier
im Gegensatz zu de Casteljau seine Arbeit verdffentlicht hatte, tragen die Kurven
heute seinen Namen.

3.3 Warum gerade Mathematik & Design?

Design hat in unserer Gesellschaft einen hohen Stellenwert. Es ist ein Thema, das
an die Lebenswelt der Schiilerinnen und Schiiler ankniipft. Sie erfahren, welche
Rolle Mathematik beim Designen von Produkten spielt, also auch bei den Produk-
ten, mit denen sie tdglich in Kontakt kommen. Die Bézierkurven sind ein Beispiel
dafiir, wie Mathematik, hier wegen auftretender Probleme in der Fahrzeugindust-
rie, weiterentwickelt wurde, um diese anschlieBend 16sen zu konnen. Die Schiile-
rinnen und Schiiler lernen Mathematik kennen, die erst vor weniger als 50 Jahren
entwickelt worden ist. Des Weiteren wird bei diesem Thema deutlich, wie eng die
Analytische Geometrie mit der Analysis in Verbindung steht. Die Bézierkurven
konnen zuerst geometrisch konstruiert und anschlieBend mit Hilfe der Analyti-
schen Geometrie zu einem konsistenten mathematischen Modell weiterentwickelt
werden. Das Themengebiet, fiir das auch GRABINGER (1999) und MEYER (2001)
pladieren, eignet sich zum Ubergang von der Analysis zur Analytischen Geomet-
rie. Dabei wird der Ansatz der Objektstudie unter dem Aspekt der Anwendungsori-
entierung aufgegriffen.

3.4 Mathematik & Design im Unterricht

Die Unterrichtseinheit wurde innerhalb von 14 Stunden in einem Grundkurs der
Jahrgangsstufe 12 in Hessen durchgefiihrt (Abb. 7). Die Schiilerinnen und Schiiler
waren bereits im Umgang mit einer Dynamischen Geometriesoftware (DGS) und
einem Computer-Algebra-System (CAS) vertraut, so dass hier keine Einarbei-
tungszeit notig war.

3.4.1 Einstieg in das Thema ,,Mathematik & Design“

Bei der Vorstellung des Themas wurden der Lerngruppe verschiedene Produkte
présentiert und dabei eigene Gegenstinde der Schiilerinnen und Schiiler mit einbe-
zogen. Es stellte sich die Frage, wie diese produziert werden. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollten sich einerseits in die Lage des Designers und andererseits in die
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Stunde | Thema

1-3 Einstieg in das Thema ,,Mathematik & Design*

Erarbeitung des de-Casteljau-Algorithmus und Beginn des
Designen eines eigenen Produktes

4-9 Ubergang von Analysis zur Analytischen Geometrie: Warum
reichen die bisherigen mathematischen Kenntnisse nicht aus?

Einfiihrung in die Vektorrechnung:

e Das Pfeilklassenmodell von Vektoren

e Eigenschaften von Vektoren (Addition, Multiplikation mit ei-
nem Skalar)

e Darstellung von Geraden mit Hilfe von Vektoren — Parame-
terdarstellung

e Streckenteilung

10-12 Weiteres Arbeiten an den eigenen Produkten.
Hausaufgabe: Erstellung der Prasentationen

13/14 Prasentation der Schiilerarbeiten

Abb. 7: Verlauf der Unterrichtsreihe

Lage der produzierenden Industrie versetzen. Es musste zum einen iiberlegen wer-
den, welche Anforderungen an ein Werkzeug gestellt werden miissen, wenn dieses
Schnittstelle zwischen Designer und produzierender Industrie sein soll, und zum
anderen, welche Konsequenzen sich aus diesen Anforderungen fiir die Entwick-
lung des Werkzeuges ergeben. Die Schiilerinnen und Schiiler haben folgende Ei-
genschaften, die ein Werkzeug haben soll, herausgearbeitet:

1. Kurven sollen moglichst einfach erzeugt werden kdnnen, ohne dass die zugeho-
rige Mathematik vom Anwender verstanden werden muss.

2. Es muss die Moglichkeit der Interaktion des Designers mit dem Modell gege-
ben sein, d.h. die Datenstrukturen miissen so angelegt sein, dass diese mit einer
entsprechenden Eingabe des Designers schnell auf den neuen Stand gebracht
werden konnen.

3. Durch das System sollen Maschinen zur Produktion angesteuert werden kon-
nen, d.h. das Designte muss algebraisch beschrieben werden konnen.

Die Schiilerinnen und Schiilern kannten einfache Programme (z.B. das Windows-
Zubehor PAINT), welche bereits die erste Forderung erfiillen. Der zweiten Forde-
rung kommen hdher entwickelte Programme wie z.B. COREL DRAW nach, aber sie
konnen keine Maschinen ansteuern. Einzelne Schiilerinnen und Schiiler wussten,
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dass CAD-Programme solche Forderungen erfiillen, hatten aber noch nie damit ge-
arbeitet. Die Idee war geboren, eine Art CAD-Programm zu erstellen, also eine
Schnittstelle zwischen Designer und produzierender Industrie. Als interaktives

Zeichenprogramm wurde die Dynamische Geometrie Software EUKLID-DYNAGEO
gewidhlt.

3.4.2 Auf dem Weg zum de-Casteljau-Algorithmus

Die Schiilerinnen und Schiiler benutzten zunédchst das Programm PAINT (Abb. 8),
um sich einen Uberblick zu verschaffen, wie ,,gekriimmte Linien* gezeichnet wer-
den. Thnen fiel auf, dass nur Anfangs- und Endpunkt auf der Kurve lagen. Die au-
Berhalb liegenden Punkte hatten Einfluss auf die Ausrichtung der Kurve; sie muss-
ten also mit ihr in Verbindung stehen. Jetzt war der Zeitpunkt gegeben, die Schiile-
rinnen und Schiiler iiber die Idee des de-Casteljau-Algorithmus zu informieren.
Dazu bendtigten sie ihr Wissen aus der Mittelstufe iiber Streckenteilung, was den
meisten nicht mehr geldufig war. Aber sie wussten sich zu helfen, indem sie im
entsprechenden Schulbuch nachlasen. Jetzt konnte der de-Casteljau-Algorithmus
mit Hilfe des Arbeitsblattes (Abb. 9) erarbeitet werden.

4 Unbenannt - Paint E? Paint ol x|
Datei  Bearbeiben  Ansicht Eild  Farben 7 &S =
/,':‘f' | Einblenden  Zuiick Y onyarts
2| EF
Optionen  webhilfe
2% <
gL So zeichnen Sie eine
gekriimmte Linie
SA 1. Klicken Sie in der Toolbox
17 auf
2. Klicken Sie i unteren
o [ Bergich der Toolbox auf
oo die gewiinschte
Linienstérke.
= 3. Zeichnen Sie eine Linig, |
indem Sie den Mauszeiger
R ziehen,
— 4. Klicken Sie auf die Seite,
auf der Sie einen Bogen
der Kurve zeichnen
!J .............. michten, Fassen Sie die
l_l_.l_l_l_..l_l_l_... Kurve an, indem Sie die
linke Maustaste gedriickt
|K|icken Sie i Meni "HiFe" auf "Hifethemen". |5 halten und die Maus hd|

Abb. 8: Das Programm PAINT

3.4.3 Von der geometrischen Anschauung zur Algebraisierung der Kurven

Den Lernenden war aus der Analysis bekannt, dass zwar vorgegebene Kurvenpro-
file durch ganzrationale Funktionen beschrieben werden konnen, aber fiir kompli-
zierte Kurvenprofile Polynome von sehr hohem Grad benétigt werden, um diese zu
reproduzieren. Dies schien den Schiilerinnen und Schiiler keine sehr sinnvolle Me-
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thode zu sein, denn sie hatten ein interaktives Werkzeug erstellt, bei dem die Kurve
nur von wenigen Punkten abhéngig war, die nicht alle auf der Kurve lagen. Abge-
sehen davon war diese Methode weder interaktiv noch ,,kénne man von einem De-
signer unmoglich erwarten, soviel Mathematik zu beherrschen® (Zitat eines Schii-
lers). Damit ergab sich das klare Ziel, dass neue mathematische Instrumente not-
wendig seien. Die Vektorrechnung wurde eingefiihrt: Man benétigte das Pfeilklas-
senmodell eines Vektors, die Eigenschaften von Vektoren, die Darstellung von Ge-
raden mit Hilfe von Vektoren und damit auch die Streckenteilung. Abb. 10 zeigt
ein Arbeitsergebnis von Schiilerinnen und Schiiler zur vektoriellen Darstellung von
Punkt Y der gesuchten Ortskurve. Das rekursive Einsetzen der entsprechenden
Punkte zur Darstellung von Punkt Y durch die Kontrollpunkte A, 4, 4,, A5 erfolg-
te durch den Einsatz von CAS. Durch die vektorielle Darstellung der Strecken-

Die eigentliche Idee des de-Casteljau-
Algorithmus ist, ein Teilungsverhiltnis einer
Strecke auf eine andere zu libertragen.

0 T P1
\ Al
Aber wie funktioniert das? ?
BO
AD
Al
P
Bl
A2
co
BO
v
cl
A

Wichtig: Im Zugmodus kann 7" verschoben
werden, B, bewegt sich entsprechend mit.

P
des Ubertragens eines Streckenteilungsver- i

haltnisses, die Anzahl der Ausgangspunkte

sukzessive zu reduzieren, bis nur noch ein

Punkt iibrig bleibt.

Welche Ortskurve beschreibt in der neben- B2
stehenden Abbildung Punkt ¥, wenn 7 ent-

De-Casteljau hatte nun die Idee, mit Hilfe 7
lang der Referenzstrecke FyF bewegt wird. ‘A0 3

Von welchen Punkten ist die Ortskurve ab-
hingig?

Erstelle ein Makro, das bei gegebenen Start-
objekten Punkt Y konstruiert. Leider muss
die zugehorige Bézierkurve anschliefend er-
zeugt werden.

PO

Abspeichern des Makros nicht vergessen.

Abb. 9: Arbeitsblatt zur Erarbeitung des de-Casteljau-Algorithmus
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teilung waren die Schiilerinnen und Schiiler in der Lage, die Ortskurve berechnen
zu lassen. Der Finsatz von CAS nahm hier eine enorme Rechen- und Zeichenarbeit

ab, ohne aber als ,,Black Box* zu fungieren (Abb. 11).

Grundlagen aus der Vektorrechnung

Der Punkt BO lasst sich darstellen als

B0 = A0+ (A1 - A0)

BO = (1-t)-A0 + t-A1 dabeiist 0<t<1

Damit lassen sich alle weiteren Punkte darstellen

A2 .. B1=(1-t)A1+tA2
. B2=(1-9A2+ A3

CO = (1-t)-B0 + t-B1
Nez2. . C1=(1-t)-B1+ t-B2

e Y = (1-)-C0 + t-C1

Abb. 10: Text einer Schiilergruppe zur vektoriellen Darstellung von Y

Die kubischen Bézierpolynome

3 2 2 3
YEEY = {1 —t) AB + 3 {1 —t)} tAl +3-(1 - t)t A2 +t A3

Wir miissen nur die Punkte Ak | —
kennen, um die Kurve zu P
zeichnen! e i /
g i f

T T |

Bézierkurve fir AO0,al,A2,A3 h / N |
] ] ] \ / l, o i

#H: @ := [-3, 1] \ /
#2: AL :- [-9, 5] N I ¥

#3: A2 := [4. 8]
#4: A3 := [3. -2] {
#5: [RB. A1, A2. A3] 2 j

3 2 2 3
#6:  Y(E) 1= {1 —t) AB + 3-¢1 — £t} t-AL + 3-(1 — £)-€ ‘A2 + ¢ -A3

[ 3 2 3 2 ]
#7: vy = [ o316 -9t vt e 1), 126 -3¢ +12¢ + 1

Abb. 11: Schiilerergebnis zur Darstellung kubischer Bézierkurven
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Jetzt konnten die Schiilerinnen und Schiiler ihre Produkte weiter bearbeiten und
versuchen, ihr neu erworbenes Wissen anzuwenden. Sie produzierten komplizierte
Kurven durch mehrfaches Aneinanderhdngen von Bézierkurven. Eine Schiiler-
gruppe warf das Problem auf, wie Bézierkurven so aneinandergehidngt werden
konnen, dass bei Verdnderung der Lage der Kontrollpunkte die Kurven glatt inein-
ander iibergehen. Hier war die Verbindung zur Analysis gegeben. Die Aufgabe der
Schiilergruppe war, diesen mathematischen Exkurs exemplarisch fiir kubische
Bézierkurven zu beschreiten und in ihre Prédsentation zu integrieren. Hierbei war
die Herausforderung, die Begriffe und Bilder aus der Analysis auf Kurven in Pa-
rameterdarstellung zu iibertragen.

Der Violinschliissel

(1.35:6.91) _[0,64; 6,91(0,66; 6,91)
Wir haben uns dafiir entschieden, einen Violin- ‘ |
schliissel zu designen. Welche Probleme tauchten
dabei auf? Wir wussten erst mal nicht, wie viele
Bézierkurven wir benétigen wiirden, also haben wir
einfach mal angefangen. Beim Aneinanderhéngen
der Kurven kamen wir dann zu dem Problem, dass
wir glatte Ubergéinge haben wollten, die auch bei
Verdnderung der Lage der Punkte erhalten bleiben.

1,63 456) °

t0.40;1.93)
(077 .4y
005117}

7 1053;-1,48)

[3.66; -1.,56) (2.33;-1.56)

/

Denn sonst muss man im nachhinein immer nach- fo9w30m 075 230

korrigieren und das ist sehr mithsam. Bei der Be-

schiftigung mit diesem Problem ist uns bewusst ge-

worden, dass wir die uns bekannten Ideen und Begriffe aus der
Analysis wieder verwenden konnten. Zwar hatten wir nicht mehr
alle Ideen und Begriffe parat, aber wir konnten ja alles nachlesen.
Und dann haben wir uns dieses Thema mit der Unterstiitzung un-
serer Lehrerin erarbeitet. Die Kurven letztendlich zu algebraisie-
ren, war nicht schwierig, denn die Idee, die dahinter steckt, ist . 2
einfach zu verstehen. Wir waren froh, dass wir ein Programm wie
DERIVE hatten, was uns die Kurven berechnet hat, denn ansonsten
wire das sehr mithsam geworden.

-

Was hat uns das Ganze gebracht? Es hat uns sehr viel Spal3 ge-
macht, Mathematik wirklich anwenden zu konnen und mit den L -
Kurven ,,herumzuspielen. Eine besondere Erfahrung war auch,

dass wir bei der Priasentation unseren Mitschiilern erkldren konnten, wie und vor allem
warum Kurven so zu konstruieren sind, dass sie glatt ineinander iibergehen. Da wir die
einzige Gruppe waren, die sich mit diesem Problem intensiv beschéftigt hat, waren wir
jetzt auf diesem Gebiet ,,Experte* und wir mussten uns iiberlegen, wie wir es den ande-
ren beibringen. Das war eine grofe, aber schone Herausforderung. Und eines miissen
wir noch zum Abschluss sagen: Wir schauen die Gegenstdnde, die uns im Alltag be-
gegnen, nun mit anderen Augen an.

Abb. 12: Schiilerarbeit — Der Violinschliissel
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3.5 Prisentation der Schiilerarbeiten

AbschlieBend sollen drei Projekte vorgestellt werden, deren Themen die Schiile-
rinnen und Schiiler selbst gewihlt hatten (Abb. 12—14). Der vollstindige DERIVE-
Quellcode zum Erzeugen der Bezierkurven in den einzelnen Schiilerarbeiten ist un-
ter www.roth-sonnen.de erhéltlich.

4 Riickblick ...

Die vorgestellten Schiilerarbeiten sind ein Plddoyer fiir einen Unterricht nach dem
integrativen Grundkurskonzept. Die Schiilerinnen und Schiiler lernten nicht ange-
wandte Mathematik, sondern lernten Mathematik in Anwendungen zu erkennen, zu
erarbeiten und anzuwenden (vgl. FREUDENTHAL 1973). Die Unterrichtseinheit stiell
auf reges Interesse. Sie erkannten Zusammenhénge, erfuhren exemplarisch, wie
Mathematik weiterentwickelt worden ist, und zwar in diesem Fall durch duf3ere
Zwinge. Die Moglichkeit, durch den Einsatz neuer Medien mit Mathematik kreativ
umgehen zu kdnnen, war nicht nur motivierend, sondern trug auch zum mathema-
tischen Verstidndnis bei. So konnten die Schiilerinnen ihre analytischen Untersu-
chungen immer sofort grafisch darstellen, erhielten also sofort eine Riickmeldung
tiber die Richtigkeit ihrer analytischen Beschreibungen. In diesem Zusammenhang
erfuhren sie Mathematik nicht nur als formale, anwendbare Wissenschaft und als
Mittel zur Ausbildung heuristischer Féhigkeiten, sondern sie lernten auch, durch
Mathematik gewonnene Ergebnisse zu kommunizieren. Gerade das Kommunizie-
ren von Mathematik in Form von Schreiben und Vorstellen der Présentationen fiel
einigen Schiilerinnen und Schiilern schwer. Sie sagten, man sei es nicht gewohnt,
iiber Mathematik zu schreiben oder zu reden. Um die Vorstellung der Arbeiten vor
der Lerngruppe so effektiv wie moglich zu gestalten, wurden sie vorher mit der
Lehrerin besprochen. Das war zwar zeitintensiv, da die Besprechungen auflerhalb
des Unterrichts stattfanden, aber sehr lohnend.

... und Ausblick

Abschlielend bleiben noch einige Fragen offen.

e Wie konnte eine Weiterfiihrung eines Kurses, der auf dem integrativen Grund-
kurskonzept basiert, inhaltlich aussehen?

e Wie wiirden dann Ubungs- und Festigungsphasen im Speziellen aussehen?
e Welche Auswirkungen hétte das Konzept fiir das Abitur?
e Welche Auswirkungen hétte es auf die Lehreraus- und weiterbildung?

e Ist es moglich, ein Integratives Grundkurskonzept fiir Analytische Geometrie &
Lineare Algebra zu entwickeln? Welche Alternativen gibt es?

Diese Fragen sollen ein Leitfaden fiir weitere Forschungsvorhaben sein.
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Der Fisch

Wir wollten einen Fisch designen. Hierzu bendtigten wir im wesentlichen zwei
Bézierkurven, die dann gespiegelt wurden.

04656

Tase: 5,95

Tuag 439 5

oo

-5

Was uns dann am meisten interessiert hat, war, wie man den Fisch dreidimensional
darstellen kann. Aus der Analysis erinnerten wir uns dunkel an das Rotieren von Kor-
pern. [...] Man lésst den Fisch, na ja, eigentlich langt der halbe Fisch oberhalb der x-
Achse, um die x-Achse rotieren. Zerschneidet man jetzt den Fisch senkrecht zur x-
Achse, so erhdlt man als Querschnittsfliche Kreise mit unterschiedlichem Radius. Jetzt
dachten wir uns, dass wir so einen Punkt auf dem Kreis durch einen Vektor beschrei-
ben konnten. [...] Wenn man das Ganze dreidimensional betrachtet, braucht man jetzt
noch die y-Koordinate, also den Mittelpunkt des Kreises. Die y-Koordinate ist somit
die x-Koordinate unserer Bézierkurve. Damit erhalten wir fiir Darstellung im dreidi-
mensionalen Raum:

#17:  YA(t) == [ - t'(S'tz + 3-t — 9)-SIN(s), — ‘:'(21:2 - %t - 6).
- t'(S'tZ + 3t - 9)'(:05(5)]
#18: ¥YB(t) := [(t - 1)-(2-!:2 - 19-t - 1)-8IN(s). 8-':3 - 18-(:2 +
12-t + 13, (t - 1)-(2-t2 - 19t - 1)-005(5)]
Damit uns der Fisch auch als Fisch angezeigt
wurde, mussten wir noch die Parameter (also t
lauft von 0 bis 1 und der Winkel s von 0 bis
2m) und den Zeichenbereich einstellen. Jetzt
hatten wir diesen wunderschonen Fisch.

Und was hat uns das Ganze gebracht? Zu ei-
nen die Erfahrung, mit Mathematik herumzu-
spielen und schone Dinge zu produzieren und
zum anderen zu erfahren, wo Mathematik
HEUTE eingesetzt wird.

Abb. 13: Schiilerarbeit — Der Fisch
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Font-Design

[...] Im wesentlichen gibt es zwei Arten von digitalen Schriften: Raster und Umriss-
schriften. Bei Rasterschriften wird jeder Buchstabe und jedes Zeichen (allgemein:
Glyphe) als Bitmap abgelegt. [...] Umrissschriftarten werden durch quadratische
(True-Type-Schriften) oder kubische Bézierpolynome (Post- =
script-Schriften) dargestellt. Es wird also nur ein Polygonzug g

(Po, Py, Py, ...) abgespeichert. Mit Hilfe eines Polygonzuges K

kann der Glyphe in allen GroBen dargestellt werden [...] .

Wir wollen das Prinzip exemplarisch an einem Buchstaben zei-

gen. Wir schreiben den Buchstaben A auf ein Blatt und scannen ihn ein. Dieses ge-
scannte Bild fligen wir als Hintergrundbild in EUKLID-DYNAGEO ein, damit wir es mit
Bézierkurven, insgesamt vier Stiick, nachstellen konnen. Die Koordinaten der Punkte
Al bis A13 erhalten wir, indem wir die Datei als *.script-Datei abspeichern, damit ha-
ben wir die Koordinaten in txt-Form, so dass wir sie in DERIVE einfligen kdnnen.

Jetzt brauchen wir nur noch die Bézierkurven vektoriell darstellen und die Kurven mit
Hilfe von CAS zeichnen zu lassen. Wie man sieht, braucht man nur die Stiitzpunkte
einzugeben, um den Buchstaben zu erzeugen. Will man ihn in einer groBeren Schrift,
so muss man nur die Funktionen mit dem entsprechenden Faktor multiplizieren [...].

Ausblick: Wir denken, dass es noch einiges gibt, woriiber man sich Gedanken machen
konnte bzw. miisste:

a) Von der technischen Seite aus, kdnnte man sich iiberlegen, wie man die Schnitt-
stelle zwischen EUKLID-DYNAGEO und DERIVE optimiert.

b) In DERIVE wire zu liberlegen, wie man mit moglichst wenig Aufwand die Kurven
erzeugt. Irgendwie miisste man da so etwas wie eine Schleife basteln. [...]

c) Auch ist klar, dass wir eigentlich noch keine Umrissschrift erzeugt haben, da die
Buchstaben ja sonst eine bestimmte Schriftdicke haben. [...]

d) Sehr wichtig wire zu {iiberlegen, wie man die Buchstaben einer Handschrift so
produziert, dass bei Aneinandersetzen einzelner Buchstaben auch wirklich ein zu-
sammenhéngender Schriftzug entsteht. [...]

Fazit: Wir haben durch unser Projekt einen Einblick in die Erzeugung von Schriftarten
erhalten. [...] Einer von uns wollte mal aus dem Internet eine bestimmte Schriftart her-
unterladen und war erstaunt dariiber, dass Schriftarten sehr teuer sein konnen. Das ist
uns jetzt klar geworden, warum das so ist. Es steckt eine wahnsinnige Arbeit dahinter.

Abb. 14: Schiilerarbeit — Font-Design
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