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Zusammenfassung: Im Grundvorstellungskonzept
ist eine Herleitung von Grundvorstellungen als Leitli-
nien fiir die Gestaltung von Lehr-Lern-Prozessen
(normative Ebene) sowie eine Rekonstruktion indivi-
dueller Vorstellungen (deskriptive Ebene) angelegt.
Wie jedoch individuelle Vorstellungen erstens im
Grundvorstellungskonzept aufgefasst und zweitens
rekonstruiert werden kénnen, wird in der Fachlitera-
tur unterschiedlich erldutert oder bleibt implizit. Im
Beitrag wird eine Auffassung individueller Vorstel-
lungen fiir das Grundvorstellungskonzept vorge-
schlagen und mit einem Vorgehen zur Rekonstruk-
tion verkniipft. Die Auffassung und das Vorgehen
werden illustriert an Analysen von Interviewaus-
schnitten einer Studie zu Sinus und Kosinus.

Abstract: The concept of basic ideas includes the der-
ivation of basic ideas as guidelines for the design of
teaching-learning processes (normative level) and
the reconstruction of individual conceptions (descrip-
tive level). However, how exactly individual concep-
tions can firstly be understood in the concept of basic
ideas and secondly reconstructed is described differ-
ently in the relevant literature or is frequently left im-
plicit. In this article, we propose a conceptualization
of individual mental conceptions for the concept of
basic ideas and link it with a possible procedure for
reconstructing individual conceptions. This concep-
tualization and the procedure are illustrated on the
basis of analyses of interview excerpts from a study
on the concept of sine and cosine.

1. Einleitung

Grundvorstellungen werden auf der normativen
Ebene des Grundvorstellungskonzeptes nach z. B.
vom Hofe (1995), Greefrath et al. (2016) sowie Salle
und Cliver (2021) als Leitlinien fiir die Gestaltung
von Mathematikunterricht hergeleitet. Sie werden
als fachlich korrekte, inhaltliche Deutungen mathe-
matischer Begriffe aufgefasst, die Lernende unter
anderem zur Anwendung dieser Begriffe sowie zum
mentalen Operieren mit diesen befihigen sollen?
(Greefrath et al., 2016; Salle & Cliver, 2021; vom
Hofe, 1995). Neben ihrer Funktion als Leitlinien die-
nen Grundvorstellungen im Mathematikunterricht
auch als Orientierung fiir die Einordnung individuel-

ler Vorstellungen mathematischer Begriffe (z. B. Pre-
diger, 2010; vom Hofe, 1995; Weber, 2013). Eine
Analyse individueller Vorstellungen mathematischer
Begriffe ist nach vom Hofe (1995) auf der deskripti-
ven Ebene des Grundvorstellungskonzeptes verortet
und wird in zahlreichen empirischen Forschungsar-
beiten, die auf das Grundvorstellungskonzept Bezug
nehmen, verfolgt (z. B. Gudladt, 2023; Hafner, 2012;
Schink, 2013; Wessel, 2015).

In den vorliegenden Arbeiten lassen sich zwei zent-
rale Unklarheiten identifizieren: Erstens wurde bis-
lang theoretisch weder diskutiert noch ausdifferen-
ziert, welche grundsatzliche Auffassung solcher be-
griffsbezogenen individuellen Vorstellungen fiir de-
skriptives Arbeiten im Rahmen von Forschungsvor-
haben zum Grundvorstellungskonzept geeignet er-
scheint. Dabei wird entweder auf andere theoreti-
sche Konzepte ausgewichen, die spezifische Eigen-
heiten des Grundvorstellungskonzeptes nicht hinrei-
chend beriicksichtigen (z. B. concept image), oder
eine theoretische Festlegung bleibt aus bzw. impli-
zit. Folglich ist ein In-Beziehung-Setzen von normativ
formulierten Grundvorstellungen und empirisch re-
konstruierten individuellen Vorstellungen kaum sys-
tematisch moglich.

Zweitens finden sich in der Literatur ebenfalls ver-
schiedene methodologische Uberlegungen, wie indi-
viduelle Vorstellungen — als Bestandteil der deskrip-
tiven Ebene des Grundvorstellungskonzeptes — re-
konstruiert werden kénnen (z. B. Greefrath et al.,
2021; Kaufmann, 2021). Diese werden jedoch in un-
terschiedlicher Weise an den zugrunde gelegten the-
oretischen Rahmen des Grundvorstellungskonzep-
tes gekniipft — oder bleiben ebenfalls implizit. Ein
methodischer Rahmen, der eine intersubjektiv nach-
vollziehbare Rekonstruktion individueller Vorstel-
lungen auf der deskriptiven Ebene des Grundvorstel-
lungskonzeptes ermoglicht, liegt bislang nicht vor.

Die geschilderten Unklarheiten hiangen zusammen:
Eine nachvollziehbare Rekonstruktion kann nur auf
einer klar definierten begrifflichen Grundlage vorge-
nommen werden. Zudem erschweren die Unschar-
fen die Einordnung von Forschungsergebnissen, die
Weiterentwicklung des Diskurses tber Vorstellun-
gen, die Planung von Anschlussstudien sowie die
theoretische Fundierung des Grundvorstellungskon-
zeptes, weshalb im Folgenden eine theoretische und

mathematica didactica 49 (2026) — freier Beitrag



methodologische Auseinandersetzung mit den ge-
nannten Grundlagen vorgenommen wird.

Der vorliegende Artikel leistet in diesem Sinne einen
Beitrag zu zwei zentralen Forschungsanliegen, die
aus den aufgezeigten Forschungsliicken resultieren
und — wie geschildert — unmittelbar zusammenhan-
gen: Zunachst soll basierend auf zentralen Eigen-
schaften des Grundvorstellungskonzeptes (Ab-
schnitt 2) und basierend auf bisherigen Auffassun-
gen individueller Vorstellungen (Abschnitte 3.1 &
3.2) ein Vorschlag zur Definition individueller Vor-
stellungen erarbeitet werden. Auf diese Weise sol-
len individuelle Vorstellungen prazise gefasst wer-
den, um sie auf der deskriptiven Ebene des Grund-
vorstellungskonzeptes nutzen und auf systemati-
sche Weise normativ hergeleiteten Grundvorstellun-
gen gegeniberstellen zu kénnen (Abschnitt 3.3).
Aufbauend auf einem Literaturlberblick zu bisheri-
gen Analyseverfahren (Abschnitt 4.1) soll dann dar-
gelegt werden, wie individuelle Vorstellungen im
Sinne der vorgeschlagenen Definition systematisch
rekonstruiert werden konnen (Abschnitt 4.2). Das
vorgeschlagene Vorgehen zur Rekonstruktion indivi-
dueller Vorstellungen wie auch die Begriffsdefinition
individueller Vorstellungen werden im vorliegenden
Beitrag an einem Beispielillustriert (Abschnitt 5). Ab-
schlieBend werden die formulierten Vorschlage kri-
tisch reflektiert und es werden entsprechende Per-
spektiven aufgezeigt (Abschnitt 6).

Die aufgefiihrten Forschungsanliegen sind in der
Grundlagenforschung zu verorten. Zusammen mit
Arbeiten zur normativen Ebene (Salle & Claver,
2021) sollen die Ergebnisse des Beitrags einen wei-
teren Grundbaustein fiir konstruktive Uberlegungen
legen, in denen Grundvorstellungen und individuelle
Vorstellungen gleichermalien bei der Entwicklung
von Forschungsarbeiten und der Gestaltung von
Lerngelegenheiten berlicksichtigt werden.

2. Grundvorstellungen mathematischer Be-
griffe

2.1 Fachlich korrekte, inhaltliche Deutungen ma-
thematischer Begriffe

Grundvorstellungen werden in zahlreichen, aktuel-
len mathematikdidaktischen Arbeiten (z. B. Etzold,
2021; Katter, 2023; Salle & Cliver, 2021) anknip-
fend an die Arbeit von vom Hofe (1995) oder
Greefrath et al. (2016) als fachlich korrekte, inhaltli-
che Deutungen mathematischer Begriffe? aufge-
fasst. Fir vom Hofe (1995) ,charakterisiert” eine
Grundvorstellung ,mathematische Begriffe oder
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Verfahren und deren Deutungsmaglichkeiten in rea-
len3 Situationen” (S. 98). Greefrath et al. (2016) kon-
kretisieren diese Auffassung von Grundvorstellun-
gen durch folgende Definition:

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Be-
griff ist eine inhaltliche Deutung des Begriffs, die die-
sem Sinn* gibt (Greefrath et al., 2016, S. 17).

Diese Definition einer Grundvorstellung als inhaltli-
che Deutung eines mathematischen Begriffs wird
wie folgt erlautert:

Durch Grundvorstellungen kénnen fachliche Aspekte®
eines mathematischen Begriffs erfasst und in Bezug zu
sinnhaltigen Kontexten mit Bedeutung versehen wer-
den (Greefrath et al., 2016, S. 17).

Die in den Definitionen und ihren Erlauterungen zum
Tragen kommenden Termini ,Deutung” und ,Be-
deutung” werden in mathematikdidaktischen Arbei-
ten und dariiber hinaus haufig synonym verwendet
(z. B. Hasel-Weide, 2016; Steinbring, 2000). In die-
sem Sinne wird der Terminus der ,,Deutung” im Ety-
mologischen Worterbuch entsprechend als , Ausle-
gung”, ,Erklarung” und ,Bedeutung” erlautert (Pfei-
fer, 1993, S. 218). Um zu konkretisieren, was eine in-
haltliche Deutung und damit auch eine Grundvor-
stellung charakterisiert, greifen wir daher zunachst
auf vorliegende mathematikdidaktische Erlauterun-
gen der Bedeutung mathematischer Begriffe zuriick.
Steinbring (2000) charakterisiert unter Bezugnahme
auf das epistemologische Dreieck ,Bedeutungen ei-
nes mathematischen Begriffs“ (S. 34) als aktiv zu
konstruierende ,Wechselbeziehungen zwischen Zei-
chen-/Symbolsystemen und Referenzkontexten/Ge-
genstandsbereichen” (S. 34). Eine systematische Un-
terscheidung zwischen den Termini ,Bedeutung”
und ,,Deutung” nimmt Steinbring (2000) in seinem
Beitrag zu mathematikbezogenen Interaktionspro-
zessen nicht vor, was z. B. durch die folgende, im Bei-
trag aufgeworfene, Frage deutlich wird: ,,Wie erhal-
ten die neuen mathematischen Zeichen und Sym-
bole Bedeutung, und von welcher Art ist diese
(Be-)Deutung?“ (Steinbring, 2000, S. 31).

Auch Hasel-Weide (2016) bezieht sich in ihrer Arbeit
zum Ablésen vom zdhlenden Rechnen auf die
soeben zitierte Definition von Bedeutung nach Stein-
bring, um sogenannte ,struktur-fokussierende Deu-
tungen” (S. 59, Hervorh. d. Verf.) von Kindern der
zweiten Klasse zu analysieren. Spezifisch in Interak-
tionsprozessen werden Deutungen z. B. bei Hiser
(2023) und Tiedemann et al. (2023) betrachtet.
Diese Arbeiten fokussieren Deutungsprozesse, die
aus einer Interaktion zwischen Schiler:innen, Inter-
viewer:innen oder Lehrkraften hervorgehen. Damit
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bezieht sich eine Deutung in diesen Arbeiten auf Au-
Berungen in der Interaktion, wahrend im vorliegen-
den Beitrag Deutungen fachlicher, mathematischer
Begriffe im Erkenntnisinteresse stehen. In beiden
Fallen werden Deutungen allerdings unter Bezug-
nahme auf das epistemologische Dreieck und die Ar-
beiten Steinbrings analysiert.

Anknipfend an diese haufig synonyme Verwendung
der Termini , Bedeutung” und , Deutung”, ankniip-
fend an die Erlduterung von ,Bedeutung” nach
Steinbring (2000, S. 34) und ankniipfend an die Ar-
beiten von vom Hofe (1995) sowie die von Greefrath
et al. (2016) spezifizieren wir den Terminus der in-
haltlichen Deutung eines mathematischen Begriffs
fir den vorliegenden Beitrag wie folgt: Eine inhaltli-
che Deutung eines mathematischen Begriffs fassen
wir auf als eine Auslegung des mathematischen Be-
griffs, die als Ergebnis eines Deutungsprozesses ent-
steht (s. a. Jetses et al., 2024). Dieser Deutungspro-
zess besteht in einem Aufeinanderbeziehen von Zei-
chen- oder Symbolsystemen und realitdtsnahen
oder mathematischen Referenzkontexten (s. a.
Steinbring, 2000).

Diese Definition einer inhaltlichen Deutung mathe-
matischer Begriffe hat Uberschneidungen mit der in-
ternationalen Diskussion um ,giving meaning to
signs and configurations” (Goldin, 2003, S. 277). Fir
Goldin (2003) entsteht eine semantische Bedeu-
tungszuschreibung der besagten Zeichen und Konfi-
gurationen, indem diese Zeichen und Konfiguratio-
nen wiederum andere Konfigurationen aus anderen
Reprasentationssystemen bezeichnen oder darstel-
len. Als Beispiel fiihrt Goldin (2003) den Vektor an,
der eine Geschwindigkeit oder eine Kraft bezeich-
net.

Die Art der jeweiligen Referenzkontexte, auf die sich
inhaltliche Deutungen mathematischer Begriffe be-
ziehen, begriindet auch die in verschiedenen Arbei-
ten vorgenommene Einteilung in primdre oder se-
kundare Grundvorstellungen (z. B. Fetzer & Paravi-
cini, 2024; vom Hofe & Blum, 2016). Solche Grund-
vorstellungen, bzgl. derer sich die entsprechende
Deutung auf einen realitdtsnahen Referenzkontext
bezieht, kdnnen eher als primare Grundvorstellun-
gen bezeichnet werden, wahrend diejenigen Grund-
vorstellungen, die sich auf einen Referenzkontext
mit vorrangig mathematischen Darstellungen bezie-
hen, eher der Definition einer sekundaren Grund-
vorstellung entsprechen (Stolting, 2008; vom Hofe &
Blum, 2016).% Z. B. basiert die Deutung und Grund-
vorstellung der Subtraktion als Wegnehmen unter

anderem auf dem Aufeinanderbeziehen des Subtra-
henden und der Menge an bspw. weggenommenen
Murmeln, die einem realitdtsnahen Referenzkontext
entspringen (Schulz & Wartha, 2021). Dahingegen
resultiert beispielsweise die inhaltliche Deutung des
Sinusbegriffs (bzgl. eines Winkels) als Seitenverhalt-
nis von Gegenkathete und Hypotenuse in einem
rechtwinkligen Dreieck (Seitenverhaltnisgrundvor-
stellung) aus einem Aufeinanderbeziehen von Zahler
und Nenner des Bruches in der Gleichung
sin(a) = % und dem mathematischen Referenzkon-

text eines gegebenen rechtwinkligen Dreiecks mit
den entsprechenden Dreiecksseiten (Salle & Cluver,
2021).

Dass im Zuge einer Grundvorstellung von einer in-
haltlichen Deutung gesprochen wird, unterstreicht,
dass durch diese Deutung keine Bewertung der Be-
griffe im Sinne von wichtig oder unwichtig vorge-
nommen wird, sondern, wie aufgefiihrt, die Begriffe
mit realitdtsnahen oder mathematischen Referenz-
kontexten in Bezug gesetzt werden. Diese Referenz-
kontexte konnen in mathematikdidaktischen Zu-
sammenhadngen und insbesondere im Zusammen-
hang mit Grundvorstellungen durch ,Phdnomene”
nach Freudenthal (1983, S. ix) ndher spezifiziert wer-
den (Salle & Cliiver, 2021): Phdnomene stellen nach
Freudenthal (1983, S. 28 & S. ix) realitdtsnahe oder
mathematische Zusammenhange dar, in deren Rah-
men die mathematischen Begriffe relevant sind und
die somit durch die mathematischen Begriffe struk-
turiert werden. Damit handelt es sich also auch um
Zusammenhange, in denen mathematische Begriffe
fur Lernende erfahrbar gemacht werden. Welche
Phanomene in konkreten Lehr-Lern-Situationen flr
eine Deutung der mathematischen Begriffe heran-
gezogen werden, ist grundsatzlich offen. Die Aus-
wahl von Phdanomenen ist in aller Regel durch die
Lehrkraft gesteuert, die bestimmte Phdnomene
durch z. B. vorbereitete Arbeitsblatter, Erklarungen
oder Lern- und Prifungsmaterialien in den Unter-
richt einbringt. Auch kann die Auswahl durch Schul-
blicher beeinflusst sein, die bestimmte Phdnomene
in beispielsweise Anwendungsaufgaben thematisie-
ren.

Grundvorstellungen werden auf Basis sachanalyti-
scher Uberlegungen durch Fachdidaktiker:innen
hergeleitet (Griesel et al., 2019; Salle & Cluver, 2021)
und stellen folglich fachlich korrekte inhaltliche Deu-
tungen dar. Im Zuge der Herleitung von Grundvor-
stellungen ist es moglich,

dass konkrete inhaltliche Deutungen ein und desselben
mathematischen Begriffs in verschiedenen Kontexten
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zwar Unterschiede aufweisen, dass jedoch die Gemein-
samkeiten dieser unterschiedlichen Deutungen letzt-
endlich dazu fuhren, die unterschiedlichen Deutungen
zu genau einer Grundvorstellung zusammenzufassen
(Jetses et al., 2024, S. 3).

Beispielsweise bezieht sich die zum Integralbegriff
formulierte Rekonstruktionsgrundvorstellung auf
mehrere konkrete inhaltliche Deutungen des Integ-
rals als z. B. zurlickgelegter Weg, als Atemzugvolu-
men oder Gewinn einer Firma (Greefrath et al,,
2016). In diesem Zusammenhang stellt eine Grund-
vorstellung eine aus konkreten inhaltlichen Deutun-
gen herausgearbeitete verallgemeinerte Deutung
dar, die im folgenden Abschnitt genauer beschrie-
ben wird.

2.2 Sinnkonstruktion, mentales Operieren und
Anwenden

Nach vom Hofe (1995) verfolgt der unterrichtliche
Einsatz von Grundvorstellungen drei zentrale Ziele.
Erstens soll eine Ausbildung von Grundvorstellungen
die Lernenden zur Sinnkonstruktion eines Begriffs
,durch Anknlipfung an bekannte Sach- oder Hand-
lungszusammenhange” (vom Hofe 1995, S. 97) befa-
higen. Zweitens sollen die Lernenden hierdurch
mentale Reprasentationen’ aufbauen, die ihnen ein
,operatives Handeln auf der Vorstellungsebene er-
moglichen” (vom Hofe, 1995, S. 98) und drittens sol-
len die Lernenden durch die Ausbildung von Grund-
vorstellungen in der Lage sein, die mathematischen
Begriffe anzuwenden. Diese Ziele werden im Folgen-
den naher erldutert, da im Zuge der weiteren Be-
griffsspezifizierung  individueller ~ Vorstellungen
(s. Abschnitt 3.3) hierauf Bezug genommen wird.

1. Vollstedt (2011, S. 28) und Vorholter (2009, S. 24)
verstehen grundsatzlich unter dem ,Sinn“ mathe-
matischer Gegenstidnde oder Handlungen die , per-
sonliche Relevanz” eben dieser fiir ein Individuum.
Im engeren Bezug auf mathematische Begriffe kann
daher unter dem ,,Sinn“ eines mathematischen Be-
griffs eine ,,personliche Relevanz” dieses Begriffs fur
die Lernenden verstanden werden. Somit hangt in
diesem Verstandnis eine Sinnkonstruktion auch im-
mer von persénlichen Vorerfahrungen ab:

Schulerinnen und Schiiler konstruieren ihren subjekti-
ven und individuellen Sinn in Abhéngigkeit von ihren
Erfahrungen, Zielen und Wunschen (Vorhélter &
Vollstedt 2012, S. 152).

Indem Grundvorstellungen die mathematischen Be-
griffe mit solchen realitdtsnahen oder mathemati-
schen Phanomenen verkniipfen, die Lernenden (po-
tentiell) vertraut sind, koénnen Lernende durch
Grundvorstellungen eine personliche Relevanz der
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mathematischen Begriffe erfahren — also nach
Vollstedt (2011) und Vorholter (2009) eine Sinnkon-
struktion vornehmen —, missen dies jedoch nicht
zwingend. Das Grundvorstellungskonzept sieht aller-
dings in dieser Verknipfung von Begriffen und Pha-
nomenen eine zentrale Moglichkeit der Sinnkon-
struktion sowie allgemeiner der Entwicklung eines
inhaltlichen Verstandnisses. So besteht auch fiir vom
Hofe (1995) eine Sinnkonstruktion mathematischer
Begriffe in der ,Anknilipfung an bekannte Sach- oder
Handlungszusammenhange” (S. 97). Fir Bender
(1991) ist diese Anknipfung von Grundvorstellun-
gen an fir den Lernenden bekannte Phanomene
zentral fur den Erwerb mathematischer Begriffe:

[F]ur den Lernenden ist die Einbettung der Begriffe in
irgendeine, moglicherweise wenig konkrete Form von
lebensweltlichen Situationen eine unumgéangliche Vo-
raussetzung fur deren Erwerb, da es ihm sonst nicht
moglich ist, einen Sinn fiir das zu Lernende zu konstru-
ieren (Bender 1991, S. 49).

Bender (1991) fasst diese Uberlegungen unter dem
Schlagwort ,Verankerung in der Lebenswelt” (S. 49)
zusammen. Diese ,Verankerung in der Lebenswelt”
charakterisiert fir Bender (1991, S. 48 ff.) neben ei-
ner ,allgemeinen Verbindlichkeit” und einem ,,fun-
damentalen Charakter fir das jeweilige Teilgebiet”
den Wortbestandteil ,,Grund-“ in dem Kompositum

,Grundvorstellung”.®

2. Das mentale Operieren kann in Anlehnung an das
Bewegliche Denken nach Roth (2005) als ,das be-
wusste, aktive Verandern einer evtl. zunachst stati-
schen Konfiguration einschlieflich der Reflexion der
Konsequenzen dieser Verdanderung” (S. 38) charak-
terisiert werden. Dieses ,Verandern“ soll nicht aus-
schlieBlich als konkrete Handlung, sondern letztend-
lich gedanklich durchgefiihrt werden kénnen; also
als ,gedankliche Handlung” bzw. , Denkhandlung”
(Gasteiger, 2023, S. 3). Beispielsweise sollen im
Sinne einer Grundvorstellung zur Addition Lernende
dazu befahigt werden, ,gedanklich zwei Mengen im
Sinne des Vereinigens zusammen[zuschieben]”
(Gasteiger, 2023, S. 3).

3. Das Anwenden der mathematischen Begriffe und
damit einhergehend das Anwenden der zu diesen
Begriffen formulierten Grundvorstellungen bezieht
sich zum einen auf realitdtsnahe Anwendungen der
Begriffe, wie z. B. beim Mathematisieren eines Real-
modells in Modellierungsproblemen (Greefrath et
al., 2016; vom Hofe, 1995) und zum anderen auf An-
wendungen der Begriffe im Zuge von Ubersetzungen
zwischen verschiedenen Darstellungsebenen (Schulz
& Wartha, 2021; Stélting, 2008). Bzgl. der zuerst ge-
nannten realitditsnahen Anwendung hebt Greefrath
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(2018) unter Verweis auf qualitative Studien wie die
von Matos und Carreira (1995) sowie Greefrath
(2015) hervor,

dass Lernende bei der Bearbeitung von Modellierungs-
problemen zwar Modellierungskreislaufen nicht ideal-
typisch folgen, jedoch in der Regel héufig zwischen
Rest der Welt und Mathematik wechseln (Greefrath,
2018, S. 57, Hervorh. i. Orig.).

Hierfar, d. h. ,fur diesen Wechsel[,] sind Grundvor-
stellungen mathematischer Begriffe von zentraler
Bedeutung” (Greefrath, 2018, S. 57). Die Rolle von
Grundvorstellungen bei Ubersetzungen zwischen
verschiedenen Darstellungsebenen erldutern Schulz
und Wartha (2021) am Beispiel der Grundvorstellun-
gen zur Addition. Bezlglich der Grundvorstellung
des Hinzufligens kann z. B. ,,der Term 4 + 3 [...] in ein
Hinzufligen von 3 Plattchen zu 4 Plattchen und der
Frage nach der Gesamtmenge Ulbersetzt werden”,
wobei ,das Ergebnis dieser Handlung [...] in einem
Bild festgehalten werden” (Schulz & Wartha, 2021,
S. 75) kann.

3. Individuelle Vorstellungen mathematischer
Begriffe

3.1 Notwendigkeit einer Spezifizierung individuel-
ler Vorstellungen

In Abschnitt 2 wurden Grundvorstellungen als fach-
lich korrekte inhaltliche Deutungen mathematischer
Begriffe spezifiziert. Darlber hinaus wurden zent-
rale Ziele des Grundvorstellungskonzepts (z.B.
Greefrath et al.,, 2016; Salle & Cliver, 2021; vom
Hofe, 1995) dargestellt, die zudem Orientierungs-
punkte fiir die Gestaltung von Lehr-Lern-Prozessen
bieten. Neben der Nutzung dieser Orientierungs-
punkte ist es fiir die Unterrichtsgestaltung von zent-
raler Bedeutung, dass eine Lehrkraft ,eine gezielte
Sensibilitat fir die tatsédchlichen Vorstellungen des
Schilers gewinnt” (vom Hofe, 1995, S. 103, Hervorh.
i. Orig.). Eine hierfiir notwendige Rekonstruktion in-
dividueller Vorstellungen mathematischer Begriffe
ist nach vom Hofe (1995) auf der deskriptiven Ebene
des Grundvorstellungskonzeptes verortet. Die Be-
deutung von , Rekonstruktion” ist dahingehend zu
verstehen, dass die ,Beziehung [der Forschenden]
zum Gegenstand der Forschung eine rekonstruktive
ist” (Bohnsack, 2021, S. 36, Hervorh. i. Orig.): Indivi-
duelle Vorstellungen mathematischer Begriffe sind
als mentale Konstrukte nicht erfassbar (Hanke,
2022) und miissen daher von Forschenden und Lehr-
personen re-konstruiert, d. h. nachvollzogen und
nachgebildet werden.

Der hohen Bedeutung individueller Vorstellungen in
Forschung und Praxis, die in verschiedenen Arbeiten
zum Ausdruck kommt (z. B. Lengnink et al., 2011,
Prediger, 2010; vom Hofe, 1995; Weber, 2013), steht
in bisherigen Veroffentlichungen zum Grundvorstel-
lungskonzept eine eher wenig spezifizierte Charak-
terisierung des Begriffs der individuellen Vorstellung
gegeniber. Eine konkrete Festlegung auf eine Auf-
fassung individueller Vorstellungen liegt bzgl. des
Grundvorstellungskonzeptes bislang nicht vor (Salle
& Cluver, 2021). Stattdessen wird der Begriff der in-
dividuellen Vorstellung in Arbeiten zum Grundvor-
stellungskonzept unterschiedlich aufgefasst. Haufig
wird er auch gar nicht weiter spezifiziert. Diese For-
schungslage erschwert es u. a., Analysen individuel-
ler Vorstellungen intersubjektiv nachvollziehbar zu
gestalten, Anschlussstudien zu planen und For-
schungsergebnisse einzuordnen.

Viele Arbeiten, die das Grundvorstellungskonzept
fir eine normative Analyse mathematischer Begriffe
heranziehen, nehmen fiir eine empirische Datener-
hebung und -auswertung auf die Theorie von con-
cept image und concept definition nach Tall und Vin-
ner (1981) Bezug (z. B. Greefrath et al., 2021; Roos,
2020; Stolting, 2008). Tall und Vinner (1981) definie-
ren die concept definition als ,,a form of words used
to specify that concept” (S. 152) und das concept im-
age als ,the total cognitive structure that is associ-
ated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and processes”
(S. 152). Mathematikdidaktische Forschungsarbei-
ten, die individuelle Vorstellungen durch das Be-
griffspaar concept image — concept definition kon-
zeptualisieren, fokussieren in ihren Analysen indivi-
dueller Vorstellungen oftmals mogliche Verbindun-
gen zwischen einerseits Definitionen und anderer-
seits graphischen Visualisierungen mathematischer
Begriffe (z. B. Roos, 2020; Stein & Lengnink, 2020).
Diese Schwerpunktsetzung ist vor allem dann sinn-
voll, wenn eben diese Verbindungen und graphische
Visualisierungen auch Ziel der Forschungsfrage sind;
ist das Ziel jedoch eine Rekonstruktion individueller
Vorstellungen, ist zumindest fraglich, inwiefern das
Begriffspaar concept image — concept definition ei-
nen theoretischen und analytischen Rahmen bereit-
stellt, der spezifisch genug fiir solche empirischen
Analysen zum Grundvorstellungskonzept ist. Insbe-
sondere kann die Gefahr bestehen, dass die Defini-
tion des concept image als Gesamtheit aller zu ei-
nem Inhalt assoziierten kognitiven Strukturen fir die
Konzeptualisierung, Abgrenzung und empirische Zu-
ganglichkeit individueller Vorstellungen in Arbeiten
zum Grundvorstellungskonzept zu weit gefasst ist
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(Hanke, 2022). Diesbezlglich wird vornehmlich die
Schwerpunktsetzung des Grundvorstellungskonzep-
tes auf inhaltliche Deutungen mathematischer Be-
griffe, deren Anwendungen und das mentale Operie-
ren nicht hinreichend bericksichtigt (s. Abschnitt
2.2). Dies erschwert es, empirische Ergebnisse zur
Weiterentwicklung des Grundvorstellungskonzeptes
zu generieren sowie Grundvorstellungen und rekon-
struierte individuelle Vorstellungen methodisch
nachvollziehbar in Beziehung zu setzen, um z. B. ent-
sprechende FérdermalRnahmen zu entwickeln.

Im Folgenden sollen daher zunachst unterschiedli-
che national sowie international diskutierte Auffas-
sungen und Eigenschaften individueller Vorstellun-
gen zusammengetragen werden. Basierend auf ei-
nem Vergleich dieser Auffassungen wird eine Kon-
zeptualisierung individueller Vorstellungen vorge-
schlagen, die als spezifische Grundlage fiir die Re-
konstruktion individueller Vorstellungen in Arbeiten
zum Grundvorstellungskonzept dienen kann.

3.2 Uberblick iiber Auffassungen individueller
Vorstellungen

Kognitionstheoretisch kann eine individuelle Vor-
stellung eines mathematischen Begriffs als mentale
Reprasentation dieses Begriffs aufgefasst werden
(z. B. Obersteiner, 2012; Stadtler, 2003), die sich als
,geistige Abb[ildung] von Wahrnehmung, Gedacht-
nisinhalten o[der] Denkprozessen” (Stadtler, 2003,
S. 676) spezifizieren lasst (s. a. Griesel et al., 2019,
S. 129). Auch Bender (1991) bezieht sich in seinen
Uberlegungen zu Grundvorstellungen auf die Be-
zeichnung einer Vorstellung als eine

(innere) anschauliche Reprasentation eines Objekts, ei-
ner Situation, einer Handlung usw., deren sensorische
Grundlagen im Langzeitgedachtnis gespeichert sind
und die in bewuBten [sic] Prozessen aktiviert werden
(Bender, 1991, S. 52).

Neben der von Bender (1991) und auch Griesel et al.
(2019) vorgenommenen Einordnung von Grundvor-
stellungen als (idealtypische) mentale Reprasentati-
onen wird auch der Begriff des mentalen Modells —
und zwar im Sinne von mentalen Modellen, die Ler-
nende aus fachdidaktischer Perspektive ausbilden
sollen — zur Charakterisierung von Grundvorstellun-
gen herangezogen (z.B. Greefrath et al., 2021;
Kleine et al., 2005; Prediger, 2008; Wessel, 2015).
Ein mentales Modell kann grundsatzlich als eine spe-
zifische mentale Reprasentation aufgefasst werden,
die strukturelle Analogien zum reprasentierten In-
halt aufweist (z. B. Johnson-Laird, 1983; Oberstei-
ner, 2012; Stadtler, 2003).
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In der internationalen Literatur werden mentale Re-
prasentationen auch als internal representations be-
zeichnet und von external representations abge-
grenzt. So Ubersetzt Goldin (2020, S. 276) die Be-
zeichnung internal representation als Vorstellung
und die Bezeichnung external representation als
Darstellung. Eine internal representation besteht fiir
Goldin (2003) aus einem ,set of components”, die
»sensations and perceptions, visualized or otherwise
imagined objects or symbols, or even emotional
feelings” (S. 277) sein kénnen.

Die Entstehung und Stabilitdat mentaler Reprdsenta-
tionen wird in der psychologischen und didaktischen
Forschung auf unterschiedliche Weise beschrieben
(z. B. Kaufmann, 2021; diSessa, 1993; Strike & Pos-
ner, 1992). Auf der einen Seite steht die Auffassung,
dass es sich bei einer individuellen Vorstellung um
eine stabile mentale Reprasentation handelt, die in
entsprechenden Situationen aktiviert wird (Strike &
Posner, 1992). Auf der anderen Seite wird davon
ausgegangen, dass die mentale Repradsentation in ei-
ner konkreten Situation — beeinflusst durch z. B. eine
zu losende Aufgabe, eine Interviewfrage, eine gege-
bene Darstellung etc. — auf Grundlage von Vorerfah-
rungen und Vorwissen stets neu konstruiert wird
(di-Sessa, 1993). Auf empirischer Ebene konnten in
mathematikdidaktischen Erhebungen sowohl Argu-
mente fiir eine Neukonstruktion als auch fiir die Sta-
bilitdt von mentalen Reprasentationen herausgear-
beitet werden (Kaufmann, 2021).

In internationalen mathematikdidaktischen Arbei-
ten steht der Begriff der mentalen Repradsentation
vor allem in engem Zusammenhang zu dem der con-
ception. Wie zum Reprasentationsbegriff hat sich
auch beziiglich des Begriffs einer conception keine
einheitliche Definition durchgesetzt (fiir einen Uber-
blick siehe z. B. Amin et al., 2014; Kaldrimidou & Tze-
kaki, 2006). Der conception wird in mehreren Arbei-
ten — dhnlich wie in der Theorie von concept image
und concept definition — der Begriff des concepts ge-
genibergestellt (z. B. Amin et al., 2014; Sfard, 1991).
Wahrend ein concept von der mathematischen Com-
munity als fachlich korrekt beurteilt wird, ist eine
conception ein individuelles Konstrukt, das Sfard
(1991) wie folgt erlautert:

[TIhe whole cluster of internal representations and as-
sociations evoked by the concept — the concept’s coun-
terpart in the internal, subjective ‘universe of human
knowing’ — will be referred to as ‘conception’ (Sfard,
1991, S. 3).
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Dieser Erlauterung folgend kann eine conception ei-
nes mathematischen Begriffs verschiedene internal
representations zusammenfassen.

Ein Schwerpunkt der Forschung zu conceptions im
Rahmen der conceptual change-Theorie liegt auf der
Analyse von Veranderungen verschiedener Vorstel-
lungen. So fokussiert die conceptual change-Theorie
urspriinglich Diskrepanzen zwischen vorhandenen
vorunterrichtlichen und —aus fachlicher Perspek-
tive — erwilinschten Vorstellungen, sodass haufig
eine schwierig zu bewadltigende Umgestaltung und
Anpassung vorhandener kognitiver Strukturen erfor-
derlich ist (Duit, 1999; Hafner, 2012; Stafylidou &
Vosniadou, 2004). Vorunterrichtliche Vorstellungen
stellen jedoch nicht ausschlieBlich Lernhindernisse
dar, sondern vielmehr auch hilfreiche Ankniipfungs-
punkte fur das Ausbilden von fachlich erwiinschten
Vorstellungen (Prediger 2010). Ein conceptual
change kann neben einer Anpassung von vorunter-
richtlichen Vorstellungen auch eine Anpassung von
bereits gezielt ausgebildeten Vorstellungen erfor-
dern (Stafylidou & Vosniadou, 2004). Beispielsweise
kann bezogen auf das Grundvorstellungskonzept
eine bereits ausgebildete bzw. fir einen bestimmten
Gultigkeitsbereich formulierte Grundvorstellung in
einem erweiterten Gultigkeitsbereich des mathema-
tischen Begriffs nicht mehr tragfahig sein (Fetzer &
Paraviccini, 2024; Wartha, 2007). So ist die Grund-
vorstellung zur Multiplikation als wiederholte Addi-
tion in den natirlichen Zahlen giiltig; die Multiplika-
tion zweier Bruchzahlen hingegen kann im Allgemei-
nen nicht als wiederholte Addition gedeutet werden
(Heck Ribereiras et al., 2022; Schulz & Wartha,
2021).

Ein weiterer Schwerpunkt in der Forschung zu con-
ceptions ist die Analyse empirisch aufgezeigter Fehl-
vorstellungen oder misconceptions (z. B. Amin et al.,
2014; Confrey & Kazak, 2006; Schecker & Duit,
2018). Die Prafixe ,Fehl-“ bzw. ,,mis-“ implizieren da-
bei eine fachliche Fehlerhaftigkeit der analysierten
Vorstellungen bzw. conceptions. Schecker und Duit
(2018) sprechen daher bei Fehlvorstellungen auch
von ,hinter den typischen Fehlern von Schiilerinnen
und Schilern [..] vermuteten Denkmuster[n]”
(S. 11), die sich in unterschiedlichen Situationen re-
konstruieren lassen.

Das Herausarbeiten von Fehlvorstellungen wird als
eine wichtige Basis fiir das Entwickeln von entspre-
chenden Férdermaterialien angesehen (Fujii, 2014).
Gleichzeitig wird bzgl. einer solchen Analyse von
Fehlvorstellungen haufig eine Defizitorientierung
gegeniber individuellen Vorstellungen beanstandet

(z. B. Fujii, 2014; Lengnink et al., 2011; Schecker &
Duit, 2018). Um dieser potentiellen Defizitorientie-
rung entgegenzuwirken und um eine ,eigene Wer-
tigkeit” (Schecker und Duit, 2018, S. 12) individueller
Vorstellungen zu betonen, die durch ihre ,Bewah-
rung im Alltagsgebrauch” (Schecker & Duit, 2018,
S. 12) begriindet wird, hat sich in der deutschspra-
chigen fachdidaktischen Literatur der Begriff der
Schiilervorstellung herausgebildet.’ Dieser Begriff
hat sich insbesondere in der Biologie- und Physikdi-
daktik etabliert (z. B. Schecker & Duit, 2018; Schrenk
et al., 2019), wird aber auch in der Mathematikdi-
daktik (z. B. Kaufmann, 2021) verwendet. So bezieht
sich Kaufmann (2021) in seiner Arbeit tber individu-
elle Vorstellungen zu Geradengleichungen auf den
Begriff der Schilervorstellung, den er wie folgt pra-
zisiert:
Fir die vorliegende Untersuchung wird festgelegt, dass
alle alltaglichen, wissenschaftsorientierten und wissen-
schaftlichen Vorstellungen, die das begriffliche und
das konzeptuelle Verstandnis eines Schilers zu einem
bestimmten Zeitpunkt beschreiben, als ’Schillervor-
stellungen® bezeichnet werden (Kaufmann 2021, S.
19).
Schecker und Duit (2018) bezeichnen Schiilervorstel-
lungen auch als ,,Als-ob-Vorstellungen” (S. 9) und er-
l[autern diese Bezeichnung an einem physikalischen
Beispiel:

Lernende duBern sich im Unterricht so und bearbeiten
Aufgaben so, als ob sie davon ausgingen, Kraft sei eine
universelle Wirkungsfahigkeit (Schecker & Duit,
2018, S.9).

Von den bisher geschilderten, starker kognitiv ver-
anlagten Perspektiven auf individuelle Vorstellun-
gen grenzen sich unter anderem diskursive Perspek-
tiven ab (z. B. Hanke, 2022; Lavie, Steiner & Sfard,
2019; Roth, 2013; Sfard, 2008). Diese diskursiven An-
satze fokussieren Analysen von beobachtbaren Ler-
nendenduRerungen und vermeiden Riickschlisse
auf an sich nicht beobachtbare mentale Reprasenta-
tionen. Dementsprechend betrachtet Roth (2013)
mentale Reprdsentationen nicht als etwas, das kog-
nitive Konstrukte beschreibt, sondern verwendet
den Terminus der mentalen Reprasentation, um kul-
turell unterschiedliche Weisen zu kennzeichnen, wie
Uber ein bestimmtes Phanomen gesprochen wird.
Unter Berlicksichtigung von Roths Arbeiten expli-
ziert auch Hanke (2020) Vorstellungen im Sinne des
diskursiven Ansatzes der commognition ,als Ele-
mente personlicher, intuitiver mathematischer Dis-
kurse” (S. 385; s. a. Hanke, 2022); ein intuitiver ma-
thematischer Diskurs entstiinde, ,wenn Mathema-
tiktreibende dariiber kommunizieren, wie sie sich




ihre personliche Bedeutung eines Begriffs vergegen-
wartigen” (Hanke, 2020, S. 387). Im Rahmen dieser
intuitiven mathematischen Diskurse werden Vor-
stellungen durch Hanke (2020) aufgefasst als , Nar-
rative®® [...], die durch visuelle Mediatoren [d. h.
sichtbare Medien, Anm. d. Verf.] gestiitzt sein kon-
nen” (S. 387) und durch die eine Person ausdriicken
kann, ,,was fir die Person selbst als anschauliche, in-
tuitive Aussage Uber ein mathematisches Objekt gilt
und was sie nutzen kann, um sich selbst oder ande-
ren ein mathematisches Objekt zu erklaren” (S. 387).

Da ein Grof3teil bisheriger Arbeiten zum Grundvor-
stellungskonzept mehr auf kognitionstheoretischen
als auf diskursiven Ansdtzen basiert (z. B. Greefrath
et al., 2016; Griesel et al., 2019; Salle & Cliver,
2021), knipfen wir im Weiteren an die kognitions-
theoretischen Auffassungen an. Des Weiteren erhof-
fen wir uns durch diesen Zugang, Aussagen liber die
individuelle Vorstellungsentwicklung von Schiiler:in-
nen und ihre individuelle Foérderung treffen zu kén-
nen. Gleichzeitig wird jedoch in dem in Abschnitt 3.3
vorgeschlagenen Vorgehen zur Rekonstruktion indi-
vidueller Vorstellungen in Anlehnung an diskursive
Ansatze verstarkt darauf geachtet, LernendendulRe-
rungen sehr detailliert zu analysieren und keine vor-
schnellen Riickschliisse lber das konkrete Format
und ,Vorliegen” nicht beobachtbarer mentaler Re-
prasentationen zu tatigen.

Mit der soeben aufgezeigten Vielfalt unterschiedli-
cher Auffassungen individueller Vorstellungen ge-
hen in deutschsprachigen Arbeiten zu Grundvorstel-
lungen des Weiteren unterschiedliche Bezeichnun-
gen einher: ,individuelle Vorstellungen”, ,(individu-
elle) Schilervorstellungen®, ,individuelle Grundvor-
stellungen” oder , deskriptive Grundvorstellungen”
(z. B. Greefrath et al., 2016; Griesel et al., 2019; Gud-
ladt, 2023; vom Hofe, 1995; Wessel, 2015). Wie im
bisherigen Beitrag wahlen wir im Folgenden weiter-
hin den Begriff der ,individuellen Vorstellung”, da
eine ,Schiilervorstellung” eine Verengung auf die
Schule implizieren kénnte. Wir verzichten auf die
Nutzung des Terminus ,,Grundvorstellung”, da durch
eine terminologische Bindung an die normativ for-
mulierten Grundvorstellungen bereits eine Festle-
gung auf inhaltlich tragfahige Vorstellungen sugge-
riert werden konnte. Letzteres kdnnte einer ,,Uber-
prifend-kontrollierenden Haltung” (Weber, 2007,
S. 113) Vorschub leisten.

Zusammenfassend sind bisherige Begriffsdefinitio-
nen individueller Vorstellungen nicht spezifisch fir
den deskriptiven Gedanken des Grundvorstellungs-
konzeptes nach vom Hofe (1995) formuliert worden.
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Dementsprechend liegt bislang keine Definition vor,
die bestimmte Akzentuierungen des Grundvorstel-
lungskonzeptes auf inhaltliche Deutungen mathe-
matischer Begriffe, deren Anwendung und das men-
tale Operieren einbezieht. Eine Berlicksichtigung
dieser Akzentuierungen ist jedoch eine wichtige
Grundlage dafir, individuelle Vorstellungen und
Grundvorstellungen in Beziehung setzen zu kénnen
und das Grundvorstellungskonzept durch empiri-
sche Arbeiten weiterzuentwickeln. Daher wird im
nachsten Abschnitt — aufbauend auf den in diesem
Abschnitt dargelegten Auffassungen individueller
Vorstellungen — eine Definition individueller Vorstel-
lungen vorgeschlagen, die spezifische Eigenheiten
des Grundvorstellungskonzeptes aufgreift, um im
Weiteren individuelle Vorstellungen zu rekonstruie-
ren und sie — soweit moglich — auf Grundvorstellun-
gen beziehen zu kénnen.

3.3 Vorschlag zur Auffassung individueller Vor-
stellungen im Rahmen des Grundvorstellungs-
konzeptes

Zur Charakterisierung individueller Vorstellungen
mathematischer Begriffe im Rahmen des Grundvor-
stellungskonzeptes kniipfen wir erstens an mentale
Reprasentationen an, da auch Grundvorstellungen
im GroRteil der einschlagigen Arbeiten implizit oder
explizit als mentale Reprasentationen beschrieben
werden (z. B. Griesel et al.,, 2019; Greefrath et al.,
2021; s. Abschnitte 2.1 & 3.2). Diese einschlagigen
Arbeiten sind liberwiegend auf Grundlage kogniti-
onstheoretischer Uberlegungen formuliert. An-
schlieRend an diese Uberlegungen und an die Defi-
nition von Grundvorstellungen als ,idealtypische
mentale Reprasentationen” (Griesel et al., 2019,
S. 29) fassen wir individuelle Vorstellungen — ent-
sprechend ihrer subjektiven Natur —also als mentale
Reprasentationen auf, die im Gegensatz zu normativ
formulierten Grundvorstellungen nicht idealtypisch
sein mussen.

Hinsichtlich der in Abschnitt 3.2 diskutierten Einord-
nung von mentalen Reprasentationen als tendenzi-
ell situationsiiberdauernde stabile Reprdasentationen
oder tendenziell situationsspezifisch konstruierte
Repradsentationen, betrachten wir individuelle Vor-
stellungen zweitens als mentale Repradsentationen,
die von einem Individuum eher situationsspezifisch
konstruiert (und weniger aktiviert) werden. Mit die-
ser Betrachtung wird — starker als durch eine aus-
schlieBlich situationsiiberdauernde Auffassung von
Vorstellungen — betont, dass individuelle Vorstellun-
gen stets an die Eigenheiten einzelner konkreter Si-
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tuationen angepasst werden und demnach in dhn-
lich gelagerten Situationen auch unterschiedlich
ausdifferenziert sein kdnnen (Balacheff & Gaudin,
2010; Schindler, 2014). Dies zeigt sich insbesondere
in empirischen Arbeiten, in denen in dhnlichen Situ-
ationen bei ein und derselben Person deutlich unter-
schiedliche individuelle Vorstellungen rekonstruiert
wurden, die zum Teil fachlich korrekt und zum Teil
inkorrekt waren (z. B. Jetses et al., 2024; Kaufmann,
2021).

Mit dieser situationsspezifischen Betrachtung indivi-
dueller Vorstellungen tragen wir vornehmlich einer
empirischen Konkretisierung methodisch Rechnung:
Eine individuelle Vorstellung kann als solche situati-
onsspezifisch in konkreten Daten nachvollziehbar re-
konstruiert werden, ohne stets die kaum zu beant-
wortende Frage mitzutragen, inwieweit sich jetzt
tatsachlich eine ,(iberdauernde” Vorstellung , gefes-
tigt” oder ,verandert” hat. Situationsspezifische in-
dividuelle Vorstellungen sind also methodisch zu-
ganglich und kénnen in sich geschlossen rekonstru-
iert werden. Damit soll jedoch keinesfalls die situa-
tionsiiberdauernde Bedeutung von individuellen
Vorstellungen nivelliert oder verneint werden; viel-
mehr kdnnen (und sollen) beispielsweise Vergleiche
situationsspezifischer Vorstellungen einer Person
Uber einen ldangeren Zeitraum dazu fiihren, Unter-
schiede und vor allem Gemeinsamkeiten der jeweils
situationsspezifisch rekonstruierten individuellen
Vorstellungen herauszuarbeiten und so Auswirkun-
gen auf den langerfristigen Lernprozess in den Blick
zu nehmen. Dies ist ein zentraler Fokus fiir die Aus-
bildung tragfahiger Vorstellungen, die immer Gber
langere Zeitraume gedacht werden muss.

Die mit der hervorgehobenen Situationsspezifitat
mentaler Reprasentationen einhergehende Auffas-
sung individueller Vorstellungen weist Uberschnei-
dungen mit dem sogenannten Situationsmodell auf,
das haufiger Berlicksichtigung bei Analysen von kog-
nitiven Verarbeitungsprozessen beim Textverstehen
findet (z. B. Nieding & Ohler, 2008; van Dijk &
Kintsch, 1983; Zwaan & Radvansky, 1998). Ein Situa-
tionsmodell kann als eine ,cognitive representation
of the events, actions, persons, and in general the
situation, a text is about” (van Dijk & Kintsch, 1983,
S. 12) verstanden werden. Situationsmodelle enthal-
ten damit auch Informationen, die nicht explizit im
Text erwdhnt werden (Nieding & Ohler, 2008; van
Dijk & Kintsch, 1983). Ubertragen auf individuelle
Vorstellungen mathematischer Begriffe konnen z. B.
im Zuge der Bearbeitung von Mathematikaufgaben

Situationsmodelle konstruiert werden, die auch In-
formationen umfassen, die nicht explizit in der vor-
liegenden Aufgabe zum Tragen kommen.

Im Sinne einer situationsspezifischen Betrachtung
individueller Vorstellungen, sprechen wir im Folgen-
den davon, dass ein Individuum eine Vorstellung
eher situationsspezifisch , konstruiert” als ,akti-
viert”. Durch diesen festgelegten Sprachgebrauch
wird jedoch, wie oben bereits ausgefiihrt, keinesfalls
ausgeschlossen, dass ein Individuum in verschiede-
nen vergleichbaren Situationen dhnliche Vorstellun-
gen konstruieren kann (z.B. Kaufmann, 2021;
Schindler, 2014).

Drittens nehmen wir fiir die hier verfolgte Ausschar-
fung des Begriffs der individuellen Vorstellung auf
zentrale Eckpunkte von Grundvorstellungen Bezug.
Analog zur Charakterisierung von Grundvorstellun-
gen knlpfen wir auch zur Charakterisierung von in-
dividuellen Vorstellungen im Rahmen des Grundvor-
stellungskonzeptes an Deutungen mathematischer
Begriffe an. Wir fassen individuelle Vorstellungen als
inhaltliche Deutungen mathematischer Begriffe auf,
die allerdings — wie oben bereits ausgefiihrt — nicht
normativ hergeleitet sind, sondern sich von Indivi-
duum zu Individuum unterscheiden kénnen. Indivi-
duelle inhaltliche Deutungen kénnen sich mit nor-
mativ formulierten Deutungen im Sinne von Grund-
vorstellungen Uberschneiden; sie kdnnen fachlich
korrekt sein, missen dies —anders als Grundvorstel-
lungen —jedoch nicht.!! Durch diese Fokussierung
individueller Deutungen kann die Sinnkonstruktion
mathematischer Begriffe fiir das Individuum analy-
siert werden, die nach dem Grundvorstellungskon-
zept im Rahmen einer individuellen Begriffsbildung
angestrebt werden soll (vom Hofe, 1995; s. Ab-
schnitt 2.2) und daher auch fiir die Analyse individu-
eller Vorstellung in diesem Rahmen zentral ist. Diese
Sinnkonstruktion kann z. B. darin bestehen, dass das
Individuum die mathematischen Begriffe an person-
liche Erfahrungen mit realitdtsnahen oder mathe-
matischen Phanomenen ankniipft (s. Abschnitt 2.2).

Eine individuelle Vorstellung eines mathematischen
Begriffs spezifizieren wir im vorliegenden Beitrag
des Weiteren dahingehend, dass sie in einer konkre-
ten Situation leitend fir bestimmte Handlungen des
Individuums ist. Damit werden weitere zentrale Ziele
des Grundvorstellungskonzeptes aufgegriffen, da
neben der Sinnkonstruktion ein ,,operatives Handeln
auf Vorstellungsebene” (vom Hofe, 1995, S. 98) so-
wie eine Anwendung der mathematischen Begriffe
durch Lernende im Fokus der im Grundvorstellungs-
konzept betrachteten individuellen Begriffsbildung
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liegen (s. Abschnitt 2.2). Die Handlungen und An-
wendungen der jeweiligen Deutungen eines mathe-
matischen Begriffs miissen ebenfalls nicht korrekt
im mathematischen Sinne sein. Dieses handlungslei-
tende Moment schlief3t an die Arbeit von Balacheff
und Gaudin (2010) an, die die Konstruktion einer in-
dividuellen Vorstellung situationsspezifisch eng an
die dabei durchgefiihrten Handlungen knipfen.
Dass eine individuelle Deutung mentales Operieren
bestimmt, kann auch darin zum Ausdruck kommen,
dass die individuelle Deutung genutzt wird, um ein-
zuschatzen, wie sich Handlungen oder Operationen
auf bestimmte Eigenschaften der mathematischen
Objekte auswirken. Diese Einschatzungen miuissen
ebenfalls nicht zwingend fachlich korrekt sein. Hand-
lungen kdonnen dabei aufgefasst werden als ,zielge-
richtete, in ihrem inneren Aufbau verstandene Voll-
ziige, die ein falRbares [sic] Ergebnis erzeugen”
(Aebli, 1983, S. 182). Dabei kdnnen Handlungen du-
Rerlich beobachtbar sein, missen dies jedoch nicht
(z. B. Steffen, 2022). Ebenfalls kdnnen Handlungen
abstrahiert und als Operationen ,verinnerlicht” wer-
den (Aebli, 1983).12

Entsprechend den obigen Ausfiihrungen charakteri-
sieren wir eine individuelle Vorstellung eines mathe-
matischen Begriffs im Rahmen des Grundvorstel-
lungskonzeptes als eine situationsspezifisch konstru-
ierte, individuelle inhaltliche Deutung des entspre-
chenden Begriffs, die in sachkontext- oder mathe-
matikbezogenen Situationen vorgenommen wird
und in mathematikbezogenen Handlungen oder
beim mentalen Operieren zum Tragen kommt.

Diese Definition kann als Grundlage einer Rekon-
struktion individueller Vorstellungen genutzt wer-
den, die unabhangig von konkreten normativ formu-
lierten Grundvorstellungen durchgefiihrt werden
kann. Gleichzeitig ist es jedoch moglich, rekonstru-
ierte individuelle Vorstellungen (im Sinne der vorge-
schlagenen Begriffsdefinition und ihrem Fokus auf
spezifische individuelle Deutungen mathematischer
Begriffe) differenziert mit normativ hergeleiteten
Grundvorstellungen in Beziehung zu setzen. Wie ge-
nau bei dieser Rekonstruktion vorgegangen werden
kann, wird im nachsten Abschnitt ndher erlautert.

4. Rekonstruktion individueller Vorstellungen
4.1 Uberblick iiber Herangehensweisen zur Re-
konstruktion

Bisherige methodische Herangehensweisen bei der
Rekonstruktion individueller Vorstellungen (im
Sinne der den Arbeiten jeweils zugrunde gelegten
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Definition einer individuellen Vorstellung) sind viel-
faltig und finden verstarkt in qualitativ orientierten
Studien statt. In diesen Studien wird vorrangig auf
schriftliche Aufgabenbearbeitungen, Lerntagebi-
cher, Interaktions- oder Lernprozessbeobachtungen
sowie Interviews als Erhebungsformate zuriickge-
griffen (z. B. Halverscheid & Miiller, 2013; Kauf-
mann, 2021; Kollhoff, 2021; Krause & Salle 2018;
Wessel, 2015; s. a. Kleine, 2007). Zum Teil werden
diese Untersuchungen auch an vorhergehende,
guantitativ angelegte Untersuchungen angeschlos-
sen, wie im Falle der PALMA-Studie geschehen (Haf-
ner, 2012; Stolting, 2008; Wartha, 2007; s. a. Roos,
2020). Um sogenannte ,Fehlvorstellungen” zu erkla-
ren, wurden in diesem Rahmen ausgewdhlte Ler-
nende im Anschluss an eine Testbearbeitung
und -auswertung interviewt. In diesen aufgabenba-
sierten Interviews wurde der Bearbeitungsprozess
dokumentiert, um individuelle Vorstellungen detail-
liert analysieren zu kénnen (Hafner, 2012; Stélting,
2008; Wartha, 2007).

Die Datenauswertung und Rekonstruktion individu-
eller Vorstellungen wird in bisherigen Studien, die
auf das Grundvorstellungskonzept Bezug nehmen,
haufig durch eine kategoriengeleitete oder -entwi-
ckelnde Auswertung der Daten strukturiert (z. B.
Halverscheid & Miller, 2013; Kaufmann, 2021; Roos,
2020; Schink, 2013). Roos (2020) fasst z. B. rekon-
struierte individuelle Vorstellungen zum Extrem-
punktbegriff induktiv in Kategorien zusammen, um
darauf aufbauend Schwierigkeiten von Studieren-
den mit diesem Begriff zu erklaren. Dariliber hinaus
werden auch deduktive Kategorien an das Datenma-
terial herangetragen, die unter anderem durch zum
Extrempunktbegriff formulierte ,Aspekte” bestimmt
sind, wobei die Aspekte ,in engem Zusammenhang
mit dem (teilweisen) Vorliegen einer Grundvorstel-
lung” (Roos, 2020, S. 160) stehen. Anders als Roos
(2020) orientieren sich die von Halverscheid und
Miller (2013, S. 125) zur Analyse individueller Vor-
stellungen herangezogenen Kategorien nicht an
konkreten normativ formulierten Aspekten oder
Grundvorstellungen, sondern an den drei Charakte-
ristika von Grundvorstellungen ,,,Sinnkonstituie-
rung’, ,Verinnerlichung’ und ,Fahigkeit zur Anwen-
dung’“ (s. Abschnitt 2.2).

Arbeiten zum Grundvorstellungskonzept, die keine
kategoriengeleitete Datenauswertung vornehmen,
interpretieren das erhobene Datenmaterial zu-
nachst auf einer sogenannten Beschreibungs- und
dann Erkldrungsebene (z. B. Gudladt, 2023; Katter,
2023; Kollhoff, 2021; vom Hofe, 1998). Fur diese In-
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terpretation werden Interviews oder Videodaten zu-
nachst in einzelne Szenen gegliedert. Anschliefend
werden die Szenen auf der Beschreibungsebene hin-
sichtlich verschiedener Leitfragen analysiert, bei-
spielsweise: ,Welche subjektiven Vorstellungen
bzw. Deutungsmodelle werden in den Losungsversu-
chen der Schiilerinnen deutlich? Inwieweit lassen
sich dabei individuelle Denkmuster bzw. Lésungs-
strategien nachzeichnen?“ (vom Hofe, 1998, S. 266;
s. a. Katter, 2023; Kollhoff, 2021). Kollhoff (2021)
spezifiziert diese Leitfragen und das methodische
Vorgehen fir die Analyse von Interaktionen auf der
Beschreibungsebene durch Bezugnahme auf die in-
terpretative Unterrichtsforschung. Auf der Beschrei-
bungsebene herausgearbeitete Interpretationen
werden dann auf der Erklarungsebene mit normativ
formulierten Grundvorstellungen in Beziehung ge-
setzt, indem hinterfragt wird, inwieweit ,,sich Denk-
prozesse der Schiilerinnen mit vorhandenen didakti-
schen Begriffen und Modellen erfassen und erkla-
ren” (vom Hofe, 1998, S. 266) lassen.

Insgesamt stehen in den zitierten Arbeiten zu Grund-
und individuellen Vorstellungen haufig die normativ
formulierten Grundvorstellungen im Vordergrund
der Erhebung und Auswertung, sodass eine detail-
lierte Rekonstruktion individueller Vorstellungen in
den Hintergrund rickt. Derartige Arbeiten bieten
erste Orientierungspunkte fir weitergehende Analy-
sen und FordermalBnahmen, kénnen jedoch gleich-
zeitig die unvoreingenommene Rekonstruktion indi-
vidueller Vorstellungen einschranken und die Gefahr
bergen, dass ,man die Grundvorstellungen gewis-
sermafen in die Lernenden hineinsieht, obwohl sie
als Modelle ihrer empirischen Vorstellungen mog-
licherweise Uberhaupt nicht angemessen sind“
(Lensing, 2021, S. 74).

Um individuelle Vorstellungen moglichst detailliert
sowie intersubjektiv nachvollziehbar zu rekonstruie-
ren und eine Defizitorientierung durch den frihzeiti-
gen Einbezug normativer Leitlinien zu vermeiden,
schlagen wir im folgenden Abschnitt ein entspre-
chendes Vorgehen zur Rekonstruktion individueller
Vorstellungen vor. Dieses Vorgehen knlpft unmit-
telbar an die in Abschnitt 3.3 vorgeschlagene Defini-
tion individueller Vorstellungen an, da diese Defini-
tion bestimmte Notwendigkeiten bei der Rekon-
struktion eben dieser individuellen Vorstellungen
impliziert und erfordert.

4.2 Vorschlag zur Rekonstruktion individueller
Vorstellungen

Aufgrund der theoretischen Festlegung, dass indivi-
duelle Vorstellungen situationsspezifisch konstruiert
werden (s. Abschnitt 3.3), ist es sinnvoll, die Rekon-
struktion individueller Vorstellungen entlang auf-
kommender Situationen zu gliedern (z. B. Balacheff
& Gaudin, 2010; Schindler, 2014). Als Situation fas-
sen wir dabei eine rdumlich und zeitlich begrenzte
Einheit auf, die durch ein bestimmtes Thema inhalt-
lich charakterisiert ist. Die Identifikation und Ab-
grenzung von Situationen ergeben sich aus dem For-
schungsinteresse und der empirischen Analyse des
vorliegenden Datenmaterials. Eine erste Orientie-
rung fur die empirisch begriindete Abgrenzung von
Situationen kdénnen z. B. Aufgaben bieten, die in ei-
nem Interview bearbeitet werden (Schindler, 2014).

Eine feinere Untergliederung kénnte zudem auf Ba-
sis mathematikbezogener Tatigkeiten der Interview-
ten (z. B. berechnen oder beschreiben) vorgenom-
men werden. Die ldentifikation von Situationen
kann somit je nach Forschungsinteresse unter-
schiedlich begriindet werden. Wurden fir eine Situ-
ation individuelle Vorstellungen einer Person rekon-
struiert, bietet es sich an, weitere Situationen in den
Blick zu nehmen, in denen diese Person agiert und
die entsprechend rekonstruierten Vorstellungen in
den verschiedenen Situationen gegeniiberzustellen.
Des Weiteren kénnen durch fallexterne Gegenuber-
stellungen individuelle Vorstellungen rekonstruiert
werden, die bei mehreren Personen identifiziert
werden kdnnen.

Bei der konkreten Rekonstruktion individueller Vor-
stellungen nutzen wir — den obigen Ausfiihrungen
folgend — individuelle inhaltliche Deutungen als sen-
sibilisierendes Konzept (s. Kelle & Kluge, 2010; vom
Hofe, 1998). Basierend auf vorliegenden Daten, wie
z. B. Interviewtranskripten, werden individuelle in-
haltliche Deutungen auf Basis der AuRerungen der
Lernenden analysiert. Diese AuRerungen sollten
grundsatzlich multimodal aufgefasst werden (z. B.
verankert in Sprache oder Gestik), damit eine mog-
lichst umfassende Analyse realisiert werden kann.
Um zum einen eine Rekonstruktion individueller
Vorstellungen entlang des sensibilisierenden Kon-
zeptes der individuellen inhaltlichen Deutungen
moglichst systematisch und intersubjektiv nachvoll-
ziehbar zu gestalten und zum anderen in spateren
Analysen ein In-Beziehung-Setzen zu Grundvorstel-
lungen zu ermoglichen, operationalisieren wir indi-
viduelle inhaltliche Deutungen durch , Elementari-
sierung”. Diese Elementarisierung besteht in einem
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Betrachten einzelner Bestandteile einer individuel-
len inhaltlichen Deutung. Diese Bestandteile werden
deutungskonstituierende Elemente genannt.

Eine solche Idee der Elementarisierung wird in dhn-
licher Weise auch bei der Rekonstruktion sogenann-
ter mentaler Rdume verwendet (z. B. Fauconnier,
1994, 1997; Zima, 2021). Die Theorie der mentalen
Rdume wurde von Gilles Fauconnier (1994; 1997) er-
arbeitet, um Prozesse der Bedeutungsgenerierung
von Sprache, d. h. ,Prozesse der Produktion, des
Verstehens und der Verarbeitung von Sprache”
(Zima, 2021, S. 103) zu modellieren und zu erklaren.
Sie ist urspriinglich als Analyseinstrument der kogni-
tiven Semantik zu verorten und verfolgt die Absicht,
u. a. Vorstellungen von Sprachrezipient:innen durch
mentale Rdume zu analysieren (z. B. Evans & Green,
2006; Hartner, 2012; Zima, 2021). In seinen ersten
Arbeiten definiert Fauconnier (1994, S. xxxix & S. 16)
mentale Raume als kognitive Konstrukte, die im Ver-
lauf eines Diskurses und vor allem bei der Rezeption
eines schriftlich vorliegenden Textes zur Konstruk-
tion von Satzbedeutungen temporar gebildet wer-
den. Bei der Analyse mentaler Rdume werden Pro-
zesse der Bedeutungskonstruktion ausgewertet, die
nicht versprachlicht vorliegen, sondern von denen
angenommen wird, dass sie im Rahmen der soge-
nannten backstage cognition ablaufen (Fauconnier,
1994; Zima, 2021). Ausgehend von einzelnen Satzen
oder kurzen Texten rekonstruiert Fauconnier (1994;
1997) deren Bedeutung, indem er einzelne so be-
zeichnete Elemente, hier Einzelworter oder Wort-
gruppen, identifiziert und deren Verbindungen zuei-
nander strukturiert.

In Anlehnung an dieses Vorgehen und spezifiziert auf
das Grundvorstellungskonzept, zeichnen sich deu-
tungskonstituierende Elemente dadurch aus, dass
sie in den AuRerungen (Einzelwdrter, Wortgruppen,
Kombinationen aus Wértern und Gesten etc.) des In-
dividuums in Beziehung zu dem mathematischen Be-
griff stehen, zu welchem individuelle Vorstellungen
rekonstruiert werden sollen. Somit bestimmen sie
letztendlich eine individuelle inhaltliche Deutung
des mathematischen Begriffs (im Sinne der in Ab-
schnitt 3.2 formulierten Definition einer inhaltlichen
Deutung). Ein ,Element” kann in diesem Zusammen-
hang im Sinne eines ,Grundbestandteils” (Pfeifer
1993, S. 276) und in Anlehnung an chemische Zu-
sammenhange als ein nicht weiter sinnvoll zerlegba-
rer Bestandteil einer AuRerung und letztendlich
auch einer individuellen inhaltlichen Deutung ver-
standen werden.

math.did. 49(2026)

Zur Rekonstruktion individueller Vorstellungen in
diesem Sinne ist eine wertungsneutrale Analyse vor-
liegender AuRerungen von Lernenden notwendig, in
der die deutungskonstituierenden Elemente und de-
ren Beziehungen untereinander durch die Forschen-
den identifiziert werden. Zur Identifikation deu-
tungskonstituierender Elemente wird auf der einen
Seite zunichst analysiert, welche AuRBerungen des
Individuums sich auf den im Fokus stehenden ma-
thematischen Begriff beziehen (orientiert an der
durch das Individuum gewahlten Bezeichnung). Auf
der anderen Seite werden AuBerungen analysiert,
die sich auf realitdtsnahe oder mathematische Refe-
renzkontexte beziehen und die mit dem mathemati-
schen Begriff bzw. dem analysierten Bezeichner
durch das Individuum in Beziehung gesetzt werden.
Flr eine moglichst detaillierte und feingliedrige Ana-
lyse der zuletzt genannten AuBerungen werden
diese zunichst in einzelne Worte, Wortgruppen,
Gesten oder Zeichnungen bzw. Kombinationen hier-
von gegliedert. Die so identifizierten Worte, Wort-
gruppen etc. sind grundlegend fir die weiteren Ana-
lysen und werden im Sinne der obigen Ausfiihrungen
(d. h. im Sinne von Grundbestandteilen der analy-
sierten AuRerungen) im Folgenden als Elemente be-
zeichnet.

Um die individuelle inhaltliche Deutung letztendlich
charakterisieren zu kdnnen, muss stets reflektiert
werden, wie genau die Elemente, die in den AuRe-
rungen identifiziert werden kénnen, vom Indivi-
duum aufgefasst werden. So ist hier — und in ent-
sprechenden empirischen Analysen — zu beriicksich-
tigen, dass es sich bei den herausgearbeiteten Ele-
menten zunachst nur um Bezeichnungen handelt,
von denen wir als Forschende nicht oder nur einge-
schrankt wissen, wie die Individuen diese Elemente
wiederum interpretieren. Des Weiteren muss ge-
priift werden, inwieweit AuRerungen und be-
stimmte Worte — und damit mogliche Elemente —
durch die Forschenden, z. B. durch die Fragestellung,
einen Aufgabenkontext, eine gegebene Darstellung
etc. in das Interview oder den Fragebogen einge-
bracht werden oder ob die interviewte bzw. be-
fragte Person sie selbst initial dulRert. Nimmt eine in-
terviewte bzw. befragte Person ein von Forschen-
denseite eingebrachtes Element auf, so muss sorg-
faltig reflektiert werden, wie darauf Bezug genom-
men wird.

Weiterhin wird fokussiert, wie genau die identifizier-
ten Elemente mit dem mathematischen Begriff bzw.
dem analysierten Bezeichner durch das Individuum
in Beziehung gesetzt werden. Das In-Beziehung-Set-
zen der Elemente mit dem mathematischen Begriff
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kann z. B. darin bestehen, dass der Begriff mit einem
oder mehreren Elementen durch das Individuum
gleichgesetzt wird, von einem oder mehreren Ele-
menten abgegrenzt wird oder durch ein oder meh-
rere Elemente ausdifferenziert wird. Dabei kénnen
mehrere Elemente auch selbst entweder verbun-
den, gleichgesetzt oder voneinander abgegrenzt
werden. Letztendlich kénnen diejenigen identifizier-
ten Elemente als deutungskonstituierende Elemente
bezeichnet werden, die —indem sie sich auf realitats-
nahe oder mathematische Referenzkontexte bezie-
hen und durch das Individuum mit dem mathemati-
schen Begriff in Beziehung gesetzt werden — eine in-
dividuelle Deutung des mathematischen Begriffs
charakterisieren (s. Abschnitt 2.1 zum Deutungsbe-
griff).

Entscheidend fiir die Einordnung der individuellen
Deutung als individuelle Vorstellung auf der deskrip-
tiven Ebene des Grundvorstellungskonzeptes ist,
dass die herausgearbeitete individuelle Deutung in
Anwendungen und Handlungen wirksam wird (s. Ab-
schnitt 3.3): Dies wird in der Rekonstruktion aufge-
griffen, indem wir diejenigen herausgearbeiteten in-
dividuellen Deutungen als individuelle Vorstellungen
auffassen, bei denen die Deutungen im Rahmen ei-
nes Sachkontextes bzw. eines Darstellungswechsels
vom Individuum vorgenommen werden oder die
eine mathematikbezogene Handlung bestimmen
bzw. im Zusammenhang mit einem moglichen men-
talen Operieren des Individuums stehen (vgl. Ba-
lacheff & Gaudin, 2010; Vergnaud, 1999; vom Hofe
& Blum, 2016).

Um Uber eine konkrete Situation hinaus auch brei-
tere Erkenntnisse zu generieren, kénnen in der Ge-
genliberstellung verschiedener Interviewsituatio-
nen (fallintern oder fallextern) dhnliche deutungs-
konstituierende Elemente bzw. dhnliche Beziehun-
gen dieser Elemente untereinander identifiziert so-
wie analysiert werden und damit dhnliche individu-
elle Deutungen rekonstruiert werden. Hier sprechen
wir von einem gemeinsamen Kern der jeweiligen re-
konstruierten individuellen Deutungen.

Hinsichtlich der Rekonstruktion individueller Vor-
stellungen sollte die grundlegende Bedeutung von
eingesetzten Aufgaben flr die spatere Datenaus-
wertung frihzeitig reflektiert werden. So sollten die
Aufgaben derart gestaltet sein, dass in der Daten-
auswertung zentrale Charakteristika individueller
Vorstellungen im Sinne der in Abschnitt 3.3 vorge-
schlagenen Definition eingeschatzt werden kénnen.
Flr diese Einschdtzung kdnnen auch mehrere zu be-

arbeitende Aufgaben notwendig sein, um die ge-
nannten Charakteristika hinreichend abzubilden und
eine Uberforderung durch zu komplexe Arbeitsauf-
trage zu vermeiden.

Um das in diesem Abschnitt beschriebene Vorgehen
zur Rekonstruktion individueller Vorstellungen mit-
hilfe individueller Deutungen und deutungskonstitu-
ierender Elemente zu illustrieren und zu konkretisie-
ren, wird im folgenden Abschnitt die Analyse eines
Interviewausschnitts detailliert vorgestellt.

5. lllustrierendes Beispiel zur Rekonstruktion
individueller Vorstellungen im Grundvor-
stellungskonzept

5.1 Einordnung des Interviewausschnitts

Das folgende Transkript stammt aus dem For-
schungsprojekt GruSiKo, das sich mit Vorstellungen
in der Trigonometrie befasst. In diesem Projekt wur-
den Interviews mit 18 Schiler:innen aus 12 Klassen
des zehnten Jahrgangs dreier stadtischer Gesamt-
schulen und Gymnasien in Niedersachsen gefiihrt.
Die Auswahl der interviewten Schiiler:innen erfolgte
auf Basis eines Fragebogens, in dem schriftliche Auf-
gaben zu Sinus und Kosinus beantwortet werden
mussten und den alle teilnehmenden Schiiler:innen
ausfillten. Es wurden sowohl Schiiler:innen ausge-
wahlt, die im Fragebogen eine sehr hohe als auch
eine sehr geringe Punktzahl aufwiesen. Zudem
wurde die Zugehorigkeit zu den drei Schulen bertick-
sichtigt, um eine moglichst heterogene Gruppe von
Schiler:innen fiur die Interviews zu erhalten.

Ziel der Interviews war es, individuelle Vorstellungen
der Schiiler:innen zu Sinus und Kosinus zu rekonstru-
ieren, um darauf aufbauend Unterrichts- und For-
dermaterialien zu gestalten. Die im Interview ge-
stellten Fragen sollten daher einerseits das Gesprach
immer wieder auf die zentralen Begriffe fokussieren,
andererseits dabei keine normativ formulierten, in-
haltlichen Deutungen der Begriffe vorgeben, um den
Schiiler:innen Raum fiir das Einbringen eigener Vor-
stellungen zu geben.

Das ausgewadhlte Transkript zeigt einen Ausschnitt
aus dem Interview mit Luna (Pseudonym), einer
Schiilerin des zehnten Jahrgangs eines stadtischen
Gymnasiums in Niedersachsen. Luna erreichte im
Fragebogen eine geringfligig unterdurchschnittliche
Punktzahl. Die Entscheidung, diesen Ausschnitt aus
Lunas Fall darzustellen, erfolgte aufgrund der Eig-
nung der Daten fiir den Zweck im vorliegenden Bei-
trag: Anhand des Interviewausschnitts konnen die
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Schritte des vorgestellten Vorgehens zur Rekon-
struktion individueller Vorstellungen (s. Abschnitt
3.3) sowie die Konkretisierung der eingefiihrten
Konzepte nachvollzogen werden. Zudem kénnen an-
schlieBend mogliche Unscharfen und Schwierigkei-
ten wahrend der Rekonstruktion thematisiert wer-
den (s. Abschnitt 6).

Die Analyse in Abschnitt 5.3 soll die theoretischen
und methodischen Vorschlage dieses Beitrags illust-
rieren sowie konkretisieren und wird nicht als Evi-
denz fir die Nitzlichkeit der vorgeschlagenen Auf-
fassung individueller Vorstellungen und deren Re-
konstruktion verstanden. Zuvor werden im folgen-
den Abschnitt 5.2 die im analysierten Interviewaus-
schnitt eingesetzten Aufgaben vorgestellt.

5.2 Eingesetzte Aufgaben im Interviewausschnitt

In den dargestellten Ausschnitten des Interviews
werden zwei Aufgaben eingesetzt, durch die indivi-
duelle Deutungen des Sinus bzw. Kosinus eines Win-
kels im rechtwinkligen Dreieck fokussiert werden
sollen:

Aufgabe 1: Zu einem abgebildeten rechtwinkligen
Dreieck (vgl. Abb. 1) sollen die Schiiler:innen ange-
ben, was sie Uber Sinus und Kosinus in diesem Drei-
eck duRern kdénnen. Durch diese offene Einstiegsauf-
gabe sollen zunachst erste Assoziationen und indivi-
duelle Deutungen zu Sinus und Kosinus in Erfahrung
gebracht werden.

A

Abb. 1: Skizze des rechtwinkligen Dreiecks aus Aufgabe 1 des

Interviewleitfadens

Der im Interview eingesetzte halbstandardisierte In-
terviewleitfaden umfasst gezielte Nachfragen zur
dargestellten Aufgabe, durch die weitere Informati-
onen zur Rekonstruktion individueller Vorstellungen
eingeholt werden kénnen. Geben die Schiler:innen
bei der ersten Aufgabe an, sich nicht zu Sinus und
Kosinus duRern zu kdnnen, sind im Interviewleitfa-
den unter anderem die Fragen ,Helfen dir die Win-
kelgroRen weiter?“ oder , Hilft es dir, wenn die Sei-
ten benannt werden?” vermerkt. Grundsatzlich
kénnten auch gezielt bestimmte Winkel oder Seiten
thematisiert und WinkelgroRen oder Seitenlangen in
einer GeoGebra-basierten Darstellung des Dreiecks
variiert werden. Wie genau eine solche Variation der
Seitenlangen thematisiert werden kann, wird in der
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im Folgenden dargestellten zweiten Aufgabe erldu-
tert.

Aufgabe 2: In einem gegebenen rechtwinkligen Drei-
eck ABC werden zwei Punkte so verschoben, dass
dhnliche Dreiecke entstehen (vgl. Abb. 2). Die Schi-
ler:innen sollen entscheiden, inwieweit sich unter
dieser Variation der Kosinus des Winkels a veran-
dert und dies begriinden. Fir Schiler:innen, die
Schwierigkeiten haben, die Bewegung in das Dreieck
,hineinzusehen” (Roth, 2005, S. 78), ist im Interview
eine GeoGebra-basierte Darstellung zur Visualisie-
rung der Bewegung verfligbar.

AUFGABE: VW2a - INTERVIEWER

Nun sollen die Punkte B und C gleichzeitig entlang der gestrichelten
Linien nach rechts verschoben werden. Dabei soll in B immer ein
rechter Winkel erhalten bleiben.

Wird cos(at) dann gréfier, wird cos(at) kleiner oder
bleibt cos(a) gleich?

Begriinde deine Antwort!

ey

Abb. 2: Aufgabe 2 des Interviewleitfadens

Auch in dieser offen gestalteten Aufgabe wird keine
Deutung des Kosinus vorgegeben; vielmehr gibt die
Aufgabe Anlass zur individuellen Deutung des Kosi-
nus sowie zur Nutzung dieser Deutung im Rahmen
eines mentalen Operierens.

Zusammenfassend bieten diese beiden Aufgaben
groRes Potential, individuelle Vorstellungen zum Ko-
sinusbegriff — wie in Abschnitt 3.3 dargestellt — zu re-
konstruieren: Keine der Aufgaben gibt eine Deutung
des Kosinus durch die Forschenden vor. Insbeson-
dere die erste Aufgabe ist hinreichend offen, um in
den AuRerungen des Individuums die in Abschnitt
3.3 erlduterten Elemente zu identifizieren, die durch
das Individuum selbst (und nicht die Forschenden)
zur Deutung des Kosinusbegriffs eingebracht wer-
den. Gleichzeitig bietet die Aufgabe durch das abge-
bildete Dreieck dem Individuum zumindest Gelegen-
heit, sich auf einen mathematischen Referenzkon-
text zu beziehen, was wiederum Grundlage fir eine
individuelle inhaltliche Deutung sein kann (s. Ab-
schnitt 2.1). Der Offenheit der ersten Aufgabe wird
eine zweite Variationsaufgabe entgegengestellt, um
dem Individuum Gelegenheit zu geben, eine eigene
individuelle Deutung des Kosinusbegriffs zum men-
talen Operieren zu nutzen. Dieses mentale Operie-
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ren wird durch die erste Aufgabe nicht explizit evo-
ziert, kann nach Abschnitt 3.3 jedoch entscheidend
fir die Einordnung einer individuellen Deutung als
individuelle Vorstellung sein. Auf diese Weise kann
eine gemeinsame Betrachtung der beiden Aufgaben
eine differenziertere Rekonstruktion ermoglichen.

5.3 Analyse des Interviews mit Luna

Erste Situation — Einstieg in das Interview

Nachdem die Interviewerin Aufgabe 1 prasentiert
hat, beginnt Luna sich zu Sinus und Kosinus am dar-
gestellten Dreieck zu duRern:

7 L: Also Sinus und Kosinus sind glaube ich Verhéltnisse
8 zwischen zwei Seiten in einem rechtwinkligen Drei-
9 eck. Und der Sinus ist ja Gegenkathete durch Hypote-
10 nuse und das kénnte man dann ja hier ausrechnen. Ge-
11 nauso wie den Kosinus, das ist ja Ankathete durch Hy-
12 potenuse. Und da wir hier einen rechten Winkel haben,
13 ware dann ja die Seite ¢ die Hypotenuse (beschriftet
14 Seite c), Seite a die (beschriftet Seite a) — also wenn
15 wir jetzt von a den Sinus ausrechnen wirden, wdre
16 dann ja a die Gegenkathete und b (beschriftet Seite b)
17 die Ankathete fiir den Kosinus
C
!
/_/,./’ (%
-
B
A .L, s = B
C
Abb. 3: Rechtwinkliges Dreieck aus Aufgabe 1, Seiten bezeich-

net von Luna

Im ersten Teil der Antwort charakterisiert Luna Sinus
und Kosinus als ,,Verhaltnisse zwischen zwei Seiten
in einem rechtwinkligen Dreieck” (Z. 7-9). Direkt im
Anschluss erganzt sie dies fiir Sinus durch ,,Gegenka-
thete durch Hypotenuse” (Z. 9—10) und fiir Kosinus
durch , Ankathete durch Hypotenuse” (Z.11-12),
wobei sie den Nachsatz ,,und das kdnnte man dann
ja hier ausrechnen” (Z. 10) anfiigt. Im zweiten Teil
der Antwort (Z. 12-17) beginnt Luna ihre bisher ge-
duBerten Erlduterungen von Sinus und Kosinus auf
das vorliegende Dreieck zu Gbertragen, indem sie die
Seiten benennt und beschriftet sowie ihnen dartiber
hinaus mit Bezug zum Winkel a die Bezeichnungen
Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse zuweist.

In Lunas ersten AuRerungen kénnen mehrere deu-
tungskonstituierende Elemente bzgl. Sinus und Kosi-
nus identifiziert werden®3: Als Elemente treten , Ver-
hédltnisse”, das ,rechtwinklige Dreieck” und ver-
schiedene ,,Seiten” in diesem rechtwinkligen Dreieck
auf, wobei das Element des rechtwinkligen Dreiecks
explizit durch die Interviewerin zuvor angesprochen
wurde. Die Elemente werden von Luna in Beziehung
gesetzt, insofern als dass , Verhaltnisse” ,,zwischen”

den ,Seiten” ,in einem rechtwinkligen Dreieck” an-
gefiihrt werden und Sinus und Kosinus wiederum
mit diesen ,,Verhaltnissen” verbunden werden.

Des Weiteren setzt Luna den Sinus mit der , Gegen-
kathete” und der , Hypotenuse” sowie den Kosinus
mit der ,,Ankathete” und der ,Hypotenuse” in Bezie-
hung (Z. 9-12). Ihre AuRerungen und die genannten
Verbindungen der Elemente legen nahe, dass fir
Luna die, Verhaltnisse” mit der jeweils angegebenen
Division zweier Seitenlangen in Beziehung stehen,
namlich fir Sinus Lange der ,,Gegenkathete” ,, durch”
die Lange der ,Hypotenuse” und fiir Kosinus die
Lange der ,, Ankathete”, durch” die Lange der ,Hypo-
tenuse”. Ob mit der Konjunktion ,Und“ (Z. 9) hier
eine Prazisierung (dann ware Sinus ein Verhaltnis,
und zwar ein Verhéltnis der Seitenlangen) oder eine
alternative Beschreibung (dann waére Sinus ein Ver-
hiltnis, kann aber auch eine Rechnung sein) gemeint
ist, bleibt an dieser Stelle unklar.

In Lunas folgenden AuBerungen kdénnen weitere
deutungskonstituierende Elemente bzgl. Sinus und
Kosinus identifiziert werden, die sie zu den bisher
genannten in Beziehung setzt (Z. 13-17): Die ,,Hypo-
tenuse” wird mit der von Luna beschrifteten ,,Seite
c” des Dreiecks gleichgesetzt, die ,Gegenkathete”
mit der ,Seite a“, wobei sie hier als Voraussetzung
spezifiziert, dass diese Gleichsetzung nur dann zu-
trifft, wenn man ,,Sinus“ ,von a“ bestimmt. Analog
identifiziert sie die ,,Ankathete” mit ,b“. Der Winkel
»a' spezifiziert fir Luna den Sinusbegriff (,von a den
Sinus”) und ist fur sie mitentscheidend, um ,,Sinus
aus[zu]rechnen” (Z. 15).

Als individuelle Deutung des Sinus lieRe sich an die-
ser Stelle, basierend auf den aufgefiihrten deutungs-
konstituierenden Elementen, demnach formulieren:
Sinus des Winkels « ist das Verhaltnis von Gegenka-
thete a und Hypotenuse c in einem rechtwinkligen
Dreieck, welches sich durch die Division ,Lange der
Gegenkathete” durch ,Lange der Hypotenuse” be-
rechnen lasst. Analog wird der Kosinus des Winkels
a gedeutet. Wie in Abschnitt 3.3 erlautert ist hier —
und in entsprechenden empirischen Analysen — zu
beriicksichtigen, dass es sich bei den deutungskon-
stituierenden Elementen zundchst nur um Bezeich-
nungen handelt, von denen wir als Forschende nicht
oder nur eingeschrankt wissen, wie die Interviewten
diese Elemente wiederum interpretieren. Im vorlie-
genden Transkript ware beispielsweise zu prifen, in-
wieweit sich die Verwendung der Bezeichnungen
,Sinus”®, ,Kosinus” etc. als konsistent erweist und in-
wieweit Bezeichnungen von Dreiecksteilen in glei-
cher Weise weiterhin interpretiert werden.*
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Im weiteren Verlauf des Interviews bringt die Inter-
viewerin den Winkel 8 bzw. den Sinus des Winkels 8
in den Dialog ein:

35 I:  Okay, wenn wir uns jetzt mal den Winkel # angu-
36 cken und den Sinus von g ausrechnen wollen wiir-
37 den. Wo wdre dann die Gegenkathete?

38 L: Daswadredann b und c die Hypotenuse.

39 I:  Undwenn wir da den Kosinus ausrechnen wirden?
40 L: Das ware dann a durch c.

41 I:  Weil a welche Seite ist?

42 L: Die Ankathete, also an ("an" betont) dem Win-

43 kel .

Lunas Antworten bzw. AuRerungen geben Anlass zur
Interpretation, dass sie in einem rechtwinkligen
Dreieck je nach ausgewahltem Winkel die Begriffe
Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse den un-
terschiedlichen Seiten a, b und ¢ zuordnen kann. So
wird z. B. in Bezug auf die Berechnung von Kosinus
des Winkels S die ,Ankathete” mit ,a” identifiziert
(z. 42).

Zusammenfassend bringt Luna in diesen AuRerun-
gen keine fir sie neuen deutungskonstituierenden
Elemente bzgl. des Kosinus ein, sondern setzt die be-
reits genannten neu zueinander in Beziehung. Diese
Analyse der deutungskonstituierenden Elemente
bestatigt die oben ausgefiihrte individuelle Deutung
von Sinus und Kosinus; sie zeigt jedoch, dass Luna
ihre individuelle Deutung jeweils durch entspre-
chende Wabhl der Seiten auf unterschiedliche Winkel
anpassen kann.

Bis zu dieser Stelle wendet Luna die bisher rekon-
struierte individuelle Deutung des Verhaltnisses
zweier Seitenldangen weder in einem Sachkontext
noch im Rahmen eines Darstellungswechsels oder
einer mathematikbezogenen Handlung an. Die fol-
gende Situation, die sich an die erste Situation an-
schlieBt und die durch eine neue Aufgabenstellung
charakterisiert ist, legt offen, inwiefern eine ent-
sprechende individuelle Deutung des Kosinusbe-
griffs als Verhéltnis von Luna genutzt wird, um Aus-
wirkungen von spezifischen Variationen eines Drei-
ecks auf den Kosinus eines Winkels einzuschatzen.

Zweite Situation — Variation eines rechtwinkligen
Dreiecks

Im weiteren Interviewverlauf prasentiert die Inter-
viewerin Luna Aufgabe 2 (vgl. Abb. 2). Luna schweigt
ca. 15 Sekunden, bevor sie eine Antwort formuliert:

85 L:  Nee, der wird groRer.

86 I Undwieso?

87 L: Weil die La4nge AC und AB groRer wird. Weil die
88 jain die La&nge gezogen werden. Also weil B und
89 C wird ja so langgezogen (vgl. Abb. 4, sie , greift”
90
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91 die Punkte und zieht die Punkte von ihr aus gese-
92 hen nach rechts). Und fiir Kosinus brauche ich ja
93 die Ankathete, das wére dann ja b (notiert b), also
94 AC-Strecke und die Hypotenuse (notiert c), das
95 ware ja c, also die AB-Strecke. Und wenn man die
96 langer ziehen wiirde, dann wiirden die Seiten lan-
97 ger werden und somit wiirden ja auch groRere

Zahlen dann bei der Rechnung sein.

98 I. Ich glaube du hast das gerade vertauscht mit Hy-
99 potenuse und Ankathete.
100 L: Achsojagenaub istdie Hypotenuse und c die An-
101 kathete. Und die wiirden dann ja langer gezogen
102 werden und ja der Winkel an sich bleibt eigentlich
103 gleich.

Abb. 4: Lunas Handbewegung

Abb. 5: Dreieck aus Aufgabe 2, Seiten bezeichnet von Luna

Nachdem die Interviewerin den Aufgabentext der
zweiten Aufgabe vorgestellt hat, legt sich Luna fest,
dass ,der” (Kosinus des Winkels a) groRer wiirde
(Z. 85). Auf Nachfrage der Interviewerin schlieRt sie
eine Begriindung an, in der sie auf die sich vergro-
Rernden Seitenlangen ,AC“ und ,AB” eingeht.
Diese Seitenldangen wiirden gréRer, weil ,B und C
wird ja so langgezogen” (Z. 88—89). Hier bezieht sie
sich vermutlich auf die im Arbeitsauftrag benannten
Punkte B und C, da sie in einer entsprechenden
Geste Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger auf je-
weils einen Punkt oberhalb des auf dem Papier dar-
gestellten Dreiecks zusammenfihrt und die Hande
in dieser Haltung von sich aus gesehen nach rechts
bewegt (vgl. Abb. 4). Im Folgenden konkretisiert sie
fir den gesuchten Kosinus, dass sie die ,Ankathete”
und die ,Hypotenuse” benétige, wobei sie die ,,An-
kathete” mit der Seite ,,b“ sowie der ,AC-Strecke”
und die Hypotenuse mit der Seite ,c“ sowie der ,AB-
Strecke” gleichsetzt (Z. 91-94). Nachdem sie noch-
mals betont, dass die Seiten langer wiirden, begriin-
det sie zuletzt auf diese Weise, dass ,,dann ja auch
groRere Zahlen bei der Rechnung” auftreten wiirden
(2. 96-97).
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Als deutungskonstituierende Elemente bzgl. des Ko-
sinus kdnnen in dieser Situation die ,,Ankathete”, die
Seite ,b“ und die ,,AC-Strecke” identifiziert werden,
wobei diese Elemente gleichgesetzt werden und de-
ren , Lange” betrachtet wird. Analog werden ,,Hypo-
tenuse”, Seite ,c¢“ und , AB-Strecke” als deutungs-
konstituierende Elemente des Kosinus identifiziert
und gleichgesetzt. Auf einen Hinweis der Interviewe-
rin, dass Luna Hypotenuse und Ankathete vertauscht
héatte, korrigiert Luna: ,,Achso ja genau. b ist die Hy-
potenuse und c die Ankathete. Und die wiirden dann
ja langer gezogen werden und ja der Winkel an sich
bleibt eigentlich gleich.” (Z. 100-103) AbschlieRBend
wird also zudem die konstante GréRe des ,, Winkels”
angesprochen. Des Weiteren kann eine ,,Rechnung”
(2.97) als deutungskonstituierendes Element bzgl.
des Kosinus identifiziert werden, in die Langen der
angesprochenen Seiten eingehen. Aus ,groBeren
Zahlen“ (Z. 96) in der Rechnung, bedingt durch lan-
gere Seiten, resultiert fiir Luna bzgl. der betrachte-
ten Aufgabe ein groBerer Kosinuswert.

Zusammenfassend lasst sich in dieser zweiten Situa-
tion die Deutung des Kosinusbegriffs als In-Bezie-
hung-gesetzte Seitenldngen herausarbeiten. Anders
als in der ersten Situation wird in dieser zweiten Si-
tuation eine Variation des Dreiecks angeregt, die in
dem Verschieben der Punkte entlang der gestrichel-
ten Linien besteht, wobei auBerdem eingeschatzt
werden soll, wie sich diese Variation auf Kosinus des
Winkels a auswirkt. Die Deutung des Kosinusbegriffs
als In-Beziehung-gesetzte Seitenlangen wird in die-
ser zweiten Situation im Sinne des mentalen Operie-
rens genutzt, um Auswirkungen der durchgefiihrten
Handlung auf den Kosinus des Winkels a einzuschat-
zen und kann somit als individuelle Vorstellung auf
der deskriptiven Ebene des Grundvorstellungskon-
zeptes rekonstruiert werden.

Abschliefend erlaubte die Analyse auf Element-
ebene eine sehr kleinschrittige und intersubjektiv
nachvollziehbare Rekonstruktion der individuellen
Deutungen und letztendlich individuellen Vorstel-
lungen von Luna. Weiteres Potential der Analyse auf
Elementebene besteht in der Méglichkeit eines sehr
differenzierten In-Beziehung-Setzen von normativ
formulierten Grundvorstellungen und empirisch re-
konstruierten individuellen Vorstellungen. Dieses In-
Beziehung-Setzen kdnnte konkret liber eine verglei-
chende Analyse der hier betrachteten deutungskon-
stituierenden Elemente und der in Salle und Cliver
(2021) eingefiihrten Kernelemente durchgefiihrt
werden. Letztere kdnnen als zentrale Bestandteile
von Grundvorstellungen aufgefasst werden und sind
wie folgt definiert:

»Kernelemente sind jene zentralen Elemente des ma-
thematischen Begriffs, die sich in [...] korrespondie-

renden Phidnomenen wiederfinden.” (Salle & Cliiver,
2021, S. 563)

In Bezug auf das dargestellte Fallbeispiel konnte die
Analyse folgendermaRen aussehen: Die im Daten-
material des Fallbeispiels beziiglich des Kosinusbe-
griffs identifizierten deutungskonstituierenden Ele-
mente des ,,rechtwinkligen Dreiecks” sowie der ,, An-
kathete” und der ,Hypotenuse”, weisen Parallelen
zu zentralen Kernelementen der Seitenverhaltnis-
Grundvorstellung auf (vgl. Salle & Cliiver, 2021). Bei-
spielsweise zeigen Lunas Erlauterungen der Hypote-
nuse bzw. der Ankathete, dass sie diese Elemente
fachlich korrekt beschreiben kann und mit dem Ko-
sinusbegriff in Beziehung setzt. Aufgrund der von
Luna explizierten Seitenldngen kann an dieser Stelle
ein Bezug zur normativ formulierten Seitenverhalt-
nis-Grundvorstellung hergestellt werden (s. Salle &
Claver, 2021; Salle & Frohn, 2017).

Luna setzt die Lange der Hypotenuse zur Ldnge der
Ankathete durch eine Division dieser Langen in Be-
ziehung. In der ersten analysierten Situation spricht
sie in diesem Zusammenhang auch von Kosinus als
,Verhaltnis“. Die zweite analysierte Situation zeigt
jedoch auf, dass dieses , Verhaltnis“ nicht im Sinne
der Seitenverhiltnis-Grundvorstellung aufgefasst
wird. Insofern darf, nur, weil Luna diese Begrifflich-
keit dulert, nicht vorschnell davon ausgegangen
werden, dass auch eine individuelle Vorstellung im
Sinne der Seitenverhaltnis-Grundvorstellung ausge-
bildet ist. Durch die detaillierte Datenanalyse auf
Elementebene konnte jedoch ,potentialorientiert”
herausgearbeitet werden, dass Luna entscheidende
Kernelemente der Seitenverhaltnis-Grundvorstel-
lung heranzieht und fachlich korrekt auffasst. Fir
eine gezielte individuelle Forderung kann auf diese
Erkenntnisse aufgebaut werden, wobei die Analysen
gezeigt haben, dass insbesondere die Auffassung ei-
nes Bruchs als Verhiltnis in den Blick genommen
werden sollte.

6. Diskussion und Perspektiven

Im vorliegenden Beitrag wird ein Vorschlag prasen-
tiert, wie individuelle Vorstellungen bzgl. der de-
skriptiven Ebene des Grundvorstellungskonzeptes
aufgefasst werden kénnen und wie darauf aufbau-
end individuelle Vorstellungen rekonstruiert werden
kénnen. Zusammenfassend wird basierend auf ver-
schiedenen Arbeiten zu individuellen Vorstellungen
und den Grundlagen des Grundvorstellungskonzep-
tes folgende Begriffsdefinition vorgeschlagen (s. Ab-
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schnitt 3.3): Eine individuelle Vorstellung eines ma-
thematischen Begriffs kann aufgefasst werden ,,als
eine situationsspezifisch konstruierte, individuelle
inhaltliche Deutung des entsprechenden Begriffs,
die in sachkontext- oder mathematikbezogenen Si-
tuationen vorgenommen wird, in mathematikbezo-
genen Handlungen zum Tragen kommt oder fir
mentales Operieren relevant ist” (S. 10 in diesem
Beitrag).

Diese Definition bietet eine bisher nicht vorhandene
Begriffsspezifizierung individueller Vorstellungen fir
die deskriptive Ebene des Grundvorstellungskonzep-
tes bzw. fiir empirische Studien mit Bezug zum
Grundvorstellungskonzept. Die Definition beriick-
sichtigt insbesondere die Schwerpunktsetzung des
Grundvorstellungskonzeptes auf inhaltliche Deutun-
gen mathematischer Begriffe, deren Anwendung
und das mentale Operieren, ohne jedoch normative
Analysen in den Vordergrund zu stellen. Damit wird
durch den Definitionsvorschlag eine bislang feh-
lende Grundlage dafiir gelegt, Schwerpunktsetzun-
gen des Grundvorstellungskonzeptes auch in der Re-
konstruktion und Analyse individueller Vorstellun-
gen hinreichend zu bericksichtigen und damit wich-
tige empirische Ergebnisse zur Weiterentwicklung
des Grundvorstellungskonzeptes zu generieren.

Die Definition ist zentraler Ausgangspunkt flr eine
intersubjektiv nachvollziehbare Rekonstruktion indi-
vidueller Vorstellungen basierend auf empirischen
Daten. Der dargestellte Vorschlag eines rekonstruk-
tiven Vorgehens (Abschnitt 4) sieht eine Identifika-
tion und Analyse deutungskonstituierender Ele-
mente in den AuBerungen der Lernenden sowie ein
Herausarbeiten individueller Deutungen entlang
aufkommender Situationen vor. Die deutungskonsti-
tuierenden Elemente werden basierend auf der In-
terpretation der individuellen AuRerungen identifi-
ziert und ihre Beziehungen untereinander werden
analysiert — auf diese Weise konstituieren diese Ele-
mente eine individuelle inhaltliche Deutung und
kénnen als nicht weiter sinnvoll zerlegbare Bestand-
teile dieser individuellen Deutung aufgefasst wer-
den.

In dem beschriebenen Vorgehen zur Rekonstruktion
individueller Vorstellungen sehen wir eine Moglich-
keit, individuelle Vorstellungen zum einen detailliert
und moglichst unabhangig von bestehenden konkre-
ten Grundvorstellungen zu analysieren, die Ergeb-
nisse der Rekonstruktion jedoch zum anderen auch
differenziert und systematisch mit vorliegenden nor-
mativ formulierten Grundvorstellungen in Bezie-
hung zu setzen. Dieses In-Beziehung-Setzen kdnnte
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darin bestehen, vergleichende Analysen der in die-
sem Beitrag eingefiihrten deutungskonstituieren-
den Elementen und den von Salle und Cliver (2021)
eingefiihrten Kernelementen durchzufiihren, die
bisher zur Herleitung einer Grundvorstellung ge-
nutzt wurden.

Wie bereits in der Einleitung verdeutlicht, hdngen
die Begriffsdefinition individueller Vorstellungen
und das Vorgehen der Rekonstruktion eng zusam-
men: Empirische Arbeiten, die das Grundvorstel-
lungskonzept nutzen und sich insbesondere auf die
deskriptive Ebene dieses Konzeptes berufen, verfol-
gen eine Analyse individueller Vorstellungen von
Schiiler:innen bzgl. bestimmter mathematischer Be-
griffe (vom Hofe, 1995; vom Hofe & Blum, 2016) —
eine entsprechende Definition individueller Vorstel-
lungen steht somit auch immer im Kern des jeweils
gewadhlten methodischen Vorgehens. Ohne begriffli-
che Klarung kann ein Rekonstruktionsvorgehen
kaum intersubjektiv nachvollziehbar sein und lasst
sich in seinen Schritten nur schwierig inhaltlich be-
grinden. Deshalb werden in diesem Beitrag Defini-
tion und Rekonstruktion individueller Vorstellungen
stets zusammen gedacht. Dies zeigt sich vornehm-
lich in den deutungskonstituierenden Elementen,
die unmittelbar auf die Definition individueller Vor-
stellungen Bezug nehmen.

Im dargestellten Beispiel wird dies aufgegriffen und
exemplarisch gezeigt, wie Definition und Rekon-
struktion zusammenhangen: Aus der Identifikation
deutungskonstituierender Elemente in entsprechen-
den Situationen kann auf moégliche individuelle in-
haltliche Deutungen geschlossen werden, die in
Handlungen relevant sind und daher individuelle
Vorstellungen von Luna im Sinne der Definition dar-
stellen — gleichzeitig wird auch deutlich, in welchen
Fallen gerade nicht von individuellen Vorstellungen
gesprochen werden sollte (s. Abschnitt 5.3). Insbe-
sondere soll durch die dargestellte Gegeniiberstel-
lung der deutungskonstituierenden Elemente sowie
der Kernelemente von Kosinus expliziert werden,
wie individuelle Vorstellungen und Grundvorstellun-
gen systematisch gegeniibergestellt werden kénnen
—und aus dieser Gegenuberstellung eine detaillierte
Grundlage fiir weitere konstruktive Uberlegungen
erwachsen kann.

Um die in diesem Beitrag getroffenen theoretischen
Festlegungen und das vorgeschlagene Vorgehen zur
Rekonstruktion individueller Vorstellungen an ei-
nem Beispiel zu verdeutlichen, wurde als Datensorte
ein Interviewtranskript gewahlt, in dem es um indi-
viduelle Vorstellungen zu Sinus und Kosinus geht
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(Abschnitt 5). Die Eignung von Interviews fir die Re-
konstruktion individueller Vorstellungen wird in bis-
herigen Studien besonders deutlich (z. B. Hafner,
2012; Kaufmann, 2021; Roos, 2020): Interviews er-
moglichen detaillierte Aussagen von Schiiler:innen
sowie gezielte Nachfragen der Forschenden, sodass
eine gehaltvolle Datengrundlage fir die Vorstel-
lungsrekonstruktion gewonnen werden kann (z. B.
Kaufmann, 2021; Niebert & GropengieRer, 2014).
Grundsatzlich ist das beschriebene methodische
Vorgehen jedoch auf verschiedene Studiendesigns
mit anderen Datensorten libertragbar.

Es ist zudem moglich, das Vorgehen mit anderen
Auswertungsmethoden zu kombinieren. So kénnten
die rekonstruierten individuellen Vorstellungen als
induktiv entwickelte Kategorien, beispielsweise im
Sinne einer Qualitativen Inhaltsanalyse nach May-
ring (2022), an weitere Daten herangetragen wer-
den, um unter anderem auch fallextern Vergleiche
rekonstruierter individueller Vorstellungen systema-
tisch in groReren Datenmengen durchfiihren zu kon-
nen. In diesem Fall wiirde das in diesem Beitrag il-
lustrierte Vorgehen zur Rekonstruktion individueller
Vorstellungen eine Moglichkeit darstellen, Uber-
haupt nachvollziehbare Kategorien induktiv zu for-
mulieren. Das vorgeschlagene Vorgehen zur Rekon-
struktion individueller Vorstellungen wurde in die-
sem Beitrag im Rahmen einer qualitativ orientierten
Interviewstudie mit einer kleinen Stichprobengrofle
dargestellt. Grundsatzlich ist es jedoch denkbar, in-
dividuelle Vorstellungen mithilfe deutungskonstitu-
ierender Elemente auch fiir gréRere Stichproben in
quantitativen Zusammenhangen zu analysieren. Wie
genau dieses Vorgehen umgesetzt werden kann, ins-
besondere wie Erhebungsinstrumente und Auswer-
tungsmethoden aussehen, welche Starken und
Schwachen eine entsprechend angepasste Umset-
zung hat und wie diese sich mit hypothesentesten-
den Verfahren vertragt, ist aus unserer Perspektive
ein wichtiger Gegenstand zukUlinftiger Forschungsar-
beiten.

Durch die exemplarische Analyse des Interviewtran-
skriptes in Abschnitt 5 lassen sich verschiedene Her-
ausforderungen aufzeigen, die bei der Rekonstruk-
tion individueller Vorstellungen im Sinne des vorge-
schlagenen Vorgehens aufkommen kénnen und in
den jeweiligen konkreten Forschungsvorhaben dis-
kutiert werden mussen: Zunachst kann die Abgren-
zung einzelner Situationen unterschiedlich feinglied-
rig vorgenommen werden. Wie grob oder fein das
Datenmaterial in einzelne Situationen gegliedert
wird, muss stets vor dem Hintergrund des jeweils

vorliegenden Forschungsinteresses geklart und be-
grindet werden. Im Fallbeispiel erfolgte eine Gliede-
rung nach eingesetzten Aufgaben. Da Aufgaben hier
nicht nur eine Gliederungsebene darstellen, sondern
— wie ausgefihrt — zentral mitbestimmen, welche
Charakteristika individueller Vorstellungen und wel-
che mathematischen Inhalte thematisiert werden,
sollte der Einfluss eingesetzter Aufgaben auf die Au-
Rerungen der Lernenden stets reflektiert und disku-
tiert werden.

Des Weiteren ist die Identifikation der deutungskon-
stituierenden Elemente nicht als ein eindeutiges
Verfahren anzusehen, sodass es durchaus denkbar
ist, dass bei der Datenanalyse durch unterschiedli-
che Forschende auch unterschiedliche Elemente
identifiziert und analysiert werden. Intersubjektive
Vergleiche von durchgefiihrten Interviewanalysen
zeigen jedoch, dass die identifizierten und analysier-
ten Elemente dhnlich gelagert sind und damit auch
zur Rekonstruktion inhaltlich vergleichbarer indivi-
dueller Vorstellungen fiihren. Im Sinne einer groRt-
moglichen Transparenz und intersubjektiven Nach-
vollziehbarkeit der Analysen gilt es dennoch, deut-
lich zu machen, welche Elemente warum als solche
ausgewahlt wurden. Dariiber hinaus sollte stets ab-
gewogen werden, inwiefern durch z. B. eine feinere
Zerlegung bereits identifizierter Elemente andere in-
dividuelle Deutungen rekonstruiert werden kénnen.
Ungeachtet der angemerkten Herausforderungen in
der Identifikation und Analyse deutungskonstituie-
render Elemente sehen wir in dieser Elementarisie-
rung und dem beschriebenen Vorgehen jedoch gro-
Res Potential, individuelle Vorstellungen sehr detail-
liert und vor allem nicht ausschliefRlich entlang be-
reits normativ formulierter Vorstellungen zu analy-
sieren. Auf diese Weise kann einer moglichen Defizi-
torientierung in der Analyse individueller Vorstellun-
gen begegnet werden. Letztendlich besteht ein wei-
terer Diskussionspunkt unter anderem auch darin,
inwiefern eine rekonstruierte individuelle Deutung
z. B. durch das Individuum vorgenommen wird und
damit eine individuelle Vorstellung im Sinne der vor-
geschlagenen Begriffsdefinition darstellt. Insbeson-
dere die Frage, ob eine rekonstruierte individuelle
Deutung eine Handlung des Individuums bestimmt
oder fiir mentales Operieren relevant ist, kann in
einzelnen Situationen herausfordernd sein und ist si-
cherlich nicht immer eindeutig zu entscheiden. Da-
her sollte auch hier eine groRtmogliche Transparenz
in der Analyse und ihrer Darstellung verfolgt wer-
den. Zudem sollte bereits bei der Durchfiihrung der
Datenerhebung beriicksichtigt werden, dass dem In-
dividuum (iberhaupt die Mdoglichkeit gegeben wird,
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individuelle Deutungen nicht nur zu nennen, son-
dern auch anzuwenden.

Arbeiten, die sich an die theoretischen Spezifizierun-
gen dieses Beitrags sowie an die Herleitung von
Grundvorstellungen (Salle & Cliver, 2021) anschlie-
Ren, kénnten die Frage vertiefen, wie genau norma-
tiv hergeleitete Grundvorstellungen und deskriptiv
rekonstruierte individuelle Vorstellungen differen-
ziert in Beziehung gesetzt werden kénnen. Darauf
aufbauend kdnnten Ansatze zur Entwicklung geziel-
ter Fordermaterialien formuliert werden. Da die
Vorschlage zur Auffassung und Rekonstruktion indi-
vidueller Vorstellungen in Abschnitt 3 und 4 dieses
Beitrags unabhangig von spezifischen Inhaltsberei-
chen formuliert sind, erhoffen wir uns, dass die
Uberlegungen in verschiedenen Inhaltsgebieten An-
wendung finden und zukiinftigen Forschungsarbei-
ten eine Orientierung geben kdnnen.

Anmerkungen

1Die Auffassung der Begriffe ,Grundvorstellung” und ,Deutung”
wird in Abschnitt 2 naher erlautert.

2 Der Terminus des ,Mathematischen Begriffs” bezieht sich in
der vorliegenden Arbeit immer auf eine fachliche Ebene. Nach
Ruwisch und Weigand (2023) kann ein mathematischer Begriff
eine Klasse von Objekten, eine Eigenschaft von Objekten, eine
Relation oder ein Verfahren bezeichnen.

3 Grundvorstellungen, die wie im angefihrten Zitat ,Deutungs-
maoglichkeiten in realen Situationen” (vom Hofe, 1995, S. 98,
Hervorh. d. Verf.) charakterisieren, werden als sogenannte
,primdre Grundvorstellungen” eingeordnet und von soge-
nannten ,sekundaren Grundvorstellungen” abgegrenzt (vom
Hofe & Blum, 2016, S. 234). Hierauf wird mittig in Abschnitt 2.1
genauer eingegangen.

4 Eine Begriffserlauterung von ,Sinnkonstruktionen” findet in
Abschnitt 2.2 statt.

5 Ein ,Aspekt eines mathematischen Begriffs“ wird von
Greefrath et al. (2016) als ,ein Teilbereich des Begriffs, mit
dem dieser fachlich charakterisiert werden kann“ (S. 17) de-
finiert. Identifiziert werden konne ein solcher Aspekt ,durch
fachwissenschaftliche Analysen” (Greefrath et al., 2016, S. 17).

6 Die Unterscheidung von primaren und sekundéren Grundvor-
stellungen ist — wie auch Vohns (2005) kritisch anmerkt — nicht
trennscharf.

7 Der Reprasentationsbegriff wird in Abschnitt 3.2 erldutert.

8 Fir Bender (1991, S. 55) ist ,Verstandnis nicht ohne Vorstel-
lungen [mdglich], und Vorstellungen sind nicht ohne Verstand-
nis moglich®, sodass er die Termini Grundvorstellungen und
Grundverstandnis stets zusammen verwendet.

9 Auch im internationalen Raum finden zunehmend Bezeichnun-
gen wie ,students’ conceptions” oder ,alternative concepti-
ons“ Verwendung (z. B. Driver, 1981; Fujii, 2014).

10 Narrative wiederum erklart Hanke (2020) unter Ruckgriff auf
Sfard (2008) als ,,AuRerungen iiber die Objekte des jeweiligen
Diskurses sowie die Zusammenhéange zwischen Objekten oder
Operationen, die mit den Objekten ausgefiihrt werden kon-
nen“ (S. 386).
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11 Fir die Unterscheidung verschiedener Sichtweisen auf ma-
thematische Inhalte nutzen Ruf und Gallin (2005) die Bezeich-
nungen regular und singular. Regulér ist eine Sichtweise, wenn
sie durch die Community akzeptiert ist (Ruf & Gallin, 2005);
demnach sind Grundvorstellungen regular (Weber, 2007). Sin-
gulér ist eine Sichtweise, wenn sie auf das Individuum bezogen
ist (Ruf & Gallin, 2005). Individuelle Vorstellungen, ob fachlich
korrekt oder nicht, sind demnach zunéachst singular, kénnen je-
doch auch als regular angesehen werden, wenn sie fachlich
korrekt und dementsprechend auch von der fachlichen Com-
munity akzeptiert sind.

12 Die Betrachtung von Handlungen findet sich auch bei den the-
orems in action nach Vergnaud (1999), auf die in bestimmten
Arbeiten zu individuellen Vorstellungen und Grundvorstellun-
gen Bezug genommen wird (z. B. Stélting, 2008; Zwetschler,
2015). In diesen theorems in action muss sich keine Deutung
mathematischer Begriffe widerspiegeln. Ist dies jedoch der
Fall, dann konnen entsprechende theorems in action als indivi-
duelle Vorstellungen im Sinne der vorgeschlagenen Auffassung
verstanden werden.

13 Inwiefern es sich bei diesen Elementen zunachst auch um im
Unterricht erworbene Wissensfacetten handelt, lasst sich im
Interview zunachst nur durch entsprechende Nachfragen der
Interviewer:innen klaren. Fur die in diesem Beitrag hinter-
fragte Rekonstruktion individueller Vorstellungen ist bzgl. der
weiteren Interviewauswertung wie im Folgenden beschrieben
nicht der Ursprung der Elemente entscheidend, sondern in-
wiefern die Elemente zueinander in Beziehung gesetzt werden
und ob bzw. wie die in Beziehung gesetzten Elemente ange-
wendet werden oder ein mentales Operieren bestimmen.

14 Im weiteren Verlauf des Interviews zeigt sich, dass Luna die
Hypotenuse als ,Seite, die gegeniiber von dem rechten Winkel
liegt und der rechte Winkel ist ja immer 90 erldutert. Bezlg-
lich der Bezeichnungen ,Ankathete” und ,Gegenkathete”
weist Luna darauf hin, dass es ,halt darauf an[kommt], wel-
chen Winkel man nimmt“.
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