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Zusammenfassung: In der heutigen Zeit spielen Da-
ten eine bedeutende Rolle, weshalb der richtige Um-
gang mit statistischen Graphen, wie Histogrammen,
Boxplots und Dotplots ein wichtiger Teil von data li-
teracy darstellt. Bei der Interpretation dieser statisti-
schen Graphen zeigen sich jedoch systematische Feh-
ler. Der vorliegende Beitrag untersucht diese Fehler
im Lichte der Conceptual Change Theorie. Dabei
zeigt sich, dass systematische Fehler bei der Interpre-
tation statistischer Graphen auf konzeptuellen
Schwierigkeiten basieren. Solche konzeptuellen
Schwierigkeiten lassen sich darauf zurlickfiihren,
dass zuvor gelernte Grundvorstellungen nicht richtig
auf neue statistische Graphen angepasst werden.

Abstract: In today's world, data plays an important
role, which is why the correct handling of statistical
graphs such as histograms, boxplots and dotplots is
an important part of data literacy. However, system-
atic errors can occur when interpreting these statis-
tical graphs. In this article, these errors are examined
in the light of conceptual change theory. It is shown
that systematic errors in the interpretation of statis-
tical graphs are based on conceptual difficulties.
These can be traced back to the fact that previously
learned basic concepts are not correctly adapted to
new statistical graphs.

1. Einleitung

Mit der immer grofRer werdenden Bedeutung von
Statistiken und grofRen Datenmengen in der Gesell-
schaft, wachst auch die Notwendigkeit, den Umgang
mit diesen Themen zu erlernen (Rubin & Gould,
2023). Ein kritischer Umgang mit Daten ist unter an-
derem wichtig, um als miindige Birger:innen Teil ei-
ner Gesellschaft sein zu konnen, die mafigeblich auf
Daten und den Umgang mit diesen aufbaut (Engel,
2017). Im alltdglichen Leben und in den Medien sind
Daten allgegenwartig. Diese werden zumeist mit-
hilfe verschiedener Darstellungsformen wie statisti-
schen Graphen und Tabellen visualisiert (Friel et al.,
2001). Darstellungen ermoglichen es, die in den Da-
ten enthaltenen Informationen verdichtet und greif-
bar darzustellen (Biichter & Henn, 2007). Entspre-
chend findet die Darstellung von Daten in statisti-
sche Graphen haufig Verwendung und der kritische
Umgang mit diesen wird zu einem wichtigen Be-

standteil von data literacy (Deahl, 2014). For-
schungsergebnisse zeigen jedoch, dass die Interpre-
tation von Daten und ihrer Darstellung in statisti-
schen Graphen, beispielsweise in Histogrammen,
Boxplots und Dotplots, haufig mit Schwierigkeiten
verbunden ist (vgl. Boels et al., 2019b; Lem et al.,
2013). Diese scheinen auch lber den Stochastikun-
terricht hinweg bestehen zu bleiben. So zeigen Stu-
dien, dass auch angehende und ausgebildete Mathe-
matiklehrkrafte zum Teil Schwierigkeiten im Um-
gang mit statistischen Graphen und inkorrekten Vor-
stellungen zu statistischen Konzepten haben (vgl.
Schreiter et al., 2024; Lem et al., 2014b). Bisher gibt
es jedoch nur wenige meta-analytische Arbeiten zu
Fehlern, die bei der Interpretation statischer Gra-
phen systematisch auftreten (vgl. Boels et al.,
2019b).

Unter solchen ,systematischen Fehlern” versteht
man Fehler, die wiederholt auftreten und auf
Schwierigkeiten in der Auffassung und dem Umgang
mit mathematischen Konzepten basieren (Padberg,
1996). Diese systematischen Fehler unterscheiden
sich insbesondere durch ihre Ursache von anderen
Fehlern. Wahrend andere Fehler aus Unachtsamkeit
entstehen, liegen systematischen Fehlern konzeptu-
elle Schwierigkeiten zugrunde (Prediger, 2008).

Entsprechend stellt sich die Frage nach dem Grund
des Auftretens systematischer Fehler bei der Inter-
pretation von statistischen Graphen. Einen mogli-
chen Erklarungsansatz fir konzeptuelle Schwierig-
keiten, die sich in systematischen Fehlern zeigen,
kann der Blick auf Vorstellungsumbriiche (Prediger,
2008) und die Conceptual Change Theorie (Vamva-
koussi et al., 2013; Vosniadou, 2013) liefern. Hier-
nach entstehen Schwierigkeiten, wenn bereits Er-
lerntes auf neue, unpassende Situationen angewen-
det wird.

Dieser Beitrag adressiert systematisch auftretende
Fehler bei der Interpretation gangiger statistischer
Graphen (Histogramm, Boxplot und Dotplot). Ein be-
sonderer Fokus liegt dabei auf den konzeptuellen
Schwierigkeiten, die diesen Fehlern zugrunde liegen.
Es wird diskutiert, wie die Conceptual Change Theo-
rie potenzielle Erklarungen fir diese Schwierigkeiten
bieten kann. Durch das Verstandnis dieser konzep-
tuellen Hirden und deren Ursachen kdnnen Ansatze
fur den Stochastikunterricht entwickelt werden, die
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auf eine effektive Forderung des Verstandnisses bei
der Interpretation statistischer Graphen abzielen.

2. Statistische Graphen und ihre Bedeutung
fiir data literacy

Ob in den Nachrichten, den sozialen Medien, der Be-
rufswelt oder dem personlichen Leben, Daten sind
im heutigen Alltag allgegenwartig. Viele der Ent-
scheidungen, die wir taglich treffen sind von der
Analyse von Datenmengen beeinflusst (Arbeitskreis
Stochastik der GDM, 2003; Rubin & Gould, 2023).
Dabei werden diese Daten meist mithilfe graphi-
scher Darstellungen in statistischen Graphen visuali-
siert (Blichter & Henn, 2007). Mit solchen Darstel-
lungen umgehen zu kénnen ist von groller Bedeu-
tung, weshalb die Interpretation statistischer Gra-
phen ein wichtiger Bestandteil von data literacy dar-
stellt (Wolff et al., 2016).

2.1 Data literacy

Der Begriff data literacy wird unterschiedlich defi-
niert (z. B. Deahl, 2014; Wolff et al., 2016). Nach
Wolff et al. (2016) basiert data literacy auf Fertigkei-
ten, mit der Fahigkeit Wissen und Fertigkeiten im
Umgang mit Daten erweitern zu kénnen. Zu diesen
Fahigkeiten zahlt Daten auswahlen zu kdnnen, diese
bereinigen und analysieren sowie visualisieren, kriti-
sieren und interpretieren zu kénnen (Wolff et al.,
2016).

Der Begriff data literacy hat sich im Laufe der Jahre
entwickelt (Schiller et al., 2019). Einer der Ur-
spriinge stellt dabei das Konzept der statistical lite-
racy dar (Schiiller et al., 2019). Fir Gal (2002) um-
fasst statistical literacy die zwei folgenden Kompo-
nenten:

(a) Die Fahigkeit der Menschen statistische Informa-
tionen, datenbezogene Argumente oder stochasti-
sche Ph&nomene, auf die sie in verschiedenen
Kontexten stof’en kénnen und die fir sie relevant
sind, zu interpretieren und kritisch zu bewerten

(b) lhre Fahigkeit, ihre Reaktionen auf solche statisti-
schen Informationen zu erdrtern oder mitzuteilen,
wie z. B. ihr Verstandnis der Bedeutung der Infor-
mationen, ihre Meinung zu den Auswirkungen
dieser Informationen oder ihre Bedenken hinsicht-
lich der Akzeptanz bestimmter Schlussfolgerun-
gen.

(Gal, 2002, S. 2-3, Ubersetzt durch Autor:innen)

Eine Erweiterung der Definition von statistical lite-
racy auf data literacy ist notwendig, da sich die Be-
deutung von Daten in der Welt, durch die Digitalisie-
rung verstarkt und verandert. Junge Menschen soll-
ten dementsprechend sowohl als Konsumenten als
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auch als Produzenten von Statistik sowie im Umgang
mit Datenmengen ausgebildet werden (Gould,
2017).

Statistische Graphen bieten die Moglichkeit, statisti-
sche Informationen verdichtet und zugleich lber-
sichtlich darzustellen (Blichter & Henn, 2007). Die
Fahigkeit, Daten und ihre Darstellung in statistischen
Graphen kompetent und kritisch zu interpretieren,
wird als eine der Hauptkomponenten von statistical
und data literacy hervorgehoben (z. B. Gal, 2002;
Wolff et al., 2016).

2.2 Statistische Graphen im curricularen Zusam-
menhang

Daten kdonnen mithilfe verschiedener statistischer
Graphen, wie zum Beispiel Kreisdiagramme, Saulen-
oder Balkendiagramme, Boxplots oder Histo-
gramme, dargestellt werden.

Die unterschiedlichen Moéglichkeiten der Darstellung
von Daten werden im Laufe der Schulzeit nacheinan-
der eingefiihrt. So empfiehlt die Kultusministerkon-
ferenz (KMK, 2022b) fir die Primarstufe das Visuali-
sieren von Daten, das Herauslesen von Informatio-
nen aus diesen, sowie das Interpretieren und kriti-
sche Reflektieren von Darstellungen von Daten, als
Bildungsstandard. Auch fir den Abschluss der Se-
kundarstufe | stellt das Erstellen und Interpretieren
von Diagrammen eine Kompetenz dar, die nach den
Bildungsstandards der KMK (2022a) erworben wer-
den sollen. Zum Erreichen der Kompetenzen werden
verschiedene Diagramme, wie auch Saulen- oder
Balkendiagramme, Kreisdiagramme, Histogramme
und Boxplots, als Beispiele gegeben. Wahrend die
Bildungsstandards der KMK lediglich aufzeigen wel-
che Kompetenzen zum Ende der Schulstufen er-
reicht werden sollen, zeigt ein genauerer Blick in die
Bildungsplane der Lander, in welcher Abfolge die In-
halte erlernt werden sollten.

Zum Vergleich werden die Bildungsplane dreier Bun-
deslander, herausgegeben vom Ministerium fiir Kul-
tus, Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg (MK),
dem Staatsinstitut fir Schulqualitdt und Bildungsfor-
schung Miinchen (ISB) fir Bayern und dem Ministe-
rium fiir Schule und Bildung Nordrhein-Westfalen
(MSB) herangezogen. Etwa die Halfte der deutschen
Schiler:innen werden nach diesen Lehrplanen un-
terrichtet (Statistisches Bundesamt, 2024). Dies er-
moglicht einen ausdifferenzierten Einblick in die Art
und Weise, wie die Ziele der KMK erreicht werden.
Die einzelnen statistischen Graphen werden nachei-
nander in der Schule eingefiihrt.

2



A. Heursen, S. Schreiter & M. Vogel

e Primarstufe: Die ersten Darstellungen werden
dabei in der Grundschule eingefiihrt. In Baden-
Wirttemberg werden hierbei unter anderem
Saulendiagramme als Maoglichkeiten genannt
(z. B. MK, 2016a).

e Sekundarstufe I: In den Klassen 5/6 der Sekun-
darstufe | werden die Darstellungsformen Sau-
len- und Balkendiagramm, Kreisdiagramm und
Streifendiagramm eingefiihrt (vgl. MK, 2016c;
ISB,2021; MSB, 2022).

e In den Klassen 7/8 werden Boxplots und deren
Eigenschaften eingefuhrt (vgl. 1SB,2021; MSB,
2022).

e Sekundarstufe Il: Histogramme hingegen wer-
denin den Bundeslandern erst zum Ende der Se-
kundarstufe |, in Klasse 10, oder in der Sekundar-
stufe Il als mogliche Darstellungsform aufgezeigt
(vgl. MK, 2016b; ISB, 2021; MSB, 2023).

Die Bildungsplane der Bundeslander sehen einheit-
lich die Einflihrung statistischer Grafiken in der be-
schriebenen Reihenfolge vor, sodass die meisten
Schiiler zuerst Kreis- und Sdulendiagramme und spa-
ter Boxplots und Histogramme kennenlernen (MK,
2016b; MK, 2016c).

Die Darstellung von Daten im statistischen Graphen-
typ des Dotplots werden in den genannten Bildungs-
planen nicht thematisiert. Sie finden jedoch in der
mathematikdidaktischen Forschung Uber verschie-
dene Klassenstufen hinweg Beachtung (vgl. Boels et
al., 2023; Chaphalkar, 2014; Frischemeier, 2019;
Schreiter & Vogel, 2023; 2024). Ein wesentlicher
Grund dafir ist, dass Dotplots sowohl die einzelnen
Datenpunkte als auch deren Verteilung visuell er-
fassbar machen. Dadurch ermoglichen sie einen in-
tuitiven Zugang zur Datenanalyse und dienen als
Briicke zum Verstandnis von Histogrammen, bei de-
nen nur noch die Verteilung, nicht aber die einzelnen
Datenpunkte sichtbar sind (Boels et al., 2023).

Die beiden Typen statistischer Grafiken, Boxplots
und Histogramme, stellen aufgrund spezifischer Her-
ausforderungen eine besondere Hirde fiir die Inter-
pretation dar. Beispielsweise werden in beiden sta-
tistischen Graphen die Daten in aggregierter Form
visualisiert. Es ist also nicht moglich einzelne Daten-
werte abzulesen (Bakker et al., 2004; Boels et al.,
2019b). Histogramme sind fiir metrisch skalierte
Merkmale eine Erweiterung von Stab- und Saulendi-
agrammen. Um ein Histogramm zu erstellen wird
das vorliegende Datenintervall {iberlappungs- und
lickenfrei in Klassen eingeteilt, sodass jede Merk-
malsauspragung in genau eine Klasse eingeordnet

wird. Werden in einem Histogramm relative Haufig-
keiten veranschaulicht, so ergibt sich die Hohe des
Rechtecks einer Klasse dadurch, dass die absolute
Haufigkeit der Merksmalsauspragungen in dieser
Klasse durch das Produkt aus Stichprobenumfang
und Klassenbreite dividiert wird (vgl. Eichler & Vogel,
2013). Zum Verstandnis von Boxplots sind statisti-
sche Konzepte wie Median und Quartile notwendig,
da diese eine wichtige Rolle in der Darstellung spie-
len (Bakker et al., 2004). Studien zeigen, dass dabei
haufig Schwierigkeiten auftreten, da statistische
Graphen auch statistische Konzepte, wie Lage- und
Streuungsparameter, veranschaulichen (Boels et al.,
2019b).

Solche Hiirden, die das Verstehen und Interpretie-
ren der statistischen Graphen erschweren, kdnnen
zu systematischen Fehlern fihren, deren Analyse im
Zentrum dieses Beitrags steht.

3. Systematische Fehler vor dem Hintergrund
der Conceptual Change Theorie

Fehleranalysen haben in der Mathematikdidaktik
eine lange Tradition (vgl. Eichelmann et al., 2012).
Fehler werden als eine Abweichung von Normen ge-
sehen, die es ermdglichen in richtige und falsche L6-
sungen zu unterscheiden (Oser et al., 1999). Dabei
lassen sich unbewusste oder durch Zufall entstan-
dene Fehler, von solchen Fehlern unterscheiden, die
aus vorherigen Erfahrungen heraus entstehen (Ra-
datz, 1980). Fehler kénnen in die folgenden drei Ka-
tegorien unterteilt werden (Fiihrer, 1997; Padberg,
1996):

1) Fliichtigkeitsfehler: entstehen aus Unachtsam-
keit. Diese sind zumeist nicht reproduzierbar
und koénnen korrigiert werden, in dem auf die
Fehler aufmerksam gemacht wird.

2) Systematische Fehler: treten wiederholt bei be-
stimmten Aufgaben auf. Auf Nachfrage konnen
Strategien erklart werden, die zu der Losung ge-
fUhrt haben.

3) Typische Fehler: treten haufig, bei verschiede-
nen Personen auf.

Im Mathematikunterricht entstehen Fehler selten
zufallig, systematische Fehler machen etwa 70-90 %
aller Fehler im Mathematikunterricht aus (Padberg,
1996; Radatz, 1980). Aus mathematikdidaktischer
Sicht ist ihre Analyse besonders bedeutsam, da sie
auf der Grundlage falscher Vorstellungen entstehen
(Padberg, 1996). Entsprechend kénnen die Fehler
anders als Fliichtigkeitsfehler nicht direkt korrigiert
werden, sondern es benotigt zunachst eine Analyse




der zugrundeliegenden konzeptuellen Schwierigkei-
ten (Prediger & Wittmann, 2009).

Die Fehlerbetrachtungen der mathematikdidakti-
schen Forschung konzentrieren sich meist auf be-
stimmte Inhaltsbereiche, wie dem Bruchrechnen
(vgl. Eichelmann et al.,, 2012, Obersteiner et al.,
2013), Rechenverfahren (vgl. Padberg, 1996; Radatz,
1980) oder dem Darstellungswechsel im Bereich des
funktionalen Zusammenhangs (Nitsch, 2015).

Zur Erklarung des Auftretens systematischer Fehler
wurde von verschiedenen Autor:innen auf die Con-
ceptual Change Theorie zurtickgegriffen (z. B. Predi-
ger, 2008; Nitsch, 2015). Systematischen Fehlern lie-
gen haufig konzeptuelle Schwierigkeiten zugrunde,
die sich aus einem nicht vollzogenen oder unvoll-
standigen Grundvorstellungsumbruch ergeben (vgl.
Prediger, 2008). Grundvorstellungen beschreiben
grundlegende mathematische Begriffe oder Verfah-
ren sowie Moglichkeiten zur Deutung dieser in rea-
len Kontexten. Dabei beschreiben sie Beziehungen
zwischen der Mathematik, dem Individuum und der
Realitat (vom Hofe, 1992). Grundvorstellungen um-
fassen die drei folgenden Aspekte:

Sinnkonstituierung eines Begriffs durch Anknupfung
an bekannte Sach- oder Handlungszusammenhdange
bzw. Handlungsvorstellungen,

Aufbau entsprechender (visueller) Représentationen
bzw. ,,Verinnerlichungen®, die operatives Handeln auf
der Vorstellungsebene (im Sinne Piagets) ermdglichen,

Fahigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirk-
lichkeit durch Erkennen der entsprechenden Struktur in
Sachzusammenhéngen oder durch Modellieren des
Sachproblems mit Hilfe der mathematischen Struktur.

(vom Hofe, 1992, S. 347)

Die Vorstellung, dass die Multiplikation zu einer Ver-
groRerung einer Zahl fihrt, ist ein Beispiel einer sol-
chen Grundvorstellung im Bereich der natirlichen
Zahlen (vgl. Padberg & Wartha, 2017; Prediger,
2008; vom Hofe & Roth, 2023).

Werden Grundvorstellungen von bereits erlernten
Inhalten auf neue Inhalte angewendet, kann ein Um-
bruch in der Grundvorstellung notwendig sein, da
das Ubertragen der Vorstellung ohne Anpassung an
die neue Situation fachlich nicht immer moglich ist.
Beispielsweise ldsst sich die aus dem Bereich der na-
tirlichen Zahlen vertraute Grundvorstellung ,Multi-
plizieren vergroflert stets” nicht uneingeschrankt
auf den erweiterten Zahlbereich der rationalen Zah-
len Gbertragen. In der Bruchrechnung bedeutet eine
Multiplikation nicht unbedingt eine VergréRerung
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der Zahl. Ein Umbruch in der Grundvorstellung ist so-
mit erforderlich (vgl. Padberg & Wartha, 2017; Pre-
diger, 2008; vom Hofe & Roth, 2023).

Werden konzeptuelle Umbriiche nicht oder nur un-
vollstdndig vollzogen, entstehen konzeptuelle
Schwierigkeiten, die sich in systematischen Fehlern
manifestieren. Die Conceptual Change Theorie sieht
die Uberwindung solcher Schwierigkeiten als zent-
rale Voraussetzung fiir den Erwerb neuer Inhalte an
(Vosniadou, 2013). Demnach sind systematische
Fehler auf sogenannte synthetische Vorstellungen
zurtckzufihren, die aus vorhandenem Vorwissen
entstehen. Dieses Vorwissen kann informell durch
Alltagserfahrungen oder formal durch friiheren Un-
terricht erworben worden sein. Werden diese syn-
thetischen Vorstellungen auf neue, damit unverein-
bare Sachverhalte (ibertragen, resultieren systema-
tische Fehler (Vamvakoussi et al., 2013).

4. Systematische Fehler und zugrundelie-
gende konzeptuelle Schwierigkeiten bei
der Interpretation statistischer Graphen

In der mathematikdidaktischen Forschung wurde
eine Reihe systematischer Fehler bei der Interpreta-
tion statistischer Graphen festgestellt (z. B. Boels et
al., 2019b; Lem et al., 2013). Diese sollen in diesem
Beitrag im Rahmen der Conceptual Change Theorie
analysiert werden.

Der Fokus liegt dabei auf den drei statistischen Gra-
phen Histogramme, Boxplots und Dotplots. Diese
drei statistischen Graphen sind deshalb von Inte-
resse, da sie gemaR den curricularen Vorgaben in
verschiedenen Klassenstufen eingefiihrt werden —
insbesondere nachdem die Darstellungsarten S&u-
lendiagramm und Kreisdiagramm thematisiert wur-
den. Es ist entsprechend anzunehmen, dass Schi-
ler:innen beim Erlernen dieser neuen statistischen
Graphen auf bereits Gelerntes zuriickgreifen. Dies ist
aus fachlicher Sicht nicht immer ohne weiteres mog-
lich, so dass zu erwarten ist, dass sich daraus konzep-
tuelle Schwierigkeiten ergeben, die zu systemati-
schen Fehlern fiihren.

Vor diesem Hintergrund stellt sich in diesem Beitrag
die Frage, welche der in der Forschung berichteten
systematischen Fehler bei der Interpretation der sta-
tistischen Graphen Histogramme, Boxplots und Dot-
plots durch Umbriiche in den zugrundeliegenden
Grundvorstellungen theoretisch verortbar sind.

In der mathematikdidaktischen Forschung lassen
sich Beispiele von systematischen Fehlern bei der In-
terpretation statistischer Graphen finden, die durch
konzeptuelle Schwierigkeiten entstehen und mit
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nicht oder nicht komplett vollzogenen Grundvorstel-
lungsumbriichen erkldrbar sind. Fir Histogramme
und Dotplots lassen sich mehrere systematische
Fehler dieser Art identifizieren.

4.1 Verwechslung von Datenwert und Haufigkeit

Ein haufig berichteter systematische Fehler dieser
Art besteht in einer Verwechslung von Haufigkeiten
und Datenwerten bei der Bestimmung von Mittel-
werten. Die Befragten mehrerer Untersuchungen
(far Histogramme vgl. Boels et al., 2019a; Cooper &
Shore, 2008; Kaplan et al., 2014; fiir Dotplots vgl.
Boels & Van Dooren, 2023) zeigten dabei, dass bei
der Bestimmung von Mittelwerten aus Histogram-
men und Dotplots die Mittelwerte der Haufigkeiten
und nicht die der Werte bestimmt wurden. Die Ab-
bildung 1a zeigt ein Beispiel, bei dem ein solch sys-
tematischer Fehler auftreten konnte. Auf die Frage
nach der durchschnittlichen Anzahl an Haustieren in
der Klasse wiirden Lernende, die diese konzeptuel-
len Schwierigkeiten haben, einen Wert im Bereich
zwischen 2,8 und 3,3 nennen (vgl. Cooper & Shore,
2008). Dies entspricht dem Mittelwert der Haufig-
keiten, also die durchschnittliche Hohe der Saulen.
Die richtige Antwort, der mittlere Datenwert, liegt
jedoch bei 2,03 (siehe Abb. 1b).

Dieser systematische Fehler steht mit bestimmten
Schwierigkeiten auf der konzeptuellen Ebene in Ver-
bindung, die durch einen unvollstandigen Grundvor-
stellungsumbruch, also einem nicht ausreichenden
Anpassen der Vorstellungen, verursacht werden
kdénnen.

Dabei wird eine Grundvorstellung zum Mittelwert in
Saulendiagrammen Ubernommen und auf Histo-
gramme oder Dotplots Gbertragen (vgl. Boels et al.,
2019b; Boels & Van Dooren, 2023). Bei Saulendia-
grammen lassen sich Mittelwerte durch das ,Ausba-
lancieren” der Sdulen bestimmen. Die Grundvorstel-
lung des arithmetischen Mittels als Ausgleichswert
ist eine alltagliche Erfahrung der Lernenden. Diese
lasst sich durch Umverteilung, beispielsweise inner-
halb der Saulen eines Saulendiagrammes veranschau-
lichen (Kriger et al., 2015; Sill & Kurtzmann, 2019).
Das ist moglich, da bei Sdulendiagrammen die ge-
suchten Informationen entlang der y-Achse darge-
stellt werden. Bei Histogrammen hingegen werden
diese Informationen entlang der x-Achse dargestellt,
weshalb es bei einem unvollstandigen Grundvorstel-
lungsumbruch zu konzeptuellen Schwierigkeiten
und damit verbundenen systematischen Fehlern,
wie in Abbildung 1a veranschaulicht, kommt. Bei
Histogrammen werden Mittelwerte nicht mehr an-
hand der vertikalen y-Achse bestimmt, sondern an

der x-Achse (siehe Abb. 1b im Vergleich zu Abb. 1c),
weshalb die Grundvorstellung des Mittelwerts als
Ausgleichswert der Sdulenhdhen an die neue Situa-
tion angepasst werden muss.

Sadulendiagramme gehoren zu den ersten statisti-
schen Graphen, die Schiiler:innen lernen, wahrend
Histogramme erst zu einem spateren Zeitpunkt un-
terrichtet werden (vgl. 2.2). Addquate Grundvorstel-
lungen zu Mittelwerten in Sdulendiagrammen sind
weitgehend vorhanden, wenn Histogramme einge-
fUhrt werden. Sie bilden eine solide und funktionie-
rende Grundvorstellung, die jedoch nicht auf den
neuen statistischen Graphentyp Histogramm uber-
tragbar ist. Ein Umbruch in den Grundvorstellungen
ist notwendig, um diesen systematischen Fehler zu
vermeiden.
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Abb. 1a: Grundvorstellung des Mittelwertes bei Sdulendia-
grammen angewendet bei Histogramm
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Abb. 1b: Mittelwert bei Histogrammen
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Ein weiteres Beispiel fur das Auftreten dieses syste-
matischen Fehlers zeigt sich beim Vergleich zweier
Histogramme (vgl. Lem et al., 2014b) oder Dotplots
(vgl. Reaburn, 2012). Hierbei werden héhere Saulen
mit einem hoheren Mittelwert assoziiert.

Betrachtet man die beiden Dotplots in Abbildung 2
und die Frage welches Team durchschnittlich alter
ist, wiirde sich der systematische Fehler in der Ant-
wort ,Team B“ zeigen. Tatsdchlich haben beide
Teams den gleichen Mittelwert, beide Teams sind
durchschnittlich 25 Jahre alt.

Es liegt die Vermutung nahe, dass hier dieselben
konzeptuelle Schwierigkeiten in Bezug auf die Be-
stimmung des Mittelwertes zugrunde liegen. Die Be-
stimmung des Mittelwerts bei Dotplots folgt der
gleichen Logik wie die Bestimmung des Mittelwertes
bei Histogrammen. Wendet man, wie im vorherigen
Beispiel beschrieben, Strategien zur Bestimmung
des Mittelwertes bei Saulendiagramme an und liest
mit der entsprechenden Grundvorstellung die Mit-
telwerte ab, kommt man auf einen héheren Mittel-
wert fur das Team mit den héheren Saulen, Team B.
Die Vorstellung, dass héhere Saulen einen héheren
Mittelwert bedeuten, stellt fiir Sdulendiagramme
eine tragfahige Vorstellung dar. Bei Dotplots fihrt
sie jedoch systematisch zu Fehlern.

Der Grundvorstellungsumbruch zum Mittelwert von
Saulendiagrammen hin zu Histogrammen und Dot-
plots scheint in beiden Beispielen nicht oder nicht
vollstandig vollzogen worden. Daraus ergeben sich
konzeptuelle Schwierigkeiten bei der Bestimmung
und dem Vergleich von Mittelwerten bei Histogram-
men und Dotplots, die sich bestandig, auch bei ge-
Ubten Nutzer:innen, in systematischen Fehlern bei
entsprechenden Aufgaben zeigen (Lem et al,,
2014b).
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4.2 Flacherer Form bedeutet weniger Variabilitat

Der zweite systematische Fehler basiert auf der Vor-
stellung, dass eine Verteilung, bei der der statisti-
sche Graph eine flachere Form aufweist, weniger Va-
riabilitat hat als eine Verteilung bei der der statisti-
sche Graph eine weniger flache Form aufweist. Die-
ser systematische Fehler |3sst sich insbesondere bei
Histogrammen (Chaphalkar, 2014; Cooper, 2018;
Dabos, 2014; Kaplan et al., 2014; Lem et al., 2013)
beobachten.

Wie in Abbildung 3 beispielhaft dargestellt, tritt die-
ser systematische Fehler beim Vergleich zweier Ver-
teilungen auf. Auf die Frage nach dem Team mit der
niedrigeren Variabilitdt in den erreichten Punkten,
wirden Befragte entsprechend Team A wahlen und
dies mit der flacheren Form des Graphen begriinden
(vgl. Kaplan et al., 2014).

Die Schlussfolgerung, dass die Verteilung bei der der
Graph eine flachere Form aufweist, weniger Variabi-
litat hat, kann, je nach Verteilung des anderen Gra-
phen, richtig sein, sie ist jedoch nicht verallgemein-
erbar. Variabilitdt kann unterschiedlich konzeptuali-
siert und mithilfe verschiedener Kennzahlen be-
stimmt werden. Beispielsweise kann Variabilitat als
Mal der Abweichung von der Mitte verstanden wer-
den (Blichter & Henn, 2007).

Bei dem vorliegenden systematischen Fehler liegt
die Vermutung nahe, dass die Vorstellung von Vari-
abilitat als MaR der Schwankungen um einen Wert
vorliegt. Variabilitat wird als Schwankung wahrge-
nommen, jedoch ist der Wert, um den die Haufigkei-
ten schwanken nicht der Mittelwert der Verteilung.
Dabos (2014) schreibt dazu:

Zum Beispiel schrieben einige [Dozierende], dass ihre
Entscheidung auf der Streuung der Daten vom Zentrum
aus beruhte, was die richtige Auffassung von Variation
ist, aber sie nutzten dieses Verstandnis, um die falsche
Grafik (Schule B) zu wéhlen. [Ein:e Teilnehmer:in]
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Abb. 3:

zum Beispiel wahlte Schule B, da sie mehr Variabilitat
aufwies, und schrieb: "Der obere Graph zeigt mehr
Konzentration um den Mittelwert."

(Dabos, 2014, S. 2, Ubersetzt durch Autor:innen)

Die befragten Dozierenden in dieser Studie zeigten
die Vorstellung von Variabilitat als Mal} der Abwei-
chung von einem Mittelwert und dennoch zeigte
sich der systematische Fehler, wie im Zitat beschrie-
ben. Es kann angenommen werden, dass sich die
konzeptuellen Schwierigkeiten, die diesem systema-
tischen Fehler zugrunde liegen, auf einen nicht oder
unvollsténdig vollzogenen Vorstellungsumbruch von
Saulendiagrammen zu Histogrammen zurtckfihrbar
sind.

Bei Sdaulendiagrammen zeigt sich Variabilitdt in den
Schwankungen der Saulenhdéhen. Da in Sdulendia-
grammen der Mittelwert entlang der y-Achse be-
stimmt wird, wird nun auch die Variabilitat entspre-
chend anhand von Schwankungen entlang der y-
Achse, in den Hohen der Saulen, bestimmt. Bei Sau-
lendiagrammen stellt die Vorstellung von Variabili-
tat als Hohenunterschiede in den Saulen eine tragfa-
hige Vorstellung dar.

Wird diese Grundvorstellung von Saulendiagram-
men auf Histogramme Ubertragen, die erst in hohe-
ren Klassenstufen eingeflihrt werden, ohne dass ein
angemessener Vorstellungsumbruch vollzogen wird,
kommt es zu konzeptuellen Schwierigkeiten und sys-
tematischen Fehlern. In Histogrammen werden Mit-
telwerte entlang der x-Achse bestimmt. Entspre-
chend ist flr die Einschatzung der Variabilitat die ge-
wichtete Streuung entlang der x-Achse von Bedeu-
tung.

4.3 GroBere Flache bedeutet groRere Haufigkeit

Auch fiir Boxplots lassen sich systematische Fehler
identifizieren, die auf konzeptuelle Schwierigkeiten
und unvollstdndige Grundvorstellungsumbriiche
hinweisen. Der folgende systematische Fehler zeigt
sich hier bei der Einschatzung der Haufigkeiten im

Systematischer Fehler: Flache Form — Weniger Variabilitat

Vergleich zweier Boxplots (vgl. Abt et al.,, 2023;
Edwards et al., 2017; Lem et al., 2014a). In Abbil-
dung 4 ist ein Beispiel gegeben, bei dem sich der sys-
tematische Fehler zeigen kann. Auf die Frage wel-
ches der beiden gleichgroBen Teams mehr Spieler
hat, die groRer als 1,90m sind, wiirde die fehlerbe-
haftete Antwort ,, Team B lauten.

Die Antwort ist durch die Flache der Box beeinflusst.
Eine groRere Flache wird dabei mit einer groReren
Haufigkeit an beobachteten Fallen verbunden. Wo
es mehr Flache gibt, gibt es also auch mehr Spieler
(vgl. Lem et al., 2014a). Dieser Annahme liegt eine
konzeptuelle Schwierigkeit zugrunde, die im Folgen-
den naher erldutert wird.

Boxplots werden nach curricularen Vorgaben in der
Mittelstufe eingefiihrt. Zuvor, in der Primar- und Un-
terstufe, wurden bereits Sdulendiagramme und
Kreisdiagramme unterrichtet. Bei diesen statisti-
schen Graphen werden Haufigkeiten mithilfe der
Flache, durch grofRere Kreisabschnitte oder hohere
Saulenhohe, visualisiert. Die Grundvorstellung, dass
mehr Flache eine groRere Haufigkeit zeigt, ist hier
eine tragfahige Vorstellung und liefert zumeist das
richtige Ergebnis. Diese Grundvorstellung ist ent-
sprechend vorhanden, wenn Boxplots als Darstel-
lungsart eingefiihrt werden. Bei Boxplots handelt es
sich jedoch um einen Dichtegraph. Boxplots basie-
ren auf flinf Kennzahlen von Verteilungen, dem Mi-
nimum, dem ersten Quartil, dem Median, dem obe-
ren Quartil und dem Maximum. Diese Kennzahlen
werden visualisiert und die mittleren 50% der Ver-
teilung durch die Box, die durch die Verbindung des
unteren und oberen Quartils entsteht, veranschau-
licht (Blichter & Henn, 2007). Folglich ist die GroRe
der Box flir Aussagen zur Haufigkeit unerheblich.

Es ist anzunehmen, dass dieser systematische Fehler
auf einem nicht vollsténdig vollzogenen Grundvor-
stellungsumbruch von Kreisdiagrammen und S&u-
lendiagrammen hin zu Boxplots basiert. Wahrend
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Abb. 4:

bei Kreis- und Saulendiagrammen die Grundvorstel-
lung, dass mehr Flache eine hohere Haufigkeit be-
deutet, zur korrekten Interpretation dieser fihrt,
stellt sie bei Boxplots eine konzeptuelle Schwierig-
keit dar. Dieser unvollstindige Umbruch in den
Grundvorstellungen zeigt sich in systematischen
Fehlern bei der Interpretation von Boxplots.

Dieser systematische Fehler zeigt sich in der bisheri-
gen mathematikdidaktischen Forschung in zweierlei
Gestalt. Zum einen werden ldngere Boxen, also eine
horizontal breitere Box (vgl. Abb. 4) mit einer hohe-
ren Haufigkeit assoziiert (vgl. Abt et al., 2023, Lem et
al., 2014a). Zum anderen zeigt sich, dass hohere Bo-
xen, mit mehr Flache in die vertikale Richtung, eben-
falls mit einer hoheren Haufigkeit verbunden wer-
den (Lem et al., 2013).

Betrachtet man die verschiedenen systematischen
Fehler, ergibt sich ein umfassendes Bild. Systemati-
sche Fehler lassen sich bei der Interpretation aller
drei statistischen Graphen Boxplot, Dotplot und His-
togramm finden. Dabei zeigen Histogramme und
Dotplots teilweise die gleichen systematischen Feh-
ler. Das Auftreten dieser systematischen Fehler las-
sen sich dabei auf nicht (ganzlich) vollzogene Grund-
vorstellungsumbriiche zurtickfiihren. Die Grundvor-
stellungen beziehen sich auf unterschiedliche
Grundkonzepte statistischer Graphen. Zum einen
zeigen sich Schwierigkeiten mit statistischen Kon-
zepten, wie der Variabilitat, die in statistischen Gra-
phen visualisiert werden. Zum anderen zeigen sich
die systematischen Fehler in Bezug auf die Funkti-
onsweise der statistischen Graphen, zum Beispiel
darin, dass Boxplots Dichte visualisieren oder, dass
in Histogrammen und Dotplots die Datenwerte ent-
lang der x-Achse visualisiert werden.

5. Fazit

Die Betrachtung zeigt, dass die Interpretation statis-
tische Graphen trotz ihrer Bedeutung fir das Ver-
standnis von Daten und Verteilungen mit Fehlern
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behaftet ist. Flr die statistischen Graphen Histo-
gramm, Dotplot und Boxplot finden sich in der ma-
thematikdidaktischen Forschung verschiedene Bei-
spiele systematischer Fehler. Einige der Fehler sind
dabei mit den unterschiedlichen visuell-strukturel-
len Logiken der Graphen verbunden, die beim Ausle-
sen von Informationen beachtet werden miissen
und als ,Funktionsweise eines Graphen” bezeichnet
werden kdnnen.

Systematische Fehler wie die Bestimmung des Mit-
telwerts der Haufigkeiten statt der Datenwerte oder
die Annahme, dass eine grolRere Flache eine héhere
Haufigkeit bedeutet, stehen im Zusammenhang mit
der spezifischen Funktionsweise statistischer Grafi-
ken. Die konzeptuellen Schwierigkeiten und synthe-
tischen Vorstellungen, die zu diesen systematischen
Fehlern fihren, entstehen dadurch, dass die Art der
Visualisierung der Daten und die Bestimmung ent-
sprechende Kennzahlen nicht vollstandig verstan-
den werden. Solche konzeptuellen Schwierigkeiten
mit der Funktionsweise der statistischen Graphen
lassen sich sowohl bei Histogrammen und Dotplots
als auch bei Boxplots beobachten.

Eine weitere konzeptuelle Schwierigkeit zeigt sich
beim systematischen Fehler, dass die flache Form ei-
nes statistischen Graphen eine geringere Variabilitat
bedeutet. Hierbei scheint das Konzept der Variabili-
tat und dessen Darstellung im statistischen Graphen
der Ausgangspunkt fiir systematische Fehler zu sein.

Es kann vermutet werden, dass die konzeptuellen
Schwierigkeiten, die sich in diesen systematischen
Fehlern zeigen, auf nicht vollstandig vollzogene
Grundvorstellungsumbriiche basieren. Wie auch in
anderen Bereichen der Mathematikdidaktik ist das
Erlernen neuer Inhalte im Bereich Statistik von Um-
brichen in Grundvorstellungen beeinflusst. Schi-
ler:innen stiitzen sich auf zuvor gelerntes Wissen
und wenden dieses auf neue Situationen an. Dies ist
jedoch nicht immer moglich, da statistische Graphen
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beispielsweise trotz ihres dhnlichen Erscheinungsbil-
des, wie bei Sdulendiagrammen und Histogrammen,
eine unterschiedliche Funktionsweise haben und
entsprechend Umbriiche in den jeweiligen Grund-
vorstellungen notwendig sind.

Dieser Beitrag gibt einen Einblick in systematische
Fehler, die sich aufgrund konzeptueller Schwierig-
keiten durch nicht vollzogene Grundvorstellungsum-
briiche bei der Interpretation statistischer Graphen
zeigen. Es wurden lediglich systematische Fehler be-
trachtet, die sich mit konzeptuellen Schwierigkeiten
erklaren lassen. Dabei werden durch Vorwissen syn-
thetische Vorstellungen gebildet, die, wenn sie auf
neue, nicht vereinbare Situationen angewendet
werden zu Fehlern fihren. Es ist jedoch anzuneh-
men, dass es bei der Interpretation von statistischen
Graphen zu weiteren Fehlern kommt, deren Ursa-
chen anderer Natur sind. Angesichts der Bedeutung
von statistischen Graphen und dem adaquaten Um-
gang mit diesen ist es wichtig, eine Ubersicht der
auftretenden Fehler und zugrundeliegender mogli-
cher Ursachen zu gewinnen.

Ein umfassender Uberblick iber solche Schwierigkei-
ten Uber die Grenzen der einzelnen statistischen
Graphen hinaus, scheint hier ein weiterer wichtiger
Schritt zu sein. Hierzu ist eine systematische Suche
notwendig, die jedoch tUber die Moéglichkeiten dieses
Artikels hinausgeht.

Die Analyse systematischer Fehler und der Griinde
flr ihr Auftreten dient dem Erwerb entsprechenden
Wissens. Dieser tiefere Einblick ist eine Vorausset-
zung, um Lehrkrafte im Hinblick auf systematische
Fehler bei der Interpretation statistischer Graphen
sowie den zugrunde liegenden konzeptuellen
Schwierigkeiten zu schulen. Im Rahmen des Projekts
,Eye-teach-stats” werden, aufbauend auf den ge-
wonnenen Erkenntnissen, Module zur Diagnose sys-
tematischer Fehler und zum Umgang mit diesen ent-
wickelt. Diese Module kommen in der Lehrkraftebil-
dung zum Einsatz.

Forderhinweis

Das Projekt "Eye-teach-stats" (2023-1-DE03-KA220-
SCH-000158223) wird im Rahmen des Erasmus+ Pro-
gramms gefordert. Die gedulerten Ansichten und
Meinungen entsprechen jedoch ausschlieBlich de-
nen des Autors bzw. der Autoren und spiegeln nicht
zwingend die der Europaischen Union oder der Nati-
onalen Agentur wider. Weder die Europdische Union
noch die Nationale Agentur kénnen dafiir verant-
wortlich gemacht werden.
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