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Zusammenfassung: In einer an der JLU Giefsen
durchgefiihrten Studie mit 26 Lehramtsstudierenden
wurde untersucht, welche Vernetzung von Concept
Image und Concept Definition in Aufgabenbearbei-
tungen zur Folgenkonvergenz sichtbar werden. Da-
bei haben sich verschiedene Praktiken identifizieren
lassen, die auf eine solche Vernetzung hinweisen. Mit
Praktiken sind keine einzelnen, individuellen Heran-
gehensweisen gemeint, sondern ein umfassenderes,
in der Untersuchungsgruppe geteiltes Biindel von Ak-
tivitdten. Im Beitrag wird als Forschungsergebnis
eine von den Studierenden besonders aktivierte
Praktik der Vernetzung von Concept Image und Con-
cept Definition thematisiert: Die Vernetzung der De-
finition mit graphischen Darstellungen und Vorstel-
lungen.

Abstract: This paper explores how students connect
their concept image with the concept definition in
task assignments and reports on a study in which 26
university calculus students solve four exercises on
convergence of sequences. In the process, different
practices were identified that indicate such interplay.
Practices do not refer to individual approaches, but
to a more comprehensive set of activities shared
within the sample group. As a result of the research,
the article focuses on a practice of connection con-
cept image and concept definition that was particu-
larly activated by the students: The interplay of con-
ceptions, visual representations and the formal con-
cept definition.

1. Einleitung

In Aufgabenbearbeitungen von Studierenden fallt
auf, dass ihnen eine formale Bearbeitung haufig
Schwierigkeiten bereitet (z. B. Frischemeier, Panse &
Pecher, 2016). Es wird vorausgesetzt, dass sie die
Definitionen und Satze des Vorlesungsskriptes in ih-
ren Aufgabenbearbeitungen angemessen verwen-
den. Andererseits wird erwartet, dass Studierende
des Lehramts Mathematik tragfahige Vorstellungen
zu den behandelten Begriffen aufbauen, damit sie
diese in der Schule angemessen propadeutisch an-
bahnen kdnnen (z. B. Bender, 1991; Greefrath et al.,
2016). Fur das Themenfeld Folgen und Grenzwerte
konnte Ostsieker (2020) zeigen, dass Studierende
des Bachelorstudiengangs Mathematik und des
gymnasialen Lehramts nach der formalen

Einflihrung in der Vorlesung noch nicht-tragfahige
Vorstellungen haben. Haufig wird vermutet, dass die
Vorstellungen der Lernenden beziehungsweise ihr
Concept Image nicht zu der Definition des Begriffs
passt (z. B. Tall & Vinner, 1981). Es stellt sich daher
die Frage, inwiefern Studierende ihre Vorstellungen
bzw. ihr Concept Image beim Bearbeiten von
Ubungsaufgaben nutzen und mit der formalen Ar-
beit mit Definitionen und Satzen verbinden. Dies
wurde in einer qualitativen Studie an der JLU GielRen
far das Themenfeld Folgen und Grenzwerte syste-
matisch untersucht.

Der Forschungsprozess zur Beantwortung der oben
formulierten Frage wird im Beitrag dargestellt: Zu-
nachst wird eine Adaption der Theorie von Concept
Image und Concept Definition nach Tall und Vinner
(1981) vorgestellt, die als theoretischer Hintergrund
der Arbeit dient. Nach einem kurzen Uberblick tiber
den fachdidaktischen Forschungsstand folgen das
Forschungsanliegen und das methodische Vorgehen
der Studie. AnschlieRend werden die Ergebnisse vor-
gestellt und Konsequenzen fiir die Lehre diskutiert.

2. Theorie von Concept Image und Concept
Definition

Tall und Vinner (1981) beobachteten, dass Assozia-
tionen von Studierenden haufig nicht in Einklang mit
der formalen Definition stehen. Teilweise existieren
bei den Lernenden bereits vor der formalen Einfiih-
rung der Begriffe in Schule oder Hochschule kom-
plexe kognitive Strukturen, die mit einem Begriff
verbunden werden, aber nicht zwingend zur forma-
len Definition passen. Diese kognitive Struktur kann
mentale Bilder, Eigenschaften oder Prozesse zu dem
Begriff enthalten und sich bei Stimuli verandern. Tall
und Vinner (1981) fihren fir diese Strukturen den
Begriff des Concept Images ein und beschreiben die-
sen folgendermaRen:

We shall use the term concept image to describe the
total cognitive structure that is associated with the con-
cept, which includes all the mental pictures and associ-
ated properties and processes. (Tall & Vinner, 1981,
S. 152)

Mit der Concept Definition beschreiben Tall und
Vinner (1981) eine Form von Wortern, die den Be-
griff spezifizieren, und fiihren die Concept Definition
wie folgt ein:

mathematica didactica 47(2024) — Mathematiklehren und -lernen an Hochschulen 1



We shall regard the concept definition to be a form of
words used to specify that concept. It may be learnt by
an individual in a rote fashion or more meaningfully
learnt and related to a greater or lesser degree to the
concept as a whole. (Tall & Vinner, 1981, S. 152)

Die Autoren unterscheiden zwischen der Personal
Concept Definition und der Formal Concept Defini-
tion. Mit der Formal Concept Definition ist eine Defi-
nition eines mathematischen Begriffs gemeint, die
auch von der Gemeinschaft der Mathematiker und
Mathematikerinnen akzeptiert wiirde. Mit der Per-
sonal Concept Definition beschreiben Tall und Vinner
(1981) hingegen eine personliche Rekonstruktion ei-
ner formalen Definition durch die Lernenden. Die
Theorie des Concept Images und der Concept Defini-
tion findet in zahlreichen Publikationen Verwendung
(fir eine Ubersicht vgl. Roos, 2020).

2.1 Concept Image und Concept Definition in Auf-
gabenbearbeitungen

Auf der Basis der obigen Theorie hat Vinner (1983;
1991) ein Modell entwickelt, um die Rolle von Defi-
nitionen beim Lernen von Mathematik zu beschrei-
ben. Dabei bezieht sich Vinner (1983; 1991) nicht
mehr auf die gemeinsam mit Tall (1981) erarbeitete
Differenzierung zwischen Formal Concept Definition
und Personal Concept Definition und versteht die
Concept Definition eher im Sinne einer Formal Con-
cept Definition.

Mogliche Prozesse der Aufgabenbearbeitung und
den Bezug zu Concept Image und Concept Definition
hat er schematisch darstellt (vgl. Abb. 1-4). Lernende
kénnen eine Aufgabe ohne Bezug zur Concept Defi-
nition bearbeiten (vgl. Abb. 1). Demgegeniiber steht
eine Bearbeitung, bei der sich ausschlielllich auf die
Definition des Begriffs bezogen wird (vgl. Abb. 2).
Lernende kénnen auch sowohl ihr Concept Image als
auch die Concept Definition in die Aufgabenbearbei-
tung einbeziehen. Dies kann nacheinander gesche-
hen (vgl. Abb. 3) oder es findet eine Wechselwirkung
zwischen Concept Image und Concept Definition
statt (vgl. Abb. 4) (vgl. Vinner, 1983; Vinner, 1991).

Nach Vinner (1991) ist es in der Mathematik norma-
tiv erwilinscht, bei einer Aufgabenlésung die Defini-
tion des mathematischen Begriffs zu bericksichti-
gen. Allerdings beobachtet er, dass Lernende haufig
Aufgaben bearbeiten, ohne die Definition zu beach-
ten, da diese den Lernenden teilweise als zu kompli-
ziert erscheint. Doch selbst wenn die Definition hilf-
reich erscheint, kann das Concept Image durch (zu)
spezifische Beispiele in einem so hohen MaRe ge-
pragt sein, dass die Concept Definition nicht aktiviert
oder sogar vergessen wird. Fir den gangigsten
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Aufgabenbearbeitungsprozess héalt Vinner (1983;
1991) daher den in Abbildung 1 dargestellten Pro-
zess. Auch in einer Studie von Edwards und Ward
(2004) wird auf das Modell von Vinner (1991) zu-
rickgegriffen. Die Autoren vermuten, dass sich Stu-
dierende bei Aufgaben zur Gruppentheorie auf die
Concept Definition beziehen missten, da sie die in
der Gruppentheorie verwendeten Begriffe nicht aus
der Schule kennen und keine nicht-tragfahigen Vor-
stellungen zu den Begriffen existieren dirften. Die
Autoren wurden iberrascht, dennin ihrer Studie 16s-
ten die Studierenden auch die Aufgaben zur Grup-
pentheorie mit Bezug zu ihrem Concept Image. Al-
cock und Simpson (2004) beschreiben ebenfalls eine
Gruppe von Studierenden, die Vorstellungen und
mentale Bilder haben, sich aber in Aufgabenbearbei-
tungen ausschlieRlich auf diese stiitzen und die De-
finitionen der Begriffe in ihren Argumentationen
kaum oder gar nicht verwenden. Auch diese Studie-
renden scheinen das eigene Concept Image nicht
ausreichend mit der Concept Definition vernetzt zu
haben.
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Abb. 1: Bearbeitung mit Bezug zum Concept Image
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Abb. 2:  Bearbeitung mit Bezug zur Concept Definition
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Abb. 3:  Bezug zu Concept Definition folgt auf Bezug zu Concept
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Abb. 4: Zusammenspiel von Concept Image und Concept

Definition

(Abb. 1 —4: eigene Darstellung nach Vinner (1983, 1991))
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2.2 Adaption der Theorie von Concept Image und
Concept Definition

Um zu beschreiben, inwiefern Studierende des Lehr-
amts Mathematik ihr Concept Image in Aufgabenbe-
arbeitungen zur Folgenkonvergenz nutzen, missen
zunachst auf theoretischer Ebene mogliche Bestand-
teile des Concept Images identifiziert werden. Erst
dann ist es moglich, diese Bestandteile in den Aufga-
benbearbeitungsprozessen der Studierenden zu
analysieren.

Roos (2020) und Klinger (2019) beschreiben bei-
spielsweise Vorstellungen als Teil des Concept
Images und grenzen die Theorie von Concept Image
und Concept Definition von der Grundvorstellungs-
theorie ab. Durch die Vernetzung mit weiteren ma-
thematikdidaktischen Theorien wie der Begriffsbil-
dungstheorie (Weigand, 2018) konnen dem theore-
tischen Konstrukt des Concept Images die folgenden
Bestandteile zugeordnet werden (vgl. Abb. 5): Vor-
stellungen (Klinger, 2019; Roos, 2020), Beispiele
(Roos, 2020), verwandte Begriffe und Eigenschaften
(Weigand, 2018), graphische und numerische Dar-
stellungen (Viholainen, 2008).

Auch das Konstrukt der Concept Definition muss auf
theoretischer Ebene prazisiert werden, um den Um-
gang der Studierenden mit mathematischen Defini-
tionen und Satzen untersuchen zu kénnen. Tall und
Vinner (1981) berticksichtigen in ihrer Theorie for-
male Aufgabenbearbeitung mit Bezug zur Formal
Concept Definition. Durch die schematischen Dar-
stellungen Vinners (1983; 1991) Iasst sich ein deduk-
tives SchlieBen mit Bezug zu mathematischen Sat-
zen, die die Studierenden in der Veranstaltung be-
reits bewiesen haben, nicht abbilden. Das Konstrukt
der Concept Definition muss folglich erganzt werden,
um weitere formale Handlungen beschreiben zu
kénnen. Auch Viholainen (2008) erweitert die Theo-
rie und sieht die Formal Concept Definition als Teil
eines Formal Axiomatic System an, welches er wie
folgt beschreibt: , This system consists of axioms,
definitions, undefined elementary concepts (e.g., a
point and a line in geometry), rules of logic, and
mathematical language, and it forms an institution-
alized way of understanding mathematics”
(Viholainen, 2008, S.233). Die Uberlegungen von
Viholainen (2008) werden aufgegriffen und noch
weiter erganzt, da auch der Umgang mit mathema-
tischen Satzen eine formale deduktiv schlieBende
Aufgabenbearbeitung ermoglicht. Eine kalkilhafte
Anwendung von mathematischen Satzen ist also
ebenfalls einer formalen Ebene zuzuordnen. Das
Konstrukt der Concept Definition wird daher in

diesem Artikel in eine Concept Definition im engeren
Sinne und eine Concept Definition im weiteren Sinne
untergliedert. Die Concept Definition im engeren
Sinne meint den Umgang mit der Formal Concept
Definition im Sinne von Tall und Vinner (1981). Mit
der Concept Definition im weiteren Sinne kénnen
weitere formale Aktivitdten der Studierenden be-
schrieben werden, wie das Verwenden von Satzen
des Vorlesungsskriptes, der schriftliche Umgang mit
Quantoren und algebraischen Ausdriicken oder der
Umgang mit der Definition verwandter Begriffe (vgl.
Abb.5, wvgl. Utsch & Lengnink, in Druck).

Concept Image Concept Definition

+ Vorstellungen Concept Definition im engeren Sinne:
Umgang mit Formal Concept Definition
* Verwandte Begriffe
Concept Definition im weiteren Sinne:
* Beispiele @==|.  Mathematische Sitze
* Symbolische Darstellungen:
Umgang mit Quantoren, Symbolen
und algebraischen Ausdriicken
*  Definiti 1 von ver
Begriffen

* Eigenschaften

* Graphische Darstellungen

* Numerische Darstellungen

Abb. 5:  Ubersicht der Theorieadaption

Erst jetzt ist es moglich, zu beschreiben, inwiefern
sich Studierende wéahrend des Bearbeitens von Auf-
gaben auf ihr Concept Image oder auf die Concept
Definition (im engeren oder weiteren Sinne) bezie-
hen und eine Verbindung zwischen den in Abbildung
5 dargestellten Teilen herstellen.

2.3 Nutzen der Verbindung von Concept Image
und Concept Definition fiir das Lernen

Die oben zitierten Studien von Vinner (1983; 1991),
Edwards und Ward (2004) sowie Alcock und Simp-
son (2004) legen nahe, dass viele Studierende Auf-
gaben mit Bezug zu ihrem Concept Image bearbei-
ten, obwohl eine formale Bearbeitung mit Bezug zur
Formal Concept Definition erwartet wird. Es scheint
also, als seien Concept Image und Formal Concept
Definition bei Studierenden oft unverbunden. Wel-
che Vorteile eine Vernetzung von Concept Image
und Concept Image und Concept Definition (im enge-
ren und weiteren Sinne) haben kann, wird im Folgen-
den erldutert:

1) Eine Verbindung von Concept Image und Concept
Definition (im engeren und weiteren Sinne) kann das
Bearbeiten von Ubungsaufgaben unterstiitzen. Fiir
viele Studierenden stellt die formale Bearbeitung
von Ubungsaufgaben besonders zu Beginn des Stu-
diums eine groRe Herausforderung dar (z. B. Frische-
meier, Panse & Pecher, 2016). Haben Studierende
ein angemessenes Concept Image aufgebaut, kon-
nen sie zunachst mithilfe dessen eine Vermutung
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duBern oder eine Losungsidee entwickeln. Wenn ihr
Concept Image dann mit der Concept Definition (im
engeren und weiteren Sinne) vernetzt ist, so kann
dies den Studierenden ermdoglichen, ihre Losungs-
idee zu einer formalen Aufgabenbearbeitung auszu-
bauen. Ein Zusammenspiel von Concept Image und
Concept Definition (im engeren und weiteren Sinne)
kann also den Aufgabenbearbeitungsprozess unter-
stltzen. Ein solcher Aufgabenbearbeitungsprozess
wirde in dem Modell von Vinner (1983; 1991) wie in
Abbildung 3 oder 4 dargestellt werden.

2) Auch im weiteren Verlauf des Studiums kann eine
Vernetzung von Concept Image und Concept Defini-
tion (im engeren und weiteren Sinne) hilfreich sein.
Gelernte Inhalte kénnen moglicherweise leichter
mit unbekannten Inhalten vernetzt werden, wenn
zuvor ein breites und tragfahiges Concept Image auf-
gebaut und dieses mit der Concept Definition (im en-
geren und weiteren Sinne) vernetzt wurde. Eine Ver-
netzung der Grenzwertdefinition mit tragfdhigen
Vorstellungen, wie der Anndherungsvorstellung und
der Umgebungsvorstellung (vgl. Abschnitt 3), kdnnte
zum Beispiel das Erlernen der Formal Concept Defi-
nition von Stetigkeit und die Vernetzung mit einem
angemessenen Concept Image zur Stetigkeit verein-
fachen. Auch beim Erarbeiten der Definitionen des
Ableitungs- und des Integralbegriff und der Vernet-
zung mit einem jeweils angemessenen Concept
Image kénnen tragfahige Vorstellungen zum Grenz-
wertbegriff helfen. In der Studie von Edwards und
Ward (2004) zum Lernen von Begriffen aus der Grup-
pentheorie zeigte sich, dass das Concept Image zu ei-
nem Begriff, den die Studierenden bereits kennen-
gelernt haben, auch das Lernen von neuen Begriffen
beeinflussen kann. Obgleich es ein anderes mathe-
matischen Feld betrifft, kann auch fiir die Analysis
vermutet werden, dass das Lernen eines neuen Be-
griffs durch ein bestehendes Concept Image gepragt
werden kann. Es liegt daher nahe, dass eine Vernet-
zung von Concept Image und Concept Definition (im
engeren und weiteren Sinne) fir das Themenfeld Fol-
gen und Grenzwerte auch fiir das Lernen weiterer In-
halte hilfreich sein kann.

3) Ein weiterer Nutzen der Verbindung von Concept
Image und Concept Definition (im engeren und wei-
teren Sinne) ergibt sich mit Blick auf den schulischen
Mathematikunterricht: Angehende Lehrkrafte beno-
tigen gut ausgebildete Vorstellungen zu mathemati-
schen Begriffen, um diese bei ihren spateren Schi-
ler:innen ausbilden zu kénnen. Andernfalls besteht
die Gefahr, dass durch ungeeignete Formulierungen
im Unterricht nicht-tragfahige Vorstellungen bei
Schilerinnen und Schiilern erzeugt werden, die
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einer addaquaten Weiterentwicklung des Begriffsver-
standnisses im Wege stehen (vgl. Bender, 1991).

Hahn und Prediger (2008) beschreiben fir die Kur-
vendiskussion, dass diese ohne den Aufbau von in-
haltlichen Vorstellungen zu einem mechanischen
Abarbeiten von Schemata fiihrt. Ubertridgt man die-
sen Befund, so besteht die Gefahr, dass Beweise o-
der andere formale Operationen ebenfalls als in-
haltsleere Schemata abgespeichert werden und
ohne inhaltliche Vorstellungen schnell wieder ver-
gessen werden. Auch bei ihren zukinftigen
Schiller:innen sollen die Studierenden daher eine
Vernetzung von inhaltlichen Vorstellungen als Teil
des Concept Images mit formalen Operationen und
der Concept Definition (im engeren und weiteren
Sinne) fordern. Damit dies gelingen kann, muissen
zundchst die Studierenden solche Vernetzungen
herstellen kdnnen.

3. Vorstellungen zu Folgen und Grenzwerten

Um das Concept Image von Studierenden angemes-
sen beschreiben zu kdnnen, missen unter anderem
die Vorstellungen der Lernenden analysiert werden.
In der Literatur sind sowohl Grundvorstellungen als
auch verschiedene mathematisch nicht-tragfahige
Vorstellungen zum Grenzwert beschrieben. Diese
werden im Folgenden kurz dargestellt.

3.1 Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriff

Grundvorstellungen zum Grenzwertbegriffs, die bei
Lernenden ausgebildet werden sollen, sind insbe-
sondere die Annaherungsvorstellung und die Umge-
bungsvorstellung (vgl. Greefrath et al., 2016). Auf die
Objektvorstellung (vgl. ebd.) wird in diesem Artikel
nicht eingegangen, da sich diese in den Daten dieser
Studie nicht rekonstruieren lasst. Die Anndaherungs-
vorstellung beschreibt das ,Zustreben oder Anna-
hern der Werte der Folgeglieder an einen festen
Wert”, den Grenzwert (Greefrath et al., 2016,
S. 105). Kénnen die Lernenden den Prozess des Zu-
strebens der Werte der Folgenglieder an den Grenz-
wert in graphischen und numerischen Darstellungen
erkennen, weist dies auf eine Anndherungsvorstel-
lung hin. Da die Anndherungsvorstellung auf der
Vorstellung des sukzessiven Durchlaufens der Folge
aufbaut, wird hier eine dynamische Sicht auf den
Grenzwertbegriff betont (vgl. ebd.).

Wenn die Definition des Grenzwertes betrachtet
wird, dann legt dies eine eher statische Sicht nahe:
Im Falle der Konvergenz muss zu jeder beliebig klei-
nen Umgebung um den Grenzwert ein fester Wert
gefunden werden, sodass ab diesem Wert alle
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weiteren Folgenwerte in dieser Umgebung liegen.
Hier steht nicht das schrittweise Durchlaufen der
Folge im Vordergrund, sondern dass zu einer belie-
bigen Umgebung um den Grenzwert ein fester, also
statischer, Wert gesucht wird, ab dem alle weiteren
Folgenglieder in der Umgebung liegen (vgl.
Greefrath et al., 2016). Da der Index, ab dem alle
weiteren Folgenglieder in der Umgebung um den
Grenzwert liegen, von der GroRe der Umgebung ab-
hangt und diese beliebig ist, weist diese Vorstellung
dennoch eine gewisse Dynamik auf, die zum Beispiel
durch GeoGebra-Applets visualisiert werden kann.

3.2 Vorstellungen der Lernenden zu Folgen und
Grenzwerten

Studien zeigen, dass Studierende haufig Schwierig-
keiten in den Vorstellungen zu Folgen und Grenz-
werten zeigen (u. a. Davis & Vinner, 1986; Vinner,
1991, Roh, 2005; Ostsieker, 2020), weswegen im Fol-
genden ein Uberblick tiber die tatsachlichen Lernen-
denvorstellungen gegeben wird (vgl. Utsch, 2023).

Die oben genannten Autorinnen und Autoren be-
schreiben unter anderem die nicht-tragfahige Vor-
stellung, eine Folge dirfe ihren Grenzwert nicht
Uber- oder unterschreiten. Der Grenzwert einer
Folge wird von den Lernenden also als eine obere
oder untere Schranke interpretiert (vgl. Davis & Vin-
ner, 1986).

Eine weitere mathematisch nicht-tragfahige Vorstel-
lung von Lernenden ist die Vorstellung, es existiere
ein letztes Folgenglied im Sinne eines a,,. Teilweise
gehen die Lernenden davon aus, dass ein Durchlau-
fen von unendlich vielen Folgengliedern sie zu die-
sem letzten Folgenglied fiihre (vgl. Davis & Vinner,
1986).

Roh (2005) beschreibt auRerdem die Vorstellung der
Lernenden, dass in der Definition von Folgenkonver-
genz zu dem Index n. die GroRRe von € bestimmt wer-
den misse. Die Abhdngigkeit in der Definition ist
also genau umgekehrt zu der intuitiven Denkweise
vieler Studierender, weswegen Roh (2005) formu-
liert, dass Studierende ein reverse thinking bendti-
gen, um die Beziehung von ¢ und n, zu verstehen.
Die Vorstellung, die GrofRe von & hange von dem In-
dex n. ab, kénnte durch die komplexe Quantoren-
struktur der Definition verursacht werden. Dubinsky
und Yiparaki (2000) weisen darauf hin, dass die Rei-
henfolge der Quantoren in mehrquantifizierten Aus-
sagen Studierenden Schwierigkeiten bereiten kann.

In der Literatur ist auBerdem die nicht-tragfahige
Vorstellung beschrieben, eine Folge dirfe ihren
Grenzwert nicht erreichen. Die Vorstellung kann

dazu fiihren, dass Lernende konstante Folgen nicht
als konvergent klassifizieren. Einige Studierende ar-
gumentieren wiederum, dass eine konstante Folge
nicht konvergiere, da sich deren Folgeglieder keinem
Wert anndhern wiirden (vgl. Roh, 2005). Davis und
Vinner (1986) sehen eine alltagssprachliche Deutung
der Formulierung ,going toward a limit“ als eine
mogliche Ursache fiir diese Vorstellung an.

Als eine weitere mogliche Ursache fiir das Entstehen
von nicht-tragfahigen Vorstellungen wird aullerdem
die Auswahl von (zu) spezifischen Beispielen disku-
tiert (vgl. Davis & Vinner, 1986; Vinner, 1991; Alcock
& Simpson, 2004; Ostsieker, 2020). Werden in einer
Vorlesung Uberwiegend monotone Folgen behan-
delt, ist es nicht verwunderlich, dass das Concept
Image der Lernenden vor allem von diesen Beispie-
len von Folgen dominiert wird (vgl. Tall & Vinner,
1981). In der Literatur wird empfohlen, dass bei der
Einflihrung der Folgenkonvergenz vielfdltige Bei-
spiele thematisiert werden sollten, um ein angemes-
senes Concept Image zu fordern (z. B. Davis & Vin-
ner, 1986; Alcock & Simpson, 2004; Ostsieker, 2020).

Wie wichtig der Aufbau von tragfahigen Vorstellung-
en und die Forderung eines breiten Concept Images
ist, wird durch die Untersuchung von Ostsieker
(2020) deutlich. Inihrer Studie zeigten sich nach dem
Besuch einer Analysis-Vorlesung bei noch 30 % der
Studierenden nicht-tragfahige Vorstellungen zum
Grenzwertbegriff. Dieses Ergebnis zeigt die Dring-
lichkeit, die an den Universitaten Ubliche formale
Einflhrung des Grenzwertbegriffs mit dem Aufbau
von tragfahigen Vorstellungen zu verbinden.

4. Begriff der Praktik

Im Fokus des Artikels stehen die Vernetzungen von
Concept Image und Concept Definition (im engeren
und weiteren Sinne), die in der Untersuchungs-
gruppe geteilt werden und in verschiedenen Aufga-
ben auftreten. Um solche ,routinisierte[n] Biindel
von Aktivtaten” zu beschreiben, wird im Folgenden
der Begriff der Praktik verwendet (Reckwitz, 2003, S.
289). In der Praxeologie wird das Phanomen unter-
sucht, ,wie es dazu kommt, dass in der sozialen Welt
,Raum und Zeit gebunden werden’, d. h. wie eine zu-
mindest relative Reproduzierbarkeit und Repetitivi-
tat von Handlungen Uber zeitliche Grenzen und liber
raumliche Grenzen hinweg moglich wird” (ebd.).
Nach Reckwitz ist die Antwort folgende:

Die Antwort ist fur die Praxistheorie darin zu suchen,
dass diese ,Handlungen‘ nicht als diskrete, punktuelle
und individuelle Exemplare vorkommen, sondern dass
sie im sozialen Normalfall eingebettet sind in eine um-
fassendere, sozial geteilte und durch ein implizites,
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methodisches und interpretatives Wissen zusammen-
gehaltene Praktik als ein typisiertes, routinisiertes und
sozial ,verstehbares‘ Biindel von Aktivitdten. (Reck-
witz, 2003, S. 289)

Bezugnehmend auf die Definition des Begriffs der
Praktik von Reckwitz (2003) verstehe ich unter Prak-
tiken der Aufgabenbearbeitung Folgendes: Prakti-
ken der Aufgabenbearbeitung beschreiben die Art
und Weise, wie Studierende bei der Bearbeitung der
Aufgaben vorgehen. Mit Praktiken sind keine einzel-
nen, individuellen Aktivitdten gemeint, sondern ein
,umfassendere[s]“, in der Untersuchungsgruppe
,geteilte[s]” und ,routinisiertes [...] Biindel von Akti-
vitdten” (ebd.). In diesem Artikel wird eine Praktik
vorgestellt, die auf eine Vernetzung von Concept
Image und Formal Concept Definition hinweist.

5. Forschungsanliegen

Im Vorherigen wurde beschrieben, dass das Concept
Image und die Concept Definition (im engeren und
weiteren Sinne) bei Studierenden haufig unverbun-
den zu sein scheint (vgl. Abschnitt 2.1). Eine solche
Verbindung kann fiir die Studierenden verschiedene
Vorteile fur ihr aktuelles Lernen, das Erlernen neuer
Begriffe und ihren spateren Mathematikunterricht
haben (vgl. Abschnitt 2.3). Mit diesem Artikel und
dem Dissertationsprojekt der Autorin sollen daher
mogliche Vernetzungen von Concept Image und
Concept Definition (im engeren und weiteren Sinne)
qualitativ beschrieben werden.

Diese Vernetzungen sollen anhand des Begriffs der
Folgenkonvergenz in der Analysis | untersucht wer-
den. Der Begriff der Folgenkonvergenz eignet sich
dafiir besonders, da er zum einen eine wichtige Rolle
im Theorieaufbau in der Analysis spielt. Zum ande-
ren gibt es, wie sich in Abschnitt 3 andeutet, bereits
einige Untersuchungen zum Lehren und Lernen des
Konvergenz- und Grenzwertbegriffs von Folgen, ins-
besondere zu den Vorstellungen der Lernenden. Mit
der Kenntnis des fachdidaktischen Forschungsstan-
des kann die Vernetzung von Concept Image und
Concept Definition (im engeren und weiteren Sinne)
systematisch untersucht werden.

Mit dem Begriff der Praktik (vgl. Abschnitt 4) kann
nun folgende Forschungsfrage formuliert werden:
Welche Praktiken, die auf eine Vernetzung von Con-
cept Image und Concept Definition (im engeren und
weiteren Sinne) hinweisen, kdnnen in Aufgabenbe-
arbeitungen von Studierenden des Lehramts Mathe-
matik nach der Behandlung der Folgenkonvergenzin
der Analysis-Veranstaltung identifiziert werden?
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6. Methodisches Vorgehen

Um die oben formulierte Frage beantworten zu kén-
nen, wurde eine qualitative Studie mit 26 Studieren-
den des Lehramts Mathematik durchgefiihrt. Im Fol-
genden wird zunachst die Datenerhebung, eine in
der Studie eingesetzte Aufgabe und die Auswer-
tungsmethode vorgestellt.

6.1 Datenerhebung

Die qualitative Studie fand im Sommersemester
2019 und Wintersemester 2019/2020 an der Justus-
Liebig-Universitat GieRen statt. Sieben Haupt- und
Realschullehramtsstudierende und 19 Gymnasial-
lehramtsstudierende bearbeiteten vier mathemati-
sche Aufgaben zu Folgenkonvergenz. Alle Studieren-
den waren zu dem Zeitpunkt der Erhebung im drit-
ten oder vierten Fachsemester und besuchten eine
Analysis-Veranstaltung ihres Studiengangs. Die vier
Aufgaben wurden in Einzelarbeit mit der Methode
des lauten Denkens bearbeitet. Die Studierenden
wurden also gebeten, moglichst alle Gedanken, die
ihnen wahrend der Bearbeitung durch den Kopf ge-
hen, laut zu verbalisieren.

6.2 Aufgaben der Studie

Da in diesem Artikel Studierendenbearbeitungen zu
Aufgabe 3 der Studie analysiert werden, soll lediglich
diese Aufgabe vorgestellt werden. Ein Uberblick aller
vier in der Studie eingesetzten Aufgaben befindet
sich in Utsch (2023). Die dritte Aufgabe der Studie
fordert die Studierenden auf, eine Folge zu untersu-
chen, die durch die Permutation der Folgenglieder
einer konvergenten Folge entsteht. Die zu untersu-
chende Folge (b,)nen entsteht durch das Vertau-
schen je zweier Folgenglieder einer konvergenten
Folge (a,;)nen- Dabei wird a; mit a, getauscht, a;
mit a, getauscht, as mit ag getauscht und so weiter.
Die Idee zu dieser Aufgabe stammt von Prof. Dr.
Thomas Bauer. Die Aufgabe mit einem Lésungsvor-
schlag ist in Anhang 1 abgebildet. Entscheidend
beim Losen der Aufgabe ist die Wahl von n.. Wenn
die Studierenden verstanden haben, dass es ein n
geben kann, das kleiner als n, ist und fur das den-
noch |a, — a| < & gilt, kann die Aufgabe gelost wer-
den.

Die Aufgabe eignet sich fiir die Studie besonders gut,
da sie fir die meisten Studierenden eine Problem|o-
seaufgabe dargestellt, fiir die sie zunachst eine L6-
sungsstrategie entwickeln missen. Bei der Suche
nach einem Ldsungsweg konnen Einblicke in das
Concept Image der Studierenden gewonnen wer-
den. Die Studierenden kdnnten mit Beispielen von
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Folgen arbeiten. Wenn die Studierenden eine Umge-
bungsvorstellung ausgebildet haben, kénnten die
Studierenden mit einer e-Umgebung um den Grenz-
wert argumentieren. Eine Annaherungsvorstellung
kann sich bei dieser Aufgabe ebenfalls zeigen, wenn
die Studierenden dariiber nachdenken, ob sich
(by)nen oder Teilfolgen von (by,)ney dem Wert a
anndhern. Wenn die Studierenden dies mit einer for-
malen Lésung mit Bezug zur Formal Concept Defini-
tion oder mathematischen Satzen verbinden, kann
sich ein Zusammenspiel von Concept Image und
Concept Definition (im engeren oder weiteren Sinne)
zeigen.

6.3 Auswertung

Die Studierenden wurden wahrend der Aufgabenbe-
arbeitung videographiert, um die Bearbeitungspro-
zesse mithilfe von Transkripten darzustellen. Fir
Aufgabe 3 wurden die Bearbeitungen von allen 26
Teilnehmenden transkribiert. Die Transkripte, die
sowohl das Gesagte als auch das Geschriebene der
Studierenden abbilden, wurden in einem dreistufi-
gen Prozess ausgewertet: 1) Zuerst wurde eine
strukturierende qualitative Inhaltsanalyse nach
Mayring (2015) durchgefihrt. 2) Die Codierung der
Transkripte wurde in sogenannten Prozessmatrizen
visualisiert. 3) Ausgewahlte Transkripte wurden mit
einem Vorgehen in Anlehnung an die Objektive Her-
meneutik gemeinsam mit anderen Forschenden zei-
lenweise interpretiert (vgl. Oevermann et al., 1979).
Der dreistufige Auswertungsprozess wird im Folgen-
den ausfihrlicher beschrieben.

Qualitative Inhaltsanalyse

Die strukturierende qualitative Inhaltsanalyse wurde
ausgewahlt, da mit ihr Aufgabenbearbeitungen von
allen Studierenden im Hinblick auf das Zusammen-
spiel von Concept Image und Concept Definition (im
engeren oder weiteren Sinne) untersucht werden
kénnen, was mit einem zeitintensiveren hermeneu-
tischen Verfahren nicht moglich ware. Der Ablauf
der qualitativen Inhaltsanalyse entspricht dem von
Mayring (2015) vorgeschlagenen Vorgehen. Eine
Zweitcodierung durch eine eingearbeitete studenti-
sche Hilfskraft ergab eine gute Intercoderreliabilitat
fir die Unterkategorien und eine sehr gute Inter-
coderreliabilitat fur die Kategorien (vgl. Landis &
Koch, 1977). Die strittigen Falle wurden abschlie-
Rend konsensuell codiert.

Das Kategoriensystem ist in Anhang 2 und 4 abgebil-
det und basiert auf der Theorieadaption, die in Ab-
schnitt 2.2 beschrieben wurde. Die theoretisch iden-
tifizierten moglichen Bestandteile eines Concept

Images wie Vorstellungen, verwandte Begriffe, Ei-
genschaften, Beispiele, graphische und numerische
Darstellungen wurden als Kategorien in das Katego-
riensystem aufgenommen. Kategorien zum Umgang
mit der Concept Definition (im engeren oder weite-
ren Sinne) befinden sich ebenfalls im Kategoriensys-
tem (vgl. Abb. 5, siehe Anhang 2 & 4). Das Codier-
manual kann Gber einen QR-Code in Anhang 6 her-
untergeladen werden.

Visualisierung in Prozessmatrizen

Alle Codierungen der qualitativen Inhaltsanalyse
wurden in Prozessmatrizen visualisiert. Die Prozess-
matrix entsteht, indem das Kategoriensystem durch
eine Achse erweitert wird, auf der die Codiereinhei-
ten abgebildet sind. Die Abfolge der Codierungen
wird dann in der individuellen Prozessmatrix sicht-
bar. In Anhang 2 und 4 sind die Prozessmatrizen von
den beiden Studentinnen Ina und Uta zu Aufgabe 3
abgebildet.

Fiir das Erstellen der Prozessmatrizen wurde das Vi-
sualisierungstool Codeline in der Computersoftware
MAXQDA genutzt. Die Darstellung der Codierung
mithilfe der Codeline hat verschiedene Vorteile, die
auch von Radiker und Kuckartz (2019) beschrieben
werden. Mithilfe der Prozessmatrix kann auf einen
Blick erfasst werden, auf welche Teile von Concept
Image und Concept Definition (im engeren oder wei-
teren Sinne) sich Studierende wahrend der Aufga-
benbearbeitung beziehen. Die Prozessmatrizen kén-
nen genutzt werden, um den Verlauf der Codierun-
gen zu untersuchen, was Einblicke in den Verlauf der
Beziige zu Concept Image und Concept Definition (im
engeren oder weiteren Sinne) ermoglicht. Die Pro-
zessmatrizen kdnnen auBerdem auf mogliche struk-
turelle Besonderheiten im Aufgabenbearbeitungs-
prozess hinweisen. Die gleichzeitige Codierung von
zwei Kategorien fallt in der Prozessmatrix visuell auf.
Wenn Kategorien aus den Oberkategorien Concept
Image und Concept Definition (im engeren oder wei-
teren Sinne) gleichzeitig codiert wurden, ist das ein
Hinweis auf ein mogliches Zusammenspiel von Con-
cept Image und Concept Definition (im engeren oder
weiteren Sinne), was im Fokus dieser Arbeit steht. Es
ist auBerdem moglich, verschiedene Prozessmatri-
zen zu vergleichen (vgl. Radiker & Kuckartz, 2019).

Nachdem die Prozessmatrizen von allen Studieren-
den zu Aufgabe 3 und fir zwolf ausgewdhlte Studie-
rende zu Aufgabe 2 und 4 erstellt wurden, wurden
diese mithilfe von verschiedenen Leitfragen mitei-
nander verglichen und die Studierenden in Gruppen
eingeteilt. Durch die Leitfragen wurde unter ande-
rem berlicksichtigt, ob Kategorien des Concept
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Images und der Concept Definition (im engeren oder
weiteren Sinne) codiert wurden, ob diese gemein-
sam oder im haufigen Wechsel codiert wurden und
fir welche Unterkategorien dies der Fall ist. Durch
das Einteilen der Studierenden in Gruppen konnten
mogliche Praktiken identifiziert werden, die in Ab-
schnitt 6 vorgestellt werden.

Interpretation ausgewdhlter Transkripte

Flr jede Studierendengruppe, die eine gemeinsame
Praktik zeigt, wurden einige Studierende ausge-
wahlt, deren Transkripte in Anlehnung an das Vorge-
hen der Objektiven Hermeneutik nach Oevermann
et al. (1979) gemeinsam mit anderen Forschenden
zeilenweise interpretiert wurden. In der Se-
guenzanalyse stellten mehrere Forschende mog-
lichst umfangreiche Deutungen zu allen Elementen
des Transkriptausschnitts auf. Im Sinne der diskursi-
ven Validierung bestand die Interpretationsgruppe
aus zwei bis acht Forschenden, die sich gemeinsam
Uber ihre subjektiven Deutungen austauschten und
durch eine gemeinsame Diskussion auf eine oder
zwei plausible Deutungen verstandigten (vgl. Klee-
mann et al., 2013).

In Anlehnung an den von Beretz, Lengnink und von
Aufschnaiter (2017) entwickelten diagnostischen
Prozess hat die Interpretationsgruppe dafiir zu-
nachst die fur die Forschungsfragen relevanten Be-
obachtungen beschrieben, die nicht wertend und of-
fen fiir verschiedene Deutungen sind. Erst dann
konnten verschiedene Deutungen formuliert und
diese durch Beziige zu den zuvor beschriebenen Be-
obachtungen und Belegen aus den Transkripten
transparent gemacht werden. Auf der Basis der Be-
obachtungen und Deutungen konnten gemeinsam
mogliche Ursachen und Férdermafinahmen disku-
tiert werden (vgl. Beretz, Lengnink & von Aufschnai-
ter, 2017).

Es soll dennoch betont werden, dass es sich um reine
Interpretationen der Forschenden Uber mogliche
Denkprozesse der Studierenden handelt und die tat-
sachlichen Denkprozesse der Studierenden fiir uns
unsichtbar bleiben. Die Interpretationssitzungen
bieten die Grundlage fir die Analysen der Bearbei-
tungen in Abschnitt 8.

7. Ergebnisse der Analyse der Prozessmatri-
zen

Durch den Vergleich der Prozessmatrizen zu Auf-
gabe 2, 3 und 4 konnten die Studierendenbearbei-
tungen, deren Prozessmatrizen strukturell dhnliche
Vernetzungen von Concept Image und Concept Defi-
nition (im engeren oder weiteren Sinne) zeigen, in
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Gruppen eingeteilt werden. Auch wenn die in der
Studie eingesetzten Aufgaben unterschiedlich sind,
zeigen sich strukturell in allen Aufgabenteilen dhnli-
che Vernetzungen von Concept Image und Concept
Definition (im engeren oder weiteren Sinne). Da
diese also keine einzelnen, individuellen Aktivitaten,
sondern ein in der Untersuchungsgruppe ,ge-
teilte[s]”, ,umfassendere[s]“ und ,routinisiertes
Blindel von Aktivitaten” darstellen, kénnen diese als
Praktiken der Aufgabenbearbeitung bezeichnet wer-
den (Reckwitz, 2003, S. 289).

In den Aufgaben 2, 3 und 4 der durchgefiihrten Stu-
die zeigen sich die in Abbildung 6 dargestellten Prak-
tiken: Es gibt Vernetzungen der Formal Concept De-
finition mit Vorstellungen und / oder graphischen
Darstellungen als Teile des Concept Images und Ver-
netzungen von mathematischen Satzen als Teil der
Concept Definition im weiteren Sinne mit Vorstellun-
gen, verwandten Begriffen und / oder graphischen
Darstellungen als Teile des Concept Images. Die in
Abbildung 6 dargestellten Gruppen von Studieren-
denbearbeitungen sind nicht disjunkt, da es einige
Prozessmatrizen gibt, die Hinweise auf mehrere un-
terschiedliche Praktiken enthalten.

Vernetzung von
mathematischen Satzen mit...

Vernetzung der Definition mit...

"\ Verwandten
Begriffen

\‘ Graphischen Vorstellungen

/ Darstellungen

Vorstellungen

Graphischen
Darstellungen

Ubersicht der identifizierten Praktiken

Abb. 6:

Die Praktiken lassen sich in den Prozessmatrizen
durch die farbliche Markierung der Kategorien leicht
unterscheiden. Um die Praktiken zu kontrastieren,
sind in Abbildung 7 beispielhaft zwei Prozessmatri-
zen dargestellt, die auf eine Vernetzung der Defini-
tion (gelb) mit Vorstellungen (tirkis) und graphi-
schen Darstellungen (griin) hinweisen. Abbildung 8
zeigt hingegen zwei Prozessmatrizen, die auf eine
Vernetzung von mathematischen Satzen (rot) mit
Vorstellungen (tiurkis) und verwandten Begriffen
(dunkelblau) hinweisen. Alle vier Prozessmatrizen
kénnen auch liber den QR-Code im Anhang herun-
tergeladen werden. In Anhang 2 und 4 sind auller-
dem zwei weitere Prozessmatrizen der Praktik Ver-
netzung der Definition mit Vorstellungen und graphi-
schen Darstellungen abgebildet.
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Zwei Prozessmatrizen der Praktik Vernetzungen der
Definition mit Vorstellungen und / oder graphischen
Darstellungen

Abb. 8: Zwei Prozessmatrizen der Praktik Vernetzungen von

mathematischen Sétzen mit Vorstellungen und ver-
wandten Begriffen

Es ist selbstverstandlich, dass sich die identifizierten
Praktiken in den individuellen Bearbeitungen sehr
unterschiedlich ausdifferenzieren. Um neben den
strukturellen Gemeinsamkeiten der Prozessmatri-
zen — also den identifizierten Praktiken — die indivi-
duellen Unterschiede, mit denen die Praktiken auf-
treten, beschreiben zu kdnnen, ist die interpretative
Analyse ausgewahlter Transkripte unerldsslich. In
Abschnitt 8 wird die Praktik Vernetzung der Defini-
tion mit graphischen Darstellungen und Vorstellun-
gen mit Bezug zu zwei Transkripten in ihrer Tiefe vor-
gestellt.

8. Inhaltliche Beschreibung der Praktik Ver-
netzung der Definition mit graphischen Dar-
stellungen und Vorstellungen

Die Praktik Vernetzung der Definition mit graphi-
schen Darstellungen und Vorstellungen zeigt sich in
Aufgabe 3 insgesamt in elf der 26 untersuchten Stu-
dierendenbearbeitungen. Im Folgenden soll diese
Praktik in den Bearbeitungen der beiden Studentin-
nen Ina und Uta zu Aufgabe 3 analysiert werden, um
vertiefende Einblicke in die Praktik zu geben. Wich-
tige Ausschnitte der Transkripte sind in Anhang 3
und 5 abgebildet. Die vollstandigen Transkripte ste-
hen (iber den QR-Code in Anhang 6 zum Download
bereit. In Abschnitt 8.3 wird ein Bezug zu zwei wei-
teren Studierendenbearbeitungen hergestellt, um
die Praktik zusammenzufassen.

8.1 Analyse der Bearbeitung von Ina

Im Folgenden wird die Vernetzung der Definition mit
Vorstellungen und graphischen Darstellungen in der
Bearbeitung von Ina zu Aufgabe 3 beschrieben, um
vertiefende Einblicke in diese Praktik zu geben. Die
Prozessmatrix von Inaist in Anhang 2 abgebildet. Die
Kategorien Vorstellungen, graphische Darstellungen

und Umgang mit der Formal Concept Definition tre-
ten in der Prozessmatrix von Ina ab Codiereinheit 13
(im Folgenden abgekirzt mit C. 13) gemeinsam oder
im haufigen Wechsel auf, was auf eine Vernetzung
hinweist (siehe Anhang 2). Inwiefern Ina an diesen
Stellen der Bearbeitung ihr Concept Image tatsach-
lich mit der Formal Concept Definition vernetzt, wird
in diesem Abschnitt mit Bezug zu Transkriptaus-
schnitten analysiert. Inas graphische Darstellungen
sind in Abbildung 9 und 10 und ausgewadhlte Aus-
schnitte des Transkripts in Anhang 3 dargestellt. Das
gesamte Transkript kann mit dem QR-Code in An-
hang 6 heruntergeladen werden.

Xy X .
o ne e 3 Fix\gx

Abb. 9: Graphische Darstellungen von Ina zu Aufgabe 3

\Gso - &) > €
Ost . lasa- 0| <€
e N
Abb. 10: Notizen von Ina zu Aufgabe 3

Zum Concept Image von Ina

Ina zeigt wahrend der Aufgabenbearbeitung ver-
schiedene Vorstellungen zur Folgenkonvergenz. Eine
Vorstellung, die sich besonders deutlich zeigt, ist
eine Vorstellung, die im Folgenden als Abstandsvor-
stellung bezeichnet wird. Die Abstandsvorstellung
beschreibt die Vorstellung, dass zu jedem beliebigen
€ > 0 ein Index n, gefunden werden kann, ab dem
der Abstand aller weiteren Folgenglieder zum Grenz-
wert kleiner als € ist (vgl. Utsch, 2023). Ina spricht
wahrend ihrer Bearbeitung sehr hdufig von Abstan-
den zwischen Folgengliedern und dem Grenzwert
und vergleicht diesen Abstand mit dem ,Abstand Ep-
silon” (vgl. Anhang 3, C. 20). Insgesamt fallt der Be-
griff des Abstandes 18 Mal in ihrer Bearbeitung von
Aufgabe 3. Die Konvergenz der Folge (by)nen be-
grindet sie zu Beginn der Aufgabenbearbeitung in-
tuitiv damit, dass ,im Unendlichen [...] der Abstand
immer kleiner wird” (vgl. Anhang 3, C. 8-9). Studie-
rende mit einer Abstandsvorstellung wie Ina inter-
pretieren also den Term |a,, — a| aus der Definition
von Folgenkonvergenz geometrisch und tberprifen,
ob fir jedes beliebige € > 0 ab einem bestimmten
Folgenglied a,,, der Abstand aller weiteren Folgen-
glieder zum Grenzwert kleiner als € ist. In Abbildung
10 visualisiert Ina den Abstand zwischen je einem
Folgenglied a,, und dem Grenzwert Null durch verti-
kale Linien. In Abgrenzung dazu zeichnen Studie-
rende mit einer Umgebungsvorstellung (vgl.
Greefrath et al.,, 2016) meist eine oder zwei
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horizontale Linien bei den Werten a + e und a — ¢,
um eine beliebig grofe Umgebung um den Grenz-
wert zu visualisieren. Eine Umgebung um den ver-
muteten Grenzwert wird von Ina nicht visualisiert.
Hinzukommt, dass Verbalisierungen wie Umgebung,
Tunnel, Schlauch oder Streifen nicht verwendet wer-
den. Es ist folglich davon auszugehen, dass Ina in die-
ser Bearbeitung eine Abstandsvorstellung, aber
keine Umgebungsvorstellung zeigt. Im Zusammen-
hang mit der Abstandsvorstellung steht der Begriff
des ,Mindestabstandes”, den Ina mehrfach, bei-
spielsweise in Codiereinheit 18, verwendet (vgl. An-
hang 3). Diese ungewdhnliche Formulierung kann
zum einen folgendermaBen gedeutet werden: Ina
mochte beschreiben, dass Folgenglieder mit n > n,
im Falle der Konvergenz mindestens so nah an dem
Grenzwert sein missen wie der Abstand €. Zum an-
deren ist moglich, dass Ina einen Hdochstabstand
meint. In Codiereinheit 18 spricht Ina Uber einen
Mindestabstand und in Codiereinheit 19 ersetzt sie
in einer dhnlichen Formulierung den Begriff des Min-
destabstandes durch ,,Epsilon” (vgl. Anhang 3). Das
weist darauf hin, dass sie mit dem Begriff des Min-
destabstandes einen Abstand mit GréRe € meint.

Eine weitere Vorstellung, die sichtbar wird, ist die
Vorstellung, die im Folgenden als ,,im Unendlichen“-
Vorstellung bezeichnet wird. Studierende mit dieser
Vorstellung betonen, dass sie das Verhalten der
Folge im Unendlichen priifen, um zu einer Einschat-
zung beziglich des Konvergenzverhaltens zu kom-
men. Die Vorstellung wird in der folgenden Aussage
von Ina sichtbar: ,Also, dass es vielleicht am Anfang.
Also das ist ja so, dass es am Anfang noch extremere
Ausschlage gibt. Also dass man hier wirklich den Un-
terschied zwischen den Folgegliedern hier (zeigt
paarweise auf die vertauschten Folgenglieder der
Folge (b,)nen) extrem erkennt, aber im Unendli-
chen wiirde ich jetzt sagen, dass es beides gegen a
konvergiert” (vgl. Anhang 3, C. 8). Unklar bleibt, was
Ina mit ,beides” meint. Moéglicherweise meint Ina
die beiden Folgen (a;;)neny Und (by)nen- Auch mog-
lich ware, dass Ina intuitiv Giber Teilfolgen nachdenkt
und die Folge (b,;)ney in die beiden Teilfolgen
(bax)ken und (bog+1)ken einteilt. Inihrer AuRerung
scheint es aber insgesamt so, als wiirde Ina die Folge
in mehrere Abschnitte untergliedern und wissen,
dass die ersten endlich vielen Folgenglieder, also in
ihren Worten die Folgenglieder ,am Anfang”, zur Be-
urteilung des Konvergenzverhaltens zu vernachlassi-
gen sind. Sie setzt den Fokus auf das langfristige Ver-
halten der Folge, um die Konvergenz zu beurteilen.

Weitere Einblicke in das Concept Image von Ina kon-
nen durch ihre graphischen Darstellungen
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gewonnen werden. Diese sind in Abbildung 9 und 10
abgebildet. Ina stellt verschiedene Folgen in einem
zweidimensionalen Koordinatensystem dar. Es kann
festgehalten werden, dass Ina als Beispiel fur die
Folge (a,)ney eine monoton-fallende und durch
Null beschrankte Folge wahlt (siehe Abb. 9). In Ab-
schnitt 3 wurde beschrieben, dass monotone und
beschrankte Folgen haufig ein Prototyp fiir konver-
gente Folgen sind (vgl. Davis & Vinner, 1986; Vinner,
1991; Alcock & Simpson, 2004; Ostsieker, 2020).

Zur Verwendung der Concept Definition

Ina Uberlegt, wie sie die Konvergenz der Folge
(bp)nen beweisen konnte. Dafiir bezieht sie sich ab
Codiereinheit 13 immer wieder auf die Definition
von Folgenkonvergenz (vgl. Anhang 3). € wird von
Ina angemessen als ein VergleichsmaR fiir den Ab-
stand der Folgenglieder zum Grenzwert oder als eine
obere Schranke fiir den Abstand der Folgenglieder
zum Grenzwert gedeutet. Dass Epsilon beliebig ist,
also auf die Bedeutung des Allquantors, geht Ina al-
lerdings nicht ein.

In Codiereinheit 17 spricht Ina Gber den Index n,:
,Wenn ich mir die Definition anschaue und noch ein-
mal genauer (iberlege, finde ich ja ein n Epsilon flr
das ich ein n finde, was dann einen kleineren Ab-
stand hat zu dem Grenzwert als Epsilon aber ja nicht
fur jedes n“. Ina beschreibt, dass sie ein n. ,finde[n]“
kann. Es ist daher davon auszugehen, dass sie also
ein von ¢ abhangiges n, finden mdchte. Hier deutet
sich ein reverse thinking nach Roh (2005) an, da Ina
im Gegensatz zu der von Roh (2005) beschriebenen
intuitiven Interpretation der Definition vieler Studie-
render nicht zuerst ein n, wahlt und anschlieBend
ein davon abhangiges € bestimmt. Wiirde Ina zuerst
n, wahlen, wiirde sie vermutlich nicht das Verb ,fin-
den” verwenden. Auch in ihrer graphischen Darstel-
lung in Abbildung 10 zeichnet Ina zuerst den Abstand
des Folgenglieds as; zum Grenzwert als vertikale Li-
nie ein und beschriftet diese mit ,&“. Erst danach
markiert sie den Index und notiert ,n.“, was eben-
falls dafiirspricht, dass Ina weil, dass die Wahl des
Index n. von € abhdngt.

Auch die Beziehung von n, und n beschreibt Ina ma-
thematisch passend. Durch die oben zitierte AuRe-
rung wird sichtbar, dass Ina weil3, dass im Falle der
Konvergenz, ein (von & abhangiger) Index existiert,
ab dem dann alle weitere Folgenglieder einen klei-
neren Abstand haben als €. Ina spricht in der AuRe-
rung von Abstdnden von n zum Grenzwert. Es ist
aber davon auszugehen, dass sie Abstande der Fol-
genglieder zum Grenzwert meint, da auch diese in
der graphischen Darstellung visualisiert werden. Das
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Sprechen Uber den Abstand zeigt, dass sie den Aus-
druck |a, — a| in der Definition geometrisch inter-
pretieren kann.

In der Bearbeitung von Ina zeigt sich allerdings eine
zentrale Lernhiirde in Bezug auf die Definition: Ina
bestimmt den Index n, an einer Stelle, an der das
Folgenglied einen geringeren Abstand zum Grenz-
wert als € hat. Dann fordert sie, dass auch alle wei-
teren Folgenglieder mit n > n, einen geringeren
Abstand zum Grenzwert als € haben mussten. Diese
Lernhiirde fihrt fir Ina zu einem Widerspruch zwi-
schen ihrem Verstandnis der Formal Concept Defini-
tion einerseits und ihrer graphischen Darstellung an-
dererseits, was zeigt, dass diese nicht unverbunden
sind. Sie auBert dies folgendermaRen: , Oder was
sich jetzt hier als Problem herausstellt ist, dass jetzt,
wenn ich mir die Definition anschaue und das jetzt
mal aufmale (zeichnet Koordinatensystem) und das
hier jetzt so ist (beginnt die graphische Darstellung
aus Abbildung 10 zu zeichnen) und es immer ein Fol-
geglied gibt, das da hinten dran einen grofReren Ab-
stand zum Grenzwert hat, passt das ja nicht mehr
mit der Definition von der Konvergenz (zeigt mit Fin-
ger auf Definition) tberein” (vgl. Anhang 3, C. 13).
Ina geht also von einem an dieser Stelle fixierten In-
dex n. aus, den sie nicht flexibel wahlen darf. lhr
fehlt an dieser Stelle die Idee, den Index n, so zu
wahlen, dass der Abstand der Folgenglieder zum
Grenzwert fur alle Folgenglieder mit n > n kleiner
als Epsilon ist. In Abbildung 10 ist sichtbar, dass eine
Verschiebung von n, um zwei Stellen Inas Problem
I6sen wiirde. Auch die oben beschriebene Verwen-
dung des Verbes ,finden” deutet daraufhin, dass Ina
denkt, den Index n; nicht selbst passend wahlen zu
dirfen, sondern ein fixiertes n, ,finde[n]” zu mis-
sen. Dieses nicht-passende Verstdandnis der Defini-
tion kénnte folgende Ursachen haben: Ina kdnnte
den Index n; als diejenige Stelle deuten, an der ein
Folgenglied erstmals einen geringeren Abstand als ¢
hat. Das konnte verbunden sein mit der Vorstellung
einer funktionalen Abhangigkeit des Index n, von €.
In der graphischen Darstellung wiirde sich diese Vor-
stellung wie bei Ina zeigen, indem n, genau an der
Stelle eingezeichnet ist, an der ein Folgenglied erst-
mals einen geringeren Abstand als € hat. Eine wei-
tere mogliche Ursache kénnte sein, dass Ina den In-
dex n, der Folge (a,)nen, ab dem alle Folgenglieder
a, mit n = n, einen kleineren Abstand zum Grenz-
wert als € haben, auch fir die Folge (b,),en Uber-
nimmt. Die Folgenglieder der Folge (b,,)nen haben
aber, wie in Anhang 1 gezeigt, erst ab dem Index
n." =ng + 1 einen kleineren Abstand zum Grenz-
wert als &. Eine mogliche Ursache fiir Inas

Verstandnis eines fixierten Index n, kdnnte also
sein, dass sie davon ausgeht, die Stelle, ab der alle
weiteren Folgenglieder einen kleineren Abstand
zum Grenzwert als € haben, misse fir die beiden
Folgen (a,)nen Und (by)nen identisch sein. Es gibt
allerdings im Transkript keine Hinweise darauf, dass
Ina den Index n, der Folge (a,),cy betrachtet, wes-
wegen die oben beschriebene Ursache fir wahr-
scheinlicher gehalten wird.

Beide moglichen Ursachen kdnnen mit einem Nicht-
beachten oder nicht-tragfahigem Verstandnis der
Quantoren in der Definition zusammenhangen. Der
Existenzquantor vor dem Index n, in der Definition
von Folgenkonvergenz beschreibt, dass es im Falle
der Konvergenz nur irgendeine Stelle geben muss,
ab der alle weiteren Folgenglieder einen kleinen Ab-
stand zum Grenzwert als € haben mussen. Dass Ina
von einem fixierten n, ausgeht und dieses nicht fle-
xibel wahlt, zeigt, dass sie Existenzquantor vor dem
Index n. in der Definition nicht beachtet oder nicht
richtig interpretiert.

Dass Ina diese Schwierigkeit nicht Glberwinden kann,
zeigt, wie stabil ihr Verstandnis eines fixierten Index
n ist. Sie versucht dieses Problem zu |6sen, indem
sie sich immer wieder auf ihre Vorstellungen, ihre
graphischen Darstellungen und ihr Verstandnis der
Definition, also ihre Personal Concept Definition, be-
zieht. Es findet folglich ein Zusammenspiel von Defi-
nition, Vorstellungen und graphischer Darstellung
statt, welches im Folgenden beschrieben wird.

Zur Vernetzung der Definition mit Vorstellungen
und graphischen Darstellungen

Inas Verstandnis von n, fuhrt zu dem Problem, das
Ina in ihrer anfanglichen Vermutung, die Folge
(by)nen sei konvergent, verunsichert. Diese Unsi-
cherheit versucht sie dann zu I6sen, indem sie sich
immer wieder auf die Formal Concept Definition ei-
nerseits und ihre Vorstellungen und graphischen
Darstellungen andererseits bezieht. Diese Vernet-
zung von Concept Image und Formal Concept Defini-
tion zeigt sich in der Prozessmatrix ab Codiereinheit
13.

Die Vernetzung von Definition und graphischer Dar-
stellung als Teil des Concept Images wird besonders
durch das Hinzufligen von formalen Elementen der
Definition in der graphischen Darstellung sichtbar.
Wahrend Ina die graphische Darstellung erzeugt,
spricht sie Gber Elemente der Definition wie €, n,
und n. € wird in der graphischen Darstellung durch
eine vertikale Linie als Abstand zwischen einem Fol-
genglied und dem Grenzwert visualisiert. Der Index
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n. wird ebenfalls in der graphischen Darstellung hin-
zugefiigt. Das zeigt deutlich, dass Ina ihre graphische
Darstellung nicht losgelost von der Definition be-
trachtet, sondern in der Lage ist, Elemente der Defi-
nition in ihrer graphischen Darstellung zu visualisie-
ren und damit die Definition mit ihrer graphischen
Darstellung zu vernetzen.

Auch ihre Abstandsvorstellung ist eng mit der Defi-
nition und mit ihrer graphischen Darstellung verbun-
den. Ina visualisiert die Abstande auch in ihrer gra-
phischen Darstellung durch vertikale Linien. Die Ab-
standsvorstellung ist wie oben beschrieben eine ma-
thematisch tragfahige Vorstellung. Zu der in der Ver-
anstaltung behandelten formalen Definition hat Ina
demnach eine tragfahige Vorstellung aufgebaut und
kann den Term |a, — a| aus der Definition als Ab-
stand deuten. Wahrend der Aufgabenbearbeitung
gelingt es ihr, ihre Abstandsvorstellung wieder in
eine formale Notation zu {ibersetzen und notiert die
von ihr angesprochenen Abstinde beispielsweise
durch den Term ,|as; —a| < &“ (vgl. Anhang 3,
C. 21). Hier zeigt sich eine weitere Vernetzung von
Concept Image und Formal Concept Definition, da
zum einen zur Definition eine Abstandsvorstellung
aufgebaut wurde und zum anderen die Abstandsvor-
stellung wahrend der Aufgabenbearbeitung das Er-
stellen einer formalen Notation unterstiitzt hat.
Auch Inas Verstandnis von n, wird moglicherweise
erst durch ihre Vernetzung der Formal Concept Defi-
nition mit ihren graphischen Darstellungen sichtbar.
Hatte Ina den Index n, formal durch einen Beweis
bestimmt, ware ihre Vorstellung eines fixierten In-
dex n, vermutlich nicht sichtbar geworden. Die Ver-
netzung der Definition mit der graphischen Darstel-
lung ermoglicht an dieser Stelle Einblicke in Inas Ver-
standnis der Definition und hilft, Missverstandnisse
aufzudecken.

Es kann festgehalten werden, dass Ina zu dem Aus-
druck ,|a, — a| < & aus der Definition eine tragfa-
hige Abstandsvorstellung aufgebaut hat und ihr Con-
cept Image und die Formal Concept Definition hier
verbunden werden. Die Abstdande zwischen Folgen-
gliedern und Grenzwert visualisiert Ina auch durch
vertikale Linien in der graphischen Darstellung, wo-
mit der Fokus auf der vertikalen Achse liegt. Mit dem
Ausdruck Ve > 03 n.“ aus der Definition kann
hingegen eine Bewegung in Richtung der horizonta-
len Achse verbunden werden. Der Index n, muss in
Abhédngigkeit von ¢ in der graphischen Darstellung
auf der horizontalen Achse so gewahlt werden, dass
far alle weiteren Folgenglieder der Abstand zum
Grenzwert kleiner als ¢ ist. Dafiir ist eine Bewegung
des Index n. in horizontaler Richtung nétig.
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Wadhrend Ina die vertikale Sichtweise mehrfach
durch das Sprechen lGiber Abstande oder Einzeichnen
von vertikalen Linien zeigt, fehlt in ihrer Bearbeitung
die horizontale Sichtweise in Bezug auf den Index n,.
Bezogen auf die vertikale Sichtweise konnte Ina ihr
Concept Image folglich mathematisch passend mit
dem entsprechenden Ausdruck in der Formal Con-
cept Definition verbinden. Beziiglich des Index n,
verbindet Ina zwar immer wieder ihre Personal Con-
cept Definition mit ihrem Concept Image, ihr nicht-
tragfahiges Verstandnis von n, zeigt sich aber auf
beiden Ebenen. Auch in anderen Bearbeitungen von
Studierenden, die mit einer Umgebungsvorstellung
eher eine horizontale Sicht haben, zeigen sich dhnli-
che Schwierigkeiten in Bezug auf den Index n, wie
bei der Studentin Ina. Um zu dem Ausdruck
»V € > 03 n.“inder Formal Concept Definition eine
mathematisch tragfahige Verbindung zum Concept
Image zu fordern, konnte Gber die Unterscheidung
zwischen vertikaler und horizontaler Sicht hinausge-
hend die Moglichkeit der freien Wahl des Index n,
thematisiert werden. Dies kdnnte eine Moglichkeit
darstellen, die zentrale Lernhiirde von Studierenden
wie Ina zu beheben.

8.2 Analyse der Bearbeitung von Uta

Um die Vernetzung der Definition mit graphischen
Darstellungen und Vorstellungen in der Bearbeitung
zu Aufgabe 3 von Uta analysieren zu kdnnen, wird im
Folgenden ihr Concept Image und ihr Umgang mit
der Formal Concept Definition analysiert. In Anhang
4 ist ihre Prozessmatrix zu Aufgabe 3 abgebildet, in
der ebenfalls ein standiger Wechsel zwischen den
Kategorien Vorstellungen, graphischer Darstellun-
gen und Umgang mit der Formal Concept Definition
sichtbar ist. Utas graphische Darstellungen sind in
Abbildung 11 und ausgewadhlte Transkriptaus-
schnitte in Anhang 5 dargestellt. Auch zu ihrer Bear-
beitung steht das gesamte Transkript unter dem QR-
Code im Anhang zum Download bereit.

Ith bin ™ic unsicher, ob ¥ alle
] noch folgenden Puntte Wtiaw Qls € St missen.

Abb. 11: Graphische Darstellungen von Uta
Zum Concept Image von Uta

Uta zeigt in der Bearbeitung zu Aufgabe 3 eine Um-
gebungsvorstellung (vgl. Greefrath et al., 2016). Sie
spricht mehrmals von einem ,,Epsilon-Schlauch” o-
der von einem ,,Bereich”, in dem die Folgenglieder
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liegen. Diese Verbalisierungen zeigen, dass Uta Fol-
genkonvergenz mit der Existenz einer Umgebung um
den Grenzwert verbindet. Uta zeigt auRerdem eine
Anndherungsvorstellung (vgl. ebd.). Es wird an neun
Stellen in ihrer Bearbeitung von einem ,, annahern”,
,nahern” oder ,ndher an dem Grenzwert lieg[en]”
gesprochen. Das zeigt ihre dynamische Vorstellung
von Folgenkonvergenz.

Im Zusammenhang mit der Vorstellung des Anna-
herns an den Grenzwert zeigt Uta allerdings eine
weitere dynamische Vorstellung, die mathematisch
nicht tragfahig ist. Utas Vorstellung wird in Codier-
einheit 18-20 sichtbar (vgl. Anhang 5). In ihrer AuRe-
rung wird deutlich, dass Uta Zweifel hat, ob die Folge
(bp)nen konvergiert, da sich die Folgenglieder nicht
in jedem Schritt immer weiter an den Grenzwert an-
ndahern. Diese nicht-tragfdahige Vorstellung wird im
Folgenden als die ,Folgenglieder kommen Grenz-
wert in jedem Schritt immer naher“-Vorstellung be-
zeichnet. Eine mogliche Ursache dieser Vorstellung
koénnte das haufige Arbeiten mit Beispielen von kon-
vergenten Folgen sein, bei denen die Folgenglieder
dem Grenzwert in jedem Schritt ndherkommen. Dies
ware bei monotonen Folgen, aber auch bei alternie-

renden Folgen wie ((—1)" - %)neN der Fall. Ostsieker

(2020) hat diese Vorstellung bereits im Zusammen-
hang mit konstanten Folgen und Folgen mit konstan-
ten Teilfolgen beschrieben.

Auffallig ist, dass Uta einen Widerspruch zwischen
diesen beiden dynamischen Sichtweisen erlebt. Zum
einen beschreibt sie, dass die Folgenglieder dem
Grenzwert nicht in jedem Schritt ndherkommen und
zum anderen fallt ihr auf, dass die Folgenglieder
»aber insgesamt immer ndher gegen den Grenz-
wert” ,,gehen” (C. 30). Die Anndherungsvorstellung,
die sich in diesem Zitat zeigt, ist verbunden mit einer
globalen Sicht auf die Folge. Die Folge (b;)nen Wird
von Uta hier als Ganzes betrachtet. Die Vorstellung,
dass die Folgenglieder dem Grenzwert nicht in je-
dem Schritt naherkommen, ist hingegen mit einer lo-
kalen Sicht verbunden, da Uta nicht die Folge als
Ganzes in den Blick nimmt, sondern wenige Folgen-
glieder betrachtet und diese vergleicht.

Eine weitere Vorstellung von Uta wird sichtbar,
wenn Uta in ihrer Bearbeitung Verbalisierungen wie
,weiter hinten in der Folge” verwendet (C. 16). Es
scheint als wiirde Uta die Folge gedanklich in meh-
rere Abschnitte untergliedern und wissen, dass die
ersten endlich vielen Folgenglieder zur Beurteilung
des Konvergenzverhaltens zu vernachlassigen sind.
Uta zeigt also genau wie Ina eine ,,im Unendlichen-
Vorstellung”. Ina und Uta setzen den Fokus auf das

langfristige Verhalten einer Folge, um die Konver-
genz zu beurteilen.

Die bereits in der Literatur beschriebene Vorstellung
Uber die Existenz eines letzten Folgenglieds zeigt
sich bei Uta in Codiereinheit 21 (vgl. Anhang 5). Uta
spricht hier von einem ersten und einem letzten
»Punkt”. Eine mogliche Deutung ist, dass sie den ers-
ten und den letzten Punkt in ihrer graphischen Dar-
stellung meint. Eine andere Deutung ist, dass Uta
von der Existenz eines letzten Punktes bzw. eines
letzten Folgenglieds im Sinne eines a, ausgeht. Dies
ware ein Hinweis darauf, dass Uta die Vorstellung ei-
nes unendlich fortsetzbaren Prozesses moglicher-
weise schwerfallt.

Weitere Einblicke in das Concept Image von Uta kon-
nen durch ihre graphischen Darstellungen gewon-
nen werden. Die graphische Darstellung, die Uta
wahrend der Bearbeitung von Aufgabe 1 erstellt hat
und zu Beginn der Bearbeitung von Aufgabe 3 her-
anzieht, zeigt eine monoton steigende und be-
schrankte Folge (siehe Abb. 11, links). Auch die
Zeichnung, die Uta dann im weiteren Verlauf der Be-
arbeitung erstellt, zeigt eine graphische Darstellung
der Folge (b,)qen, fur die Uta die Folgenglieder ei-
ner monoton steigenden und beschrankten Folge
entsprechend der Aufgabenstellung vertauscht hat
(siehe Abb. 11, rechts). Monoton steigende und be-
schrankte Folgen scheinen fiir sie ein Prototyp fur
konvergente Folgen zu sein, mit dem sie haufig ar-
beitet. Es fallt auRerdem auf, dass Uta in ihrer ersten
Skizze eine Abbildung von N — R zeichnet, wahrend
sie in ihrer zweiten Skizze Abbildung von R - R
zeichnet (siehe Abb. 11). Den Unterschied kommen-
tiert sie nicht, weshalb unklar ist, ob ihr der Unter-
schied zwischen Folgen und Funktionen bewusst ist
oder ob ihr der Unterschied wahrend der Bearbei-
tung nicht relevant erscheint. In ihrer graphischen
Darstellung in Abbildung 11 sind aullerdem der
Grenzwert a der Folge (a;;)nen Und eine Umgebung
um den Grenzwert a visualisiert. Uta markiert farb-
lich das Folgenglied, welches auRRerhalb der Umge-
bung um den Grenzwert liegt, nachdem das vorhe-
rige Folgenglied in der Umgebung um den Grenz-
wert lag. Uta nutzt ihre graphische Darstellung also,
um ihre Frage zur Definition bzw. ihre Unsicherheit
in Bezug auf die Definition zu visualisieren (vgl. An-
hang 5).

Dass Uta haufig in mentalen Bildern denkt, auch
wenn kein Bezug zu einer graphischen Darstellung
expliziert wird, wird durch ihre Sprache deutlich. Sie
verwendet in ihrer Bearbeitung insgesamt 19 Mal
den Begriff ,Punkt” um Folgenglieder zu
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beschreiben. Auch in ihrer schriftlichen Antwort in
Abbildung 11 schreibt sie, dass sie unsicher sei, ,,0b
immer alle nachfolgenden Punkte kleiner & sein mus-
sen”. Der Begriff des Folgenglieds wird hingegen von
Uta nur beim Vorlesen der Aufgabenstellung ge-
nannt und die verkiirzte Variante ,Glieder” nur ein-
mal wahrend der Aufgabenbearbeitung verwendet.
Diese bildliche Sprache von Uta zeigt deutlich, dass
sie sich in ihrer Argumentation auf mentale Bilder
mit ,,Punkten” bezieht, auch wenn sie ihre graphi-
sche Darstellung erst ab Codiereinheit 34 erstellt.

Zur Verwendung der Concept Definition

Uta bezieht die Formal Concept Definition in ihre
Aufgabenbearbeitung ein. Das wird vor allem
dadurch sichtbar, dass Uta die Definition im Vorle-
sungsskript nachliest. Auch an vielen anderen Stel-
len der Bearbeitung findet ein Bezug zu einzelnen
formalen Elementen der Definition wie ¢ oder n,
statt. Es stellt sich die Frage, ob Uta verstanden hat,
dass in der Definition ein beliebiges Epsilon betrach-
tet wird. In Codiereinheit 6 spricht Uta von einem
»gewissen Epsilon”, das ,definiert” wurde. Moglich-
erweise meint Uta, dass € entsprechend der Folgen-
konvergenzdefinition , definiert” ist oder sie hat die
Vorstellung eines fest gewahlten . Wenig spater be-
tont sie allerdings, dass man ,,das Epsilon ja beliebig
wahlen kdnnen” misse (C. 11). Dies deutet darauf
hin, dass sie trotz der ungewohnlichen Formulierung
des , definierten” &, verstanden hat, dass sie ein be-
liebiges € betrachten muss, um Folgenkonvergenz
nachzuweisen. In ihrer graphischen Darstellung wird
zwar eine Epsilon-Umgebung um den vermuteten
Grenzwert durch horizontale Linien visualisiert, es
wird aber nicht expliziert, dass diese Epsilon-Umge-
bung mit dem Ausdruck |a,, — a| < € der Definition
zusammenhangt. Zudem werden die y-Koordinaten
der horizontalen Linien der e-Umgebung auch nicht
mit a + € und a — ¢ beschriftet oder auch sonst in
der graphischen Darstellung kein & notiert. Uta
schreibt, dass sie unsicher ist, ,,ob immer alle nach-
folgenden Punkte kleiner & sein miissen” (siehe
Abb. 11). Es stellt sich die Frage, ob Uta verstanden
hat, dass nicht die ,Punkte”, also die Folgenglieder
a,, kleiner als Epsilon sein missen, sondern deren
Abstand zum Grenzwert kleiner als Epsilon sein
muss.

Auf die Beziehung von n und n, geht Uta zum Bei-
spiel in Codiereinheit 15 ein: ,Ja genau, es muss fur
alle n groRRer n null gelten, dass es kleiner als Epsilon
ist, wobei offenbleibt, ob Uta mit ,,es” den Abstand
der Folgenglieder zum Grenzwert meint. Bezliglich
der Wahl den Index n, zeigt sich bei Uta eine
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dhnliche Lernhiirde wie bei der Studentin Ina: Uta ist
unsicher, ob n, diejenige Stelle ist, an der ein Folgen-
glied erstmals in der e-Umgebung um den Grenz-
wert liegt oder ob sie n; flexibel wahlen darf als die-
jenige Stelle, ab der alle weiteren Folgenglieder mit
n = n, in der Epsilon-Umgebung um den Grenzwert
liegen. Dass Uta n, als diejenige Stelle deutet, an der
ein Folgenglied erstmals in der e-Umgebung um den
Grenzwert liegt, zeigt sich zum Beispiel in der folgen-
den AuRerung: ,Und ich Uiberlege gerade, also, wie
streng die Bedingung war, dass sobald der erste
Punkt da drin ist, dass dann alle drin sein missen.
Das ist namlich das, was ich gerade liberlege, weil ich
meine, das hatten wir so gesagt gehabt” (vgl. An-
hang 5, C.22). Mit der Formulierung ,sobald der
erste Punkt da drin ist“ konnte Uta das erste Folgen-
glied meinen, das in der Epsilon-Umgebung um den
Grenzwert liegt. Sie vermutet, dass im Falle der Kon-
vergenz dann auch alle weiteren Folgenglieder in der
Epsilon-Umgebung liegen miissen. Dieses nicht-pas-
sende Verstandnis der Definition zeigt sich wahrend
der Bearbeitung immer wieder. Andererseits be-
schreibt Uta die Moglichkeit, dass der Index n, so
gewdhlt werden konne, dass alle Folgenglieder mit
n = ngin der e-Umgebung um den Grenzwert lie-
gen. Dies deutet sich zum Beispiel in der folgenden
Aussage von Uta an: ,Also man sieht ja, eigentlich
musste es ein Grenzwert sein und ich schatze mal,
dass es auch so ist, dass man dann einfach sagen
wirde, dass man das hier so wahlen kann oder so,
dass das passt. Aber ich weil es nicht genau“ (C. 56).
Die Unsicherheit beziiglich des Index n, bleibt bis
zum Ende der Aufgabenbearbeitung erhalten und
kann von Uta nicht aufgeldst werden. Deshalb no-
tiert sie in ihrer schriftlichen Bearbeitung ihre Unsi-
cherheit: ,,Ich bin mir unsicher, ob immer alle nach-
folgenden Punkte kleiner als & sein missen” (siehe
Abb. 11). Genau wie bei Ina kénnte ein Nichtbeach-
ten oder ein nicht-tragfahiges Verstandnis der Quan-
toren in der Definition eine mogliche Ursache fir die
Unsicherheit von Uta in Bezug auf den Index n, sein.
Der Existenzquantor vor dem Index n, in der Defini-
tion von Folgenkonvergenz beschreibt, dass es im
Falle der Konvergenz nur irgendeine Stelle geben
muss, ab der alle weiteren Folgenglieder einen klei-
neren Abstand zum Grenzwert als € haben missen.
Dass Uta unsicher ist, ob der Index n, so zu wahlen
ist, dass ,sobald der erste Punkt da drin ist, dass
dann alle drin sein missen” und den Index n; nicht
flexibel wahlt, zeigt, dass sie Existenzquantor vor
dem Index n. in der Definition nicht beachtet. Trotz
dieser Lernhirde, kann hervorgehoben werden,
dass Uta sich auf die Definition bezieht und in der
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Lage ist, eine inhaltliche Frage zur Definition zu for-
mulieren. lhre Unsicherheit in Bezug auf die Wahl
des Index n, konnte schnell aufgehoben werden,
wenn Uta ihre Frage in der Veranstaltung stellen
wirde. Das alleinige Lesen der Definition hat Uta
nicht geholfen, um ihre Frage zu klaren, obwohl die
Definition alle nétigen Informationen enthélt. Eine
mogliche Ursache ist, dass Uta Schwierigkeiten hat,
stark formalisierte Aussagen wie Definitionen sinn-
entnehmend zu lesen. Die AuBerung in Codierein-
heit 22 in Anhang 5 zeigt, dass Uta von einer Bedin-
gung spricht und davon, dass etwas Uber diese Be-
dingung ,,gesagt” wurde. Hier bezieht sich Uta nicht
auf die Definition, sondern auf eine ,Bedingung”,
lber die moglicherweise in der Vorlesung oder
Ubung etwas , gesagt” wurde. Es ist unklar, ob Uta
bewusst ist, dass die Definition alle Informationen
enthalt, die sie zur Beantwortung ihrer Frage beno-
tigt und dass es keine weiteren Informationen oder
»,Bedingungen” gibt, die sie berlicksichtigen muss.

Zur Vernetzung der Definition mit Vorstellungen
und graphischen Darstellungen

Ein Zusammenspiel von Concept Image und Formal
Concept Definition wird an mehreren Stellen der Be-
arbeitung sichtbar, da Uta die Definition von Folgen-
konvergenz mitihren eigenen Vorstellungen und der
graphischen Darstellung vernetzt. Wie zuvor be-
schrieben zeigt Uta unter anderem eine Umge-
bungsvorstellung. Diese wird sichtbar wahrend Uta
Uber einzelne formale Elemente der Definition € und
n, spricht. Sie sagt beispielweise Folgendes: ,Und
den dirftest du ja nicht haben, denn du wisstest ja
nach dem n null musst du ja alle da, also wo immer
das so liegt, sind ja alle in diesem Epsilonschlauch-
Ding” (C. 9). Hier zeigt sich, dass ihre Vorstellungen
nicht losgeldst von der Definition sind und dass sie
versucht, eine Verbindung zwischen ihrer Vorstel-
lung und Elementen der Definition herzustellen. In
ihren Verbalisierungen bezieht sich Uta vor allem auf
£ und n,. Das Bild des ,,Epsilonschlauch[s]“ wird aber
wie oben beschrieben nicht mit dem formalen Aus-
druck |a,, — a| < € der Definition vernetzt.

Eine weitere Stelle, an der Uta die eigenen Vorstel-
lungen mit der Formal Concept Definition in Kontakt
zu bringen versucht, ist Codiereinheit 14, in der Uta
die Formal Concept Definition nachliest. Ihre vorhe-
rige Argumentation basiert (iberwiegend auf ihrem
Concept Image und einzelnen formalen Elementen
der Definition. An dieser Stelle der Bearbeitung, ver-
sucht Uta durch das Nachlesen der Definition, ihre
vorherigen Uberlegungen mit der Definition zu ver-
kniipfen. Das Gelesene aus der Definition gibt Uta

unmittelbar danach in eigenen Worten wieder und
bindet es dadurch an ihre eigenen Vorstellungen an,
denn sie sagt: ,Gut. Ja genau, es muss fiir alle n gro-
RBer n Null gelten, dass es kleiner als Epsilon ist”
(C. 15). Es wird allerdings nicht spezifiziert, was ge-
nau ,kleiner als Epsilon” ist. An dieser Stelle zeigt
sich die fehlende Verbindung zu dem Ausdruck
|a, — a| < € der Definition. An dieser Stelle hatte
Uta explizieren kénnen, dass |a, — al ,kleiner als
Epsilon ist” oder dass der Abstand der Folgenglieder
zum Grenzwert ,kleiner als Epsilon ist”.

Auch gegen Ende der Bearbeitung vernetzt Uta die
Definition mit ihrer Vorstellung und ihrer graphi-
schen Darstellung. Uta stellt sich wie oben beschrie-
ben die Frage, wie sie den Index n, wahlen darf.
Diese inhaltliche Frage zur Definition visualisiert sie
durch eine graphische Darstellung, in der sie ihr
Problem veranschaulicht. Sie markiert das Folgen-
glied mit blauer Farbe, das auf ihren vermuteten In-
dex n, folgt, aber nicht in der visualisierten e-Umge-
bung liegt (siehe Abb. 11, rechts). Sie kommentiert
ihre Zeichnung folgendermafien: ,Was ich halt nicht
mehr ganz wusste, ob das so wichtig ist, dass direkt
der Punkt danach auch da drin liegt” (C. 49). Mit dem
»Punkt danach” meint sie moglicherweise das Fol-
genglied an der Stelle n, + 1. Hier zeigt sich, dass
Uta einen Teil der Definition in ihrer graphischen
Darstellung visualisiert und sie ihre inhaltliche Frage
zur Definition durch die graphische Darstellung ver-
deutlicht.

Auch wenn das Concept Image von Uta teilweise ma-
thematisch nicht-tragfahige Vorstellungen enthalt
und auch wenn sie noch Unsicherheiten in Bezug auf
die Formal Concept Definition bei der Wahl des In-
dex n, zeigt, sind Concept Image und Formal Con-
cept Definition bei Uta nicht unverbunden. Teile der
formalen Definition werden von Uta einbezogen,
wahrend sie eine graphische Darstellung erstellt und
ihre Vorstellungen zeigt. Sie liest die Formal Concept
Definition nach und verknipft ihre vorherige vorstel-
lungsbasierte Argumentation mit der gelesenen De-
finition. AuBerdem kann Uta ihre inhaltliche Unsi-
cherheit in Bezug auf den Index n, mit ihrer graphi-
schen Darstellung vernetzen und anhand dieser er-
klaren.

8.3 Zur Praktik Vernetzung der Definition mit gra-
phischen Darstellungen und Vorstellungen

Durch die Analysen der Bearbeitungen von Ina und
Uta konnten Einblicke in die Praktik Vernetzung der
Definition mit graphischen Darstellungen und Vor-
stellungen gegeben werden.
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In den Prozessmatrizen aller Bearbeitungen zu Auf-
gabe 3 konnte beobachtet werden, dass in dieser
Aufgabe lediglich elf von 26 Studierenden tGberhaupt
einen Bezug zur Definition von Folgenkonvergenz
herstellen. Alle elf Studierenden vernetzen diese
dann auch mit graphischen Darstellungen und Vor-
stellungen. Es zeigt sich folglich ein enger Zusam-
menhang zwischen dem Verwenden der Definition
und der Vernetzung dieser mit graphischen Darstel-
lungen und den eigenen Vorstellungen. Werden die
elf Prozessmatrizen mit dieser Praktik bezlglich der
aktivierten Vorstellungen untersucht, dann fallt auf,
dass die Definition und die graphischen Darstellun-
gen mit einer Umgebungsvorstellung (vgl. Greefrath
et al., 2016) oder mit einer Abstandsvorstellung (vgl.
Utsch, 2023) verbunden werden.

Durch die hermeneutische Auswertung wurde sicht-
bar, dass Studierende, die die Definition mit ihrer
graphischen Darstellung und einer Umgebungsvor-
stellung vernetzen, von einer e-Umgebung um den
Grenzwert sprechen und diese zum Teil auch in der
graphischen Darstellung visualisieren. Sie beziehen
also Elemente der Definition wie & in ihre Arbeit mit
der graphischen Darstellung ein und zeigen durch
ihre Verbalisierungen und ihre graphischen Darstel-
lungen eine Umgebungsvorstellung (vgl. Greefrath
et al., 2016). Sie suchen dann in ihrer graphischen
Darstellung nach einem Index n,, ab dem alle Fol-
genglieder mit n = n, in der e-Umgebung um den
Grenzwert liegen. Der formale Ausdruck ,3n, €
NV n = n.“ der Definition wird von den Studieren-
den dabei verbal korrekt wiedergegeben, da sie in
ihren Bearbeitungen erklaren, dass ,ab dem” oder
»hach dem” Index n, alle weiteren Folgenglieder in
dem ,Epsilonschlauch” um den Grenzwert liegen.
Dieser Teil der Definition scheint also mit den Vor-
stellungen der Lernenden vernetzt zu sein. Der Aus-
druck |a,, — a| < & der Definition wird in den analy-
sierten Studierendenbearbeitungen allerdings nicht
explizit mit dem Bild des , Epsilonschlauchs” verbun-
den, auch wenn sich die Studierenden haufig auf die-
ses Bild beziehen.

Neben der Umgebungsvorstellung wird die Defini-
tion von Studierenden auch mit einer Abstandsvor-
stellung vernetzt. Mit der Abstandsvorstellung ist
wie oben beschrieben die Vorstellung gemeint, dass
zu jedem beliebigen ¢ > 0 ein Index n, gefunden
werden kann, ab dem der Abstand aller weiteren
Folgenglieder zum Grenzwert kleiner als € ist. Das
Zusammenspiel von Definition, graphischer Darstel-
lung und Abstandsvorstellung zeigt sich unter ande-
rem darin, dass Elemente der Definition wie ¢, n;
und n einbezogen werden wahrend Uber die
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graphische Darstellung gesprochen wird. Der Term
|a,, — a| aus der Definition wird angemessen als Ab-
stand gedeutet und in der graphischen Darstellung
durch vertikale Linien visualisiert. Auch der Abstand
& wird durch eine vertikale Linie als Vergleichsmal}
far den Abstand zwischen Folgengliedern und Grenz-
wert in der graphischen Darstellung eingezeichnet.
Die Abstandsvorstellung wird dann wahrend der
Aufgabenbearbeitung wieder in eine formale Nota-
tion Ubersetzt, da zum Beispiel der Term
»lass —al < &“ notiert und gleichzeitig tber den
»Abstand von a einundfiinfzig zu a“ gesprochen
wird, welcher ,kleiner als Epsilon ist (Ina, C. 21). Zu
diesem symbolischen Ausdruck wurde also eine Ab-
standsvorstellung aufgebaut (vgl. Abschnitt 8.2).

Neben den Bearbeitungen von Ina und Uta wurden
zwei weitere Studierendenbearbeitungen herme-
neutisch ausgewertet. In Abbildung 12 ist fiir diese
vier Studierendenbearbeitungen dargestellt, welche
graphischen Darstellungen erzeugt und welche Vor-
stellungen gezeigt werden. Es wird sichtbar, dass die
Studentinnen in Aufgabe 3 sowohl monotone als
auch nicht-monotone Beispiele fiir die Folge
(an)neny Wahlen. Nullfolgen werden dabei beson-
ders haufig betrachtet. Drei der vier Studentinnen
zeigen eine Umgebungsvorstellung und eine Anna-
herungsvorstellung (vgl. Greefrath et al., 2016). Die
Studentin Ina grenzt sich von den drei anderen Stu-
dentinnen ab, da sie eine Abstandsvorstellung (vgl.
Utsch, 2023) und keine Umgebungs- oder Annahe-
rungsvorstellung zeigt.

In Abbildung 13 ist der Umgang der vier Studentin-
nen mit der Formal Concept Definition zusammenge-
fasst. Es fallt auf, dass sich Ina von den anderen drei
Studentinnen darin unterscheidet, dass sie € als ein
Vergleichsmal} fir den Abstand der Folgenglieder
zum Grenzwert deutet. Der Term |a,, — a| aus der
Definition wird wie oben beschrieben geometrisch
als Abstand interpretiert. Die anderen drei Studen-
tinnen nutzen wie oben beschrieben das Bild eines
e-Streifens, der aber nicht explizit mit dem Term
|a, —a|] < € aus der Definition vernetzt wird. Im
Umgang mit € beschreibt nur Uta, dass ¢ beliebig ist.
Ina und Uta visualisieren in ihren graphischen Dar-
stellungen zunéachst € und erst anschlieend den In-
dex n, bzw. das Folgenglied a, . Das weist auf ein
reverse thinking nach Roh (2005) hin (vgl. Abschnitt
3). Die Wahl des Index n, stellt sich in beiden Studie-
rendenbearbeitung als eine zentrale Lernhiirde dar,
worauf in Abschnitt 8.1 und 8.2 genauer eingegan-
gen wurde. In den anderen beiden analysierten Stu-
dierendenbearbeitungen von Sina und Verena wird
die Abhéangigkeit des Index n, von & nicht
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thematisiert. Die Beziehung zwischen dem Index n,
und n wird von allen vier Studentinnen richtig wie-
dergegeben. Die Studentinnen beschreiben, dass im
Falle der Konvergenz ab einem Index alle weiteren
Folgenglieder einen kleineren Abstand zum Grenz-
wert haben als € bzw. alle weiteren Folgenglieder in
einer e-Umgebung um den Grenzwert liegen. Die Be-
ziehung zwischen n, und n scheint fiir die Studieren-
den also leichter verstandlich als die Beziehung von
€ und n, bzw. die Wahl des Index n,.

Abgrenzung zu anderen Praktiken

Von den anderen Praktiken unterscheidet sich die
hier beschriebene Praktik vor allem in dem Bezug zur
Formal Concept Definition. Die anderen Praktiken
beschreiben Vernetzungen von mathematischen
Satzen als Teil der Concept Definition im weiteren
Sinne mit Vorstellungen, graphischen Darstellungen
und / oder verwandten Begriffen. Es lassen sich au-
Rerdem Unterschiede in der Haufigkeit der beiden
Grundvorstellungen (vgl. Greefrath et al., 2016) er-
kennen in Abhangigkeit davon, ob mit einem mathe-
matischen Satz oder mit der Formal Concept

Definition argumentiert wird: Beim Sprechen Uber
mathematische Satze zeigt sich hdufig eine Annahe-
rungsvorstellung, aber nie eine Umgebungsvorstel-
lung. Beim Sprechen Uber die Definition hingehen
zeigen sich Annaherungsvorstellung und Umge-
bungsvorstellung in etwa gleich haufig. Damit unter-
scheiden sich die Praktiken nicht nur darin, dass die
Definition bzw. ein mathematischer Satz verwendet
wird, sondern auch darin, welche Grundvorstellung
aktiviert wird.

9. Diskussion der Ergebnisse

In der Literatur wird wie in Abschnitt 2.1 beschrie-
ben haufig kritisiert, dass Studierende Aufgaben mit-
hilfe ihres Concept Images bearbeiten und die For-
mal Concept Definition dabei nicht verwendet wird
(vgl. Vinner, 1983; Vinner, 1991; Edwards & Ward,
2004; Alcock & Simpson, 2004). In der vorliegenden
Studie wurde die Verbindung von Concept Image
und Concept Definition (im engeren und weiteren
Sinne) von Studierenden beim Bearbeiten von Auf-
gaben zur Folgenkonvergenz systematisch unter-
sucht, wodurch verschiedene Praktiken der

Ina Uta

Sina Verena

Graphische x
Darstellung X x

monotones Beispiel fur die Folge (a,)nen

Nullfolge

- [ & e . ox i
aa
’ : |
%o

»

nicht-monotonesBeispiel fiir die Folge (a;)nen
|

Nullfolge

Vorstellung Abstandsvorstellung

»im Unendlichen“-Vorstellung

»immer naher kommen“-
Vorstellung

Existenz eines letzten
Folgenglieds

t

Umgebungsvorstellung

Anndherungsvorstellung

Abb. 12: Vergleich der Concept Images der Studentinnen Ina, Uta, Sina und Verena

Die Folge (@, )nen heilt konvergent gegena € R, fallsgilt: Ve > 03 n, € NlV n=ngla, —al < 8|

Ina Uta

Sina Verena

¢ als VergleichsmaR fir Abstand von
Folgen-glied zum Grenzwert

Term |a,, — a| < & wird geometrisch
als Abstand gedeutet, welcher auch

U
m?:i;::g visualisiert wird
Definition Im Umgang mit ¢ bleibt offen, dass &

beliebigist

Wahl des Index n; als zentrale Lernhiirde

& -Streifen wird nicht explizit mit dem Term |a,, — a| < & der Definition vernetzt

Uta thematisiert, dass €
beliebigist

Es wird zuerst ¢ visualisiert und erst anschlieBend n bzw. a,,

Bild eines e-Streifens

Im Umgang mit € bleibt offen, dass € beliebig ist

|
Abhangigkeit des Index n, von & wird nicht
thematisiert

Abb. 13: Vergleich des Umgangs der Studentinnen Ina, Uta, Sina und Verena mit der Formal Concept Definition
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Aufgabenbearbeitungen identifiziert werden konn-
ten, die auf eine Vernetzung hinweisen. In diesem
Artikel wurde die Verbindung von Vorstellungen und
graphischen Darstellungen als Teile des Concept
Images mit der Formal Concept Definition qualitativ
beschrieben. Mit Bezug zu dem Modell von Vinner
(1983; 1991; vgl. Abb. 1-4) kann festgehalten wer-
den, dass der in Abbildung 4 dargestellte Prozess in
der vorliegenden Studie mehrfach stattgefunden
hat. Durch die Analyse der Transkripte in Abschnitt 8
konnte nicht nur beobachtet werden, dass wahrend
der Aufgabenbearbeitung (iberhaupt eine Verbin-
dung von Concept Image und Formal Concept Defini-
tion stattfindet, sondern auch wie diese Verbindung
aussehen kann. Dabei konnten auch die in der Lite-
ratur durch z. B. Davis & Vinner (1986), Greefrath et
al. (2016) und Ostsieker (2020) beschriebenen
Grundvorstellungen und tatsachlichen Vorstellun-
gen der Lernenden zum Grenzwertbegriff um die Ab-
standsvorstellung und ,im Unendlichen“-Vorstel-
lung erganzt werden (vgl. Abschnitt 3 und 8).

Es stellt sich die Frage, welchen Nutzen die Kenntnis
solcher Praktiken fir die Lehre haben kann. Da das
Bearbeiten von Ubungsaufgaben einen groRen An-
teil am Mathematiklernen an der Hochschule hat,
kann das Wissen (iber die Praktiken fiir Dozierende
z. B. fiir die Planung von Ubungen, die Konzeption
von Ubungsblattern, fiir die Diagnostik und die For-
derung von Studierenden hilfreich sein.

10. Fazit: Limitationen und Ausblick

Mit dem vorliegenden Artikel konnte die Frage be-
antwortet werden, welche Praktiken, die auf eine
Vernetzung von Concept Image und Concept Defini-
tion (im engeren und weiteren Sinne) hinweisen, in
Aufgabenbearbeitungen zur Folgenkonvergenz von
Mathematiklehramtsstudierenden identifiziert wer-
den kénnen. Durch eine qualitative Studie konnten
die in Abbildung 6 dargestellten Praktiken identifi-
ziert werden, wobei die Praktik Vernetzung der Defi-
nition mit Vorstellungen und graphischen Darstellun-
gen durch die Analyse der Bearbeitungen von Ina
und Uta in diesem Artikel qualitativ beschrieben
wurde. Als eine Grenze der vorliegenden Studie ist
zu nennen, dass die Vernetzungen von Concept
Image und Concept Definition (im engeren oder wei-
teren Sinne) nur fiir die Folgenkonvergenz, also ein
begrenztes Themengebiet der Analysis, untersucht
wurden. Hinzu kommt eine Begrenzung durch die
vier eingesetzten Aufgaben. Es ist zu prifen, inwie-
fern die Praktiken abhangig von den Aufgaben und
den Lehrveranstaltungen sind, die die Studierenden
besuchen.
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Als eine weitere methodische Grenze der Prozess-
matrizen ist auBerdem zu beachten, dass durch
diese Darstellung Informationen verloren gehen. Es
wurde z. B. nicht codiert, ob eine Aufgabenbearbei-
tung richtig oder falsch ist, da zunachst der Fokus auf
einer Beschreibung des Zusammenspiels von Con-
cept Image und Concept Definition (im engeren oder
weiteren Sinne) liegt und nicht auf einer fachlichen
Bewertung. Aufgrund der methodischen Grenze der
Analyse der Prozessmatrizen wurden ausgewadhlte
Transkripte anschlieBend mit einem interpretativen
Verfahren in Anlehnung an die Objektive Hermeneu-
tik ausgewertet.

Inwiefern eine der identifizierten Praktiken zu einer
erfolgreicheren Aufgabenbearbeitung fihrt als eine
andere, konnte in anknipfenden Forschungsarbei-
ten untersucht werden. Dann kdnnte diskutiert wer-
den, ob Praktiken, die zu erfolgreichen Aufgabenbe-
arbeitungen fiihren, als Strategien gefordert werden
sollten. Es kdnnten aulRerdem Bearbeitungen zu an-
deren Aufgaben und anderen Themengebieten un-
tersucht werden, um weitere Praktiken zu identifi-
zieren. Auch die Entwicklung von Praktiken im Laufe
des Studiums ist sicherlich interessant: Verfligen
Studierende am Ende ihres Studiums (ber eine gro-
Rere Anzahl von Praktiken oder tiber erfolgreichere
Praktiken als Studierende zu Beginn des Studiums?
Aus einer solchen Untersuchung kénnten ldeen fir
eine Forderung von Studierenden im Mathematik-
studium abgeleitet werden.
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Anhang
Anhang 1: Aufgabe 3 der Studie

Aufgabe 3

Sei (an )nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Es gilt: (ay )neny = (a1, a9, a3, ay, as, ag, ...).

Sei (by)nen eine Folge, die durch das Vertauschen je zweier Folgenglieder der Folge
(an )nen entsteht. Dabei wird ay mit ay getauscht, az mit a4 getauscht, a; mit ag getauscht
und so weiter. Es entsteht die Folge: (b, )neny = (b1, o, b3, by, bs, bg, ...) = (ag, ay, ay, az, ag, as, ...).

Die Folge (b, )nen kann also folgendermaflen definiert werden:

[ anyy falls n ungerade
Op = .
an—1 falls n gerade

Priifen Sie, ob (b,)nen gegen a konvergiert. Beweisen Sie Ihre Vermutung.

Losungsvorschlag:

Die Folge (a,)nen konvergiert laut Aufgabenstel-
lung gegen den Grenzwert a. Das bedeutet, dass fiir
alle £ > 0 ein Index n, € N existiert, sodass fir alle
n = n, der Abstand der Folgenglieder zum Grenz-
wert a kleiner als ¢ ist, also |a, —a| < &. Um die
Konvergenz der Folge (b, )nen zU beweisen, kdnnen
die folgenden zwei Fille betrachtet werden:

Fur alle ungeraden n mitn > n, gilt:
|bp, —al =layy1 —al <eg dan+1=n;

Sei n,* =n,+ 1. Fur alle geraden n mit n = n,”
gilt:

|b, —a|l=la,-1 —a|<eg dan—-1=2nS-1=
Ng.

Es wurde gezeigt, dass zu jedem beliebigen € > 0 ab
einer bestimmten Zahl n.,* = n. + 1 alle weiteren
Folgenglieder der Folge (b,,)neny UM weniger als €
vom Grenzwert a abweichen.
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Anhang 2: Prozessmatrix von Ina zu Aufgabe 3
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Unterbricht Bearbeitung
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Suche nach verwandtem Begriff
Nennen eines verwandten Begriffs

Lesen im Skript

Kategorien
ohne Bezug zu

Prozessmatrix von Ina zu Aufgabe 3
Concept Image

Oberkategorie Kategorie

und Concept
Definition
Concept Image

Eigenschaften des Suche nach Eigenschaft

Begriffs

Nennen der Eigenschaft
Numerische Darstellung

Anwendungen

Bekannte Aufgabe

verwendung

Definition im
weiteren Sinne

Frage zur Definition

Nachschlagen der FCD
Definitionim  Formal Concept ~ Nennen eines einzelnen formalen Elementes der FCD

Umgang mit
engeren Sinne  Definition

Concept

0

Nennen oder Erkldren (von Teilen) der FCD

Diagrammatisches SchlieRen mit Bezug zur FCD
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Anhang 3: Transkriptausschnitte von der Bearbeitung der Aufgabe 3 von Ina

Codier-
einheit

Zeit
(MM:SS)

AuRerung

8

06:27

Also dass es vielleicht am Anfang. Also das ist ja so, dass es am Anfang noch extre-
mere Ausschlage gibt. Also dass man hier wirklich den Unterschied zwischen den
Folgegliedern hier (zeigt in Abb. 9 paarweise auf die Folgenglieder, die in b n ge-
tauscht wurden) extrem erkennt, aber im Unendlichen wiirde ich jetzt sagen, dass
es beides gegen a konvergiert

06:48

weil der Abstand immer kleiner wird und dieses Springen zwischen den beiden Fol-
gegliedern hier nicht mehr so ausschlaggebend ist (zeigt in Abb. 9 paarweise auf die
Folgenglieder, die in b n getauscht wurden) und der Grenzwert trotzdem dann am
Ende a waére. Ja, das wiirde ich jetzt erst mal dazu sagen.

13

07:54

Oder was sich jetzt hier als Problem herausstellt ist, dass jetzt, wenn ich mir die De-
finition anschaue (nimmt Kurzskript) und das jetzt mal aufmale (zeichnet Koordina-
tensystem in Abb. 10) und das hier jetzt so ist (zeichnet Punkte) und es immer ein
Folgeglied gibt, das da hinten dran einen groReren Abstand zum Grenzwert hat,
passt das ja nicht mehr mit der Definition von der Konvergenz (zeigt mit Finger auf
Definition im Skript) Gberein.

17

08:57

Weil an sich wiirde ich sagen, es konvergiert gegen den gleichen Grenzwert, aber
wenn ich mir die Definition anschaue und noch einmal genauer Uberlege, finde ich
ja ein n Epsilon fiir das ich ein n finde, was dann einen kleineren Abstand hat zu dem
Grenzwert als Epsilon aber ja nicht fiir jedes n, weil hier (zeigt auf Definition) ist ja
auch

18

09:19

(liest vor) es gibt ein n Epsilon fiir das alle weiteren Folgeglieder einen kleineren Ab-
stand als diesen Mindestabstand haben.

19

09:27

Deswegen wiirde ich jetzt sagen, konvergiert die Folge doch nicht, weil das einfach
ein Widerspruch hierzu (zeigt auf Definition im Skript) ware meiner Meinung nach
jetzt, wenn ich ein n finde, was einen was keinen kleineren Abstand hat als Epsilon.

20

09:49

Also dafiir wiirde jetzt gelten, wenn das jetzt zum Beispiel mein a flinfzig ist und das
hier ist mein a einundfiinfzig (schreibt a 50 und a51 an die Folgenglieder in Abb. 10),
also die sind ja vertauscht, eigentlich ist das hier ja hinten dran, dann wiirde ja jetzt
gelten, dass hier der Abstand Epsilon ist (schreibt ,,“ an die vertikale Linie zwischen
Folgenglied und x-Achse in Abb. 10).

21

10:06

(schreibt) Aber der Abstand von a fiinfzig zu a ist gréRer als Epsilon als der Abstand
zu a einundfilinfzig zu a, der ist kleiner als Epsilon. Und dann ware jetzt hier ein Wi-
derspruch (malt Blitz in Abb. 10)
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Anhang 4: Prozessmatrix von Uta zu Aufgabe 3
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Anhang 5: Transkriptausschnitte von der Bearbeitung der Aufgabe 3 von Uta

Codier- | Zeit AuRerung

einheit (MM:SS)

6 16:03 Also gerade hinten raus kénnte es das Problem geben, weil du hast ja ein gewisses
Epsilon definiert

7 16:09 und wenn du jetzt (unterbricht) also das war ja immer, dass die groReren (unter-
bricht) naja ist ja egal, also. Wenn nach einer kleineren Zahl noch etwas GroReres
kommt, oder so der Fall. Ne es war eher (unterbricht) oder doch, doch. Ne, warte
mal. (...) (unverstandlich) so ist immer kleiner.

8 16:34 (liest Aufgabenstellung) Genau, von a Vier zu a Drei oder von a Zwei zu a Eins wird es
ja wieder ein bisschen groRer. Dementsprechend hast du ja ein Knick drin.

9 16:44 Und den diirftest du ja nicht haben, denn du wisstest ja nach dem n Null musst du ja
alle da, also wo immer das so liegt, sind ja alle in diesem Epsilonschlauch-Ding.

10 16:57 Und wenn jetzt das nachste wieder ein bisschen groRRer ist, dann passt das nicht.

11 17:02 Weil man muss das Epsilon ja beliebig wahlen kénnen. (...)

12 17:12 Ok, was machen wir jetzt damit? (...)

13 17:24 Also es nahert sich schon dem Grenzwert an. Dann muss das ja, sind ja die gleichen
Glieder dann letztendlich, aber nicht dauerhaft. {...)

18 18:54 Ja also ich versuche mir gerade Uber dieses Knickmuster, also du hast ja diese mini-
malen Ecken da drin, in dem (unterbricht) dadurch, dass du die vertauschst, dass es
eben nicht so ganz passt.

19 19:05 Also, dass sie sich nicht mehr weiter an (unterbricht) Also nicht nach jedem Punkt
immer weiter annahern,

20 19:11 sondern immer dieses ganz leichte Zickzack, was sich aber auch dann immer ndher
annahert, weil muss es ja.

21 19:16 Es sind immer nur die zwei direkt nebeneinander vertauscht. Und nicht zum Beispiel
der Erste und der Letzte oder sowas.

22 19:22 Und ich Gberlege gerade, also, wie streng die Bedingung war, dass sobald der erste
Punkt da drin ist, dass dann alle drin sein miissen. Das ist namlich das, was ich gerade
Uberlege, weil ich meine, das hatten wir so gesagt gehabt.

Anhang 6:

Durch das Scannen des QR-Codes gelangen Sie zu weiteren Unterlagen der Studie:

https://jlubox.uni-giessen.de/getlink/fi2MikRtkmbJiCdCcwDrmXBL/
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