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Zusammenfassung: Beweise spielen in der Mathe-
matik eine zentrale Rolle und stellen das typische In-
strument mathematischen Tuns dar. Um also ein au-
thentisches Bild von der Mathematik in der Schule zu
vermitteln, ist die Auseinandersetzung mit Beweisen
im Mathematikunterricht erforderlich. Dennoch ver-
schwanden sie in den letzten Jahren groBtenteils aus
dem Schulunterricht, was zugleich zur Ausdehnung
der Kluft zwischen Schul- und Hochschulmathematik
beitragt und hierdurch — neben weiteren Grinden —
zu Schwierigkeiten bei Studierenden flihren kann.
Letztere zeigen sich u. a. in hohen Abbruchquoten in
mathematisch-naturwissenschaftlichen Studiengan-
gen. Erwiinscht ware daher das durchgehende Ein-
binden von Beweisen in den Mathematikunterricht
und hierdurch das Wiederherstellen ihres Stellen-
wertes im schulischen Kontext. Die Verdnderung der
Unterrichtspraxis wirde begunstigen, wenn die an-
gezielte Neugestaltung des Mathematikunterrichts
mit den existenten Beliefs von Mathematiklehrkréften
uberwiegend im Einklang steht. Um ein Bild von den
vorhandenen Beliefs angehender Mathematiklehr-
krafte zu ermitteln, wurde eine Befragung unter Lehr-
amtsstudierenden der Mathematik verschiedener
Schulformen durchgeflihrt. Die Befunde lassen einer-
seits eine durftige Erfahrungslage mit Beweisen in
der Schule vermuten, sie zeigen aber anderseits ein
vielversprechendes Gesamtbild der einschlagigen
Beliefs, die es hinsichtlich des Ziels der Einbindung
von Beweisen in den Mathematikunterricht an eini-
gen Stellen zu erganzen und zu modifizieren gilt.

Abstract: Proofs play a central role in mathematics
and are the characteristic tool for pursuing it. Thus,
to convey an authentic view on mathematics in
school, it is necessary facing proofs in mathematics
classrooms. Nevertheless, they have largely disap-
peared from school curricula in recent years, which
at the same time contributes to widening the gap be-
tween school and university mathematics and —
among other reasons — can lead to difficulties for stu-
dents. The latter is reflected, among other things, in
high dropout rates in mathematics and science de-
gree programs. Therefore, permanent integrating
proofs into mathematics classrooms and re-estab-
lishing their reputation in school would be welcome.
However, it would facilitate altering classroom prac-
tices if desired redesigning of mathematics in school
fits with existing beliefs of mathematics teachers re-
lated to proofs. For getting a picture of pre-service

teachers” relevant experiences and existing beliefs, a
questionnaire has been carried out. The data let sus-
pect fragmentary and needy experiences with proofs
in school on the one hand, but also promising overall
picture of related beliefs on the other hand, which
still should be slightly completed and modified to
achieve the set aim to embedding of proofs in mathe-
matics classrooms.

1. Einleitung

Mathematik hat verschiedene Gesichter: Sie ist einer-
seits ein Werkzeug, ein Hilfsmittel zur Beschreibung
und Ldsung praktischer Probleme in vielen Lebens-
bereichen; andererseits eine systematisch aufgebaute
Theorie; Uberdies ist sie ein Forschungs- und Prob-
lemldsefeld sowie ein Spielraum fiir Gedankenexpe-
rimente und eine besondere Sprache bestehend aus
den fiir sie typischen Zeichen und weiteren Kommu-
nikationsmitteln (Wittmann, 2021, S. 66; vgl. auch
Loos & Ziegler, 2015). Fokussiert man Mathematik
als zusammenhéngende Theorie, so spielen Beweise
eine zentrale Rolle, da sie eines der wichtigsten Mit-
tel der Erkenntnisgewinnung und -sicherung darstel-
len (Hanna & Barbeau, 2008, S. 345; Jahnke & Ufer,
2015, S. 332). Eigentlich gilt noch mehr: Das, was
die Mathematik zu einer Wissenschaft macht, sind
eben die Beweise (Mac Lane, 1997, S. 150), weil sie
einerseits eine strenge, deduktive Strukturierung der
Inhalte ermdglichen und andererseits neues Wissen
generieren. So spricht Heintz (2000, S. 14, 210) Be-
weisen in der Mathematik eine identitatskonstitutive
Rolle zu und formuliert in diesem Zusammenhang,
die Mathematik definiere sich iber den Beweis. Rav
(1999, S. 6) und Ziegler (2008, S. 409) behaupten,
Beweise seien das Herzstiick der Mathematik, der
Konigsweg, um analytische Mittel zu erschaffen und
Entwicklung innerhalb der Disziplin anzuregen.
Diese zentrale Rolle der Beweise in der Mathematik
als zusammenhangende Theorie bestatigt auch der
Blick in die Geschichte der Mathematik: In der vor-
griechischen Mathematik, die als eine Summe von
empirischen Kenntnissen zur Losung praktischer
Aufgaben gekennzeichnet werden kann, existierte
der Begriff Beweis nicht. Die Erkenntnisse hatten
keine Allgemeingiiltigkeit und es wurde auch nicht
versucht, einen Beweis fir die Satze zu liefern (vgl.
Szab0, 2004, S. 50). Die Mathematik ist erst bei den
Pythagoreern im 6. Jh. v. Ch. im antiken Griechen-
land zu einer Wissenschaft geworden, und zwar
dadurch, ,,dass sie sich [...] mit der bloss empirischen
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Erfahrung der Tatsachen nicht begntgte, sondern er-
kannte, dass meistens die alleroffenbarsten Tatsachen
selbst des Beweises bediirftig sind.” (Szabd, 2004,
S. 60)

Dieser unbestritten hohe Stellenwert der Beweise in-
nerhalb der Mathematik soll nach Meinung einiger
Wissenschaftler:innen mit einer vergleichsweise ho-
hen Bedeutung von Beweisen im Mathematikunter-
richt einhergehen (Hanna & Jahnke, 1996, S. 877;
Brunner, 2014, S. 2; Stylianides, Bieda & Morselli,
2016, S. 315), aber aktuell werden Beweise in der
Schule — bis auf wenige Ausnahmen — kaum thema-
tisiert (Brunner, 2014, S. 2). Auf eine starke Diskre-
panz zwischen Anforderungen und Realitit bezogen
auf Beweise im Mathematikunterricht verweisen
auch Nagel und Reiss (2016, S. 304). Zudem lasst die
Forderung im Malnahmenkatalog der DMV, GDM
und MNU nach exemplarischer Konkretisierung der
Bildungsstandards zu Begriindungs- und Beweisstra-
tegien (Kopf, Gotze, Eichler & Heckmann, 2019,
S. 2) ebenfalls auf einen Nachholbedarf bei der The-
matisierung von Beweisen in der Schule schlieen.

Das weitgehende Verschwinden der Beweise aus
dem Schulunterricht in den letzten Jahren fiihrte
dazu, dass in der Schule ein nur zum Teil authenti-
sches Bild von der Mathematik vermittelt wurde und
bis heute wird (Sziics, 2020, S. 85). Fir die authenti-
sche Vermittlung von Mathematik ist ndmlich — ne-
ben der Thematisierung authentischer Inhalte in rea-
len oder realistischen Kontexten sowie einer authen-
tischen Begegnung und Auseinandersetzung der Ler-
nenden mit der Mathematik (Lutz-Westphal, 20086,
S. 4) — das Kennenlernen und Aneignen der fir die
Mathematik spezifischen Arbeitsweisen von beson-
derer Bedeutung (Lutz-Westphal, 2008, S. 500), zu
denen Beweise als typisches Instrument mathemati-
schen Tuns gehéren (Leuders, 2017, S. 27 vgl. auch
Jahnke & Ufer, 2015, S. 332). In der Schule wird Ma-
thematik mit Fokus auf die Ldsung praktischer Auf-
gaben vermittelt, wobei Beweise eher eine ,,dekora-
tive® Funktion haben, wiahrend an der Hochschule die
theoretische Organisation des mathematischen In-
halts und die Begriindung des Wissens sowie die
Vorstellung von Beweisen im Mittelpunkt stehen
(Gueudet et al., 2016, S. 19f.). Somit wird in der
Schule die fir die Mathematik typische Sicherung
des Wissens durch Axiome, Satze und Beweise
ausgeklammert, wahrend an der Hochschule das
Entstehen mathematischer Fragestellungen
verborgen bleibt. Diese unterschiedliche Schwer-
punktsetzung kann sogar dazu fuhren, dass Studie-
rende keinen Zusammenhang aufler dem Wort ,,Ma-
thematik* zwischen Mathematik in der Schule und
Mathematik an der Hochschule erkennen (Witzke,
2015, S. 305). Demnach wird auch klar, dass das
Verschwinden der Beweise aus der Schule — neben
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anderen ungunstigen Faktoren wie die Reduktion der
Stundenzahlen oder die unterschiedliche Rolle und
Bedeutung digitaler Hilfsmittel —, zu einer inhaltli-
chen Kluft zwischen Schul- und Hochschulmathema-
tik beitrug (Nagel & Reiss, 2016, S. 301), was auch
zu hohen Abbruchguoten in mathematisch-naturwis-
senschaftlichen Studiengéngen (Heublein & Schmel-
zer, 2018) fuhrt und MalRhahmen wie Briickenkurse,
Tutorien, Camps notwendig macht.

Um ein vollstédndigeres Bild von der Mathematik mit
Beweisen als Mittel der Erkenntnisgewinnung und
-sicherung in der Schule aufzubauen, sollte der Ma-
thematikunterricht diese als Pflichtbestandteil (wie-
der) enthalten (vgl. Wittmann, 2021), da hierbei eine
Orientierung an der Wissenschaft Mathematik gebo-
ten ist (Heinze, 2004, S. 150). Daher wird in der vor-
liegenden Arbeit die Forderung an die Mathematik-
didaktik formuliert, als eines ihrer langfristigen Ziele
Beweise wieder als unerldsslichen Bestandteil der
Schulmathematik zu artikulieren und unterstiitzend
durch Mal3nahmen in der Lehreraus- und -fortbildung
das Wiederaufgreifen und Weiterentwickeln von ein-
schlagigen didaktischen Konzepten in Kombination
mit der Entwicklung von Unterrichtsmaterialen zu
Beweisen zu befordern.

Damit der vorher formulierten Forderung gerecht
werden kann, miissen die Voraussetzungen fiir die
Veréanderung der Unterrichtspraxis Uberprift werden.
Wichtig ist hierbei, dass mathematikdidaktisches
Handeln nicht nur durch bewusst eingesetzte fachli-
che sowie methodische, didaktische und pédagogi-
sche Inhalte und Fahigkeiten beeinflusst wird, son-
dern auch durch unbewusst wirkende Einstellungen
und Bilder, sogenannte Beliefs iber die Mathematik
und den Mathematikunterricht (T6rner & Grigutsch,
1994, vgl. auch Hiebert & Gruws, 2007; Torner,
2015). (Eine ausfuhrliche Auseinandersetzung mit
dem Begriff Belief sowie eine Definition desselben
erfolgt im Abschnitt 2.3.) Die Beliefs von Mathema-
tiklehrkréften ben vermutlich auch auf den Erfolg
schulischer Lehr- und Lernprozesse in der Mathema-
tik Einfluss aus (Besser, Leiss & Schitze, 2017). Als
eine wichtige Voraussetzung fur das Gelingen von
ImplementationsmaBnahmen fiir den langfristigen,
erfolgreichen Einzug der erwiinschten Inhalte und
fachspezifischen Arbeitsweisen in den Mathematik-
unterricht gilt, dass Letztere nicht nur auf der Wis-
sensebene erarbeitet und von Seiten der Lehrerschaft
erfolgreich rezipiert werden, sondern auch mit den
Beliefs der Lehrenden tber Mathematik und Mathe-
matikunterricht weitgehend kompatibel sind (Ten-
orthetal., 2010, S. 47, vgl. auch Skott, 2015b, S. 17).
Dass Beliefs flr das Gelingen von Reformbestrebun-
gen im Mathematikunterricht eine Voraussetzung
bilden, hat der Misserfolg der sogenannten Problem-
l6se-Reform gezeigt. Diese Reform in den spéten
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1980er Jahren in den USA scheiterte vor allem, weil
die Lehrkrifte iiber ,,inaddquate und ,,unpassende*
Beliefs verfugten, einerseits bezogen auf die Mathe-
matik im Allgemeinen, andererseits aber auch bezo-
gen auf das Problemldsen, auf Mathematiktreiben so-
wie auf die Fahigkeiten der Lernenden im Speziellen
(Rosken, Pepin & Torner, 2011, S. 451). Somit be-
darf eine erfolgreiche Umsetzung des zuvor skizzier-
ten Anliegens der Wiederherstellung des Stellenwer-
tes von Beweisen im Mathematikunterricht nicht ein-
fach die Formulierung einer Forderung, sondern auch
die Ankniipfung an die vorhandenen Beliefs tiber Be-
weise(n) sowie — falls notwendig — die Herausbil-
dung entsprechender Beliefs. Auch wenn Beliefs in
gewisser Hinsicht robust und nur schwer veranderbar
sind (z. B. Sowder, 2007; Térner, 2002), kénnen sie
langfristig durch die Sammlung neuer Eindriicke und
Erfahrungen (Stylianides, Biede, Morselli, 2016;
Zhang & Morselli, 2016) — zumindest zum Teil
(Erens, 2017) — modifiziert werden (Buehl & Beck,
2015). Beispielsweise haben Mathematiklehrkrafte,
die an einem Projekt zur Erweiterung ihres didakti-
schen Wissens und zur Etablierung einer verstandnis-
fordernden Unterrichtspraxis im Bereich der Algebra
teilnahmen, entweder basierend auf dem neu erwor-
benen didaktischen Wissen oder auf neuen unter-
richtspraktischen Erfahrungen ihre Beliefs tiber das
Lernen der Algebra verandert, vor allem, wenn sie
iberzeugt waren, dass die Schwierigkeiten der Ler-
nenden durch den Unterricht — zum Beispiel durch ir-
relevante oder angsterregende Aufgaben — verursacht
werden (Wilkie, 2019).

Die Beliefs von Lehramtsstudierenden der Mathema-
tik beeinflussen nicht nur ihre aktuelle Leistung im
Studium, sondern wirken sich auch auf ihr zukinfti-
ges padagogisch-didaktisches Handeln aus. (Pajares,
1992, S. 328). In einem ersten Schritt' der hier pra-
sentierten Studie ging es daher darum, die Beliefs
von Lehramtsstudierenden der Mathematik zu Be-
weisen als Produkte bzw. zum Beweisen als mathe-
matische Téatigkeit zu untersuchen.

2. Theoretischer Hintergrund

Nachfolgend wird auf den Begriff Beweis und seine
Funktionen in der Mathematik sowie im Mathema-
tikunterricht eingegangen. AnschlieRend werden das
Wesen von Beliefs und deren Rolle beim padago-
gisch-didaktischen Handeln sowohl allgemein im
Unterricht als auch speziell im Mathematikunterricht
betrachtet. Zum Schluss werden empirische For-
schungsbefunde mit Bezug zum Zusammenhang
zwischen Beliefs und Beweisen thematisiert.

2.1 Beweise in der Mathematik
2.1.1 Der wissenschaftliche Beweisbegriff

Ein mathematischer Beweis ist die deduktive Herlei-
tung einer Aussage (die durch den Beweis ein Satz
wird), wobei nur Axiome, Definitionen und bereits
bewiesene Séatze unter Beachtung der logischen
Schlussregeln verwendet werden kdnnen. Eine sol-
che Aussage besteht aus zwei Teilen, namlich aus der
Voraussetzung (diese bleibt eventuell unausgespro-
chen) und aus der Behauptung. Der Beweis zeigt auf,
wie — auf einem moglichst kurzen, effektiven Weg —
die Behauptung aus der VVoraussetzung bzw. aus den
Voraussetzungen folgt (Brunner, 2014, S. 7). Aller-
dings stellt dieses Bild eines Beweises selbst fir die
Mathematik als Wissenschaft ein Ideal dar. Vollstén-
dige Strenge kann nicht erreicht werden und ist somit
auch nicht winschenswert, dennoch wird bei wissen-
schaftlich publizierten Beweisen Lickenlosigkeit,
Vollistandigkeit und Minimalitat angestrebt sowie
eine formale Sprache und eine stark formalisierte
Struktur verwendet (Weigand et al., 2018, S. 22).

2.1.2 Funktionen von Beweisen

Es herrscht Konsens in der einschlégigen Literatur,
dass Beweise (ber eine Verifikationsfunktion und
eine Erklarungsfunktion verfiigen (Brunner, 2014,
S. 13). Unter der Verifikationsfunktion wird verstan-
den, dass ein Beweis mit dem Ziel der Uberzeugung
—entweder sich selbst oder andere — beziehungsweise
der Ausraumung von Skepsis gefiihrt wird (de Villi-
ers, 1990, S. 17). Beweise dienen aber auch dem Ver-
stehen, sie ermdglichen Einsicht, warum eine Aus-
sage gilt (Hersh, 1993, S. 397). Es ist bekannt, dass
Mathematiker:innen solche Beweise préferieren bzw.
anstreben, die neben der Verifizierung auch ihr Be-
durfnis nach Erklarung des Warums befriedigen
(Reid & Knipping, 2010, S. 75).

Zusatzlich werden in der Literatur in Anlehnung an
de Villiers (1990) oft drei weitere Funktionen, ndm-
lich die Entdeckungsfunktion, die Kommunikations-
funktion und die Systematisierungsfunktion zitiert.
Mit der Entdeckungsfunktion ist die deduktive Ent-
deckung neuer Zusammenhénge z. B. durch Verall-
gemeinerung oder durch deduktive Analyse der ge-
gebenen Bedingungen/Eigenschaften einer gegebe-
nen Figur gemeint. Dies bedeutet, dass durch die
Auseinandersetzung mit Beweisen neues Wissen ge-
neriert wird. Unter der Kommunikationsfunktion
wird verstanden, dass Begriffsinhalte, aber auch Kri-
terien eines akzeptierbaren Arguments in sozialer In-
teraktion ausgehandelt werden, diese spiegeln sich
im Beweis ebenfalls wider. Der Beweis dient somit
als Mittel des Diskurses in der mathematischen Com-
munity. Die Systematisierungsfunktion bezieht sich
auf die Herstellung von Zusammenhdangen zwischen
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diversen mathematischen Inhalten, so vor allem auf
die Identifizierung von zirkuldren Argumenten, Ver-
einheitlichung und Vereinfachung mathematischer
Theorien sowie die Anwendung der Inhalte sowohl
innerhalb als auch auBerhalb der Mathematik (vgl. de
Villiers, 1990; Reid & Knipping, 2010; Brunner,
2014; Jahnke & Ufer, 2015).

Auch wenn zahlreiche weitere Funktionen identifi-
ziert worden sind — de Villiers (1990) spricht von der
&sthetischen und der selbstverwirklichenden Funk-
tion; es sind aber beispielsweise auch die konstruie-
rende, die explorative sowie die inkorporierende
Funktion bekannt (Hanna, 2005, S. 141) —, gelten die
oben beschriebenen funf Funktionen als die bedeu-
tendsten und darunter die Verifizierungs- und die Er-
klarungsfunktion als Hauptfunktionen der Beweise
(Brunner, 2014, S. 13-15). In der vorliegenden Studie
werden unter den Funktionen von Beweisen diese
flnf Funktionen verstanden.

2.2 Beweise im Mathematikunterricht
2.2.1 Der schulische Beweisbegriff

Da der Mathematikunterricht aus lernpsychologi-
schen und péadagogischen Griinden nicht axioma-
tisch-deduktiv aufgebaut werden kann, bleibt ,,vom
Beweisen [...] dann der Anspruch iibrig, dass Aussa-
gen auf Grinde zuriickgefiihrt werden sollen®
(Jahnke & Ufer, 2015, S. 333). Hierbei kénnen Aus-
sagen, die nicht zwangsldaufig Axiome sind, bezie-
hungsweise deren Gultigkeit nicht durch Beweise be-
reits gezeigt worden ist, die aber trotz dessen als rich-
tig angesehen werden, fur den Beweis als Griinde
herangezogen werden. Die Menge der als richtig an-
gesehenen Aussagen zusammen mit den als zuléssig
anerkannten Schlussweisen bezeichnen Fischer und
Malle (1985) als Argumentationsbasis und den derart
entstandenen Beweis als Beweis beziiglich dieser Ar-
gumentationsbasis. Die Schuler:innen bauen ein Netz
von Satzen auf, die voneinander abhéngen und des-
sen Gultigkeit zum Teil durch Beweise gesichert ist,
dessen Anféange allerdings nicht durch Axiome und
Grundbegriffe gelegt wurden. Man spricht von einem
sogenannten lokalen Ordnen der mathematischen In-
halte (Freudenthal, 1977). Eine andere Stelle, wo im
Mathematikunterricht von der formalen Fiihrung von
axiomatisch-deduktiv aufgebauten Beweisen abge-
wichen werden kann und soll, ist die formal-symbo-
lische Darstellung der Beweise. Wittmann und Miil-
ler (1988) halten sogar ,,eine formalistische Beweis-
auffassung fir die Entwicklung eines fiir den jeweili-
gen sozialen Kontext angemessenen Beweisver-
standnisses [fiir hinderlich]* und fordern demzufolge
»eine Loslosung von formalen, deduktiv durchorga-
nisierten Darstellungen der fur die Schule relevanten
elementarmathematischen Darstellungen®. Somit
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gilt, dass in der Unterrichtspraxis Herleitungen auch
ohne Ruckgriff auf eine axiomatische Basis und ohne
formales Notieren als Beweise gelten konnen (Ufer,
Heinze, Kuntze & Rudolph-Albert, 2009, S. 32).

In diesem Sinne wird in der vorliegenden Arbeit der
Beweisbegriff weiter als der wissenschaftliche Be-
weisbegriff (2.1.1) aufgefasst. In Anlehnung an
Dawkins und Weber (2017, S. 132) wird unter einem
Beweis das Ergebnis eines Prozesses verstanden,
welcher folgende vier Eigenschaften aufweist: (a) Er
beruht auf deduktiven Schritten und nicht auf empi-
rischen Verallgemeinerungen, (b) zumindest fur &l-
tere Lernende ist der Beweis bezogen auf einen be-
stimmten mathematischen Begriff unter Rickgriff
auf dessen festgelegte Definition oder auf andere
Fakten sowie Satze, die aus der Definition folgen,
formuliert (lokales Ordnen), (c) der Beweis geht (iber
die Beschreibung des Beweisprozesses hinaus und es
ist erkennbar, wie die deduktiven Argumente aufzei-
gen, dass die gezogenen Schlussfolgerungen aus den
akzeptierten VVoraussetzungen notwendigerweise fol-
gen und (d) die Regeln der Schlussfolgerungen sind
diejenigen, die auch Mathematiker:innen als allge-
meingultig akzeptieren. Somit werden deduktive
Schritte, die von den Voraussetzungen zu der
Schlussfolgerung im Sinne der Logik fuhren und
hierdurch die mathematischen Inhalte lokal ordnen,
als Kern eines Beweises angesehen. Diese Definition
schlieit das globale Ordnen sowie die formale Dar-
stellung der deduktiven Schritte mit ein, verlangt aber
weder das globale Ordnen noch die formale Abfas-
sung der deduktiven Schritte zwangslaufig.

2.2.2 Funktionen von Beweisen in der
Schule

Trotz des Faktes, dass Beweise verschiedene Funkti-
onen in der Fachwissenschaft Mathematik erfillen
(2.1.2), werden Beweise im Mathematikunterricht
vorrangig mit dem Ziel der Verifikation vermittelt
(Reid & Knipping, 2010, S, 79). Der Umgang mit
dieser Funktion in der Schule ist in der Literatur viel
diskutiert, da Lernende einerseits die Gultigkeit ma-
thematischer Satze oft auch ohne Beweise akzeptie-
ren, andererseits in anderen Fallen Satze auch mit Be-
weisen bezweifeln, wenn diese fur sie nicht plausibel
erscheinen (Brunner, 2014; Reid & Knipping, 2010).
Viele, so Hanna (1990, 2000), Mariotti (2006),
Meyer und Prediger (2009), Brunner (2014) und an-
dere plédieren dafiir, dass die groRte Aufmerksam-
keit im Mathematikunterricht der Erklarungsfunktion
bei der VVermittlung von Beweisen geschenkt werden
soll, weil hierdurch das Beweisen fiir die Lernenden
zu einer sinnstiftenden Aktivitat werden kann (Hanna
& Jahnke, 1996, S. 878).

Auch die kommunikative Funktion sollte im Unter-
richt eine besondere Rolle spielen (Reid & Knipping,
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2010, S. 81). Diese kann vermittelt werden, indem im
Mathematikunterricht Lernende untereinander die
Kriterien fur die Akzeptanz der Begriindung eines
Beweisschrittes sowie eines Beweises aushandeln
(de Villiers, 1990). De Villiers (1990) deklariert al-
lerdings, dass die Systematisierungsfunktion in der
Schule erst bei Fortgeschrittenen eine Rolle spielen
soll. Hierdurch wird das erworbene mathematische
Wissen in eine sinnvolle Struktur gebracht und kann
somit besser gespeichert werden.

Insgesamt gilt, dass die Explikation verschiedener
Funktionen von Beweisen einen mdaglichen Zugang
zur Motivation von Beweisen im Mathematikunter-
richt bieten kann (Jahnke & Ufer, 2015, S. 342).

2.2.3 Zum Stellenwert von Beweisen in der
Schule

In der Bundesrepublik Deutschland formulieren die
Bildungsstandards im Fach Mathematik bundesein-
heitliche Anforderungen an den Mathematikunter-
richt. Die einschldgigen Dokumente (KMK, 2004a,
2004b, 2012) beschreiben die allgemeine Kompetenz
,,Mathematisch argumentieren* auf jeder Ebene der
schulischen Ausbildung als eine zentrale mathemati-
sche Tétigkeit, die Beweise einschlieit (Reiss &
Heinze, 2005, S. 185-186). Somit kann einerseits von
einem hohen Stellenwert der Kompetenz ,,Mathema-
tisch argumentieren* gesprochen werden. Anderer-
seits wird in diesen Dokumenten die besondere Rolle,
die Beweisen in der Mathematik zukommt (1.), nicht
verdeutlicht und auch der Unterschied zwischen Be-
weisen als deduktive, nach Regeln der Logik geflihrte
Argumentation (2.1.1 und 2.2.1) und anderen Formen
der Argumentation (wie z. B. induktives oder reduk-
tives Schlielen) nicht herausgearbeitet. Beispiels-
weise kann bereits in der Primarstufe im Rahmen der
Teilkompetenz ,,Begriindungen suchen und nach-
vollziehen” (KMK, 2004a, S. 8) ein operativer Be-
weis daflir gegeben werden, dass die Summe zweier
ungerader Zahlen stets eine gerade ist (vgl. Platz,
Niehaus & Winter, 2018), das Finden eines (operati-
ven) Beweises wird aber weder explizit gefordert
noch die Tragweite solcher Beweise fir das spatere
Mathematiklernen betont. Auch in den Bildungsstan-
dards fir die Sekundarstufe | (KMK, 2004b) ist eine
ahnliche Verwischung der Grenzen zwischen Bewei-
sen und anderen Formen der Argumentation zu ver-
zeichnen: Hier werden Beweise im Rahmen der Teil-
kompetenz ,,mathematische Argumentationen entwi-
ckeln (wie Erlauterungen, Begriindungen, Beweise)*
(S. 8) als eine mdogliche Form der Argumentation
zwar angegeben, sie werden aber weder explizit defi-
niert noch klar von Erlauterungen und Begriindungen
abgegrenzt. Zudem ist kritisch zu betrachten, dass in
den Bildungsstandards fir die Sekundarstufe 1l
(KMK, 2012) Beweise und andere Formen der

Argumentation nach formalen und nicht nach inhalt-
lichen Kriterien unterschieden werden: ,,Das Spekt-
rum reicht dabei von einfachen Plausibilitatsargu-
menten (ber inhaltlich-anschauliche Begriindungen
bis zu formalen Beweisen.” (S. 14). Implizit kann
man dieser Textstelle entnehmen, dass inhaltlich-an-
schauliche, also operative Beweise nicht als Beweise
gelten, was der obigen Definition (2.2.1) wider-
spricht. Dass gerade in diesem Bereich Nachholbe-
darf besteht, bestatigt auch die in der Einleitung (1.)
bereits angesprochene Forderung nach exemplari-
scher Konkretisierung der Bildungsstandards zu Be-
grindungs- und Beweisstrategien (Kopf, Gotze,
Eichler & Heckmann, 2019, S. 2). Somit kann man
zusammenfassend feststellen, dass trotz des hohen
Stellenwerts der Kompetenz ,,Mathematisch argu-
mentieren der Beweisbegriff sowie dessen Stellen-
wert innerhalb dieser Kompetenz nach wie vor unklar
bzw. ungenau sind.

Wegen des oben skizzierten, aktuell unklaren Stel-
lenwertes von Beweisen in der Schule und der zahl-
reichen Schwierigkeiten, die sich im Laufe der letz-
ten Jahrzehnte im Zusammenhang mit der Themati-
sierung von Beweisen im Mathematikunterricht ge-
zeigt haben (darauf kann aus Platzgriinden hier nicht
einzeln eingegangen werden, es sei aber auf die Ar-
beiten von Reiss & Heinze, 2005; Reid & Knipping,
2010; Jahnke & Ufer, 2015; Sill, 2019 verwiesen), ist
aktuell festzustellen, dass Beweise in der Schule
kaum thematisiert werden (Brunner, 2014, S. 2.), in
der Schule unterbetont sind (Vollstedt, Heinze,
Gojdka & Rach, 2014, S. 47) und daher ihr Stellen-
wert in der Schule als niedrig einzuschatzen ist.

2.3 Beliefs als unbewusste Treiber des (pa-
dagogischen) Handelns

Seit mindestens flinf Jahrzehnten sind Beliefs als we-
sentliche Komponenten beim p&dagogisch-didakti-
schen Handeln von Lehrkréften Gegenstand der em-
pirischen Bildungsforschung und der padagogischen
Psychologie (Philipp, 2007, S. 263-265; Thompson,
1992, S. 129). Sie riickten in das Blickfeld der For-
schung vor allem durch die in der Philosophie wur-
zelnde Annahme, der beste Indikator fiir das Verhal-
ten und fiir die Entscheidungen im Leben eines Indi-
viduums seien seine Beliefs (Pajares, 1992, S. 307).
Dabei sind die Bezeichnungen weder im Englischen
noch im Deutschen einheitlich: Im Englischen ver-
wendet man hiufig Begriffe wie ,attitudes, values,
judgments, axioms, opinions, ideology, perceptions,
conceptions, conceptual systems, preconceptions,
dispositions, implicit theories, explicit theories, per-
sonal theories, internal mental processes, action stra-
tegies,... “ (Calderhead, 1996, S. 719, vgl. auch Ma-
son, 2004; Parajes, 1992), im Deutschen sind sowohl
in pédagogischen als auch in fachdidaktischen
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Arbeiten — neben dem tUbernommenen Belief — Be-
griffe wie Einstellungen, Vorstellungen, Haltungen,
Auffassungen und Uberzeugungen sowie individu-
elle Annahmen, Erwartungen und Verstandnis aufzu-
finden. Der Begriff Belief ist in der padagogischen
Literatur sehr popular (Philipp, 2007, S. 259), und
zwar dermalfen, dass viele Autor:innen auf eine ein-
schldgige Definition verzichten, weil sie vermuten,
die Leserschaft weil3, was ein Belief ist (Thompson,
1992, S. 129). Zudem existiert eine Vielzahl an eher
vagen Definitionen. Mit den Worten von Parajes
(1992, S. 309): ,,Educational psychology does not al-
ways accord its constructs such precision, and so de-
fining beliefs is at best a game of player’s choice.“
Trotz dieser Fille an Definitionen wird sowohl im
padagogischen als auch im mathematikdidaktischen
Kontext (Philipp, 2007, S. 265; Goldin, Rosken &
Torner, 2009, S. 2) der Mangel an einer einheitlichen
Definition beklagt. Skott (2015a, S.5-6) pladiert
rickblickend auf jahrzehntelange Beliefsforschung
dafr, dass eine explizite Definition gar nicht ange-
strebt werden soll, da mit ihr keine eindeutige Bedeu-
tungsklarung gewdhrleistet oder diese auf verschie-
dene Weise interpretiert werden kann. Zudem ist es
seiner Meinung nach schwierig, den konsensualen
Kern des Begriffs wiederzugeben und gleichzeitig
unerwiinschte Aspekte nicht mitzuerfassen. Die De-
finitionen haben dennoch disziplintbergreifend ei-
nen gemeinsamen Kern (Richardson, 1996, S. 103).
Beliefs sind vor allem individuell, da sie auf person-
lichen Erfahrungen, u. a. als Lernende/r mit Schule,
Unterricht und dem Zugang zum Wissen, basieren
(Richardson, 1996, S. 105-106). Zudem sind sie —im
Gegensatz zu Wissen — nicht epistemisch gesichert,
sondern dricken eine These aus, welche das Indivi-
duum fiir wahr hélt und aus diesem Grund akzeptiert
(Richardson, 1996, S. 103). Hinzu kommt, dass sich
Beliefs immer auf einen bestimmten Gegenstand, auf
das sogenannte belief object beziehen. Dieses kann
bereichsspezifisch, aber auch personlicher, sozialer
oder epistemologischer Natur sein (Goldin, Rdsken
& Torner, 2009, S. 3). In der vorliegenden Arbeit
wird der Begriff Belief im Sinne einer sich aus per-
sonlichen Erfahrungen resultierenden individuellen
Uberzeugung verwendet, welche sich auf ein be-
stimmtes Objekt richtet. Somit wird vorliegend unter
einem Belief eine spezielle Uberzeugung verstanden.
Nachfolgend wird zwar durchgangig der Begriff Be-
lief verwendet, bei der Beschreibung des Gegenstan-
des von konkreten Beliefs wird allerdings im Sinne
dieser Definition auf den Oberbegriff Uberzeugung
zurlickgegriffen.

Hinsichtlich des Verhaltnisses von Beliefs zu ande-
ren Begriffen wie Bewertung und Wissen, ihrer Rolle
und verschiedener Funktionen im Unterricht sowie
hinsichtlich Fragen der Herkunft, Stabilitdt und
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Verénderbarkeit von Beliefs wird an dieser Stelle auf
umfangreiche Uberblicksartikel aus der padagogi-
schen Psychologie u. a. von Calderhead (1996), aus
der Bildungsforschung u. a. von Pajares (1992) und
Richardson (1996) sowie aus der Mathematikdidak-
tik vor allem von Forgasz und Leder (2008), Philipp
(2007) und Thompson (1992) hingewiesen. An dieser
Stelle soll — wegen ihrer Relevanz fur die in der vor-
liegenden Arbeit zu prasentierende Studie — nur auf
die Struktur von Beliefs eingegangen werden. Parajes
(1992, S.311) verdeutlicht in diesem Zusammen-
hang, dass die Autoren jeweils unterschiedliche As-
pekte hervorheben, abhéngig davon, wie sie Beliefs
operationalisieren wollen. Somit herrscht auch in die-
sem Bereich keine Einheitlichkeit in der einschlégi-
gen Literatur. FUr die vorliegende Arbeit scheint es
in Anlehnung an Rokeach (1989) und Seiffge-Krenke
(1974) im Sinne der Dreikomponententheorie? geeig-
net davon auszugehen, dass Beliefs eine kognitive,
eine affektive und eine konative Komponente haben.
Diese Dreigliederung von Beliefs hat sich in der Li-
teratur bis heute durchgesetzt und wird auch durch
empirische Studien belegt (Liljedahl & Hannula,
2016, S. 419), auch wenn Bezeichnungen der Kom-
ponenten uneinheitlich verwendet werden. Zudem
geht es bei der Dreikomponententheorie um einen
theoretischen Rahmen, der gerade mit Bezug zu Ma-
thematik am meisten verbreitet war und heute Aus-
gangspunkt fiir weitere Ausdifferenzierungen ist
(Hannula, 2012). Bei dieser Theorie bezieht sich die
kognitive Komponente auf subjektives Wissen uber
das belief object, die affektive Komponente auf Emo-
tionen Uber sowie Bindungen an dieses Objekt; die
konative Komponente bezeichnet einerseits konkret
beobachtetes Verhalten mit Bezug zum belief object,
andererseits gewisse Bereitschaften und Tendenzen
ein bestimmtes Verhalten auszuiben.

2.4 Beliefs von Mathematiklehrenden

Etwa Anfang der 1980er Jahre fanden Beliefs Einzug
in die Mathematikdidaktik (Toérner, 2002, S. 104),
begriindet durch das Scheitern der Problemldse-Re-
form in den USA (s. 1.). Bereits 10 Jahre spater er-
schienen Uberblicksarbeiten iiber einschlagige For-
schungen wie Thompson (1992), Pehkonen und Tor-
ner (1996), Leder, Pehkonen und Torner (1996), seit-
dem ist die Literaturlandschaft kaum (berschaubar
geworden (Torner, 2015, S. 216). Dabei werden Be-
liefs als latenter, nicht direkt beobachtbarer, dafir
aber umso wichtiger Faktor bei der Planung, Gestal-
tung und Bewertung sowie bei der Wahrnehmung
und Rezeption (Grigutsch, Raatz & Torner, 1998,
S. 4) von mathematischen Lehr- und Lernprozessen
betrachtet, die sich aus den Erfahrungen mit Mathe-
matik herausbilden (Torner, 1996; Stoppel, 2019).
Selbst mit Bezug zum Mathematikunterricht
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existieren bis heute verschiedene Definitionen des
Beliefshegriffs, die teilweise kaum Ubereinstimmen
(Furinghetti & Pehkonen, 2002, S. 49), eine aktuelle
Ubersicht tber die einschlagige Diskussion findet
man beispielsweise bei Leder (2019).

Auch wenn die Beziehung zwischen Beliefs und
Handlungen kontrovers diskutiert wird (vgl. z. B. das
Review von zwdlf Studien in Liljedahl & Hannula,
2016, S. 430-432), stimmen die meisten Autor:innen
Uberein, dass Beliefs einen Einfluss auf den Mathe-
matikunterricht haben (Ernest, 1991). Torner und
Grigutsch (1994, S. 213) vertreten sogar den radika-
len Standpunkt, Beliefs wirden die Handlungen von
Mathematiklehrkréften sowie von Mathematik Ler-
nenden im Mathematikunterricht determinieren. An
dieser Behauptung wird auch klar, dass Trager von
Beliefs nicht nur die Lehrkrafte, sondern auch die
Mathematik Lernenden sind, wobei Lehramtsstudie-
renden der Mathematik eine besondere Rolle zu-
kommt, da deren Beliefs nicht nur ihren aktuellen
Lernprozess der Mathematik, sondern auch deren zu-
kiinftigen Mathematikunterricht beeinflussen (Paja-
res, 1992; S. 328). Neuere Arbeiten (z. B. Zhang &
Morselli, 2016) berichten tiber eine dialektische Be-
ziehung zwischen Beliefs und Handlungen und leh-
nen einen deterministischen, linearen Zusammen-
hang ab (S. 12). Sie fihren Ungereimtheiten zwi-
schen Beliefs und Handlungen auf weitere Faktoren,
wie z. B. den sozialen Kontext im Mathematikunter-
richt zurtick (S. 13). Ein konkretes Beispiel hierfur
findet man bei Safrudiannur und Rott (2019), die un-
tersucht haben, wie die Beachtung von Fahigkeiten
der Lernenden Diskrepanzen zwischen den mathe-
matikbezogenen Beliefs der Lehrperson sowie ihrer
konkret durchgefiihrten Unterrichtspraxis hervorruft.

Mit Bezug zum Mathematikunterricht kann im
Grunde genommen alles, was einen direkten oder in-
direkten Bezug zur Mathematik hat, als Gegenstand
eines Beliefs fungieren (T6rner, 2000, S. 501). So
konnen Beliefs die Gesamtheit (z. B. Torner & Gri-
gutsch, 1994; Krey, 2012; Maall & Ege, 2007) oder
bestimmte Teilbereiche der Mathematik (z. B. Statis-
tik (Rolka, Bulmer, 2005), Analysis (Spies & Witzke,
2014)), aber auch ihr Verhéltnis zu auBermathemati-
schen Bereichen (z.B. ihre Nitzlichkeit (Maal,
2006)) sowie bestimmte Elemente der Mathematik
wie z. B. Definitionen oder Beweise (Torner, 2002,
S. 108) und diverse Unterrichtsmethoden und Hilfs-
mittel (z.B. digitale Technologien (Erens & Eichler,
2015)) betreffen. All die genannten Beispiele — und
die Reihe lasst sich weiter fortsetzen — kdnnen als be-
lief object in der Mathematik fungieren. Grigutsch,
Raatz und Tdrner (1998) gehen davon aus, dass die
kognitive Komponente von Beliefs bezogen auf die
Gesamtheit der Mathematik als komplexe

Handlungs- und Erfahrungswelt vier Kategorien von
subjektivem Wissen umfasst, und zwar Beliefs

e (Uber die Mathematik als Wissenschaft und als
Unterrichtsfach,

o dartber, wie Mathematik gelernt wird bzw. wer-
den soll (Lernen der Mathematik),

e daruber, wie Mathematik gelehrt wird bzw. wer-
den soll (Lehren der Mathematik), sowie

e Uber sich selbst und andere als diejenigen, die
Mathematik betreiben.

Zu jeder dieser Kategorien sind Emotionen (affektive
Komponente) vorstellbar, die gemeinsam mit dem
subjektiven Wissen zu Verhaltensdispositionen und -
intentionen (konative Komponente) fuhren (Grigut-
sch, Raatz & Torner, 1998, S. 10).

Die Autoren arbeiten von diesen Kategorien nur zwei
etwas detaillierter aus: Sie legen fest, dass die Kate-
gorie ,,Beliefs Gber die Mathematik als Wissenschaft
und Unterrichtsfach" ein Spektrum von Beliefs um-
fasst, welches sich auf das Wesen von Mathematik
sowie auf das Schul- und Hochschulfach Mathema-
tik, zudem auf die Natur mathematischer Aufgaben
und Probleme, auf den Ursprung mathematischen
Wissens und auf das Verhaltnis zwischen Mathema-
tik und Empirie beziehen (Grigutsch, Raatz & Tor-
ner, 1998, S. 9-10). Uberdies wird kurz konkretisiert,
dass unter ,,den Beliefs tber sich selbst und andere
als diejenigen, die Mathematik betreiben‘ das Selbst-
konzept als Mathematik-Betreiber verstanden wer-
den soll, was unter anderem die Selbsteinschéatzung
der eigenen Féhigkeiten sowie Kausalattributionen
flr den eigenen Erfolg und Misserfolg umfasst. In ei-
ner weiteren Publikation ordnet Grigutsch (1998)
dem Selbstkonzept auch die Lust am Mathematikun-
terricht, die Selbsteinschatzung der eigenen Leistung
sowie die des eigenen FleiBes zu. Einer spateren Ar-
beit von Torner (2002) kann erganzend indirekt ent-
nommen werden, wie die Kategorien ,,Beliefs (iber
das Lernen von Mathematik* sowie ,,Beliefs Uiber das
Lehren von Mathematik* zu interpretieren sind. Be-
zogen auf die ,,Beliefs Uber das Lernen von Mathe-
matik* zeigt er (S. 109-110) Beispiele auf, die sich
auf das Ziel des Mathematiklernens (z. B. “to obtain
»right answers«"), auf Voraussetzungen des erfolg-
reichen Mathematiklernens (z. B. ,,math requires a
good memory“) sowie auf Eigenschaften von Aufga-
ben in der Schulmathematik (es existiert immer eine
Losung, es existiert ein einziger Losungsweg, Aufga-
ben sollten in wenigen Schritten l6sbar sein etc.) be-
ziehen. Letztere hédngen mit der Erlernbarkeit von
Mathematik zusammen. Uberdies werden Beliefs
Uber diejenigen Personen formuliert, die erfolgreich
Mathematik betreiben konnen (,,man are better in
math than women®; ,,only geniuses are capable of
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discovering and creating mathematics®). Die Katego-
rie ,,Beliefs iiber das Lehren von Mathematik* um-
fasst Beliefs, die die Rolle und Aufgabe der Lehrper-
son (z. B. Vermittlung von mathematischen Kennt-
nissen) sowie deren Bedeutung fiir den Lernprozess
(z. B. dass ohne Instruktion kein Mathematiklernen
stattfinden kann) betreffen.

In Anlehnung an die Kategorien von Grigutsch,
Raatz und Tdérner (1998) wird in der vorliegenden
Arbeit die These vertreten, dass sich diese Kategorien
auch Teilbereiche sowie formale Elemente der Ma-
thematik wie Definitionen, Séatze und Beweise ein-
schlieBen. Hinsichtlich des Schwerpunktes dieser Ar-
beit, ndmlich der Beweise kann also gefolgert wer-
den, dass die einschligigen Beliefs Uberzeugungen

1) (ber Beweise als Teil der Mathematik als Wis-
senschaft sowie der Mathematik als Unterrichts-
fach,

2) dartber, wie Beweise gelernt werden (sollen),

3) dariber, wie Beweise gelehrt werden (sollen),
sowie

4) (ber sich selbst und andere, die Beweise fiihren,
umfassen.

Bei der Kategorie 1) geht es demzufolge um ein
Spektrum von Beliefs, die sich auf das Wesen, auf
den Kern und die Rolle von Beweisen sowohl in der
Fachwissenschaft Mathematik als auch in der Schul-
mathematik beziehen. Die Kategorie 2) umfasst Be-
liefs Uber fir Lernende plausible Ziele fir die erfolg-
reiche Auseinandersetzung mit Beweisen, iber not-
wendige Voraussetzungen der erfolgreichen Ausei-
nandersetzung mit Beweisen sowie Beliefs tber Fak-
toren, die diese Auseinandersetzung erschweren oder
befordern kdnnen. Zu der Kategorie 3) gehoren Be-
liefs, die sich auf die Rolle und Aufgaben der Lehr-
person beziehen, die sie bei der Vermittlung von Be-
weisen haben soll, sowie auf Beliefs, die sich auf die
Ermoglichung einer erfolgreichen Vermittlung ma-
thematischer Inhalte durch die Auseinandersetzung
mit Beweisen im Lehr-Lernprozess beziehen. Die
Kategorie 4) umfasst Beliefs tiber die Selbsteinschat-
zung der eigenen Fahigkeiten, Leistung, Lust und
FleiR bei der Auseinandersetzung mit Beweisen. ES
soll darauf verwiesen werden, dass dieses Modell
weitgehend mit der in der ICMI Study 19 publizierten
Liste von Beliefs® (Cabassut et al., 2012, S. 174), die
mit Bezug zu Beweisen entstehen kdnnen, tberein-
stimmt.

2.5 Beliefs Uber Beweise in der Mathematik

Auch wenn Beweise einen essenziellen Teil der Ma-
thematik darstellen und auch im Mathematikunter-
richt eine besondere Rolle spielen sollten (Hanna &
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Jahnke, 1996, S. 877), existieren nur wenige empiri-
sche Befunde hinsichtlich Beliefs iber Beweise, vor
allem bei Lehramtsstudierenden. Grigutsch und Tor-
ner (1994) untersuchen nicht einzelne Beliefs bezo-
gen auf die Gesamtheit der Mathematik, sondern de-
ren Interdependenzen untereinander, die sogenannten
—nach ihrem Wortgebrauch — mathematischen Welt-
bilder bei Studierenden der Mathematik und der Che-
mie. In diesem Zusammenhang haben die Autoren er-
mittelt, dass die Mehrzahl der Studierenden (88 %)
formallogisches Herleiten von Aussagen — sprich for-
males Beweisen — flr die Mathematik notwendig
hélt. Dennoch wird diesem Aspekt von den Proban-
den keine ausschlielliche, begriindende Funktion zu-
gesprochen (Beliefs Uber Beweise als Teil der Mathe-
matik). Hinzu kommt, dass die Herleitung oder der
Beweis einer Formel fiir die Probanden erst wichtig
wird, wenn sie die Erfahrung gemacht haben, Mathe-
matik geht Uber das in der Klausur Getestete hinaus
(Grigutsch & Torner, 1994, S. 231). Differenziert
wird das Bild durch den Befund, Studierende halten
inhaltsbezogenes Denken und Argumentieren Uber-
wiegend notwendig fur das Betreiben von Mathema-
tik (Beliefs (iber das Lernen von Beweisen).

Ebenfalls nicht beweisspezifisch, sondern allgemein
bezogen auf Argumentieren im Mathematikunter-
richt haben Ayalon und Naama (2019) acht erfahrene
Mathematiklehrkrafte interviewt und anhand der
Antworten ein zweidimensionales theoretisches Mo-
dell aufgestellt. Dieses Modell umfasst allerdings
beides, ndmlich Wissen und Belief, und kann als Mo-
dell des Argumentationskonzepts bezeichnet werden.
Die eine Dimension, die nach den Autorinnen die Ka-
tegorien Struktur und Dialog umfasst, kann mit Pro-
dukt und Prozess verglichen werden: Strukturelle As-
pekte beziehen sich auf Charakteristika einer Argu-
mentation als Produkt, wahrend dialogische Aspekte
das Entstehen einer Argumentation in Interaktion be-
treffen, d. h. Argumentation als einen Prozess wie-
dergeben. Die Kategorien der anderen Dimension
kdnnen —auch wenn nicht 1:1 — Giberwiegend mit den
oben aufgestellten Kategorien 1)-4) der Beliefs tber
Beweise in Verbindung gebracht werden. Dabei ent-
sprechen etwa die Kategorien What is argumenta-
tion? sowie Socio-cultural caracteristics der Katego-
rie 1) (Wesen bzw. Kern von Beweisen), insbeson-
dere, da Letztere normative VVorgaben fir die Akzep-
tanz von Argumentation umfassen. Zudem entspricht
die Kategorie Task characteristics sowie zum Teil
die Kategorie Students characteristics der Kategorie
2) (Beliefs tiber das Lernen von Beweisen). Die Ka-
tegorie Teaching strategies kann mit der Kategorie 3)
(Beliefs tber das Lehren von Beweisen) verglichen
werden. Uberdies kénnen einige Teilaspekte der Ka-
tegorie Students characteristics, wie Selbstvertrauen
beim Argumentieren mit der Kategorie 4) (Beliefs
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tber sich selbst und andere, die Beweise fihren) in
Verbindung gebracht werden.

In einer qualitativen Studie mit zehn italienischen
Probanden ermitteln Furinghetti und Morselli (2011),
welchen Stellenwert Lehrkréfte Beweisen in ihrer ei-
genen Unterrichtspraxis beimessen bzw. welche Be-
liefs ihre einschldgigen padagogisch-didaktischen
Entscheidungen beeinflussen. Sie identifizieren zwei
verschiedene Herangehensweisen an Beweise: Ei-
nige Lehrpersonen thematisieren Beweise, weil sie
Satze verifizieren und mathematisches Wissen syste-
matisieren (Beliefs (iber Beweise als Teil der Mathe-
matik), andere aus der Uberzeugung, Beweise tragen
zum Verstédndnis der mathematischen Inhalte bei
(Beliefs uber das Lernen von Beweisen). Uberdies
wurde versucht, Griinde fiir Diskrepanzen zwischen
Beliefs mit Bezug zu Beweisen und der konkreten
Unterrichtspraxis der interviewten Probanden her-
auszuarbeiten. Die Autorinnen fanden (S. 593), dass
hierbei neben dem sozialen Kontext (was im Ein-
klang mit den Befunden von Zhang und Morselli
(2016) steht) weitere, sogenannte leitende Beliefs,
die den Beliefs Uber Beweise ubergeordnet sind und
sich auf die Mathematik oder auf das Lernen und
Lehren von Mathematik beziehen (2.4), eine Rolle
spielen.

Beliefs mit Bezug zu Beweisen von Lehramtsstudie-
renden der Mathematik werden explizit in den Bei-
tragen von Schwarz et al. (2008) sowie Kempen
(2017) thematisiert. Schwarz et al. (2008) untersu-
chen das mathematische und das didaktische Wissen
sowie einschlagige Beliefs iber Beweise von ange-
henden Lehrkréften der Sekundarstufe | in drei ver-
schiedenen Lé&ndern (Deutschland, Australien und
Hongkong). Unter Letzteren haben die Autor:innen
die Affinitat der Probanden verstanden, in ihrer zu-
kiinftigen Unterrichtspraxis Beweise zu thematisie-
ren (Beliefs Uber das Lehren von Beweisen). Auch
wenn in allen drei Landern eine starke Affinitat der
Probanden hierzu zu verzeichnen ist, unterscheiden
sich die Begrindungen: Wahrend die deutschen
Lehramtsstudierenden Beweise in der Sekundarstufe
| fur wichtig halten, weil hierdurch die Lernenden —
so die Uberzeugung der Probanden — die eigenen Ar-
gumentationsfahigkeiten entwickeln kdnnen (Beliefs
Uber das Lernen von Beweisen), bevorzugen Studie-
rende aus Australien und Hongkong auf dieser Bil-
dungsstufe formale Beweise, und zwar aus dem
Grund, ein Verstandnis fir mathematische Séatze und
fur die Mathematik als deduktives System zu entwi-
ckeln (Beliefs (iber Beweise als Teil der Mathema-
tik). Zudem formulieren deutsche Probanden Beden-
ken bezogen auf die Unterrichtbarkeit von Beweisen
und weisen auf mogliche Schwierigkeiten seitens der
Lernenden hin (Beliefs iber das Lernen von Bewei-
sen). Die Ergebnisse relativiert der Fakt, dass die

Untersuchung inhaltlich in einem Teilgebiet der Ge-
ometrie stattfand, d. h. der Bezugspunkt der Angaben
der Probanden ein aus der Schulgeometrie ausge-
wahlter Beweis war. Kempen (2017) vergleicht in
seiner Dissertation unter anderem die Beliefs von
Lehramtsstudierenden der Mathematik im ersten
Fachsemester zu Beginn des Studiums und nach dem
Besuch einer Lehrveranstaltung zur ,,Einfithrung in
die Kultur der Mathematik®. Er thematisiert einer-
seits Beliefs zum Beweisen in der Schule, die die Re-
levanz von Beweisen fur verschiedene Schulformen
und Schultypen, mégliche Griinde flr die Ablehnung
von Beweisen in der Schule sowie die Eignung gene-
rischer Beweise fur den Einsatz im Mathematikunter-
richt umfassen (Beliefs Uber das Lernen von Bewei-
sen), andererseits Beliefs zum Beweisen, die motiva-
tionale Aspekte zum Beweisen sowie die sogenannte
Beweisaffinitat — die subjektive Zuneigung einer Per-
son zum Konstrukt Beweis (S. 102) einschlieRen
(Beliefs Gber sich selbst und andere, die Beweise fiih-
ren). Insgesamt konnte festgestellt werden (S. 299),
dass die Studierenden sowohl zu Beginn des Studi-
ums als auch gegen Ende des ersten Semesters Be-
weise eher flr die Sekundarstufe 11 und die Schulfor-
men Gymnasium bzw. Realschule geeignet halten.
Die Beliefs verandern sich sogar durch das Studium
in die Richtung, dass die Studierenden im Mathema-
tikunterricht Berechnungen bzw. Anwendungsaufga-
ben gegenliber Beweisen bevorzugen und die Rele-
vanz von Beweisen fir die Schule gegen Ende des
ersten Semesters geringer eingeschatzt wird als zu
Beginn. Zudem ist eine Veranderung der Beliefs zum
Beweisen durch das Studium zu verzeichnen, die auf
eine Hinwendung zu denselben schlieRen lassen. So-
wohl die Items, die sich auf motivationale Aspekte
zum Beweisen, als auch diejenigen, die sich auf die
Beweisaffinitat beziehen, wurden gegen Ende des
Semesters insgesamt hoher bewertet als zu Beginn
desselben. Letztere Befunde sind nach Meinung der
Autorin der vorliegenden Arbeit allerdings mit Vor-
sicht zu betrachten, da die Daten eine Verzerrung auf-
grund von sozialer Erwiinschtheit nahelegen.

Zudem wird in der ICMI Study 19 (Hanna & de Vil-
liers, 2012) (iber zahlreiche, zum Teil mit relativ we-
nigen Probanden durchgefiihrte empirische Studien
berichtet (Cabassut et al., 2012, S. 176-181). Die re-
viewten Befunde legen nahe, dass weder angehende
oder praktizierende Lehrkrafte noch Lernende tber
ausreichende Kenntnisse im Bereich der Beweise
verfligen (S. 175-176, 179-180). Wahrend (angehen-
den) Lehrkréften vor allem die Erkenntnis ungltiger
Argumente Schwierigkeiten bereitet (S. 176), fallt es
den Lernenden schwer, die Notwendigkeit eines Be-
weises einzusehen (S. 179-180). Letztere akzeptie-
ren Uberdies oft empirische oder induktive Argu-
mente als Beweise und halten deduktive
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Herleitungen in vielen Fallen nicht flr Gberzeugend
(S. 180). Sogar diejenigen Lernenden, die fahig sind,
gultige deduktive Argumente aufzubringen und in
eine deduktive Kette zu fligen, haben schlielilich
Probleme den Beweis formal aufzuschreiben
(S. 181). Lehrkréfte sind sich zwar der verifizieren-
den und der erklarenden Funktion von Beweisen in
der Mathematik bewusst, die Wichtigkeit anderer
Funktionen sind ihnen aber oft nicht gelaufig (S. 177)
(Beliefs tiber Beweise in der Mathematik als Wissen-
schaft). Hinzu kommt, dass sie Beweise in der Schule
flr keinen zentralen Inhalt halten (S. 177), bzw. nur
fur leistungsstarke Klassen oder fiir Lernende, die ein
mathematiknahes Fach studieren wollen (S. 177)
(Beliefs Uber Beweise in der Mathematik als Unter-
richtsfach). Die meisten Lehrkrafte sind auch davon
Uberzeugt, dass sich nur die Elementargeometrie eig-
net, Beweise zu unterrichten (S. 177-178). (Ange-
hende) Lehrkré&fte sind im Allgemeinen keine selbst-
bewusste Beweisflihrende, sie neigen dazu sich auf
Autoritaten, anstatt ihre eigenen Beweisfahigkeiten
zu berufen (S. 178) (Beliefs Uber sich selbst, der Be-
weise fuhrt).

Insgesamt zeigt sich, dass, auch wenn Beliefs im Ma-
thematikunterricht eine wichtige Rolle spielen und
auch in der Mathematikdidaktik seit mehreren Jahr-
zehnten zentraler Gegenstand der Forschung sind,
empirische Studien zu Beliefs liber Beweise entwe-
der implizit bleiben — da sie nicht direkt, sondern bei
der Beforschung allgemeinerer Aspekte wie Beliefs
zu Mathematik (Grigutsch & Torner, 1994) oder Ar-
gumentieren (Ayalon & Naama, 2019) angesprochen
werden — oder groftenteils bei erfahrenen Lehrkréf-
ten (Furinghetti & Morselli, 2011; Mehrheit der in
der ICMI Study 19 reviewten Artikel) ermittelt wer-
den. Die wenigen Arbeiten (Schwarz et al., 2008;
Kempen, 2017; ein kleiner Teil der in der ICMI Study
19 reviewten Beitrage), die sich mit den Beliefs tiber
Beweise bei Lehramtsstudierenden der Mathematik
beschéftigen, kénnen noch kein umfassendes Bild
hierzu geben. Mit der vorliegenden Arbeit wird das
Ziel verfolgt, einen Beitrag zur Fillung dieser For-
schungsliicke, ndmlich des Mangels an empirischen
Studien, die explizit die Ermittlung von Beliefs tber
Beweise bei Lehramtsstudierenden der Mathematik
erzielen, zu leisten.

3. Forschungsfragen

Im Zusammenhang mit Beliefs identifiziert Lerman
(2001, S. 35) zwei Hauptrichtungen in der einschla-
gigen Forschung: In Arbeiten, die einen eher stati-
schen Blick auf Beliefs werfen, geht es um die Ana-
lyse und Klassifikation von zu einem Zeitpunkt vor-
handenen Beliefs, wéahrend es in Arbeiten, die die Be-
liefs aus einem dynamischen Blickwinkel betrachten,
um die Beschreibung von zeitlichen Veranderungen
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von Beliefs geht. Die vorliegende Arbeit versteht sich
als eine der ersten Gruppe und fokussiert die Be-
schreibung der bei Lehramtsstudierenden der Mathe-
matik vorhandenen Beliefs tiber Beweise. Da sich
Beliefs auf der Grundlage von Erfahrungen heraus-
bilden (2.3, 2.4) und Beliefs mit Bezug zu Beweisen
Uberzeugungen aus vier verschiedenen Kategorien
umfassen (2.4), sind folgende Fragen hierbei leitend:

1) Welche Erfahrungen haben Lehramtsstudierende
der Mathematik in der Schule sowie im Rahmen
ihrer Hochschulausbildung mit Beweisen ge-
macht?

2) Welche Beliefs besitzen sie uber den Kern eines
Beweises a) in der Mathematik als Wissenschaft
sowie b) in der Mathematik als Unterrichtsfach?

3) Welche Beliefs haben sie bezogen auf das Lernen
von Beweisen?

4) Uber welche Beliefs verfiigen sie im Hinblick auf
das Lehren von Beweisen?

Hierbei spiegelt Forschungsfrage 1) die besondere
Bedeutung von Erfahrungen wider, die Forschungs-
frage 2) entspricht Kategorie 1) (2.4), die For-
schungsfrage 4) der Kategorie 3) (2.4) der Beliefs
tiber Beweise. Forschungsfrage 3) umfasst Beliefs,
die sich auf das Lernen von Beweisen (Kategorie 2)
(2.4)) sowie auf sich selbst und andere, die Beweise
fuhren (Kategorie 4) (2.4)) beziehen.

Bezogen auf Erfahrungen interessieren nicht nur
guantitative (Umfang der thematisierten Beweise und
Beweisarten), sondern auch qualitative Aspekte
(konkrete Beweise und Beweisarten, Unterrichtsfiih-
rung bei der Vermittlung von Beweisen, Relevanz fiir
die Leistungsmessung). Hinsichtlich des Kerns eines
Beweises sind bedeutungstragende Elemente einer
Definition des Beweisbegriffs (2.2.1), die Rolle des
Formalismus (2.2.1) sowie die Funktionen eines Be-
weises von Relevanz (2.2.2). Im Hinblick auf Beliefs
tber das Lernen von Beweisen werden neben Uber-
zeugungen Uber plausible Ziele und einschlagige
Schwierigkeiten sowie Hurden auch Uberwindungs-
moglichkeiten und glinstige VVoraussetzungen fokus-
siert (2.4). Uberdies werden im Zusammenhang mit
Beliefs tiber das Lehren von Beweisen Uberzeugun-
gen bezogen auf fachliche, organisatorische sowie di-
daktische Vorteile und eventuelle Hurden in den Mit-
telpunkt gestellt (2.4).

4. Methodisches Vorgehen

Da Beliefs nicht direkt beobachtet werden koénnen,
mussen sie daraus abgeleitet werden, was Lernende
oder Lehrkrafte sagen, tun oder beabsichtigen (Paja-
res, 1992, S. 314; Leder, 2019, S. 19). In der ein-
schlagigen Forschung etablierten sich daher zwei
Richtungen: wahrend sich qualitative Methoden (In-
terviews, offene Befragungen, Beobachtungen) bei
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einer kleinen Anzahl an Probanden fur die Theorie-
bildung eignen, sind gelenkte Befragungen vor allem
mit Hilfe von Likert-Skalen fiir die Uberpriifung der
entwickelten Theorien bei einer gréReren Anzahl an
Probanden gunstig (Philipp, 2007, S. 268). Befragun-
gen mit Likert-Skalen stehen allerdings in jlngster
Zeit in der Kritik, da sie einerseits ohne konkreten
schulischen Kontext auskommen und andererseits
die Beantwortung der Fragen entlang sozialer Er-
winschtheit begunstigen (Safrudiannur & Rott,
2020, S. 2). In der vorliegenden Arbeit werden den-
noch die Ergebnisse einer Fragebogenerhebung mit
Items Uberwiegend vom Likert-Typ (Anhang 4) pré-
sentiert, da die Bereitstellung von schulischen Kon-
texten durch die alternative rank-then-rate-Methode
(Safrudiannur & Rott, 2020) fiir Lehramtsstudierende
erst neulich etabliert wird (Safrudiannur, Belke &
Rott, 2022). Die Problematik der sozialen Er-
winschtheit bleibt dennoch bestehen und muss bei
der Interpretation der erhobenen Daten beachtet wer-
den. Die Items des Fragebogens wurden in einem
langjahrigen Prozess, der qualitative und quantitative
Schritte umfasste, entwickelt. Nachfolgend wird kurz
auf die Entwicklung des Fragebogens eingegangen,
Berichte Uiber Zwischenergebnisse sind bei Sziics und
Traxl (2020) sowie bei Traxl (2019) nachzulesen.

4.1 Entwicklung eines geeigheten Messin-
struments

Um zundchst Hypothesen bezogen auf Erfahrungen
und Beliefs von Lehramtsstudierenden der Mathema-
tik im Zusammenhang mit Beweisen zu generieren,
wurde eine einschlagige Befragung mit acht offenen
Fragen (Anhang 1) im Wintersemester 2017/18 an
der Friedrich-Schiller-Universitat (FSU) Jena durch-
gefiihrt. Die Fragen betrafen Erfahrungen mit Bewei-
sen sowohl wahrend der Schullaufbahn als auch im
Rahmen der Hochschulausbildung, aber auch Stel-
lungnahmen zur verbindlichen Verankerung von Be-
weisen in curricularen Dokumenten sowie Vorstel-
lungen vom zukunftigen Unterricht. Die 48 anonym
und freiwillig ausgefillten Antwortbdgen bildeten
den fiir die Untersuchung relevanten und an der FSU
Jena vorzufindenden Teil der Studierendenschaft gut
ab, da sowohl Lehramt Gymnasium als auch Lehramt
Regelschule (Bezeichnung fur Realschule in Thirin-
gen) sowie erstes bis neuntes Fachsemester unter
ihnen vertreten ist. Beweise sollten zwar in jeder
Schulform und auf jeder Stufe der schulischen Aus-
bildung thematisiert werden (Reiss & Heinze, 2005),
sie sind aber vor allem fiir das Gymnasium und die
Realschule relevant. Somit eignet sich diese Stich-
probe besonders, eine breite Ubersicht tiber mégliche
Beliefs zu erhalten und hierdurch ein geeignetes
Messinstrument zu entwickeln. Die freien AuBerun-
gen wurden mit Hilfe der Qualitativen Inhaltsanalyse

(Mayring, 2010) strukturiert und zu insgesamt 73 Ka-
tegorien zusammengefasst. Diese Methode wurde
ausgewadhlt, da sie einerseits eine induktive Katego-
rienbildung ermdglicht, andererseits die Strukturie-
rung und systematische Bearbeitung von umfangrei-
chem Datenmaterial bietet (Mayring, 2002). Anhang
2 gewdhrt einen Einblick in den Prozess der Katego-
rienerstellung. Den abstrahierten Kategorien liegt je-
weils eine Hypothese zu Grunde. Sie kénnen einer
der oben formulierten Forschungsfragen 1) bis 4) zu-
geordnet werden. Zu jeder Kategorie kdnnen ver-
schiedene Items formuliert werden, entweder im
Sinne der zu Grunde liegenden Hypothese oder im
entgegengesetzten Sinn. Diese in Anlehnung an den
sogenannten Prototypenansatz (Buhner, 2021, S 42f)
durchgefuhrte Vorgehensweise ermdglicht, dass
beim Vorhandensein eines theoretischen Gersts (2.)
insbesondere diejenigen Items in den Fragebogen
aufgenommen werden, die die Zielgruppe als rele-
vant erachtet, wodurch die Validitat der Skalen ge-
steigert werden kann (vgl. Pospeschill, 2010, S 43).

Eine erste Pilotierung ausgewahlter Items erfolgte im
Rahmen der Arbeit von Traxl (2019). Auch wenn im
Fokus seiner Arbeit die Veranderungen der Beliefs
Uber Beweise bei Lehramtsstudierenden der Mathe-
matik im Laufe ihrer universitiren Ausbildung stan-
den, zeigte eine Korrelationsanalyse hinsichtlich der
ausgewahlten 24 Items — die 13 Kategorien und alle
vier Forschungsfragen abdecken —, dass ahnliche
Items Kkorrelieren oder stark korrelieren, wahrend e-
her kontroverse Items negativ korrelieren (Traxl,
2019, S. 43-44). Somit kann — zumindest bezogen
auf diese Auswahl an Items — von einer Validitat des
erstellten Messinstruments ausgegangen werden. Zu-
dem konnten aus freien AuRerungen der Probanden
weitere drei Kategorien hinsichtlich des Lernens von
Beweisen abstrahiert werden, diese wurden dem be-
reits vorhandenen Kategoriensystem von 73 Katego-
rien hinzugeflgt.

Wegen des bereits betrachtlichen Umfangs erfolgte
anschlielend eine Revidierung des Kategoriensys-
tems, indem nochmals die Reduktionsschritte der
Qualitativen Inhaltsanalyse, ndmlich die Bundelung
und die Konstruktion/Integration (Mayring, 2010,
S. 71 1.) angewandt wurden. Diese Schritte werden
an je einem konkreten Beispiel verdeutlicht (Tabelle
1): Zwei inhaltlich &hnliche Kategorien, die sich auf
die Funktion von Beweisen als Mittel zur Verdeutli-
chung mathematischer Inhalte und dessen Verstand-
nis bezogen, wurden zu einer Kategorie (Verstand-
nisfunktion) zusammengefasst. Zwei inhaltlich ge-
gensatzliche Kategorien, die das vermutete Bezugs-
objekt von Beweisen — Definitionen sowie mathema-
tische Aussagen — benennen, wurden ebenfalls zu ei-
ner Kategorie (Bezug von Beweisen) zusammenge-
flgt. Durch diese und analoge Schritte konnte das
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Kategoriensystem auf 56 Kategorien reduziert wer-
den. Uberdies erfolgte ein Abgleich des Kategorien-
systems mit der einschldgigen Literatur, so mit Aner,
Bendrien, Broder und Kraft (1979), Brunner (2014),
de Villers (1990), Fischer und Malle (1984), Leppig
(1979), Stein (1988), Ufer, Heinze, Kuntze und Ru-
dolph-Albert (2009), Walsch (1972) und Winter
(1983). Einerseits konnten etwa 85 % der induktiv
entwickelten Kategorien auch aus der Literatur abge-
leitet werden, andererseits wurden weitere, noch
nicht vorhandene Kategorien induziert. Ein Beispiel
hierfiir ist die Kategorie ,,Beweise haben eine Kom-
munikationsfunktion®, auf die zwar aus Studierende-
naulRerungen nicht, allerdings aus der Arbeit von de
Villiers (1990) geschlossen werden konnte. Letztend-
lich entstand ein Kategoriensystem von 63 Katego-
rien (Anhang 3). 7 Kategorien bezogen sich auf Er-
fahrungen mit Beweisen, 17 Kategorien bezogen sich
auf Beliefs Uiber Beweise als Teil der Mathematik, 19
Kategorien bezogen sich auf Beliefs (iber das Lernen
von Beweisen sowie 20 Kategorien auf Beliefs (iber
das Lehren von Beweisen. Im Anschluss daran wurde
ein digitaler Fragebogen entwickelt, der neben per-
sonlichen Daten, die sich allesamt auf das Studium
beziehen, dem Kategoriensystem entsprechend 7 no-
minale Items hinsichtlich der Erfahrungen mit Be-
weisen sowie jeweils zweimal 17/19/20 Items vom
Likert-Typ hinsichtlich der Beliefs Uber Beweise als
Teil der Mathematik/ Giber das Lernen von Beweisen
/ Uber das Lehren von Beweisen beinhaltet. Mit an-
deren Worten: Zu jeder Kategorie, die sich nicht auf
Erfahrungen bezieht, wurden zwei ltems entwickelt,
damit die Messgenauigkeit der erhobenen Daten in
Anlehnung an das Modell der Split-Half-Reliabilitat
beurteilt werden kann (Moosbrugger & Kelava,
2020, S. 322).

Eine zweite Pilotierung aller Items erfolgte im Okto-
ber 2020 unter 20 freiwilligen Lehramtsstudierenden
der Mathematik der Universitat Erfurt (Studierende
des Lehramts an Regelschulen, Forderschulen und
Grundschulen). Diese war insbesondere notwendig,
da das Kategoriensystem seit der Arbeit von TraxI
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(2019) an mehreren Stellen Uberarbeitet wurde. Ziel
dieser zweiten Datenerhebung vor der Hauptuntersu-
chung war, zu Uberprifen, ob die erstellten Fragen
verstandlich sind bzw. ob korrespondierende Items
von den Probanden &hnlich beantwortet werden. Die
quantitative Auswertung der Ergebnisse ergab, dass
inhaltlich &hnliche Items einer Kategorie (berwie-
gend positiv, wahrend inhaltlich kontroverse Items
einer Kategorie Uberwiegend negativ zusammenhan-
gen, auch wenn der Zusammenhang zwischen ihnen
oft nicht stark war, was aus der geringen Stichpro-
bengroRe und der daraus resultierenden starken Aus-
wirkung von Ausreillern folgt. Wegen der geringen
StichprobengrdfRe und der hohen Anzahl der unbeant-
worteten Items kdnnen die ermittelten Ergebnisse nur
als Orientierung fur die tatsachliche Korrelation der
Items dienen. In fiinf Fallen wurden geringfligige
Formulierungsanderungen durchgefihrt, um inhaltli-
che Akzente noch stéarker zu betonen, da entweder
keine Korrelation oder eine Korrelation wider Erwar-
ten zwischen den Items festgestellt wurde.

So wurde beispielsweise das Item ,,Eine Berechnung
ohne Begriindung kann nicht als Beweis gelten.” in
,Ein Beweis ist eine Begriindung, keine Berech-
nung.* gedndert. Grund hierfiir war, dass die erste
Variante des Items leicht positiv mit dem Item ,,Ein
Beweis ist eine Berechnung.” korrelierte, obwohl sie
als Gegensétze gemeint waren und eine starke nega-
tive Korrelation erwartet wurde. Die endglltige Ver-
sion des vollstandigen Fragebogens ist im Anhang 4
zu finden.

Hierbei wurden Items, die inhaltlich zusammenhan-
gen, z. B. die sich auf Beliefs liber Beweise als Teil
der Mathematik beziehen, auf zwei verschiedenen
Seiten prasentiert. Auf der einen Seite wurde das je-
weilige erste Item der entsprechenden Kategorien an-
gegeben, wéhrend auf der darauffolgenden Seite das
jeweilige zweite Item der entsprechenden Kategorien
prasentiert wurde.

Reduktions- Generalisierung Ankerbeispiele Hypothese Kategorie
schritt
. ,Es sind Beweise, die einem den Inhalt
Verdeutlichung von ma- " L
. von Aussagen, Satzen, Definitionen ver- .
thematischen Inhalten e Beweise ha-
Blndelung Fiir einen Beweis wird 'i'ransferwissen ben eine verstandnis-
Beweise im Allgemeinen ” . ; e Verstand- funktion
. i gefragt; auRerdem sorgt ein Beweis fir : ;
haben eine Verstandnis- S N : . nisfunktion.
. ein tieferes Verstandnis der zu bewei-
funktion. «
senden Aussage.
Bew_else be2|ehen_SICh ,Die Richtigkeit einer Aussage/eines Bt_ewelse _be-
auf eine mathematische Satzes formal zu zeiaen.* ziehen sich
Konstruktion/ Aussage. gen. auf eine Bezug von Be-
Integration Beweise beziehen sich LEin Mittel mathematische Definitionen (::i?)e?ua;l_ Weisen
auf eine Definition. Zu zeigen. sage.
Tab.1: Beispiele fur die Durchfihrung der Reduktionsschritte Biindelung und Konstruktion/Integration
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Durch dieses VVorgehen wurde erreicht, dass korres-
pondierende Items raumlich — und somit geringfiigig
auch zeitlich — voneinander getrennt prasentiert wur-
den. Zudem wurde die Présentation der Items inner-
halb einer Seite randomisiert, wodurch die Erhaltung
der Aufmerksamkeit wahrend der Bearbeitung beab-
sichtigt war.

4.2 Datenerhebung

Die Hauptuntersuchung erfolgte ausschlief3lich digi-
tal im Zeitraum von November 2020 bis Marz 2021.
Um eine moglichst grofRe Stichprobe erreichen zu
kénnen, wurden Kolleg:innen an insgesamt 15 Uni-
versitaten in verschiedenen deutschen Bundeslédndern
sowie im deutschsprachigen Ausland darum gebeten,
ihre Studierenden auf den Fragebogen aufmerksam
zu machen.

Die Bearbeitung des Fragebogens erfolgte freiwillig
und anonym, Fragen zu Uberspringen oder die Bear-
beitung abzubrechen war jederzeit moglich. Es liegen
208 Datensatze vor, von denen 123 vollstandig sind.
Hiervon wurden 190 (105 vollstandig) von Lehramts-
studierenden der Mathematik ausgefillt. Die restli-
chen 18 Datensétze, die von Studierenden der Mathe-
matik ohne Lehramtsbezug bzw. anderer, mathema-
tiknaher Wissenschaften stammen, werden in der
vorliegenden Arbeit nicht beachtet, weil der Fokus
auf den Beliefs von angehenden Mathematiklehrkraf-
ten liegt.

Erhoben wurden einerseits persénliche Angaben, die
sich auf das angestrebte Lehramt (Abb. 1), auf das
Fachsemester sowie auf den Standort der Hochschule
(Abb. 2) bezogen und auf einem Selbstbericht mit
Hilfe von nominalen Skalen beruhten. Andererseits
wurden Erfahrungen — ebenfalls mit Hilfe von nomi-
nalen Skalen — erfasst, die konkrete Beweise, Be-
weisverfahren, einschldgige Unterrichtsgestaltung
und Prufungsrelevanz von Beweisen in der eigenen
Schulzeit sowie im Rahmen der Hochschulausbil-
dung kennengelernte Beweisverfahren und Beweis-
strategien umfassten. Zudem wurden Beliefs Uber
Beweise als Teil der Mathematik/ tber das Lernen
von Beweisen / Uber das Lehren von Beweisen mit
Hilfe von ordinalen Skalen (ltems vom Likert-Typ
auf einer 4-Punkte-Antwortskala) erhoben.

4.3 Auswertung der Daten

Bei den erhobenen nominalen Daten (Angaben be-
zuglich des Studiums sowie Erfahrungen mit Bewei-
sen, Anhang 4) wurden die jeweiligen relativen Hau-
figkeiten sowie der Modalwert bestimmt.

Da die Abstufungen der Antwortkategorien von Ra-
tingskalen ordinal- und nicht metrisch skaliert sind
(Pospeschill, 2010, S. 57), wurde keine Faktorenana-
lyse durchgefuhrt, sondern es wurde ein

mehrschrittiges Verfahren entwickelt, das die Ermitt-
lung von Tendenzen anhand der relativen Haufigkei-
ten ermdoglicht. Es wurde somit bei den erhobenen or-
dinalen Daten (also bei den Daten vom Likert-Typ)
folgendermafen vorgegangen: Da jede Kategorie mit
zwei Items abgefragt wurde, wurden zunéchst die ab-
soluten Haufigkeiten der einzelnen Antwortmoglich-
keiten addiert, wobei bei inhaltlich gegensatzlich
ausgerichteten Items die entgegengesetzte Reihen-
folge der Antwortmdglichkeiten beachtet wurde.
Dieses Vorgehen wird an einem Beispiel verdeut-
licht. Die Kategorie ,,Verifizierungsfunktion* wurde
mit den inhaltlich korrelierenden Items ,,.Beweise die-
nen der Verifizierung einer Aussage.” (Item 1) sowie
.Beweise zeigen die Giltigkeit einer mathemati-
schen Aussage.” (Item 2) abgefragt. Tabelle 2 zeigt
die relevanten absoluten H&ufigkeiten sowie deren
Summe. Die einzelnen Items wurden von einer unter-
schiedlichen Anzahl an Probanden beantwortet, was
nicht nur flr dieses Beispiel, sondern fir den gesam-
ten Datensatz gilt. Um die Kategorien miteinander
vergleichen zu kénnen, wurden anschlieRend die re-
lativen H&ufigkeiten ermittelt, indem die jeweilige
Summe der Probanden der einzelnen Items — im kon-
kreten Beispiel 230 — als Grundgesamtheit galt.

Verifizie- gar eher eher

° - voll zu

rung nicht nicht zZu

Iltem 1 3 3 45 55 106
Item 2 1 2 21 100 124
Summe 4 5 66 155 230
rel Hau- 40174 00213 02870 0,6739
figkeit

Tab. 2: Beispiel fur die Bestimmung der relativen Haufig-
keiten einer Kategorie

Um Tendenzen, d. h. die Starke der Zustimmung zu
den einzelnen Aussagen (vgl. Schwarz et al., 2008,
S. 809) zu ermitteln, wurden anschlielend die relati-
ven Haufigkeiten miteinander verglichen, indem zu-
erst im Sinne einer Clusterbildung diejenigen Kate-
gorien zu einer Gruppe zusammengefasst wurden,
bei denen die hochste relative Haufigkeit in die glei-
che Antwortmdglichkeit — z. B. ,,stimme voll zu*“ —
fallt. Danach wurde die jeweils andere, in die gleiche
Richtung zeigende Antwortmdglichkeit — z. B. zur
Antwort , stimme voll zu“ die Antwort ,,stimme eher
zu*“ — bzw. seine relative Haufigkeit hinzugenom-
men. Anhand der Summen wurde innerhalb jeder
Gruppe eine Reihenfolge der Kategorien festgestellt.
Bei Gleichheit der Summen war der grofiere Wert der
groften relativen Haufigkeiten maligebend.

Bei dem konkreten Beispiel bleibend: Die Kategorie
,» Verifizierungsfunktion® wurde der Gruppe der Ka-
tegorien zugeordnet, bei denen die Antwort ,,stimme
voll zu“ am héufigsten vorkommt, da die relative
Haufigkeit dieser Antwort mit 0,6739 der hdchste
Wert unter den hierbei vorkommenden relativen
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Héufigkeiten ist. Zusammen mit der relativen Hau-
figkeit von 0,287 der Antwort ,stimme eher zu“
wurde dieser Kategorie der Wert 0,9609 zugeordnet.
Durch dieses Vorgehen wurde erreicht, dass Zustim-
mungen und Ablehnungen zwar additiv, allerdings
unter Berucksichtigung der Starke der Zustimmung
bzw. Ablehnung betrachtet wurden. Wirden bei-
spielsweise die Antworten ,,ich stimme voll zu“ und
»ich stimme eher zu* bei einer Kategorie jeweils die
relativen Haufigkeiten 35 % und 25 % bzw. bei einer
anderen Kategorie 25 % und 35 % erhalten, wéren
die Kategorien anderen Gruppen zugeordnet. Wr-
den dieselben Antworten bei einer Kategorie 35 %
und 25 % bzw. bei einer anderen Kategorie 34 % und
27 % bekommen, so wirde letztere Kategorie — da
die Summe der relativen Haufigkeiten héher ist — vo-
rangestellt in der Reihenfolge. Zum Schluss: Die re-
lativen Haufigkeiten 35% und 25 % bzw. 34 % und
26 % wiirden dazu fiihren, dass die erste Kategorie —
die Summen sind zwar gleich, aber die groBte relative
Haufigkeit (35 %) ist groler als bei der anderen Ka-
tegorie (34 %) — in der Reihenfolge weiter vorne ste-
hen wiirde.

5. Ergebnisse

5.1 Charakteristika der Stichprobe

Die Probanden bilden einen (iberwiegenden Teil der
Lehramtsausbildung in Mathematik ab, da sie zu
etwa je einem Drittel Lehramt Mathematik an Gym-
nasien bzw. an Real-, Regel- Mittelschulen etc. (zu-
sammengefasst als Lehramt in der Sekundarstufe 1)
studieren und etwa ihre Halfte Grundschullehramt
anstrebt. Auch das Lehramt an Forderschulen ist mit
rund 6 % vertreten (Abb. 1). Wegen diverser Mdg-
lichkeiten des Erganzungs-, Vertiefungs- und Erwei-
terungsstudiums war bei der Erhebung dieser Daten
eine Mehrfachnennung erlaubt.

Zudem wird das Lehramtsstudium durch die Stich-
probe auch longitudinal gut abgebildet: Etwa 37 %
studieren im ersten Studienjahr (1.-2.Fachsemester)
und z&hlen somit als Studienanfanger; knapp 44 %
studieren im 3.-6. Fachsemester und somit entweder
im Bachelor oder in der ersten Halfte eines Staatsexa-
mensstudiums; 15 % im 7.-10. Fachsemester und so-
mit entweder im Master oder in der zweiten Halfte
eines Staatsexamensstudiums. Rund 4 % gaben an,
bereits mehr als 10 Fachsemester studiert zu haben.
Diese Unterscheidung scheint sinnvoll, da sie tber
den zeitlichen Umfang des Fachstudiums und somit
auch uber die zeitliche Nahe/Entfernung der Eindri-
cke aus der Schule Auskunft gibt, was mafigebend
bei der Herausbildung von Beliefs ist. Eine reine Un-
terscheidung zwischen Bachelor- Master- und Staats-
examensstudium wiarde hiertiber nicht informieren.
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Abb. 1: Anteil der Probanden nach Stufe des angestreb-
ten Lehramts (Mehrfachnennung mdglich) in der
Gesamtstichprobe

Regional gesehen ist die Stichprobe jedoch nicht re-
prasentativ: Nur sechs Bundesléander (Bayern, Bran-
denburg, Niedersachsen, Nordrhein-Westfalen,
Rheinland-Pfalz und Thiringen) sind vertreten, da-
runter die neuen Bundeslander mit etwa 64 %, Uber-
dies ist das deutschsprachige Ausland mit knapp
20 % vertreten (Abb. 2).
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Abb. 2: Verteilung der Standorte der Probanden in der
Gesamtstichprobe

5.2 Erfahrungen mit Beweisen

44 % der Befragten gaben an, in der Schule Beweise
gefiihrt zu haben. Hiervon haben 75 % laut Selbstbe-
richt den direkten Beweis, 60 % die Widerlegung
durch ein Gegenbeispiel, 42 % den indirekten Beweis
und 24 % die vollstandige Induktion kennengelernt.
Die hohen Werte sollten nicht tduschen: Bezogen auf
die Gesamtheit aller Probanden geht es um die
Kenntnis dieser Beweisverfahren der Reihe nach von
33 %, 27 %, 19 % und 11 % der Antwortenden. Eine
Differenzierung der Befunde nach der Schulart des
angestrebten Lehramts — Primar- vs. Sekundarstufe
(Hierzu wurden diejenigen Probanden, die das Lehr-
amt an Grundschulen oder Férderschulen angegeben
haben, als Lehramt in der Primarstufe, und diejeni-
gen, die das Lehramt an Gymnasien oder in der Se-
kundarstufe | angegeben haben, als Lehramt in der
Sekundarstufe zusammengefasst. Hierdurch konnte
auch eine Dopplung vermieden werden, sodass die
Grundgesamtheit in zwei disjunkte Teilmengen auf-
geteilt wurde.) — verdeutlichte einerseits, dass es kei-
nen Unterschied in der Stichprobe bezogen auf die
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Fuhrung von Beweisen in der Schule gibt (Primar-
stufe: 44,6 %, Sekundarstufe: 44 %). Es ergab sich
andererseits, dass zwar die Beweisverfahren direkter
Beweis und vollstandige Induktion einem geringfi-
gig héheren Anteil der Probanden aus der Schule be-
kannt war, die das Lehramt in der Primarstufe anstre-
ben, als den Probanden, die das Lehramt in der Se-
kundarstufe erwerben mdchten, aber insgesamt auch
bezuglich dieses Merkmals keine nennenswerten Un-
terschiede in der Stichprobe gibt (Abb. 3).

1

0,8

0,6
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: il .
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Beweis Beweis Induktion d. Gegenbsp.
M Primarsufe M Sekundarstufe mgesamt

Abb. 3: Bekanntheitsgrad von Beweisverfahren aus der
Schule nach der Schulart des angestrebten Lehr-
amts sowie in der Gesamtstichprobe

Vielsagend ist zudem die Tatsache, dass ein knappes
Drittel der Antwortgebenden (14 % der Gesamtstich-
probe) nur ein Beweisverfahren als aus der Schule
bekannt angegeben hat, alle vier Beweisverfahren
kennen laut Selbstbericht nur 13 % (6 % der Gesamt-
stichprobe) aus der Schule. Beziiglich der Schulart
des angestrebten Lehramts konnten keine erwéhnens-
werten Unterschiede ermittelt werden.

Laut Brunner (2014, S. 2) bildet der Beweis zum Satz
von Pythagoras eine Ausnahme und stellt einen Be-
weis dar, der doch in der Schule thematisiert wird.
Erwartungsgemal ist dieser Beweis den meisten ant-
wortenden Probanden (64 %) aus der Schule bekannt,
dies entspricht 28 % der Gesamtstichprobe (Abb. 4).

Weitere Beweise zu vorgegebenen Sétzen wurden
insgesamt mit einer Bekanntschaft zwischen 10 %
und 50 % angegeben (Abb. 4), was einen Anteil der
Gesamtstichprobe zwischen 4 % und 22 % bedeutet.
Jeweils einmal wurde zudem der Hohensatz, die
GroRe des Gegenwinkels sowie die Paritat zweier un-
gerader Zahlen als solche Sétze erwahnt, deren Be-
weis aus der Schule bekannt ist.
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Abb. 4: Bekanntheitsgrad der als aus der Schule bekannt
angegebenen Beweise zu konkreten Satzen nach
der Schulart des angestrebten Lehramts sowie in
der Gesamtstichprobe (Mehrfachnennung még-
lich)

Einige Beweise, so der zum Innenwinkelsummen-

satz, zu den Ableitungsregeln und zu den Kongru-

enzsétzen scheinen einem hoheren Anteil der Ant-
wort gebenden Probanden bekannt, die das Lehramt
in der Primarstufe anstreben, als denen, die das Lehr-
amt in der Sekundarstufe erwerben mdchten. Daflr
geben Letztere zu einem jeweils héheren Anteil an,
den Beweis zur lrrationalitat von Wurzel aus 2, zur

Unendlichkeit der Anzahl der Primzahlen sowie zum

Satz von Viéta aus der Schule zu kennen. Betrachtet

man quantitativ den Anteil der Anzahl der bekannten

Beweise zu den vorgegebenen konkreten Satzen, so

lassen sich wiederum nach der Schulart des ange-

strebten Lehramts nur geringfugige Unterschiede zu-
gunsten der Befragten, die das Lehramt in der Sekun-
darstufe anstreben, ermitteln. Wie bereits themati-
siert, geben die Probanden uberwiegend an, keine

Beweise in der Schule gefuhrt zu haben (47 % bzw.

56 %, Abb. 5). Unter denjenigen, die davon berich-

ten, in der Schule Beweise gefiihrt zu haben, domi-

niert die Kenntnis von Beweisen zu insgesamt 1-5

Satzen der Schulmathematik, hier ist der Anteil der

Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe an-

streben, etwas hoher (29,3 %) als der der Probanden,

die das Lehramt in der Primarstufe anstreben

(22,3 %) (Abb.5). Ansonsten sind keine Unter-

schiede unter den Befragten festzustellen, die ange-

ben, in der Schule Beweise gefiihrt zu haben.
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Abb. 5: Anteil der Anzahl der aus der Schule bekannten
konkreten Beweise nach der Schulart des ange-
strebten Lehramts sowie in der Gesamtstichprobe

Was die einschlagige Unterrichtsgestaltung betrifft,
dominiert laut Selbstbericht das Vorfiihren durch die
Lehrperson (49 %), eventuell im Unterrichtsgespréach
mit der Schillerschaft (22 %), nur wenige gaben an,
die Beweise Uberwiegend allein (2 %) oder in Klein-
gruppen (4 %) selbst gefiihrt zu haben. Hinzu kommt,
dass die Beweise nur bei 8 % der Probanden (4 % der
Gesamtstichprobe) Uberwiegend und bei weiteren
33 % in Ausnahmefallen (14 % der Gesamtstich-
probe) in der Schule priifungsrelevant waren.

Anders verhdlt es sich mit den Erfahrungen bezogen
auf Beweise an der Hochschule. VVon den 79 % aller
Befragten, die sich hierzu geduRert haben, sind die
Beweisverfahren direkter Beweis, indirekter Beweis,
Wiederlegung durch Gegenbeispiel und vollstandige
Induktion der Reihe nach 87 %, 83 %, 78 % und
75 % der Probanden aus dem Studium bekannt. Diese
Daten entsprechen der Reihe nach 69 %, 66 %, 62 %
und 59 % der Gesamtstichprobe. Im Gegensatz zu
den Erfahrungen aus der Schule (Abb. 3) zeigen sich
hier deutliche Unterschiede unter den Probanden ent-
lang des angestrebten Lehramts: Wahrend von den
Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe an-
streben, der Reihe nach 58 %, 50 %, 43 % und 43 %
angaben, die genannten Beweisverfahren im Studium
kennengelernt zu haben, berichtet jeweils ein deut-
lich héherer Anteil — 93 %, 93 %, 93 % und 86 % —
der Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe
anstreben, von einer entsprechenden Erfahrung an
der Hochschule (Abb. 6).
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Abb. 6: Bekanntheitsgrad von Beweisverfahren aus dem
Studium nach der Schulart des angestrebten
Lehramts sowie in der Gesamtstichprobe

Die Unterschiede zwischen den zwei Probanden-
gruppen — Anstreben des Lehramts in der Primar- vs.
der Sekundarstufe — werden noch deutlicher, wenn
man die Anzahl der aus dem Studium bekannten Be-
weisverfahren vergleicht (Abb. 7): Unter den Pro-
banden, die das Lehramt in der Sekundarstufe anstre-
ben, ist die Bekanntschaft aller vier Beweisverfahren
aus dem Studium hoch (85 % aller Antwort gebenden
Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe an-
streben), wahrend der entsprechende Anteil bei Pro-
banden, die das Lehramt in der Primarstufe anstre-
ben, 31 % betragt.
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Abb. 7:  Anteil der Anzahl der aus dem Studium bekannten
Beweisverfahren nach der Schulart des ange-
strebten Lehramts sowie in der Gesamtstichprobe

71 % aller Befragten duRerten sich Uberdies zu den
heuristischen Strategien, die sie im Zusammenhang
mit Beweisen im Studium kennengelernt haben. Der
Mehrheit von ihnen sind die Fallunterscheidung
(78 % der Antwortenden, 55 % der Gesamtstich-
probe), die Zerlegung in Teilbeweise (72 % der Ant-
wortenden, 51 % der Gesamtstichprobe) und das
Ruckwartsarbeiten (54 %, 39 % der Gesamtstich-
probe) als einschlagige Strategien geldufig, etwa ei-
nem Drittel (37 % der Antwortenden, 26 % der Ge-
samtstichprobe) auch die Analogiebildung. Gravie-
rende Unterschiede zeigen sich allerdings zwischen
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den beiden Stichprobengruppen bei jeder vorgegebe-
nen heuristischen Strategie zugunsten derjenigen
Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe an-
streben (Abb. 8). Besonders deutlich wird dieser Un-
terschied bei der Strategie der Fallunterscheidung,
welche 94 % der Probanden, die das Lehramt in der
Sekundarstufe anstreben und lediglich 30 % der Pro-
banden, die das Lehramt in der Primarstufe anstre-
ben, als aus dem Studium bekannt angegeben haben
(Abb. 8).
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Abb. 8: Bekanntheitsgrad von heuristischen Strategien
mit Bezug zum Beweisen aus dem Studium nach
der Schulart des angestrebten Lehramts sowie in
der Gesamtstichprobe

Bezogen auf die Anzahl der aus dem Studium be-
kannten heuristischen Strategien mit Bezug zum Be-
weisen kann festgehalten werden, dass rund ein Vier-
tel der Antwortgebenden nur eine heuristische Stra-
tegie, 20 % der Antwortenden allerdings sogar alle
vier genannten Strategien kennen. Wahrend unter
den Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe
anstreben, die Bekanntheit von 1-2 heuristischen
Strategien dominiert, geben diejenigen Probanden
an, die das Lehramt in der Sekundarstufe anstreben,
Uiberwiegend 2-4 heuristische Strategien zu kennen
(Abb. 9).

Insgesamt zeigt sich, dass die Probanden — unabhan-
gig vom angestrebten Lehramt — (ber eine mangel-
bzw. lickenhafte Erfahrungslage mit Beweisen aus
ihrer Schulzeit berichten. Wenn Uberhaupt, sind sie
wéhrend ihrer Schulausbildung nur mit einigen weni-
gen konkreten Beweisen und demzufolge mit einigen
wenigen Beweisverfahren in Berihrung gekommen.
Ausgepragte Erfahrungen mit Beweisen haben die
Probanden im Laufe ihrer Hochschulausbildung ge-
macht, diese Erfahrungen scheinen umfangreicher
zugunsten der Probanden auszufallen, die das Lehr-
amt in der Sekundarstufe anstreben.
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Abb. 9: Anteil der Anzahl der aus dem Studium bekannten
heuristischen Strategien mit Bezug zum Beweisen
nach der Schulart des angestrebten Lehramts so-
wie in der Gesamtstichprobe

5.3 Beliefs tiber Beweise als Teil der Mathe-
matik

Bezogen auf Beliefs Uber Beweise als Teil der Ma-
thematik konnten drei Gruppen an Kategorien identi-
fiziert werden: Kategorien, denen die iberwiegende
Mehrheit der Probanden voll zugestimmt hat
(Abb. 10), Kategorien, denen (berwiegend eher zu-
gestimmt worden ist (Abb. 11) sowie Kategorien, die
Uberwiegend eher abgelehnt worden sind (Abb. 12).
Es soll angemerkt werden, dass die Abbildungen 10-
26 die erhobenen Daten nicht nur numerisch enthal-
ten, sondern diese jeweils auch durch Balken darstel-
len (eine Zellenbreite entspricht 1), um Tendenzen zu
verdeutlichen. Die Daten werden bezliglich der Ge-
samtstichprobe nachfolgend vollumfassend présen-
tiert. Zudem wird auf Daten bezogen auf die oben de-
finierten Teilstichproben (5.2) in Abhdngigkeit vom
von den Probanden angestrebten Lehramts eingegan-
gen, wenn sich diese in der Haupttendenz (d. h. in der
Summe der Abstimmungen bzw. Ablehnungen) deut-
lich voneinander unterschieden. Dies bedeutet eine
relative Abweichung um mindestens 10 %.

Die Probanden sind von der Verifizierungs-, der Er-
klarungs- und der Verallgemeinerungsfunktion (Teil
der Entdeckungsfunktion) von Beweisen voll (iber-
zeugt und wissen, dass sich Beweise auf Axiome, Be-
griffe und bereits bewiesene Satze unter der Beach-
tung der Regeln der logischen Schlussfolgerung stit-
zen. Unsicherheit ist aber bei der Kategorie ,,Begriin-
dungsart™ zu verzeichnen. Die Probanden waren nur
zu 60 % uberzeugt, dass Beweise deduktives, und
nicht induktives SchlieRen darstellen (Abb. 10, letzte
Zeile). Bei diesen Kategorien zeigten sich kaum nen-
nenswerte Unterschiede zwischen Studierenden der
Primar- bzw. der Sekundarstufe. Bezogen auf die Ka-
tegorie Stitzung konnte dennoch eine starkere Zu-
stimmung (83 %) bei Probanden festgestellt werden,

17



die das Lehramt in der Sekundarstufe anstreben, als
bei denen (75 %), die das Lehramt in der Primarstufe
erwerben moéchten.
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Abb. 10: Kategoriengruppe ,volle Zustimmung*“ bei Beliefs
Uber Beweise als Teil der Mathematik

Eher Uberzeugt, aber nicht voll Gberzeugt sind die
Probanden davon, dass Beweise den Kern der Mathe-
matik bilden, formal zu verfassen sind und zur Gene-
rierung neuen Wissens (als weiterer Teil der Entde-
ckungsfunktion) beitragen kénnen. Weiterhin noch
Zustimmung, aber mit zunehmender Unsicherheit ist
der Reihe nach bezuglich der Kommunikations- und
der Systematisierungsfunktion, des Bezugs eines Be-
weises (mathematische Aussage oder eine Defini-
tion) sowie des Zusammenhangs mit dem entspre-
chenden Satz zu verzeichnen (Abb. 11).
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Abb. 11: Kategoriengruppe ,eher Zustimmung“ bei Beliefs
tber Beweise als Teil der Mathematik

Davon, dass Beweise sich auf mathematische Aussa-
gen beziehen und einen wesentlichen Teil der Mathe-
matik bilden, sowie dass sie ein wichtiges Mittel und
gleichzeitig wichtiger Gegenstand der Kommunika-
tion innerhalb der mathematischen Community sind,
sind jeweils ca. 10 % mehr Studierende des Lehramts
fir die Sekundarstufe als die fir die Primarstufe tiber-
zeugt (Abb. 12, Zeile 1-6). Dahingegen stimmte ein
jeweils (um 7,5 % — 11 %) hoherer Anteil der Studie-
renden der Primarstufe als der der Sekundarstufe da-
fir, dass durch Beweise neues mathematisches Wis-
sen entdeckt werden kann sowie, dass Beweise den
Satz bzw. den Weg zur Findung des Satzes darstellen
(Abb. 12, Zeile 7-10).
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Eher abgelehnt wurden typische Fehlvorstellungen,
namlich dass ein Beweis eine Berechnung ware bzw.
dass es hierbei um die Beschreibung eines Losungs-
weges geht. Unsicherheit (Ablehnung und Zustim-
mung beide um die 50 %) ist bezogen auf die auszu-
flhrende Art der Begrindung (Deduktion oder In-
duktion) und auf die Richtung der Beweisfuihrung
(von der Voraussetzung zur Behauptung oder umge-
kehrt) festzustellen (Abb. 13).

S
Eher nicht | Eherzu Voll zu umme N

Gar nicht Ablehnung

Kategorie

Berechnung 0,3664) [] 0,181 0,0431 0,7759 232
Lésungsweg B o213l o352 03544]] 0,0578| 0,5778 225
Deduktion B 01474000 o03947[B 033161 01263 0,5421 190
Richtung d

chiung ger 0,1268) 0,2817 0,2817 0,4366 213
Beweisfilhrung

Abb. 13: Kategoriengruppe ,eher Ablehnung® bei Beliefs
Uber Beweise als Teil der Mathematik

Die detaillierte Analyse dieser Kategoriengruppe
zeigt allerdings deutliche Unterschiede entlang des
von den Probanden angestrebten Lehramts. Sowohl
die Fehlvorstellung, ein Beweis ware eine Berech-
nung, als auch die Fehlvorstellung, dass ein Beweis
die Beschreibung eines Losungswegs darstellt, wur-
den von anteilig deutlich (um ca. 18-26 %) mehr Pro-
banden abgelehnt, die das Lehramt in der Sekundar-
stufe anstreben, als von denen, die das Lehramt in der
Primarstufe anstreben (Abb. 14, Zeile 1-4). Mit ande-
ren Worten verfligen Uber diese Fehlvorstellungen
mehr Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe
anstreben, als Probanden, die das Lehramt in der Se-
kundarstufe erwerben mochten. Uberdies war ein
grolerer Anteil (ca. 50 %) der Probanden der Sekun-
darstufe davon Uberzeugt, dass Beweise deduktiv
sind, als der entsprechende Anteil (40 %) der Proban-
den der Primarstufe (Abb. 14, Zeile 5-6). Hinzu
kommt, dass ein ebenfalls gravierend groferer Anteil
(Uber 55 %) der Probanden der Primarstufe ablehnen,
dass Beweise von der VVoraussetzung zur Behauptung
fihren und haben somit eine Fehlvorstellung bezogen
auf Beweise, wéhrend der entsprechende Anteil unter
den Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe
anstreben, nur 33 % betragt (Abb. 14, Zeile 7-8).
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Summe

Kategorie Gar nicht | Eher nicht | Eherzu Voll zu Ablehnun N
Berechnung 0,1964 D,4464 0,2946 0,0625 0,6429 112
[ 0,3750 0,0750  0,0250 0,9000] 120
% 0,1284 02578 0.4679 0,0459 0,4862 109
=7 1l 0,2931 [ o,3707[ 0,2672]1  0,0690 0,6638 116
peduktion 0,0864 0,5185 0,2210 0,0741 0,6049 81
B 0,1927[08 030280 0.3334[l 0,1651 0,4954)] 109
Richtung der 0,1881 0,3663 0,2475 0,1980 0,5545 101
geweisfihrung [[ 0,0712[Jl 0,2589l 03125 03571 0,3304 112

Abb. 14: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (gruin) in der Kategoriengruppe ,eher Ab-
lehnung* bei Beliefs tiber Beweise als Teil der Ma-
thematik

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass die Be-
liefs der Probanden Uiber Beweise als Teil der Mathe-
matik durch Merkmale und Funktionen des wissen-
schaftlichen Beweisbegriffs gepragt sind (2.1.1).
Diese Beliefs sind in einigen Zligen — so mit Bezug
zur Stiitzung eines Beweises, zur Rolle von Beweisen
in der Mathematik, zur Kommunikationsfunktion
von Beweisen, zur Deduktion sowie zum Bezug eines
Beweises (Satz) — starker bei Probanden ausgepragt,
die das Lehramt in der Sekundarstufe anstreben, als
bei denen, die das Lehramt in der Primarstufe erwer-
ben mdchten. Bei Letzteren sind auch einige Fehlvor-
stellungen zu verzeichnen, zudem sind sie eher von
der Entdeckungsfunktion von Beweisen Uberzeugt
als Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe
anstreben.

5.4 Beliefs Uiber das Lernen von Beweisen

Bezogen auf Beliefs tber das Lernen von Beweisen
konnten die analogen drei Gruppen an Kategorien
identifiziert werden wie vorher.

Die Probanden sind tberwiegend voll davon uber-
zeugt, dass ein Austausch unter Lernenden die Be-
weiskompetenz fordert und dass an der Hochschule
institutionelle Hilfe in diesem Bereich von Noten ist.
Deutliche Schwierigkeiten werden bei der Findung
der Beweisidee und beim formalen Aufschreiben des
Beweises gesehen, zudem wird eine hohe Gefahr ver-
mutet, dass Beweise in der Schule nur auswendig ge-
lernt werden bzw. dass die Lernenden in einer Pri-
fungssituation mit einer Beweisaufgabe Uberfordert
sind (Abb. 15).

Summe

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu

Zustimmung

die das Lehramt in der Primarstufe anstreben als die,
die das Lehramt in der Sekundarstufe erwerben
maochten, sind davon (berzeugt, dass Lernende in ei-
ner Prifungssituation mit Beweisaufgaben uberfor-
dert sind. Zudem wiinschen sich 10 % mehr Proban-
den, die das Lehramt in der Primarstufe anstreben, in-
stitutionelle Hilfe beim Beweisen im Studium, als
Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe er-
werben mdchten (Abb. 16).

Summe

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu N N
Zustimmung
briifunsssituation 0 0,0645 0,3871 0,5484 0,9355 93
8 0,103 |l 0,396 [ID, 4623 0,8585 106
T . 0 0,0602 0,5542 0,3855 0,9398 83
institutionelle Hilfe
I 00566l 0,103sl 0,3396|8,5000 0,8396 106

Abb. 16: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (grun) in der Kategoriengruppe ,volle Zu-
stimmung* bei Beliefs Gber das Lernen von Bewei-
sen

Eher Uberzeugt sind die Probanden davon, dass es
den Lernenden schwerféllt, aus der Voraussetzung
logisch richtige Schlussfolgerungen zu ziehen, den
zu beweisenden Satz zu finden bzw. die Notwendig-
keit eines Beweises einzusehen. Sie erleben aller-
dings durch die Beweise, dass die Mathematik eine
objektive Wissenschaft ist, und lernen das logische
Denken. Mehr als drei Viertel der Probanden stimmte
dafir, dass Lernende und Lehrende wegen ihrer un-
terschiedlicher Argumentationsbasis (2.2.1) aneinan-
der vorbeireden, wenn es um Beweise geht (eine Er-
lduterung des Begriffs Argumentationsbasis wurde
den Probanden zur Verfligung gestellt, vgl. Anhang
4). Auch wenn Beweise die Kreativitat nach Meinung
der Probanden fordern konnen, fallt es ihnen nach ei-
gener Angabe schwer, Behauptung und Vorausset-
zung auseinander zu halten bzw. die Gultigkeit eines
Beweises einzusehen. Fir Lernende ist zudem eher
die Plausibilitat von Aussagen als das Vorliegen ei-
nes einschlégigen Beweises von Relevanz (Abb. 17).

Summe

Austausch 0,0099) 0,091 | 0,4455 BN 0,4554 0,901 202

Prifungssituation

0,0201

Institutionelle Hilfe

0,945

0,0317|

Beweisidee

0,8836

189

0,104[l 0,3366/00D,5248]

0,8614

202

Auswendiglernen

0,815

200

0,0347]]
n,adsl
Formalismus 0,0145[l

0,1336/0 0,3527/00,4493 0,8019 207

Abb. 15: Kategoriengruppe ,volle Zustimmung® bei Beliefs
Uber das Lernen von Beweisen

Nennenswerte Unterschiede in der Stichprobe ent-
lang des angestrebten Lehramts konnten in zwei Fal-
len beobachtet werden: Knapp 8 % mehr Probanden,

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu B N
Zustimmung

Logische 0,0101 0,3467] 0,8744 199
Schlussfolgerung
Objektivitat 0,0313[ 0,009 b,5208[ 0,349 0,3608| 192
logisches Denken 0,0421 0,3598) 0,8131 214
Satzfindung 0,0693[ D 03416 0,8069) 202
Beweis- 0,0534] 0,3592] 0,7961 206,
notwendigkeit
Argumentations-

0,0256 0,2103| 0,7641 195
basis
Kreativitit ]l oo7s4l I 0,348 0,7549 204
Beweisstruktur ||l 0,0095[l N 02388 0,7114 201
Plausibilitat 0,0851| 1 0,2234] 0,6968 188
Giiltigkeit ] 0,078|88 0,3122/88 0,3805[8 02293 0,6098| 205

Abb. 17: Kategoriengruppe ,eher Zustimmung® bei Beliefs
Uber das Lernen von Beweisen

Dass Lernende Schwierigkeiten haben, den zu bewei-
senden Satz zu finden sowie die Notwendigkeit eines
Beweises einzusehen, befurchtete ein deutlich (um 8-
12 %) hoherer Anteil der Probanden, die das Lehramt
in der Primarstufe anstreben, als der entsprechende
Anteil der Probanden, die das Lehramt in der
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Sekundarstufe erwerben mdchten (Abb. 18, Zeile 1-
4). Dahingegen ist ein bedeutsam (um 16 %) groRerer
Anteil der Probanden, die das Lehramt in der Sekun-
darstufe anstreben, davon Uberzeugt, dass Beweise
die Kreativitat der Lernenden foérdern konnen
(Abb. 18, Zeile 5-6).

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu Su.mme N
satzfindung 0,0319[1 01170 0,4894] 03617 0,8511 94
0,1019 - 0,3241 0,7685 108
Beweis- 0,0313 0,1042] 0,4896] _ 0,3750) 0,3646 9%
notwendigkeit 0,0727]l_0,1909] I 0,3909 [l 0,3455 0,7364] 110
- 0,2447 0,2128 0,6702 94
Kreathitt ™ 00727|]  0,2000|[J 0,3626| D, 4636 0,8273 110

Abb. 18: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (griin) in der Kategoriengruppe ,eher Zu-
stimmung* bei Beliefs Uiber das Lernen von Bewei-
sen

Eher abgelehnt wurde insgesamt, dass Beweise die
Lernmotivation fordern bzw. fiir andere mathemati-
sche Tatigkeiten nitzlich waren (Abb. 19). Aller-
dings ist die Ablehnung bezogen auf die Forderung
der Lernmotivation unter den Probanden, die das
Lehramt in der Primarstufe anstreben, um ca. 12 %
groRer als unter den Probanden, die das Lehramt flr
die Sekundarstufe studieren (Abb. 20, Zeile 1-2).

Summe
Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu N
Ablehnung
Lernmotivation |l 0,4028]00 1 042650 0,1422 0,0284 0,8294 211
Transferleistung  |B  0,2683[00 M 0,4341(80  0.2098]] 00878 0,7024 205
Nur Universitat |00 0,2312)00 03116000 o,zs14|: 0,1759 0,5427 199

Abb. 19: Kategoriengruppe ,eher Ablehnung“ bei Beliefs
Uber das Lernen von Beweisen

Zudem lehnen insgesamt 54 % der Befragten ab, dass
Beweise nur an der Universitidt und in der Schule
nicht thematisiert werden (Abb. 19). Diese Ableh-
nung ist deutlich (um etwa 11 %) groRer unter Pro-
banden, die das Lehramt in der Primarstufe anstreben
(Abb. 20, Zeile 3-4.)

Summe

Kategerie

Gar nicht

Eher nicht

Eher zu

Voll zu

Ablehnung

Lernmotivation

0,4554

B 0,3545

nur Universitat

0,2111

0,4356

0,3889

0,1089

0,0000

0,8911

101

W 01727

0,0545

0,7727

110

0,2444]

0,1556

0,6000

90

B 0:2477[B 0.2477[BM 03119l 01927

0,4954

109

Abb. 20: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (griin) in der Kategoriengruppe ,eher Ab-
lehnung“ bei Beliefs iber das Lernen von Bewei-
sen

Insgesamt zeigt sich, dass die Probanden denjenigen
Schwierigkeiten aus Lernendensicht zustimmen, die
bereits aus bisherigen Studien bekannt sind. Einige
dieser Schwierigkeiten — so die Schwierigkeit der
Satzfindung und der Einsicht der Beweisnotwendig-
keit — sind bei Probanden, die das Lehramt in der Pri-
marstufe anstreben, starker zu verzeichnen als bei
Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe er-
werben mochten. Trotz der Zustimmung zu diesen
Schwierigkeiten sowie zur Ablehnung der Forderung
der Lernmotivation durch Beweise verorten vor al-
lem Erstere Beweise in der Schule und heben positive
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Effekte wie die Forderung der Kreativitat durch Be-
weise hervor.

5.5 Beliefs tiber das Lehren von Beweisen

Hinsichtlich der Beliefs tber das Lehren von Bewei-
sen konnten vier Gruppen an Kategorien identifiziert
werden. Die detaillierte inhaltliche Analyse der
Gruppen zeigte allerdings, dass die Grenzen der pra-
sentierten Methode erreicht wurden, da sie nicht im-
mer die Haupttendenz erfasst bzw. nicht in jedem
Fall eine Haupttendenz vorliegt.

Uberwiegend voll zugestimmt haben die Probanden,
dass in der Schule der Beweis zum Satz des Pythago-
ras unterrichtet werden soll, dass Beweise auf das
Studium vorbereiten bzw. ein authentisches Bild von
der Mathematik vermitteln und aus diesem Grund in
der Schule thematisiert werden sollen. Dennoch sol-
len sie in schulischen Priifungen nicht abgefragt wer-
den (Abb. 21).

H
Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu umme N
Zustimmung

Pythagoras 0,034[) 0,0728[l 0,3053/ N0l 5874) 0,8932 206
Studiums- I . .

) 0,0619] 0,1649| 0,3866| 0,3866] 0,7732 194
vorbereitung
Bild von der 00508  0,1777|88 0355388 0,4162 0,716 197
Mathematik ! ! ! ! !
Priifung 0,000 02100 031 039 0,7 200)

Abb. 21: Kategoriengruppe ,volle Zustimmung® bei Beliefs
Uber das Lehren von Beweisen

Vor allem bei der Vorbereitung auf das Studium so-
wie bei der Vermittlung eines authentischen Bildes
von der Mathematik gibt es von Seiten der Proban-
den, die das Lehramt in der Sekundarstufe anstreben,
bemerkenswert (um 8 % bzw. 11 %) mehr Zustim-
mung als von Seiten der Studierenden des Lehramts
in der Primarstufe (Abb. 22). Hier soll darauf verwie-
sen werden, dass die Beliefs der Probanden ber Be-
weise als Teil der Mathematik durch den wissen-
schaftlichen Beweisbegriff gepragt ist (5.3) und diese
Pragung verstarkt bei Probanden zu verzeichnen war,
die das Lehramt in der Sekundarstufe anstreben, als
bei Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe er-
werben mdchten.

Kategorie Gar nicht | Eher nicht | Eherzu Voll zu Sl.!mme N
Zustimmung
Studiums- 0,0674 0,2022 0,4270 0,3034] 0,7303 29
vorbereitung 00571/ 0,1333 B 0,3524|ID, 4571 0,8095 105
Bild von der 0,0444 0,2444 0,3889 0,3222 07111 90
Mathematik 0,0561[0  0,1215/ 0,3271 (08,4953 0,8224] 107

Abb. 22: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (griin) in der Kategoriengruppe ,volle Zu-
stimmung® bei Beliefs Uber das Lehren von Bewei-
sen

GroRtenteils eher Gberzeugt sind die Probanden, dass
Beweise und Problemltsen stark zusammenhdngen
und Erstere aus diesem Grund in der Schule vermit-
telt werden sollen, dennoch sollen nur einfache,
kurze Beweise in der Schule vorkommen. Die
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Lehrperson soll die Beweisnotwendigkeit vermitteln
und Beweise allen Lernenden zuganglich machen,
und zwar auch ohne axiomatische Grundlegung unter
Rickgriff auf Begriffe und Aussagen, deren Glltig-
keit aus der Anschauung heraus begriindet wird. Es
soll auf verschiedene Beweisstrategien und Beweis-
arten eingegangen werden, mit dem Ziel der Ver-
standnisforderung. Weiterhin eher Zustimmung, aber
mit sinkender Tendenz ist bezogen auf die Mdglich-
keit zu verzeichnen, neue Begriffe wéhrend des Be-
weisprozesses einzufiihren sowie bezogen auf denk-
bare historische Bezlige. Kontroverse Beliefs sind
hinsichtlich des Fokus des Mathematikunterrichts
(Anwendungen vs. Theorie), einheitlicher oder diffe-
renzierter Angebote im Bereich der Beweise bzw. der
Weckung des Interesses an der Mathematik durch
Beweise zu erkennen (Abb. 23).

Voll zu SL!mme N
Zustimmung
Problemlasen , 0,11[00 0,49]0 0,355 0,845 200
Auswahl der
Beweise

Beweis-
notwendigkeit
Zuganglichkeit
Stiitzung
Beweisstrategien
Verstandnis-
forderung
Beweisarten
Begriffsbildung
Historische
Beziige
Anwenden
Differenzierung

Kategorie Gar nicht | Eher nicht | Eher zu

0,41 0,835 200

0,1592 . 0,3234 0,8109 201

6|l 0,3744 0,803 203
3| 0,3742 0,7975 163
8| 0,3234] 0,7612 201

0,2488 0,7122 205

o[l 0,2915 0,6784] 199
7|0 0,728 0,6335 191

I 0,2626 0,596 198

0,2021 0,5389 193
0,1218 0,5178 197

Interesse wecken 0,1188 0,4851 202

Abb. 23: Kategoriengruppe ,eher Zustimmung® bei Beliefs
Uber das Lehren von Beweisen

Deutliche Unterschiede in der Stichprobe entlang des
angestrebten Lehramts konnten in dieser Kategorien-
gruppe bezogen auf vier Kategorien ermittelt werden:
Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe an-
streben, waren zu einem deutlich héheren Anteil da-
von Uberzeugt, dass beim Beweisen neue Begriffe ge-
bildet werden kdnnen, als Probanden, die das Lehr-
amt in der Sekundarstufe anstreben (Abb. 24, Zeile
1-2). Dahingegen stimmte ein gravierend hoherer
Anteil Letzterer dafir, dass Beweise das Interesse an
der Mathematik wecken kénnen (Abb. 24, Zeile 7-8),
wodurch die entsprechende obige Aussage differen-
zierter betrachtet werden kann: Wahrend Probanden,
die das Lehramt in der Primarstufe anstreben, eher
dagegen sind, dass Beweise zur Weckung des Inte-
resses an der Mathematik beitragen kdnnen, sind Pro-
banden, die das Lehramt in der Sekundarstufe anstre-
ben, eher dafiir. Uberdies stimmte ein jeweils um 7-
8 % hoherer Anteil Letzterer dafiir, dass Beweise der
Verstandnisférderung dienen bzw. dass Beweise his-
torische Beziige ermdglichen (Abb. 24, Zeile 3-6).

Summe

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu N N
Zustimmung
Beariffsbild 0,0682 0,2045 D 5568 0,1705 0,7273 88
egriffshilduny
8 8 B 0,3592 [l 0,3736 l 0,1748 05534 103

Verstandnis- 0,2165 0 4330 0,2371 0,6701 97

forderung  [| 00648 0,1852 [0, 4907 . 0,2593 0,7500 108

o B 0,1323 02111 0,3444 0,2111 0,5556 90
Historische Beziige

0,0026/[l 0,2778 0,3241|l 0,3056 0,6296 108

Interesse wecken 0,2684 02421 0,3263 0,0632 0,2895 a5

0,1682 Bl 0,2617 [BB0,3015[l_ 0,1682 0,5701 107

Abb. 24: Unterschiede zwischen Primar- (gelb) und Sekun-
darstufe (grtin) in der Kategoriengruppe ,eher Zu-
stimmung* bei Beliefs tiber das Lehren von Bewei-
sen

Es wird eher abgelehnt, dass Beweise in der Schule
formal aufgeschrieben werden sollen (Abb. 25), die
detaillierte Analyse zeigte, dass diese Ablehnung bei
Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe an-
streben, um ca. 9 % hoher ausfallt (66 % vs. 57 %).
Im Sinne der prasentierten Methode gehdért auch der
Zeitaufwand zu den eher abgelehnten Kategorien
(wegen der groften relativen Haufigkeit von (ber
30 % bei ,,stimme eher nicht zu*), dieser Kategorie
wird aber von den Probanden offensichtlich eher zu-
gestimmt (Abb. 25). Beweise sollen also trotz des
Zeitaufwands in der Schule thematisiert werden. Hier
erkennt man, dass die gewahlte Methode nicht in je-
dem Fall die Haupttendenz der Antworten erfasst.

Summe

Kategorie Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu N

Ablehnung

Formalismus 0, 2081 0,4061] . 0,2437 I 0,1421 0,6142 197
Zeitaufwand 0, 1073

03073l 0,2076[l 02878 0,4146] 205

Abb. 25: Kategoriengruppe ,eher Ablehnung“ bei Beliefs
Uber das Lehren von Beweisen

Ahnliches ist bei der Kategorie ,,Erziehung zum
mundigen Biirger” zu erkennen: Laut der Methode
gehort diese Kategorie zu den voll abgelehnten Kate-
gorien, allerdings sind Zustimmungen und Ableh-
nungen etwa gleich (Abb. 26). Aus diesem Grund
wurde die Kategoriengruppe ,,ausgewogene Ableh-
nung und Zustimmung“ genannt. Die detaillierte
Analyse der Stichprobe lieferte allerdings, dass diese
Kategorie von den Probanden, die das Lehramt in der
Primarstufe anstreben, eher abgelehnt wird (42 %
Zustimmung), wahrend sie von Probanden, die das
Lehramt in der Sekundarstufe anstreben, eher vertre-
ten wird (54 % Zustimmung).

. Summe
Gar nicht | Eher nicht Eher zu Voll zu Ablehnung N
0,3057 . 0, 2124 0,3005 . 0,1813| 0,5181 193]
Abb. 26: Kategoriengruppe ,ausgewogene Ablehnung und

Zustimmung® bei Beliefs Giber das Lehren von Be-
weisen

Kategorie

Miindige Birger

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass
die Probanden unabhéngig vom angestrebten Lehr-
amt von vielen Vorteilen von der Vermittlung von
Beweisen in der Schule Giberzeugt sind und diese —
auch wenn unter Einschrankungen — auch als ange-
hende Lehrpersonen in der Schule verorten. Dennoch
zeigt sich ein ausgewogenes Meinungsbild, wenn es
um die Gegenuberstellung von Theorie und
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Anwendung der Mathematik in der Schule bzw. um
die Bereitstellung differenzierender Angebote fir
Lernende mit Bezug zu Beweisen geht. Probanden,
die das Lehramt in der Primarstufe anstreben, sehen
eher das Potenzial, durch Beweise neue Begriffe ein-
zufihren; wahrend Probanden, die das Lehramt in der
Sekundarstufe erwerben mochten, stérker die Mdg-
lichkeit der Verstandnisforderung, der Vermittlung
von historischen Bezligen und der Weckung des In-
teresses an der Mathematik betonen.

6. Auswertung der Ergebnisse

6.1 Ergebnisse mit Bezug zu Erfahrungen
mit Beweisen

Auch wenn die vorliegenden Ergebnisse hinsichtlich
der Erfahrungen mit Beweisen im Mathematikunter-
richt (Forschungsfrage 1) auf individueller Wahrneh-
mung und Selbstbericht hierliber beruhen, zeichnet
sich ein Bild, das mit einschldgigen Forschungsbe-
funden im Einklang steht und aus didaktischer Sicht
ernlchternd ist. Die Daten legen nahe, dass mehr als
die Hélfte der Probanden (56 %) unabhangig vom an-
gestrebten Lehramt glaubt, gar keine Beweise in ih-
rem Mathematikunterricht gefiihrt zu haben, was mit
den Behauptungen von Brunner (2014, S. 2) verein-
bar ist. Nur zum Teil ist der Befund jedoch mit den
Ergebnissen von Kempen (2017, S. 245) zu verglei-
chen: In jener Stichprobe behaupteten 29 % bzw.
13 % der Probanden in der Sekundarstufe | bzw. in
der Sekundarstufe 11 keine Beweise kennengelernt zu
haben. Unklar blieb allerdings, wie grof? die Schnitt-
menge der betroffenen Studierenden ist, sprich, wie
grol’ der Anteil derjenigen Probanden ist, die weder
in der Sekundarstufe | noch in der Sekundarstufe Il
Beweise kennengelernt haben. Rein mathematisch
gesehen kann dieser Wert héchstens 13 % betragen,
was deutlich unter dem in der vorliegenden Studie er-
mittelten Wert (56 %) liegt.

Nur etwa jeder dritte kennt das Beweisverfahren di-
rekter Beweis, weitere Beweisverfahren sind aus der
Schule noch weniger Studierenden geléufig (5.2). Ein
etwas groBerer Anteil (14 %) der Probanden, die das
Lehramt in der Primarstufe anstreben, gab an, das Be-
weisverfahren vollstdndige Induktion aus der Schule
gekannt zu haben als der entsprechende Anteil (7 %)
der Probanden, die das Lehramt in der Sekundarstufe
anstreben, weitere nennenswerte Unterschiede konn-
ten aber nicht ermittelt werden. Etwa ein Drittel der
Studierenden (30 %) kennt insgesamt mehr als ein
Beweisverfahren aus der Schule, die restlichen 70 %
entweder kein oder nur ein Beweisverfahren. Dieser
Befund ist umso mehr verwunderlich, da die Wider-
legung einer Aussage durch ein Gegenbeispiel als
Beweistechnik von Meyer und Prediger (2009) schon
vor mehr als einem Jahrzehnt fir die erfolgreiche

math.did. 46(2023)

Umsetzung der Bildungsstandards forderten. Somit
ware zu erwarten, dass die Mehrheit der Probanden
mindestens zwei Beweisverfahren (direkten Beweis
und Widerlegung durch Gegenbeispiel) kennt. Inhalt-
lich gesehen dominiert der Beweis zum Satz des Py-
thagoras (vgl. Brunner, 2014, S. 2; Kempen, 2017,
S. 245), den aber auch nur 28 % der Gesamtstich-
probe als bekannt angegeben haben. Zudem gibt es
eine Reihe von ca. 20 weiteren Beweisen aus der
Schulmathematik, die einem geringen Anteil der Stu-
dierenden (1-22 %) bekannt zu sein scheint, diese
Befunde sind sowohl inhaltlich als auch bezuglich
des Bekanntschaftsgrades mit denen von Kempen
(2017, S. 245-246) vergleichbar. VVon einer flachen-
deckenden Kenntnis kann daher nicht ausgegangen
werden. Bei der Interpretation dieser Daten soll zu-
dem beriicksichtigt werden, dass die Probanden
eventuell nicht zwischen der Kenntnis des Satzes und
der dessen Beweises unterschieden hatten, sodass die
tatséchliche Kenntnis der einschldgigen Beweise
noch niedriger liegen kann. Insgesamt kann nicht
tber eine Beweiskultur in der Schule gesprochen
werden, auf die im Rahmen einer Hochschulausbil-
dung zurlckgegriffen werden konnte, zumal kaum
Probanden berichteten, Beweise in der Schule tat-
sachlich selbst, also in Eigenregie geflihrt zu haben.
Dieser bedirftigen, lickenhaften Erfahrungslage
steht eine deutlich facettenreichere und ausdifferen-
ziertere Beweiskultur an der Hochschule gegeniiber,
wo der Uberwiegende Teil der Probanden mehrere
verschiedene Beweisverfahren sowie beweisbezo-
gene heuristische Strategien kennengelernt hat. Be-
zuglich der Erfahrungen mit Beweisen im Rahmen
des Studiums konnten zudem deutliche Unterschiede
zugunsten der Probanden festgestellt werden, die das
Lehramt in der Sekundarstufe anstreben: Diese Pro-
banden berichteten (iber mehr aus dem Studium be-
kannte Beweisverfahren sowie im Studium kennen-
gelernte heuristische Strategien zum Beweisen als
Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe erwer-
ben mochten. Darliber hinaus hat ein jeweils hoherer
Anteil der Probanden, die das Lehramt in der Sekun-
darstufe anstreben, im Vergleich zu Probanden, die
das Lehramt in der Primarstufe erwerben mochten,
die einzelnen Beweisstrategien sowie die einzelnen
heuristischen Strategien zum Beweisen als aus dem
Studium bekannt angegeben. Insgesamt lasst sich
feststellen, dass Lehramtsstudierende der Mathema-
tik Erfahrungen mit Beweisen hauptsachlich im Rah-
men ihres Studiums machen. Es soll hervorgehoben
werden, dass sich die ermittelten Beliefs Uiber Be-
weise als Teil der Mathematik sowie tber das Lehren
und Lernen von Beweisen auf dieser Grundlage an
Erfahrungen herausgebildet haben und nur im Zu-
sammenhang mit ihnen interpretiert werden kénnen.
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6.2 Ergebnisse mit Bezug zu Beliefs Uber
Beweise als Teil der Mathematik

Die Befunde bezogen auf Beliefs Uber Beweise als
Teil der Mathematik (Forschungsfrage 2a) spiegeln
den in der Fachwissenschaft vorherrschenden Be-
weisbegriff sowie seine primaren Funktionen wider
(2.2.1 und 2.2.2). Da weitere Funktionen, wie die
Entdeckungs- (73 %), Kommunikations- (64 %) und
Systematisierungsfunktion (63 %) den antwortge-
benden Probanden weniger bewusst sind — dieser Be-
fund steht mit denen Gber Beliefs von Lehrkraften be-
zogen auf Beweise im Einklang (Hanna & de Villi-
ers, 2012, S. 177) —, sollte eine stérkere Betonung
derselben im Rahmen der fachlichen und der fachdi-
daktischen Ausbildung gerade im Hinblick auf die
zukinftige Unterrichtspraxis erfolgen. Generell sind
deutliche Unsicherheiten bezuglich der Unterschei-
dung zwischen Deduktion und Induktion — was mit
den in der ICMI Study 19 reviewten Ergebnissen
Uber Beliefs von Lernenden bezogen auf Beweise
ubereinstimmt (Hanna & de Villers, 2012, S. 180) —,
des Bezugs eines Beweises (Wird eine mathemati-
sche Aussage oder eine Definition bewiesen?), der
Richtung der Beweisfiihrung (von der VVoraussetzung
zur Behauptung oder umgekehrt) sowie des Zusam-
menhangs zwischen Satz und Beweis (Ist der Beweis
die knappe Darstellung des Satzes oder etwas Ande-
res?) zu verzeichnen (vgl. Jahnke & Ufer, 2015). Die
Grinde fir diese Befunde sind vielfaltig, scheinen je-
doch allgemeiner Natur zu sein. Ein moglicher Grund
kann die Préasentation von Beweisen an der Hoch-
schule darstellen. Auch wenn die systematische em-
pirische Untersuchung der Lehrpraxis im Hochschul-
bereich noch aussteht, gibt es bereits erste Ansatze
hierzu (Speer, Smith & Horvath, 2010). Wissen Uber
den Bezug des Beweises, lber die Richtung der Be-
weisfiihrung, tber die Unterscheidung zwischen In-
duktion und Deduktion setzt Reflexion Uber Beweis-
prozesse voraus. Fukawa-Conelly, Weber und Mejia-
Ramos (2017) fanden in diesem Zusammenhang ei-
nerseits heraus, dass informelle Informationen, die
Uber den tatsdchlichen formalen Beweis hinausge-
hen, in Mathematikvorlesungen von Dozierenden nur
mundlich bereitgestellt werden. Diese Informationen
werden andererseits von den Studierenden weder
festgehalten noch gespeichert. Da die genannten Un-
sicherheiten — Beweise als deduktive Argumentatio-
nen, Bezug eines Beweises, Richtung der Beweisfiih-
rung sowie der Zusammenhang zwischen Satz und
Beweis — vor allem bei Probanden, die das Lehramt
in der Primarstufe anstreben, festgestellt werden
konnten (5.3) und fir diesen Teil der Stichprobe die
starke Zustimmung zur Entdeckung von neuem ma-
thematischem Wissen sowie Fehlvorstellungen wie
ein Beweis ware eine Berechnung bzw. ein Losungs-
weg charakteristisch sind (5.3), kann ein weiterer

Grund fir die vorliegenden Befunde darin gesehen
werden, dass diese Probanden priméar das Entstehen
der Mathematik fokussieren (1.). Sie (bertragen
Merkmale der mathematischen Entstehungsprozesse
wie Berechnen, Entdecken, Aufschreiben von LO-
sungswegen etc. auf Beweise.

6.3 Ergebnisse mit Bezug zu Beliefs Uber
das Lernen von Beweisen

Die vorliegenden Ergebnisse im Zusammenhang mit
Beliefs iber das Lernen von Beweisen (Forschungs-
frage 3) stehen mit bisherigen empirischen Befunden
im Einklang (2.5). Etwas Oberraschend, aber gleich-
zeitig erfreulich ist die Tatsache, dass die Probanden
eher davon uberzeugt sind, Beweise kénnen die Kre-
ativitat der Lernenden fordern. Dies gilt flr die Ge-
samtstichprobe (75 %), aber besonders fur die Pro-
banden, die das Lehramt in der Sekundarstufe anstre-
ben (83 %). Trotz der eindeutigen Uberzeugung von
verschiedenen Vorteilen der Thematisierung von Be-
weisen in der Schule — wie Forderung des logischen
Denkens und der Kreativitt sowie Erleben der Ma-
thematik als eine objektive Wissenschaft (vgl. 5.4) —
&ulern sich die Befragten etwa zur Hélfte (46 %) da-
gegen. Grund hierflr kénnen einerseits die mangeln-
den bzw. lickenhaften eigenen schulischen Erfahrun-
gen sein. Sowohl Studierende des Lehramts in der
Primarstufe als auch die des Lehramts in der Sekun-
darstufe berichten n&mlich zum einen ber man-
gelnde — 56 % der Gesamtstichprobe, aber auch bei-
der Teilstichproben gab an, keine Erfahrung mit Be-
weisen in der Schule gemacht zu haben (5.2) —, zum
anderen (ber liickenhafte Erfahrungen mit Beweisen
in der eigenen Schulzeit, was verschiedene Beweis-
verfahren bzw. konkrete Beweise betrifft (5.2). Es
wird daher vermutet, dass die Befragten trotz der
Uberzeugung von Vorteilen des Lernens von Bewei-
sen eventuell keine konkrete Vorstellung haben, wie
Beweise auf sinnvolle Art und Weise in der Schule
thematisiert werden konnen (vgl. Sill, 2019, S. 213).
Andererseits kann dieser Befund auf die subjektive
Bewertung und Gewichtung von mdglichen und auch
in anderen Studien belegten Schwierigkeiten zuriick-
gefiihrt werden. Hierbei ist an etwa Schwierigkeiten
bei der logischen Schlussfolgerung, bei der Unter-
scheidung zwischen Behauptung und VVoraussetzung,
beim Finden des zu beweisenden Satzes, bei der Ein-
sicht der Glltigkeit einer vorliegenden Argumenta-
tion etc. zu denken (Reid & Knipping, 2010). Davon,
dass Lernende in diesen Bereichen Schwierigkeiten
haben konnen, sind die Befragten Uberwiegend tber-
zeugt, vor allem Befragte, die das Lehramt in der Pri-
marstufe anstreben (5.4).

Bemerkenswert ist Uberdies, dass Probanden, die das
Lehramt in der Primarstufe anstreben, zu einem ho-
heren Anteil (60 %) ablehnen, dass Beweise nur an
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der Universitat thematisiert werden sollen, im Ge-
gensatz zu Probanden, die das Lehramt in der Sekun-
darstufe anstreben (49 %). Da die aus der Schule mit-
gebrachten Erfahrungen beinahe identisch sind bzw.
die Probanden von ahnlichen Erfahrungen berichtet
haben (5.2), kann ein Grund flr diesen Unterschied
in der Ablehnung in den unterschiedlichen Erfahrun-
gen im Rahmen der universitidren Ausbildung gese-
hen werden. Probanden, die das Lehramt in der Se-
kundarstufe anstreben, berichteten ber mehr Be-
weisverfahren und mehr heuristische Strategien, die
sie an der Hochschule kennengelernt haben, als Pro-
banden, die das Lehramt in der Primarstufe anstreben
(5.2). Auch der Bekanntheitsgrad der einzelnen Be-
weisverfahren und -strategien lag bei Ersteren deut-
lich héher als bei Letzteren (5.2). Somit kann vermu-
tet werden, dass fur Probanden, die das Lehramt in
der Sekundarstufe anstreben, die Erfahrungen an der
Hochschule dominanter und prasenter sind als fiir
Probanden, die das Lehramt in der Primarstufe an-
streben. Folglich verorten Erstere Beweise eher in der
universitdren als in der schulischen Ausbildung.

6.4 Ergebnisse mit Bezug zu Beliefs Uiber
das Lehren von Beweisen

Die Befunde hinsichtlich der Beliefs tiber das Lehren
von Beweisen (Forschungsfrage 4) stehen an mehre-
ren Stellen zu Beliefs tiber das Lernen von Beweisen
im Widerspruch. Wéahrend beispielsweise einer mog-
lichen Transferleistung von Beweisen die Probanden
aus Lernendensicht eher nicht zugestimmt haben
(5.4), sehen sie als angehende Lehrkrafte einen star-
ken Zusammenhang zwischen Problemldsen und Be-
weisen (5.5), also doch die Mdglichkeit einer Trans-
ferleistung. Hierbei soll darauf verweisen werden,
dass diese beiden verschiedenen Sichtweisen (Ler-
nenden- bzw. Lehrendensicht) durch Erlauterungen
bzw. Formulierung der Items (Anhang 4) explizit
verdeutlicht wurden. Weitere Diskrepanzen sind im
Widerspruch zu erkennen, dass die Probanden aus
der Lehrersicht eindeutig die Vorteile von Beweisen
z. B. in der Vorbereitung auf das Studium, in der Ver-
mittlung eines authentischen Bildes von der Mathe-
matik (vgl. Lutz-Westphal, 2008), in der Férderung
des Verstandnisses sehen (z. B. Hanna, 2000), was
mit den bei Lehrkraften ermittelten Befunden von
Furinghetti und Morselli (2011) im Einklang steht.
Dennoch spricht sich aus Lernendensicht etwa die
Hélfte der Probanden gegen die Thematisierung von
Beweisen in der Schule aus. Merkwiirdig ist hierbei,
dass gerade Studierende des Lehramts in der Sekun-
darstufe, die die genannten Vorteile von Beweisen in
der Schule aus der Lernendensicht verstarkt wahr-
nehmen (5.5), sich zu einem hdéheren Anteil gegen
die Thematisierung von Beweisen in der Schule aus
Lehrendensicht aussprechen als Studierende des
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Lehramts in der Primarstufe. Ebenfalls widerspriich-
lich ist der Befund, dass Beweise einerseits allen zu-
ganglich gemacht werden sollen, andererseits die ein-
schlagigen Angebote aber nicht unbedingt differen-
ziert erfolgen und eher nur knappe, kurze, einfache
Beweise eingebunden werden sollen (5.5). Hier spie-
gelt sich ein ahnliches Bild uber Beliefs bezogen auf
das Lehren von Beweisen wider, welches sich mit
den Beliefs von Lehrkréften in der ICMI Study ver-
einbaren lasst (Hanna & de Villiers, 2012, S. 177-
178). Dieser Aussage steht wiederum die Uberzeu-
gung von der Vermittlung diverser Beweisarten und
-strategien gegenuber (5.5). Auch hier kann eine Be-
ziehung zur mangel- und liickenhaften Erfahrungs-
lage aus der eigenen Schulzeit vermutet werden (5.2).

Die Probanden verwenden zudem intuitiv richtig die
Kriterien, die sich auf erwinschte Abweichungen
vom wissenschaftlichen Beweisbegriff im schuli-
schen Kontext beziehen (2.2.1). Diese Befunde kon-
nen mit Beliefs Uber den Kern eines Beweises in der
Mathematik als Unterrichtsfach (Forschungsfrage
2b) in Verbindung gebracht werden. So duern sie
sich eher ablehnend, wenn es um das formale Auf-
schreiben von Beweisen in der Schule geht, und eher
zustimmend, wenn von einer Abkehr von der axio-
matischen Grundlegung in der Schule und der Be-
grundung von Aussagen aus der Anschauung heraus
die Rede ist (5.5). Die Ablehnung des formalen Ver-
fassens von Beweisen in der Schule ist bei Proban-
den, die das Lehramt in der Primarstufe anstreben,
starker als bei Probanden, die das Lehramt in der Se-
kundarstufe anstreben. Diese Beliefs sind nicht nur
mit einem schulischen Beweisbegriff (2.2.1) verein-
bar, sondern entsprechen auch den didaktischen
Empfehlungen, die eine Vielfalt an Begriindungsar-
ten von generischen Beispielen lber Begriindungen
mit allgemeinem Bild hin zu formalen Beweisen mit
vollstandiger Induktion als Beweis in der Schule gel-
ten lassen (Meyer & Prediger, 2009, S. 2). Zudem
kann Formalismus offensichtlich erst in der Sekun-
darstufe eine Rolle spielen.

6.5 Diskussion der Testgutekriterien

Nachfolgend soll auf die Erfiillung der Testgitekrite-
rien Objektivitat, Reliabilitat und Validitat eingegan-
gen werden.

Die Obijektivitét soll sicherstellen, dass die Ergeb-
nisse eines Tests zwischen verschiedenen Probanden
vergleichbar sind, sie wird in Durchfuhrungs- Aus-
wertungs- und Interpretationsobjektivitat unterteilt
(Pospeschill, 2010, S. 18). Dadurch, dass die in der
vorliegenden Studie prasentierten Daten mit Hilfe ei-
nes digitalen Fragebogens erhoben worden sind, sind
Storvariablen durch einen Testleiter eliminiert wor-
den. Somit gewahrleistet diese VVorgehensweise eine
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hohe Durchfiihrungsobjektivitat. Die Antworten der
Probanden wurden durch den Computer und nicht
durch eine auswertende Person quantifiziert, sodass
auch von einer hohen Auswertungsobjektivitat ge-
sprochen werden kann. Die Ergebnisse wurden als
numerische Werte prasentiert, welche unter Rick-
griff auf ein ausfuhrlich beschriebenes, auf objekti-
ven Berechnungen basierendes Verfahren ermittelt
bzw. zu Gruppen zusammengefasst worden sind, so-
dass auch eine hohe Interpretationsobjektivitat si-
chergestellt ist.

Zur Uberpriifung der Reliabilitat wurde eine Reliabi-
litdtsanalyse wie folgt durchgefuhrt: Zuerst wurde die
Korrelation der Itempaare, die zu einer Kategorie ge-
horen, unter Rickgriff auf den Rangkorrelationsko-
effizient nach Spearman bestimmt, um im Sinne der
Split-Half-Reliabilitat aus der Korrelation der Item-
paare auf die Reliabilitat schlieBen zu kénnen. An-
schliefend wurden diejenigen Itempaare, die inhalt-
lich zusammenhéngen, zu einer Gruppe von ltempaa-
ren zusammengefasst und fir diese wurde ein ge-
meinsamer Korrelationskoeffizient durch Durch-
schnittsbildung ermittelt. Darauf basierend wurde —
unter Beachtung der Anzahl der zusammengefassten
Itempaare (Cortina, 1993) — das ReliabilitatsmaR
Cronbachs Alpha bestimmt (Anhang 5). Die ermittel-
ten Werte liegen alle tber 0,5, somit kann von einer
hinreichenden Reliabilitit ausgegangen werden. Die
Werte von Cronbachs Alpha liegen sogar tberwie-
gend Uber 0,7 (in einigen Fallen Gber 0,8), sodass die
Gruppen von Itempaaren als angemessen reliabel be-
trachtet werden kdnnen (Moosbrugger & Kelava,
2020, S 331).

Die Validitét eines Tests driickt aus, inwieweit die er-
mittelten Testwerte tatséchlich auf die in einer Studie
beabsichtigte Art und Weise interpretiert werden diir-
fen. Sie wird aktuell einem fachgeschichtlichen Wan-
del unterzogen (Moosbrugger & Kaleva, 2020,
S 530). In der aktuellen Forschung geht man davon
aus, dass es die Validitat eines Tests als Eigenschaft
desselben nicht gibt, vielmehr soll die Validitét in ei-
nem mehrschrittigen Prozess Uberprift und in einer
abschlielenden Bewertung argumentativ beurteilt
werden (Moosbrugger & Kaleva, 2020, S 535). Im
Validierungsprozess bezogen auf die vorliegende
Studie konnen folgende Feststellungen getroffen
werden: Die in der Stichprobe erhobenen Daten wer-
den vor allem als Indikatoren fiir zukiinftiges metho-
disch-didaktisches Handeln der Gesamtheit angehen-
der Mathematiklehrkréfte interpretiert. Diese Inter-
pretation basiert auf drei Grundannahmen: Zum ei-
nen, dass Beliefs das methodisch-didaktische Han-
deln beeinflussen (2.4), zum anderen, dass die erho-
benen Daten als Indikatoren fur die Beliefs der Pro-
banden mit Bezug zu Beweisen gelten konnen und
zum Schluss, dass die Beliefs der Stichprobe

stellvertretend fur die Beliefs der Gesamtheit stehen
konnen. Auf diese Grundannahmen wird nachfol-
gend einzeln eingegangen. Einerseits muss beachtet
werden, dass in der aktuellen Forschung keine lineare
Beziehung zwischen Handeln und Beliefs und somit
kein direkter Einfluss der Beliefs auf das Handeln an-
genommen, sondern ein dialektisches Verhaltnis zwi-
schen Handeln und Beliefs vermutet wird (2.4). Es
wird zudem davon ausgegangen, dass neben Beliefs
auch weitere Faktoren das methodisch-didaktische
Handeln beeinflussen. Somit kann aus den erhobenen
Daten nur auf eine mogliche Tendenz des zukinfti-
gen methodisch-didaktischen Handelns geschlossen
werden, was in der vorliegenden Studie weitestge-
hend Berlcksichtigung fand. Andererseits muss
Uberprift werden, inwieweit die erhobenen Daten die
Beliefs der Probanden mit Bezug zu Beweisen mes-
sen. Da die Kategorien des Tests im Sinne des Proto-
typenansatzes induktive und deduktive Schritte kom-
binierend entwickelt worden sind (4.1), kann davon
ausgegangen werden, dass weder Konstruktunterre-
prasentation noch konstruktirrelevante Varianz
(Moosbrugger & Kaleva, 2020, S 537) vorliegt, d.h.
der Test misst umfassend und nur die Beliefs mit Be-
zug zu Beweisen. Sicherlich kann jedoch kritisch ge-
sehen werden, dass die Kategorien nur mit jeweils
zwei Items abgefragt worden sind. Fir anschlief3ende
Forschung bietet es sich an, entweder die Kategorien
als einzelne Konstrukte zu betrachten und diese je-
weils mit mehr als zwei Items wiederzugeben oder
mehrere Kategorien zu einem Konstrukt zusammen-
zufassen — so wie dies bei der Reliabilitatspriifung
angedeutet wurde. Zum Schluss soll noch darauf ein-
gegangen werden, dass die Stichprobe in vielerlei
Hinsicht nicht reprasentativ fur die Gesamtheit der
angehenden Mathematiklehrkrafte ist, was nachfol-
gend ausfihrlich thematisiert wird (6.6). Dennoch
liegt eine hohe Anzahl an Daten von Probanden vor,
die zur zu untersuchenden Population gehéren. Diese
Daten konnen somit als Orientierung flr die in der
Population vorliegenden mdglichen Tendenzen die-
nen, kdnnen aber mit diesen nicht gleichgesetzt wer-
den. Insgesamt kann von einer — unter den genannten
Einschrankungen — validen Testwertinterpretation
gesprochen werden.

6.6 Limitationen der Arbeit

Es soll nochmals hervorgehoben werden, dass die er-
mittelten Informationen Uber Erfahrungen mit Be-
weisen in der Schule auf freiwilligem Selbstbericht
beruhen. Diese Angaben geben aus einer subjektiven
Perspektive ber solche Erfahrungen indirekt Aus-
kunft, die teilweise mehrere Jahre zuriickliegen.
Uberdies soll bei der Beurteilung der Daten Beach-
tung finden, dass — auch wenn Ehrlichkeit bei der Be-
antwortung vorausgesetzt werden kann — es im
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Dunkeln bleibt, inwieweit die Probanden der von
ihnen vermuteten sozialen Erwinschtheit gerecht
werden wollten. Zudem soll ebenfalls beachtet wer-
den, dass die Stichprobe eine positive Auswahl der
Studierendenschaft darstellt: In der Stichprobe sind
die Selbstberichte nur derjenigen Studierenden er-
fasst worden, die ihr Studium nicht abgebrochen ha-
ben und bereit waren an der Befragung teilzunehmen.
Die tatsachlichen Erfahrungen kénnen also von den
ermittelten durchaus abweichen. Direkte Informatio-
nen (ber eine tatsdchliche Thematisierung von Be-
weisen in der Unterrichtspraxis kénnten durch Unter-
richtsbeobachtungen gewonnen werden.

Die ermittelten Informationen tber Beliefs zum Be-
weisbegriff sowie zum Lernen und Lehren von Be-
weisen spiegeln personliche Uberzeugungen wider,
auch hier kann nicht ausgeschlossen werden, dass die
Probanden den Fragebogen gemaR selbst vermuteten
Erwartungen ausgefullt haben. Diese Beliefs geben
aber keine Information dartiber, welche konkreten
Beweise die Probanden als Beweise akzeptieren bzw.
zu welchen Sétzen sie in der Lage sind einen passen-
den Beweis selbststandig zu fiihren. Um diese Fragen
zu beantworten, sind weitere Studien zur Ermittlung
der Beweisakzeptanz (wie in etwa Ufer, Heinze,
Kuntze & Rudolph-Albert, 2009; Sommerhoff, Ufer
& Kollar, 2016; Kempen, 2018; Sziics, 2021) sowie
der Beweiskompetenz (wie in etwa Ostsieker &
Biehler, 2012; Krieger & Winter, 2015) notwendig.

Die Stichprobe der Untersuchung ist regional gese-
hen — leider — nicht repréasentativ, da die knappe
Hélfte der Probanden im Bundesland Thiringen stu-
diert. Zudem kann die StichprobengréRe kritisch be-
trachtet werden: Es liegen insgesamt 190 Antwortho-
gen, davon 105 vollstandige vor. Auch in den voll-
standigen Antwortb6gen kommt es vor, dass manche
Items mit ,.keine Angabe“ beantwortet bzw. Uber-
sprungen worden sind. Da jede Kategorie mit zwei
Items abgefragt worden ist, liegen zu jeder Kategorie
jeweils 180-230 Antworten vor, wie man dies auch
den Abbildungen 10-26 entnehmen kann. Um aller-
dings Uber eine reprasentative Normierungsstich-
probe reden zu kénnen, ist eine Mindeststichproben-
groRe von 300 Probanden erforderlich (Pospeschill,
2010, S. 29), was in der vorliegenden Studie nicht er-
reicht wurde.

Die Ergebnisse lassen an einigen Stellen eine unter-
schiedliche Beurteilung von Beweisen bei Proban-
den, die das Lehramt in der Primarstufe anstreben,
vermuten, als bei Probanden, die das Lehramt in der
Sekundarstufe erwerben mochten. Ein moglicher
Grund hierflr kann darin gesehen werden, dass Stu-
dierende Beweise Uberwiegend in der Sekundarstufe
I sowie in den Schulformen Gymnasium und Real-
schule verorten (Kempen, 2017). Es bietet sich an,
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den Einfluss des angestrebten Lehramts auf die Be-
liefs zu untersuchen, hierzu ist allerdings eine Erho-
hung der StichprobengréRe — beispielsweise durch
Wiederholung der Befragung — erforderlich. Letztere
wirde auch ermdglichen, Semestereffekte — sprich
den Einfluss der im Studium verbrachten Zeit auf die
Beliefs — zu ermitteln. Hierdurch kénnte auch tber-
prift werden, inwieweit die Studierenden im Laufe
des Studiums die Lehrerrolle immer mehr annehmen
und sich ihre Beliefs denen von Lehrkréften (2.5) an-
néhern.

Resimee

Zusammenfassend l&sst sich feststellen, dass Lehr-
amtsstudierende der Mathematik eher llcken- und
mangelhafte Erfahrungen aus der Schule beziglich
Beweise mitzubringen glauben. Somit bilden sich
ihre einschlagigen Beliefs vermutlich tiberwiegend
auf der Grundlage von Erfahrungen aus, die sie im
Rahmen ihres Studiums mit Beweisen machen (Sill,
2019). Dadurch sind ihre Beliefs von Beweisen als
Teil der Mathematik durch den wissenschaftlichen
Beweisbegriff und dessen primaren Funktionen ge-
pragt. Dennoch konnten im schulischen Kontext
sinnvolle und erwiinschte Abweichungen hiervon bei
den Beliefs der Probanden ermittelt werden. Er-
winscht ware die starkere Betonung weiterer Funkti-
onen, so der Entdeckungs-, der Kommunikations-
und der Systematisierungsfunktion in der Ausbildung
der Mathematiklehrkrafte. Sowohl aus Lernenden-
als auch aus Lehrendensicht sind die Probanden von
vielen verschiedenen Vorteilen der Thematisierung
von Beweisen in der Schule iberzeugt, worauf in ei-
nem zukunftigen Mathematikunterricht, in dem Be-
weise verbindlich vermittelt werden, gut aufgebaut
werden kann. Dennoch spricht sich etwa die Halfte
der Probanden gegen die Thematisierung von Bewei-
sen in der Schule aus und die Mehrheit — unabhéngig
vom angestrebten Lehramt — kann sich nur kurze, ein-
fache Beweise in der Schule vorstellen (5.5). Ein
denkbarer Grund hierfiir kann in den mangelnden
und luckenhaften schulischen Erfahrungen gesehen
werden, auf die aus den Antworten der Probanden
ebenfalls unabhéngig von dem von ihnen angestreb-
ten Lehramt geschlossen werden kann (5.2). Win-
schenswert ware somit die Einbindung von weiteren,
komplexeren und gleichzeitig differenzierenden An-
geboten in der fachdidaktischen Ausbildung der Ma-
thematiklehrkréafte, aber auch von methodischen
Mdglichkeiten der Vermittlung von Beweisen in der
Schule, um Schwierigkeiten auf der Lernendenseite
entgegenzuwirken. Zudem sollte die anhand der Da-
ten vermutete bedrftige Erfahrungslage auch bei der
Gestaltung der fachwissenschaftlichen Lehrveran-
staltungen in der Hochschulausbildung Beachtung
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finden, indem beispielsweise schulrelevante Beweise
exemplarisch thematisiert werden.

Die Befunde bestétigen den in der einschldgigen Li-
teratur bereits angedeuteten Widerspruch zwischen
der Bedeutung von Beweisen in der Mathematik als
Fachwissenschaft und in der Schule. Diese Befund-
lage wirft zudem die Frage auf, welche Rolle Be-
weise zukunftig (wieder) im Mathematikunterricht
einnehmen konnen bzw. sollten, um einerseits bei
den Lernenden ein authentisches Bild von der Mathe-
matik aufzubauen, in der das Beweisen als zentrale
mathematische Tatigkeit gilt, und anderseits eine
Briicke zwischen Schul- und Hochschulmathematik
zu schlagen. Wenn diese normative Frage durch die
Mathematikdidaktik beantwortet wird, bedarf es di-
daktisch-methodischer Konzepte zur Implementie-
rung von Beweisen in den Mathematikunterricht.

Anmerkungen

L In einem weiteren Schritt werden Mathematiklehrkrafte
befragt. Die Befragung mittels eines digitalen Fragebo-
gens lauft seit August 2022.

2 Die Dreikomponententheorie besagt, dass Beliefs — wie
oben beschrieben — gegentber jedem Belief-Objekt je-
weils eine kognitive, affektive und eine konative Kompo-
nente haben. Diese drei Komponenten bilden ein interde-
pendentes System und beeinflussen einander gegenseitig.
Beispielsweise zieht eine Veranderung der Kognition eine
Verénderung der einschldgigen Gefiihle und Handlungs-
bereitschaften nach sich. Beliefs beeinflussen direktiv, se-
lektiv und konsistent das Denken des Individuums (vgl.
Seiffge-Krenke, 1974, S. 103f).

3 Die Liste von Beliefs mit Bezug zu in der ICMI Study 19
(Cabassut et al., 2012, S. 174) umfasst ,,beliefs about the
nature and role of proofs in mathematics®, ,,beliefs about
the role of proof in school mathematics*, diese entsprechen
der Kategorie 1) der vorliegenden Arbeit; zudem ,,beliefs
about diffculties in proving®, welche etwa der Kategorie 2)
der vorliegenden Arbeit nahekommen; ,,beliefs about how
proof should be taught* entsprechen der Kategorie 3) und
,beliefs about oneself as mathematical thinker in the
context of proof* korrespondieren mit der Kategorie 4 der
vorliegenden Arbeit.
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Anhang 1: offene Fragen zur Generierung von Hypothesen

Was ist fUrr Sie ein mathematischer Beweis?

Welche Beweisverfahren (indirekt, synthetisch... etc.) und welche Beweise sind Thnen aus lhrer
Schulzeit bekannt? Geben Sie bitte moglichst konkrete Beispiele an.

Wie wurden in Ihrer Schulzeit Beweise im Mathematikunterricht behandelt? (Z. B. der Lehrer hat sie
an der Tafel gezeigt, man hat sie selbst bewiesen etc.)

Welche Beweisverfahren (indirekt, synthetisch... etc.) und welche Beweise haben Sie erst an der Uni-
versitat kennengelernt? Geben Sie bitte auch moglichst konkrete Beispiele an. (Beweise naturlich nur
exemplarisch)

Beweise kommen in den Bildungsstandards erst im Anforderungsbereich Il in der Sekundarstufe Il
explizit vor, im aktuellen Thiiringer Lehrplan erscheinen sie nur indirekt: Einfache Varianten von Be-
weisen als Realisation der Entwicklung von mathematischen Argumentationen. Wie stehen Sie dazu?
Wirden Sie die Beweise im Lehrplan/in den Bildungsstandards verankern? Begriinden Sie Ihre Mei-
nung.

Entsprechend dem aktuellen Thiringer Lehrplan kommen auch in der Abiturpriifung keine Beweis-
aufgaben vor. Wie stehen Sie hierzu? Begriinden Sie lhre Meinung.

Werden Sie — unabhéngig vom Lehrplan und von den Bildungsstandards — in Ihrem zukiinftigen Ma-
thematikunterricht Beweise behandeln? Begriinden Sie Ihre Meinung.

Falls Sie vorhin mit Ja geantwortet haben: Welche Beweise scheinen lhnen fiir den Mathematikunter-
richt besonders geeignet?
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Anhang 2: Auszug aus dem Kodierungsprozess zur Erstellung eines Kategoriensys-
tems zu Beliefs Gber Beweise

Die handschriftlichen Antwortbdgen der 48 freiwilligen Probanden wurden durch Abtippen digitalisiert, wobei
Rechtschreibfehler korrigiert worden sind. Anschlielend erfolgte der Kodierprozess wie folgt: Als Kodierein-
heit (kleinste Analyseeinheit) galt jedes klar bedeutungstragende Element im Text, als Kontexteinheit (groRte
Analyseeinheit) die ganze Antwort auf eine Frage jedes einzelnen Probanden. Als Auswertungseinheit fun-
gierte das ganze Material, also alle 48 Antwortbdgen mit je 8 Antworten. Auch wenn nicht jeder Proband alle
Fragen beantwortet hat, liegen mindestens 40 Antworten pro Frage vor.

Die Frage 1 (Was ist fiir Sie ein mathematischer Beweis? (Anhang 1)) wurde von 45 Probanden beantwortet.
Exemplarisch wird gezeigt (Tab. 3), wie die entsprechenden Antworten von Proband 1 und Proband 22 kodiert

worden sind.
Pro- Kodiereinheit Paraphrasierung Generalisierung/Hypo- Kategorie
band these
1

»AUS vorausgesetzten oder
bereits bewiesenen Aussa-
gen

weitere Aussagen

mithilfe von logischen
Schlussfolgerungen

verifizieren.”

Vorausgesetzte oder
bereits bewiesene
Satze

Aussage(n)

Logische Schlussfol-
gerungen

Verifizierung

Beweise stlitzen auf bereits
bewiesene Satze.

Beweise beziehen sich auf
eine (mathematische) Aus-
sage.

Beweise werden unter Be-
achtung der Regeln der logi-
schen Schlussfolgerung ge-
fuhrt.

Beweise dienen der Verifizie-
rung.

Stitzung von Bewei-

sen

Bezug von Beweisen

Logische Schussfolge-

rung

Verifizierungsfunktion

22

,Einen Nachweis, dass et-
was (Regel oder so)

im Allgemeinen und immer
gilt.”

Regeln

allgemeine Gultigkeit

Beweise beziehen sich auf
eine (mathematische Aus-
sage).

Beweise dienen der Verall-
gemeinerung.

Bezug von Beweisen

Verallgemeinerungs-

funktion

Tab. 3: Erstellung der Kategorien anhand des Textmaterials: Kodierung der Antworten von Proband 1 und 22 auf die
erste Frage

Bei der Generalisierung der Antwort von Proband 22 wurde beachtet, dass (mathematische) Regeln Spezial-
falle von Aussagen sind. Da die gleichen Kategorien offensichtlich aus mehreren Textstellen abstrahiert wer-
den kdnnen, werden nachfolgend die Ankerbeispiele fiir zwei derjenigen Kategorien aufgefiihrt, die in der
letzten Spalte der Tabelle 3 zu finden sind (Tab. 4).

Ankerbeispiele

»Schliissige Umformung von Termen unter Benutzung von Definitionen und S&t-
zen, um die Richtigkeit einer Aussage zu zeigen.” (Proband 19)

Kategorie Hypothese
Beweise stiit-
.. zen auf Definiti-
Stitzung von
: onen und be-
Beweisen

reits bewiesene
Satze.

.Zeigen, dass eine Aussage gilt aus bekannten Aussagen* (Proband 28)

anderen bereits bewiesenen Aussagen bewiesen.“ (Proband 29)

,Eine mathematische Aussage oder Problem wird mithilfe von Definitionen und

Verifizierungs-

funktion

»,Aus vorausgesetzten oder bereits bewiesenen Aussagen weitere Aussagen mit

Beweise dienen
der Verifizie-
rung.

Hilfe von logischen Schlussfolgerungen zu verifizieren.“ (Proband 1)

.eindeutiger Nachweis einer Aussage“ (Proband 2)

,Die Richtigkeit einer Aussage/eines Satzes formal zu zeigen.” (Proband 3)

slogische Abfolge von Schritten, um eine (mathematische) Aussage fur wahr oder
falsch zu erklaren.“ (Proband 9)

Tab. 4: Ankerbeispiele fur zwei ausgewahlte Kategorien
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Anhang 3: Das Kategoriensystem

Erfahrungen mit Beweisen (7) Beliefs Uiber Beweise als Teil der Mathematik als Wissenschaft
17)

Beweisverfahren in der Schule Bezug von Beweisen Kommunikationsfunktion

Unterrichtsgestaltung Stiitzung von Beweisen Berechnung

Beweisverfahren an der Hochschule Verallgemeinerungsfunktion Darstellung des Ergebnisses

Entdeckung von Neuem Richtung der Beweisfiihrung

Beliefs Uber das Lernen von Beweisen (19) Beliefs Uber das Lehren von Beweisen (20)

Transferleistung Studiumsvorbereitung

Objektivitat historische Bezlige

Beweisnotwendigkeit Problemlésen

Beweisidee Mindige Birger

logische Schlussfolgerungen Zeitaufwand

Plausibilitat Stitzung

Auswendiglernen Beweisstrategien

Lernmotivation Uberpriifbarkeit der Beweiskompetenz

institutionelle Hilfe Differenzierung

Satz des Pythagoras

w
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Anhang 4: Fragebogen zur Erhebung von Beliefs bezogen auf Beweise

Persdnliches

Antwortmaoglichkeiten

Welches Fach studieren Sie derzeit?
(Mehrfachnennungen sind mdglich)

In welchem Fachsemester studieren
Sie derzeit?

Addieren Sie bitte alle Fachsemester, die
Sie in Mathematik oder in einem mathe-
matikrelevanten Fach verbracht haben.
Beachten Sie bitte Uiberdies, wenn Sie in
einem Masterstudiengang studieren,
auch die im Bachelorstudium verbrach-
ten Fachsemester.

In welchem Bundesland studieren
Sie?

Wabhlen Sie bitte das Bundesland aus,
wo sich Ihre Hochschule befindet.

Lehramt Mathematik fiir Gymnasien

Lehramt Mathematik fiir die Sekundarstufe |

Lehramt Mathematik flir Férderschulen

Lehramt flir Grundschule

Mathematik ohne Lehramtsbezug (Mathematik Diplom, Bachelor oder Mas-

ter)

Andere, mathematiknahe Wissenschaft (Informatik, Wirtschaftsmathematik,
Versicherungsmathematik, Ingenieurwissenschaften...)

Sonstiges
1.-2.

3.-6.

7.-10.

mehr als 10

Baden-Wirttemberg
Bayern

Berlin

Brandenburg

Bremen

Hamburg

Hessen
Mecklenburg-Vorpommern
Niedersachsen

Nordrhein-Westfalen
Rheinland-Pfalz
Saarland

Sachsen
Sachsen-Anhalt
Schleswig-Holstein
Thiringen

AuBerhalb Deutschlands

Erfahrungen mit Beweisen

Antwortmdglichkeiten

Denken Sie kurz an lhre Schulzeit
und an lhren Mathematikunterricht
zuriick. Stimmen Sie der folgenden
Aussage zu? In der Schule wurden
keine Beweise gefihrt.

Ja
Nein

Sie haben die vorherige Frage mit Nein beantwortet, in Ihrem Mathematikunterricht wurden also Beweise gefiihrt. Die
nachsten Fragen beziehen sich darauf, welche Beweise in der Schule wie thematisiert wurden.

Direkter Beweis (Der Satz wird mit Ruckgriff auf Bekanntes geradlinig bewie-

Welche der folgenden Beweisverfah-
ren haben Sie in der Schule kennen-
gelernt?

Bitte nur diejenigen Verfahren markieren,
die Sie tatséchlich aus der Schule ken-
nen. (Sie kénnen mehrere Antworten an-
geben.)

Zu welchen der folgenden Séatze ha-
ben Sie den Beweis in der Schule ken-
nengelernt?

Bitte nur diejenigen Satze angeben, des-
sen Beweis Sie in der Tat bereits in der
Schule kennenlernten.

(Sie kébnnen mehrere Antworten ange-
ben und die Liste bis zu zwei weiteren
Angaben ergénzen.)

sen.)

Indirekter Beweis (Die Annahme, dass eine Aussage nicht gilt, wird zum Wi-

derspruch gefiihrt.)

Vollstandige Induktion (Ein Satz, der auf einer Teilmenge der natiirlichen
Zahlen gilt, wird in zwei Schritten gezeigt. Fir bestimmte konkrete Startwerte
wird die Giiltigkeit Uberpriift. AnschlieBend wird gezeigt, wenn die Aussage
fur eine Zahl gilt, dies auch auf die nachstgréf3ere Zahl aus der Definitions-

menge zutrifft.)

Widerlegung einer Aussage durch Gegenbeispiel (Es wird ein Beispiel ge-
funden oder konstruiert, fur welches die Aussage nicht gilt.)

Beweis zum Satz des Pythagoras
Beweis zum Satz des Thales
Beweis zum Innenwinkelsummen-
satz im Dreieck

Beweis der Irrationalitat von Wurzel
2

Beweis zu: ,Es gibt unendlich viele
Primzahlen.”

Beweis der p-g-Formel

Beweis zu den Kongruenzsatzen fur
Dreiecke

Beweis zum Satz von Vieta

Beweis der binomischen Formeln

Beweis zum Sinussatz

Beweis zum Hbhensatz

Beweis der Kathetensatze

Beweis der Ableitungsregeln

Beweis zu: ,Alle Peripheriewinkel zur
gleichen Sehne sind im Kreis gleich
groR.“

Beweis zum Zentri-Peripheriewinkel-
satz (Der Peripheriewinkel ist halb
so grof3 wie der zur gleichen Sehne
gehodrende Zentriwinkel.)

Anderes Beispiel 1, und zwar:
Anderes Beispiel 2, und zwar:
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Wie wurde der Mathematikunterricht
Uberwiegend gestaltet, als Beweise
thematisiert wurden? (Geben Sie bitte
die Moglichkeit an, die am besten die do-
minierende Unterrichtsform beschreibt.)

Waren Beweise Bestandteil in ab-
schlielenden Klausuren oder Priifun-
gen?

Die Lehrperson hat den Beweis an der Tafel hergeleitet.

Die Lehrperson hat den Beweis in Diskussion mit der Schilerschaft an der
Tafel hergeleitet.

Die Lehrperson hat die Lernenden angehalten, den Beweis im Schulbuch
nachzulesen und selbst nachzuvollziehen.

Die Lernenden haben in Kleingruppen die Beweisidee gefunden und den Be-
weis aufgeschrieben.

Die Lernenden haben allein die Beweisidee gefunden und den Beweis auf-
geschrieben.

Beweise waren tberhaupt nicht prifungsrelevant.

Beweise waren in manchen Ausnahmeféllen prifungsrelevant.

Beweise waren tberwiegend priifungsrelevant.

In lhrem Studium haben Sie bestimmt etliche Beweise kennengelernt. Die ndachsten Fragen beziehen sich auf die
Behandlung von Beweisen an Ihrer Hochschule.

Welche der folgenden Beweisverfah-
ren haben Sie in lhrem Studium ken-
nengelernt?

Bitte nur diejenigen Verfahren markie-
ren, die Sie tatsachlich aus lhrem Stu-
dium kennen. (Sie kénnen mehrere Ant-
worten angeben.)

Welche heuristischen Strategien ha-
ben Sie im Zusammenhang mit Bewei-
sen in lhrem Studium kennengelernt?
(Heuristische Strategien sind grundsatz-
liche Vorgehensweisen, die unabhangig
von einem Inhalt angewandt werden kén-
nen.) (Sie kénnen mehrere Antworten
angeben.)

Direkter Beweis (Der Satz wird mit Rickgriff auf Bekanntes geradlinig bewie-
sen.)

Indirekter Beweis (Die Annahme, dass eine Aussage nicht gilt, wird zum Wi-
derspruch gefihrt.)

Vollstandige Induktion (Ein Satz, der auf einer Teilmenge der natirlichen
Zahlen gilt, wird in zwei Schritten gezeigt. Fur bestimmte konkrete Startwerte
wird die Gultigkeit Uberprift. AnschlieRend wird gezeigt, wenn die Aussage
fur eine Zahl gilt, dies auch auf die nachstgréf3ere Zahl aus der Definitions-
menge zutrifft.)

Widerlegung einer Aussage durch Gegenbeispiel (Es wird ein Beispiel ge-
funden oder konstruiert, fir welches die Aussage nicht gilt.)
Fallunterscheidung

Ruckwartsarbeiten

Zerlegung in Teilbeweise

Analogiebilden

Anderes, und zwar:

Beliefs tiber Beweise als Teil der Mathematik

Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu?

Stimme
gar eher
nicht nicht eher voll
zZu
zZu zZu

Beweise dienen der Verifizierung einer Aussage.

Beweise beziehen sich auf eine mathematische Aussage.

Beweise werden unter Beachtung der Regeln der logischen Schlussfolgerung gefiihrt.
Beweise stlitzen sich auf Definitionen, Axiome und bereits bewiesene Satze.

Beweise fuhren von der Voraussetzung zur Behauptung.

Beweise dienen dem Verstdndnis eines mathematischen Sachverhaltes.

Beweise dienen der Verallgemeinerung.

Beweise strukturieren das mathematische Wissen.

Beweise generieren neues Wissen.
Beweise dienen der Kommunikation.
Beweise sind formal.

Beweise machen die Mathematik (oder einen Teil davon) aus.

Es existieren verschiedene Arten des Begriindens. Das deduktive Schlief3en ist aber die
einzige Art, die in der Mathematik als Beweisen akzeptiert wird.

Ein Beweis ist eine Berechnung.

Ein Beweis ist die Beschreibung des Losungsweges.
Ein Beweis ist eine kurze, abstrakte Darstellung des gefundenen Satzes.
Ein Beweis ist eine Kette von deduktiven Schlussen.

Beliefs tiber Beweise als Teil der Mathematik
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Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu? Stimme
gar eher
nicht nicht eher \2/8”
zu zu

Beweise zeigen die Gultigkeit einer mathematischen Aussage.

Beweise beziehen sich auf eine mathematische Definition.

Die Regeln der Logik haben keinen Einfluss auf den Beweisprozess.
Beweise kénnen auf Alltagserfahrungen stiitzen.

Ein Beweis fuhrt von der Behauptung zur Voraussetzung.

Beweise zeigen, warum eine Aussage gliltig ist.

Beweise zeigen, dass eine Aussage unter bestimmten Umstanden immer gilt.
Beweise vereinfachen und vereinheitlichen mathematische Theorien.
Wahrend des Beweisens eines Satzes kann man neue Séatze entdecken.

Ein Satz ist auch ohne Akzeptanz des entsprechenden Beweises durch die mathemati-
sche Community gdiltig.

Nicht formal aufgeschriebene Beweise sind keine Beweise.

Beweise sind das Herzstick der Mathematik.

In der Mathematik ist nur das induktive SchlieBen als Beweis akzeptiert.
Ein Beweis ist keine Berechnung, sondern eine Begrindung.

Ein Beweis ist eine Beschreibung, wie der Satz gefunden wurde.

Ein Beweis ist das Ergebnis des Satzfindungsprozesses in knapper Form. (Der Satzfin-
dungsprozess ist ein - eventuell experimenteller - Prozess, bei dem ein fiir den Lernen-
den bisher unbekannter Zusammenhang entdeckt wird.)

Ein Beweis ist eine Kette von induktiven Schliissen.

Bei den nachsten Fragen geht es darum, wie Lernende Beweise im Mathematikunterricht erleben und beurteilen. Beant-
worten Sie bitte daher die nachsten Fragen aus diesem Blickwinkel.

Beliefs tiber das Lernen von Beweisen

Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu? Stimme
gar eher
nicht nicht cier vl
zu zu
zu zu

Beweise fordern das logische Denken der Lernenden.

Lernende empfinden es oft so, dass Beweise fur andere mathematische Tatigkeiten
(Berechnen, Konstruieren, Problemlésen...) nitzlich sind.

Beweise fordern die mathematische Kreativitat der Lernenden.

Durch Beweise erlebt man als Lernende/r die Mathematik als eine objektive Wissen-
schaft.

Beweise fordern die Lernmotivation.

Das Finden eines Satzes ist fur Lernende eine besondere Anforderung.

Fir Lernende ist es oft schwierig, zu erkennen, dass ein Beweis notwendig ist.

Das Finden einer passenden Beweisidee ist fiir Lernende eine besondere Herausforde-
rung.

Beim Beweisen ist es fir Lernende oft schwierig, Behauptung und Voraussetzung aus-
einander zu halten.

Beim Beweisen ist es fir Lernende oft schwierig, aus den Voraussetzungen die logisch
richtigen Schlussfolgerungen zu ziehen.

Beim Beweisen fallt es den Lernenden oft schwer, den Beweis formal aufzuschreiben.
Es ist fur Lernende oft schwierig, zu entscheiden, ob ein vorliegender Beweis giiltig ist.

Auch wenn ein Beweis vorliegt, kann die Giltigkeit einer Aussage angezweifelt werden,
wenn sie nicht plausibel erscheint.

Lehrpersonen und Lernende argumentieren oft auf unterschiedlichen Argumentations-
basen. (Eine Argumentationsbasis ist die Gesamtheit der Aussagen, die eine Person
als richtig ansieht, sowie die Arten des Schlieens, die diese Person fir zulassig halt.)

Es besteht die Gefahr, dass Lernende in der Schule Beweise nur auswendig lernen.

In einer Prifungssituation sind Lernende mit einer Beweisaufgabe zeitlich Gberfordert.
Durch das Studium wird die Meinung verstarkt, dass man sich mit Beweisen nur an der
Universitat auseinandersetzen soll.

An der Universitét§oll das Beweisen fir Studierende durch institutionelle Hilfe (Tutorien,
Anleitungen oder Ahnliches) unterstiitzt werden.
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Ein Austausch unter Lernenden tragt zur Forderung der Beweiskompetenz bei.

Beliefs tiber das Lernen von Beweisen

Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu? Stimme
gar eher
nicht nicht eher \2/3”
zu zu

Durch das Beweisen lernt man logisch zu schlussfolgern.

Lernende empfinden es oft so, dass Beweise flr andere mathematische Tatigkeiten
(Berechnen, Konstruieren, Problemlsen...) nicht nitzlich sind.

Beweise schaden der mathematischen Kreativitat der Lernenden.

Durch Beweise kann man aufzeigen, dass eine Aussage unabhéangig von einer Autoritat
gultig ist.

Beweise kdnnen die Lernenden demotivieren.

Beim Beweisen kénnen die Lernenden den zu beweisenden Satz leicht finden.

Die Beweisnotwendigkeit einzusehen, fallt den Lernenden leicht.

Beim Beweisen empfinden Lernende oft, dass die Beweisidee wie ein ,Zauber” entsteht.
Beim Beweisen wird die Behauptung von Lernenden oft als bereits bewiesen behandelt.

Beim Beweisen ist es fiir Lernende oft schwierig, aus den Voraussetzungen die inhalt-
lich passenden Schlussfolgerungen zu ziehen.

Beim Beweisen fallt es Lernenden leicht, den Beweis formal aufzuschreiben.

Bei einem vorgegebenen Beweis kénnen Lernende einfach Uberpriifen, ob er giiltig ist.
Auch wenn kein Beweis vorliegt, kann an die Giiltigkeit einer Aussage geglaubt werden,
wenn sie plausibel erscheint.

Dadurch, dass Lehrpersonen und Lernende unterschiedliche Vorkenntnisse, Vorerfah-
rungen und Erfahrungen mit logischen Schlussfolgerungen haben, argumentieren sie
beim Beweisprozess oft aneinander vorbei.

Es besteht die Gefahr, dass Lernende in der Schule Beweisen als Rituale der Lehrper-
son bzw. der Wissenschaft erleben.

In einer Prifungssituation sind Lernende mit einer Beweisaufgabe inhaltlich Gberfordert.
Durch das Studium wird die Meinung verstarkt, dass Beweise unbedingt in der Schule
unterrichtet werden sollen.

An der Universitat lernt man das Beweisen am besten, wenn man sich nicht an institu-
tionelle Hilfe anlehnt.

Ein Austausch unter Lernenden fiihrt zur Fihrung von fehlerhaften / unvollstandigen
Beweisen.

Bei den n&chsten Fragen geht es darum, wie Lehrende Beweise im Mathematikunterricht erleben und beurteilen. Beant-
worten Sie bitte daher die ndchsten Fragen aus diesem Blickwinkel

Beliefs tiber das Lehren von Beweisen

Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu? Stimme
gar eher
nicht nicht CET \2/8”
zu zu

Beweise in der Schule tragen zu einem authentischen Bild von der Mathematik bei und
sollten deswegen in der Schule thematisiert werden.

Beweise in der Schule bereiten auf das Studium vor und sollen aus diesem Grund ver-
mittelt werden.

Beweise sollen im Mathematikunterricht thematisiert werden, da sie historische Beziige
ermdglichen.

Beweise kdnnen der Begriffsbildung dienen.

Beweisen hangt stark mit Problemlésen zusammen.

Beweise in der Schule dienen der Verstandnisférderung.

Beweise in der Schule dienen der Erziehung zum mindigen Burger.

Durch die Thematisierung von Beweisen kann die Lehrperson in der Schule das Inte-
resse der Lernenden wecken.

Beweise zu thematisieren ist in der Schule sehr zeitaufwendig.
In der Schule soll die Lehrperson die Notwendigkeit eines Beweises vermitteln.
Beweise in der Schule sollen allen Lernenden zugénglich gemacht werden.
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In der Schule kénnen beim Beweisen Aussagen verwendet werden, deren Giiltigkeit
aus der Anschauung heraus begriindet sind, da keine axiomatische Basis vorliegt.

Beweise in der Schule miissen nicht unbedingt formal aufgeschrieben werden.
In der Schule sollen verschiedene Beweisstrategien vermittelt werden.

In der Schule sollen verschiedene Beweisarten wie direkter, indirekter Beweis, vollstan-
dige Induktion thematisiert werden.

Da Beweiskompetenz aus der Sicht der Lehrenden schwer tberprifbar ist, sollen keine
Beweise in Priifungen vorkommen.

In der Schule soll nur die Anwendung des Gelernten fokussiert werden, statt Beweise
zu fuhren.

Beweise in der Schule sollen differenziert nach Leistung unterrichtet werden.
In der Schule sollen einfache, kurze, anschauliche Beweise gefiihrt werden.
In der Schule soll beispielsweise der Satz des Pythagoras bewiesen werden.

Beliefs Ulber das Lehren von Beweisen

Inwieweit stimmen Sie den nachfolgenden Aussagen zu? Stimme
gar eher
nicht nicht EN®'
zu
zu zu

Da in der Schule ein authentisches Bild von der Mathematik vermittelt werden soll, sol-
len keine Beweise in der Schule thematisiert werden.

Da die Schule auf das Studium vorbereiten soll, sollen keine Beweise in der Schule
thematisiert werden.

Obwohl Beweise historische Beziige ermdglichen, sollten sie im Mathematikunterricht
nicht thematisiert werden.

Beim Beweisen kann man keine neuen Begriffe einfiihren.

Um die Problemlésekompetenz der Lernenden zu férdern, sollen auch Beweise in der
Schule thematisiert werden.

Durch Beweise kdnnen Sachverhalte besser erklart werden.
Beweise in der Schule férdern die Kritikfahigkeit der Lernenden.

Durch die Thematisierung von Beweisen kann man als Lehrperson erreichen, dass Ler-
nende in der Schule Spal3 an der Mathematik haben.

Beweise in der Schule zu thematisieren ist aus Zeitgriinden nicht empfehlenswert.

In der Schule kénnen Beweise vermittelt werden, auch ohne deren Notwendigkeit auf-
zuzeigen.

Nur sehr interessierte/begabte Lernende sollen sich mit Beweisen in der Schule ausei-
nandersetzen.

Da keine axiomatische Basis vorliegt, kdnnen in der Schule keine Beweise gefihrt wer-
den.

Es ist sehr wichtig, dass Beweis auch in der Schule formal aufgeschrieben werden.
In der Schule ist es nicht notwendig, auf verschiedene Beweisstrategien einzugehen.

In der Schule ist es nicht notwendig, auf verschiedene Beweisarten wie direkter Beweis,
indirekter Beweis, vollstédndige Induktion einzugehen.

Auch wenn die Beweiskompetenz aus der Sicht der Lehrenden schwer Uberprifbar ist,
sollen Beweise in Prifungen vorkommen.

In der Schule soll die mathematische Theorie samt Beweisen fokussiert werden.

Beweise in der Schule sollen allen Lernenden unabhangig von ihren Leistungen einheit-
lich angeboten werden.

In der Schule sollen auch komplexe, herausfordernde Beweise thematisiert werden.
In der Schule ist es nicht einmal notwendig, den Satz des Pythagoras zu beweisen.

voll

Zu
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Anhang 5: Reliabilitat von Itempaargruppen in der vorliegenden Studie

Beliefs Uber Beweise als Teil der Mathematik

Kategoriengruppe Anzahl der Durchschnittli-  Cronbachs Al-
(entsprechende Kategorien) Iltempaare che Korrelation pha
Kern eines Beweises
(Bezug, logische Schlussfolgerung, Stiitzung, Struktur 6 0,1433 0,5009
deduktives Schlief3en, Kette von ded. Schllissen)
Funktionen von Beweisen
(Verlflz_lerungsfunkthn, Erklarfpnktlon, Verallgemelne- 7 0.3367 0.7804
rung, Wissensstrukturierung, Wissensgenerierung, Kom-
munikationsfunktion, Teil der Mathematik)
Formalismus 1 0,4127 0,5842
(Formalismus)
Typische Fehlvorstellungen
(Beweis als Berechnung, Beweis als Losungsweg, Be- 3 0,4062 0,6724

weis als Darstellung des Satzes)

Beliefs (iber das Lernen von Beweisen

Kategoriengruppe Anzahl der Durchschnittli-  Cronbachs Al-
(entsprechende Kategorien) ltempaare che Korrelation pha
Foérderung durch Beweise
(Forderung des log. Denkens, Transferleistung, Kreativi- 5 0,4828 0,8236
tat, Objektivitat, Lernmotivation)
Schwierigkeiten der Lernenden mit Beweisen
(S_.atzflndung, B(_awelsnotwendlgkelt, Bewe|5|dee_, Be- 9 04259 0.8697
weisstruktur, Logische Schlussfolgerung, Formalismus,
Glltigkeit, Plausibilitat, Prifungssituation)
Methodisch-didaktische Umsetzung
(Argumentationsbasis, Auswendiglernen, nur Universi- 5 0,3602 0,7379

tat, Institutionelle Hilfe, Austausch)

Beliefs Uber das Lehren von Beweisen

Kategoriengruppe Anzahl der Durchschnittli-  Cronbachs Al-
(entsprechende Kategorien) Iltempaare che Korrelation pha
Langfristige Ziele bei der Vermittlung von Beweisen
(Bild von der Mathematik, Studiumsvorbereitung, Ver- 5 0,4864 0,8256
standnisférderung, miindige Birger, Interesse wecken)
Zusammenhang der Beweise mit anderen Bereichen
(historische Bezlige, Begriffsbildung, Problemldsen, An- 4 0,4175 0,7414
wenden)
Axmmatlscr_l_e Grundlegung 1 03858 05568
(Stiitzung)
Zu vermittelnde Inhalte
(Beweisnotwendigkeit, Formalismus, Beweistrategien, 6 0,4426 0,8265
Beweisarten, Auswahl der Beweise, Pythagoras)
Methodisch-didaktische Umsetzung 4 0,3789 07093

(Zeitaufwand, Zugéanglichkeit, Differenzierung, Prifung)
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