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Zusammenfassung: Studien zeigen, dass Lernenden
fachlich korrekte, inhaltliche Deutungen des Ablei-
tungsbegriffs — insbesondere Ableitung als (Tangen-
ten-)Steigung — bekannt sind. Gleichzeitig gibt es
Hinweise, dass diese Deutungen nicht (erfolgreich) in
Aufgabenbearbeitungen angewendet werden. Diese
Diskrepanz zwischen Kenntnis und Anwendung wird
anhand dreier Fallbeispiele aus einer Interviewstudie
in der Qualifikationsphase untersucht. Als mégliche
Griinde fiir die nicht erfolgreiche Anwendung be-
kannter Deutungen werden u. a. fragmentarische
Deutungsversténdnisse sowie nicht ausreichende
Grundkenntnisse zum Funktionsbegriff herausgear-
beitet.

Abstract: Research has demonstrated that learners
are familiar with correct interpretations of the con-
cept of derivation — specifically in relation to deriva-
tion as (tangent) slope. However, there are indica-
tions that these interpretations are not (successfully)
applied in tasks. This research aims to investigate
this discrepancy between knowledge and application
by analyzing three case studies from a secondary
school interview study. Possible reasons for the un-
successful application of known interpretations in-
clude a fragmentary understanding of the interpre-
tation and insufficient basic knowledge of the con-
cept of function.

1. Einleitung

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen
Begriff wird als fachlich korrekte, ,inhaltliche Deu-
tung des Begriffs, die diesem Sinn gibt“ (Greefrath et
al., 20164, S. 17; siehe auch vom Hofe, 1995) aufge-
fasst.! Derartige Deutungen wurden bereits zu zahl-
reichen mathematischen Begriffen herausgearbeitet
(Prediger, 2010), darunter insbesondere auch zum
Ableitungsbegriff (z. B. Danckwerts & Vogel, 2006;
Greefrath et al., 2016a).

Auf empirischer Ebene zeigen mathematikdidakti-
sche Studienergebnisse, dass Lernenden aus der
Oberstufe oder der Studieneingangsphase be-
stimmte fachlich korrekte, inhaltliche Deutungen
des Ableitungsbegriffs bekannt sind, insbesondere
die Deutung der Ableitung als (Tangenten-)Steigung
(z. B. Greefrath et al., 2023; Klinger, 2018; Moor-
mann, 2009). Wenngleich davon ausgegangen wer-
den kann, dass die Kenntnis solcher Deutungen die

Anwendung der Ableitung in entsprechenden An-
wendungssituationen erleichtern kdnnte, weisen ei-
nige der Studien darauf hin, dass Schiilerinnen und
Schiiler ungeachtet einer solchen Kenntnis dennoch
Schwierigkeiten bei der Anwendung der Ableitung
haben (Klinger, 2018; Moormann, 2009; Orhun,
2013).

Der vorliegende Beitrag mochte diese unterrichtlich
hochgradig relevante Diskrepanz zwischen einer-
seits der Kenntnis und andererseits der Anwendung
des Ableitungsbegriffs und seiner Deutungen naher
in den Blick nehmen. Ziel ist es, die Diskrepanz zu-
nachst ausfuhrlich zu beschreiben und anschlieRend
Grinde flr die Schwierigkeiten bei der Anwendung
des Ableitungsbegriffs und seiner Deutungen her-
auszuarbeiten. Somit wird eine empirisch fundierte
Grundlage fir eine Entwicklung entsprechender un-
terrichtlicher Forderkonzepte gegeben.

Zu dem soeben beschriebenen Zweck wird im Bei-
trag eine Interviewstudie mit Schilerinnen und
Schillern der Oberstufe (Ende der Qualifikations-
phase) vorgestellt. Grundlegend wird hierfir im
nachsten Abschnitt (Abschnitt 2) zunachst der theo-
retische Rahmen des Beitrags naher erldutert sowie
der Forschungsstand zur aufgeworfenen Thematik
ausfuhrlich dargestellt. Die methodische Anlage der
Interviewstudie wird in Abschnitt 3 geschildert. In
Abschnitt 4 werden drei Fallbeispiele der Inter-
viewstudie ausfiihrlich beschrieben. AbschlieRend
werden die Ergebnisse diskutiert und in den For-
schungsstand eingeordnet (Abschnitt 5).

2. Theoretischer Rahmen und Forschungs-
stand

2.1 Das Grundvorstellungskonzept

Grundvorstellungen — im Sinne von fachlich korrek-
ten, inhaltlichen Deutungen mathematischer Be-
griffe — werden als normative Leitlinien fir die Ge-
staltung von spezifischen Lehr-Lern-Prozessen her-
geleitet (Salle & Cliver, 2021; vom Hofe, 1995). Ziel
dieser Lehr-Lern-Prozesse ist es, dass die Lernenden
die normativ formulierten Grundvorstellungen in
ihre ,Erklarungs- und Handlungsmoglichkeiten in-
tegrieren” (vom Hofe, 1995, S. 125). Diese Integra-
tion soll nicht ausschlieBlich darin bestehen, dass die
Lernenden verschiedene normativ formulierte
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Grundvorstellungen als solche wiedergeben kénnen
(siehe dazu auch Abschnitt 2.2); vielmehr sollen sie
mithilfe entsprechend aufbereiteter Lernarrange-
ments, die bestimmte Grundvorstellungen aufgrei-
fen, dazu befahigt werden,

1) mathematischen Begriffen einen Sinn zu geben,

2) mit den Begriffen auf mentaler Ebene flexibel zu
operieren,

3) und die Begriffe anzuwenden (vom Hofe, 1995).

Die im ersten Punkt festgehaltene Sinnkonstituie-
rung basiert auf der in den Grundvorstellungen wirk-
sam werdenden Verkniipfung von Definitionen, An-
wendungen und Darstellungen der mathematischen
Begriffe. Durch diese den Grundvorstellungen inha-
rente Verknlipfung sollen die Lernenden angeregt
werden, die mathematischen Begriffe mit eigenen
Vorerfahrungen zu verbinden (z. B. Roth & Siller,
2016; Salle & Cluver, 2021; vom Hofe, 1995).

Das im zweiten Punkt angemerkte flexible mentale
Operieren setzt einen ,Aufbau entsprechender (vi-
sueller) Reprasentationen voraus” (vom Hofe, 1995,
S. 98). Dieses Operieren kann im Sinne des bewegli-
chen Denkens nach Roth (2005) aufgefasst werden,
als ,, das bewusste, aktive Verdandern einer evtl. zu-
nachst statischen Konfiguration einschlieRlich der
Reflexion der Konsequenzen dieser Veranderung”
(S.38).

Die drittens vermerkte Anwendung der Begriffe soll
vor allem in Aufgaben zu Modellierungskontexten o-
der zu innermathematischen Darstellungen sowie
Darstellungswechseln erfolgen (Stélting, 2008; vom
Hofe, 1995; vom Hofe & Blum, 2016). Um die mathe-
matischen Begriffe und die hierzu formulierten
Grundvorstellungen erfolgreich anwenden zu kon-
nen, missen die Lernenden nach Stélting (2008)
Uber sogenannte Grundkenntnisse verfligen. Diese
umfassen beispielsweise ,Kenntnisse zu Auswirkun-
gen von Eigenschaften mathematischer Konzepte
bei Ubersetzungsprozessen” (Stélting, 2008, S. 39)
und stellen notwendiges Wissen dar, um eine
Grundvorstellung Gberhaupt nutzen zu kénnen.

Zur weiteren Erlduterung einer Grundvorstellung als
eine inhaltliche Deutung eines mathematischen Be-
griffs wird im Folgenden auf den Herleitungsprozess
von Grundvorstellungen Bezug genommen: In der
Herleitung von Grundvorstellungen zu mathemati-
schen Begriffen werden Beziehungen zwischen Defi-
nitionen der Begriffe und realitditsnahen oder ma-
thematikbezogenen Phanomenen herausgearbeitet
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(Salle & Cluver, 2021). Zur Identifikation dieser Pha-
nomene wird hinterfragt, in welchen Kontexten die
mathematischen Begriffe zum Tragen kommen und
auch urspriinglich Anwendung fanden (Freudenthal,
1983; Salle & Cllver, 2021). Die herausgearbeiteten
Beziehungen zwischen den Definitionen und Phano-
menen werden klassifiziert. Aufbauend auf den re-
sultierenden Klassen, die sowohl die Definitionen als
auch die genannten Phanomene einschlieBen, kdn-
nen letztendlich Grundvorstellungen als fachlich kor-
rekte, inhaltliche Deutungen der mathematischen
Begriffe formuliert werden (Salle & Cliiver, 2021).
Eine inhaltliche Deutung kann in diesem Zusammen-
hang als eine ,, Auslegung” (Pfeifer, 1993, S. 218) der
mathematischen Begriffe verstanden werden, die
die mathematischen Begriffe mit den identifizierten
Phdanomenen in Beziehung setzt (Greefrath et al.,
2016a; vom Hofe & Blum, 2016).

Zum Ableitungsbegriff in schulischen Zusammen-
hiangen wurden in bisherigen mathematikdidakti-
schen Arbeiten vier Grundvorstellungen hergeleitet,
die an dieser Stelle in Anlehnung an Greefrath et al.
(20164a, 2016b) kurz benannt und skizziert werden.
Far ausfihrlichere Erlauterungen sei z. B. auf Biich-
ter und Henn (2010), Danckwerts und Vogel (2006),
Greefrath et al. (2016a, 2016b) und Roth und Siller
(2016) hingewiesen.

e Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle gibt
die lokale Anderungsrate der Funktion an dieser
Stelle an (Grundvorstellung der lokalen Ande-
rungsrate).

e Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle be-
stimmt die Steigung der Tangente —als Schmieg-
gerade — im entsprechenden Punkt (Grundvor-
stellung der Tangentensteigung).

e Fir differenzierbare Funktionen gilt, dass zu je-
dem Punkt des Funktionsgraphen eine Gerade
existiert, sodass der Funktionsgraph lokal appro-
ximativ um diesen Punkt hinreichend genau
durch diese Gerade dargestellt wird. Die Ablei-
tung gibt die Steigung dieser Geraden an (Grund-
vorstellung der lokalen Linearitdit).

e Die Ableitung an einer Stelle gibt an, wie stark
sich kleine Anderungen der unabhingigen auf
die abhangige Variable auswirken (Grundvor-
stellung des Verstdrkungsfaktors).

Die Herleitung von Grundvorstellungen ist auf der
sogenannten normativen Ebene des Grundvorstel-
lungskonzeptes verortet (Salle & Cliver, 2021; vom
Hofe, 1995). Im Zuge dieser Herleitung ist es mog-
lich, dass konkrete inhaltliche Deutungen ein und
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desselben mathematischen Begriffs in verschiede-
nen Kontexten zwar Unterschiede aufweisen, dass
jedoch die Gemeinsamkeiten dieser unterschiedli-
chen Deutungen letztendlich dazu fiihren, die unter-
schiedlichen Deutungen zu genau einer Grundvor-
stellung zusammenzufassen. Zum Beispiel kann die
Ableitung einer reellen Funktion als Momentange-
schwindigkeit, als Momentanbeschleunigung oder
auch als Grenzsteuersatz gedeutet werden (z.B.
Blichter & Henn, 2010; Greefrath et al., 2016a). Gibt
die abhangige GrolRe den Flacheninhalt eines Kreises
an, so wird in diesem Kontext durch die Ableitung
der Umfang des Kreises bestimmt (Blchter & Henn,
2010; Greefrath et al., 2016a). All diese Deutungen
werden der Grundvorstellung der lokalen Ande-
rungsrate zugeordnet (Greefrath et al., 2016a).

Von der normativen Ebene unterscheidet vom Hofe
(1995) unter anderem eine sogenannte deskriptive
Ebene.? Die Adjektive ,normativ” und ,deskriptiv”
beziehen sich nicht auf unterschiedliche Arten von
Grundvorstellungen, sondern auf unterschiedliche
Methoden, mit dem Grundvorstellungskonzept zu
arbeiten (vom Hofe & Blum, 2016, S. 232). Wahrend
auf der normativen Ebene die Herleitung von Grund-
vorstellungen verortet ist, fokussiert die deskriptive
Ebene eine ,deskriptive Erfassung von individuellen
Schilervorstellungen, die sich bei spezifischen Lern-
situationen zeigen” (vom Hofe, 1995, S. 128).

Vor allem auf der deskriptiven Ebene des Grundvor-
stellungskonzeptes werden Deutungen mathemati-
scher Begriffe durch Schilerinnen und Schiiler in den
Blick genommen (vom Hofe, 1995). Bzgl. dieser Deu-
tungen durch die Schilerinnen und Schiiler ist es
grundsatzlich denkbar, dass die beschriebene Viel-
falt der betrachteten Kontexte die Schiilerinnen und
Schiiler vor Herausforderungen stellt. Solche Her-
ausforderungen kénnen darin bestehen, dass den
Schilerinnen und Schiilern eine Deutung der mathe-
matischen Begriffe zwar in einem Kontext gelingt, in
einem anderen Kontext jedoch nicht. Dieses Phano-
men, dass Wissen bzw. Erfahrungen an einen kon-
kreten Kontext oder eine konkrete Situation gebun-
den sind, wird durch das Konzept der Subjektiven Er-
fahrungsbereiche (abgekirzt: SEB, Bauersfeld, 1983)
und allgemeiner durch die situated cognition (Brown
et al.,, 1989) beschrieben. Auf empirischer Ebene
zeigt diesbezliglich eine Studie von Pielsticker et al.
(2021) in der vierten Jahrgangsstufe fir das Themen-
gebiet geometrischer Korper auf, dass ein ,(ver-
meintlich bereits verfligbare[r]) allgemeinere[r] SEB
(beispielsweise SEB ,,geometrische Korper®) [...] kei-

nesfalls garantiert, dass das Wissen bzw. die Grund-
vorstellung auf neue dhnliche Situationen [...] ange-
wendet werden kann“ (S. 18).

Insofern liegt es nahe, dass insbesondere das Wis-
sen, dass der Ableitungsbegriff auf bestimmte Weise
gedeutet werden kann, nicht immer zur Anwendung
dieses Wissens in einer anderen Situation befihigt.
Die Unterscheidung von Nennung, Vernetzung und
Anwendung von Wissen lasst sich auch durch eine
Charakterisierung der jeweils zugrundeliegenden
Wissensarten ausdriicken. Auf verschiedene Wis-
sensarten und den Zusammenhang zu Grundvorstel-
lungen wird im ndchsten Abschnitt ndaher eingegan-
gen.

2.2 Wissensarten

In der Mathematikdidaktik werden verschiedene
Wissensarten unterschieden, die bzgl. eines Wis-
senserwerbs im Mathematikunterricht relevant sind
(z. B. Hiebert & Lefevre, 1986; Prediger et al., 2011;
Schneider, 2006). Eine zentrale Unterscheidung ist
die zwischen konzeptuellem Wissen und prozedura-
lem Wissen. Konzeptuelles Wissen wird als vernetz-
tes Wissen zu mathematischen Begriffen beschrie-
ben, das auch als Grundlage fir ein Verstandnis die-
ser Begriffe eingeschatzt wird (z.B. Hiebert &
Lefevre, 1986; Schneider, 2006; Zandieh, 2000).
Nach Lenz et al. (2019) umfasst das konzeptuelle
Wissen auch Grundvorstellungen (siehe auch Predi-
ger et al,, 2011).

Normativ hergeleitete Grundvorstellungen, wie die
in Kapitel 2.1 dargestellten vier Grundvorstellungen
zum Ableitungsbegriff, stellen folglich spezifisches
konzeptuelles Wissen dar, welches idealerweise aus-
gebildet werden soll. Im Rahmen dieser Ausbildung
wird in Bezug auf das konzeptuelle Wissen nicht al-
lein die Wiedergabe der fachlich korrekten, inhaltli-
chen Deutungen angestrebt, sondern vielmehr ein
tiefergehendes Verstandnis der mathematischen
Begriffe und der entsprechenden Deutungen. Dieses
Verstandnis kann sich im Sinne des konzeptuellen
Wissens z. B. durch Vernetzungen der Deutungen
mit anderen mathematischen Begriffen auszeichnen
(z. B. Hiebert & Lefevre, 1986; Schneider, 2006; Zan-
dieh, 2000). Im Hinblick auf die Grundvorstellung der
lokalen Anderungsrate (siehe Kapitel 2.1) kann das
konzeptuelle Wissen zum Ableitungsbegriff z. B. den
Zusammenhang von absoluter, mittlerer und mo-
mentaner Anderungsrate oder auch Wissen zum
Grenzwertbegriff umfassen.

Konzeptuelles Wissen kann auch als , deklaratives
Wissen [...], das tieferes Verstdandnis konstituiert”
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(Renkl, 2015, S. 4) beschrieben werden.® Deklarati-
ves Wissen bezieht sich auf ein ,Wissen-dass”. Dass
der Begriff der Ableitung als Tangentensteigung ge-
deutet wird, kann z. B. als deklaratives Wissen klas-
sifiziert werden.

Konzeptuellem und deklarativem Wissen wird in der
Literatur prozedurales Wissen gegenibergestellt
(Anderson, 1983; Hiebert & Lefevre, 1986). Dieses
wird als ,effizient anwendbares Handlungswissen
zur Losung von Routineproblemen” (Schneider,
2006, S. 22) beschrieben. Beispielsweise flihrt Moor-
mann (2009) das symbolische und graphische Diffe-
renzieren als Aufgaben an, fiir deren Bearbeitung
vor allem prozedurales Wissen bendtigt werde, wo-
bei jedoch gerade beim graphischen Differenzieren
auch konzeptuelles Wissen notwendig sei. Bzgl. des
Zusammenhangs der Wissensarten werden unter-
schiedliche Annahmen getroffen, wobei verschie-
dene Arbeiten davon ausgehen, dass einerseits kon-
zeptuelles Wissen eine Grundlage fir die Entwick-
lung prozeduralen Wissens sein kann, und anderer-
seits, dass konzeptuelles Wissen aus der Reflexion
prozeduralen Wissens entstehen kann (Engelbrecht
et al., 2000; Moormann, 2009; Rittle-Johnson et al.,
2001).

Wie genau Lernende die normativ formulierten
Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff tatsach-
lich in ihre ,Erkldarungs- und Handlungsmoglichkei-
ten integrieren” (vom Hofe, 1995, S. 125) — also, ob
sie z. B. bestimmte Deutungen des Ableitungsbe-
griffs, die auch in Bezug auf das Grundvorstellungs-
konzept diskutiert werden, im Sinne des deklarati-
ven Wissens nennen, im Sinne des konzeptuellen
Wissens vernetzen oder im Sinne des prozeduralen
Wissens routiniert anwenden kdnnen — wurde be-
reits in empirischen Arbeiten untersucht (z. B. Moor-
mann, 2009). Welche Forschungsergebnisse diesbe-
zuglich vorliegen, wird im nachsten Abschnitt naher
beleuchtet.

2.3 Empirische Ergebnisse zur Ableitung

In der TIMS-Studie, einer der ersten groR angelegten
internationalen Vergleichsstudien Gber mathema-
tisch-naturwissenschaftliche Kompetenzen von
Oberstufenschulerinnen und -schulern, die auch die
Differentialrechnung in den Blick nimmt, werden
Grundvorstellungen in den Formulierungen der zu
bearbeitenden Aufgaben operationalisiert (Baumert
et al., 1999). Schiilerinnen und Schiler aus Deutsch-
land hatten insbesondere Schwierigkeiten bei sol-
chen Aufgaben, die nicht mithilfe eines ihnen be-
kannten Rechenverfahrens algorithmisch gelost
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werden kénnen, sondern die im Sinne des Grundvor-
stellungskonzepts das flexible Anwenden mathema-
tischer Begriffe oder das mentale Operieren mit die-
sen erfordern. Dies betrifft z. B. insbesondere auch
Aufgaben, die die Grundvorstellung der Tangenten-
steigung oder der lokalen Anderungsrate adressie-
ren (z. B. Baumert et al., 1999; Baumert et al., 2000).

Als eine Reaktion unter anderem auf diese Ergeb-
nisse wurde im Rahmen der Einfihrung des Kompe-
tenzbegriffs auch die Orientierung an Grundvorstel-
lungen explizit in Lehrpldne aufgenommen (Bil-
dungsstandards fir die Allg. Hochschulreife, Stan-
dige Konferenz der Kultusminister der Lander in der
Bundesrepublik Deutschland, 2015; Nds. Kerncurri-
culum fir das Gymnasium gymn. Oberstufe, Nieder-
sachsisches Kultusministerium, 2018). Mittlerweile
wurden zudem verschiedene Lernarrangements und
Unterrichtsmaterialien entwickelt, in denen die
Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff zum Tra-
gen kommen (z. B. Hahn & Prediger, 2008; Salle &
vom Hofe, 2020; Weber et al., 2016).

Gegenliber dieser normativen Perspektive fanden
sich bei einer Literaturrecherche wenige empirische
Studien, die am Ende der Sekundarstufe Il verortet
sind und individuelle Vorstellungen zur Ableitung re-
konstruieren (Beck et al., 2020; Moormann, 2009).
Die genannten Studien lassen sich zum hier vorlie-
genden Erkenntnisinteresse nur in Ansatzen in Ver-
bindung bringen: Beck et al. (2020) stellen eine Stu-
die in der elften Jahrgangsstufe in Baden-Wiirttem-
berg und Frankreich vor und berichten von Uber-
schneidungen zwischen rekonstruierten individuel-
len Vorstellungen und der Grundvorstellung der lo-
kalen Linearitat. Der Schwerpunkt des Beitrags liegt
auf einem kulturvergleichenden theoretischen Blick
auf das Grundvorstellungskonzept und weniger auf
einer systematischen Darstellung empirischer Er-
gebnisse. So wird eine theoretische Zusammenfiih-
rung des Grundvorstellungskonzepts und der in
Frankreich etablierten Theorie des Mathematical
Working Space vorgenommen. In letztgenannter
Theorie werden eine kognitive und eine epistemolo-
gische Ebene mathematischer Lehr-Lern-Prozesse
ausdifferenziert.

Moormann (2009) untersucht den Zusammenhang
konzeptuellen und prozeduralen Wissens von Schi-
lerinnen und Schiilern der elften Jahrgangsstufe zum
Ableitungsbegriff. Weitere Schwerpunkte der Studie
liegen auf der Bedeutung des Vorwissens sowie
Kenntnissen bzgl. formaler Schreibweisen im Be-
reich der Differentialrechnung. Grundvorstellungen
werden explizit als solche nur kurz thematisiert und
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neben ,Grundtechniken des Differenzierens” als
,eine wichtige Basis fur ein gutes Begriffsverstand-
nis“ (Moormann, 2009, S. 62) angefiihrt. Im Rahmen
der Ergebnisse zum konzeptuellen Wissen lassen
sich jedoch fiir diesen Beitrag wichtige Erkenntnisse
zu inhaltlichen Deutungen des Ableitungsbegriffs
herausarbeiten:

Insgesamt zeigt Moormann (2009) fir die Qualifika-
tionsphase, wie auch Klinger (2018) fir die Einfiih-
rungsphase, dass den Schiilerinnen und Schiilern in
Deutschland bzgl. des Ableitungsbegriffs vor allem
die Deutung der Ableitung als momentane Steigung
an einer Stelle des Funktionsgraphen oder als Tan-
gentensteigung bekannt sind. Ein vergleichbarer Be-
fund zeigt sich flir hohere Klassenstufen auch in in-
ternationalen Studien (z. B. Hahkioniemi, 2006; Zan-
dieh, 1997) sowie in einer von Greefrath et al. (2023)
mit Studienanfangerinnen und -anféangern an deut-
schen Universitaten durchgefiihrten Untersuchung:
Durch individuelle Einschatzungen verschiedener Er-
klarungsmoglichkeiten des Ableitungsbegriffs, die
sich an den zum Ableitungsbegriff formulierten
Grundvorstellungen orientieren, stellt sich heraus,
dass Studierende Ubereinstimmungen zwischen al-
len vier Erklarungsmaglichkeiten und ihrem eigenen
Denken erkennen (Greefrath et al., 2023). Die grof3-
ten Ubereinstimmungen liegen bei Erklarungen vor,
die auf der Grundvorstellung der Tangentensteigung
beruhen (Greefrath et al., 2023).

Beziiglich dieser und weiterer Erklarungen bzw. in-
haltlichen Deutungen des Ableitungsbegriffs geben
ausgewahlte Studien Anlass zur Vermutung, dass
zwischen einerseits der Kenntnis und andererseits
dem erfolgreichen Anwenden der fachlich korrek-
ten, inhaltlichen Deutungen eine Diskrepanz besteht
(Klinger, 2018; Moormann, 2009; Orhun, 2013). So
stellt Orhun (2013) die These auf, dass Studienan-
fangerinnen und -anfangern zwar bestimmte Defini-
tionen und Deutungen des Ableitungsbegriffs be-
kannt sind, diese jedoch in gewissen Aufgaben nicht
genutzt werden:

Although a definition of the derivative via limit was
known by the students, it is determined that they have
difficulty using this relationship. [...] Similarly, alt-
hough a geometric interpretation of the derivative was
known, for the f(x) function, values of f‘(0) =3
and f‘(—1) could not be understood. (Orhun, 2013,
S. 148)

Orhun (2013) beschreibt, dass die Studierenden
Schwierigkeiten haben, Beziehungen zwischen ver-

schiedenen Darstellungen der Ableitung herzustel-
len; eine systematische Aufarbeitung weiterer

Grinde fir die Schwierigkeiten, die bekannten Defi-
nitionen bzw. Deutungen zu nutzen, wird in dem Bei-
trag nicht vorgenommen.

Die berichteten Lernendenschwierigkeiten zeigen
sich insbesondere beim graphischen Differenzieren:
Einem Grof3teil der Lernenden sind zwar die zur L6-
sung nitzlichen Deutungen des Ableitungsbegriffs
bekannt, dennoch bereiten vielen von ihnen das L6-
sen graphischer Differenzierungsaufgaben Schwie-
rigkeiten (Klinger, 2018; Moormann, 2009). Bezlig-
lich der Schwierigkeiten beim graphischen Differen-
zieren von Schilerinnen und Schiilern der Einfih-
rungsphase fasst Klinger (2018) zusammen,

dass Schiilerinnen und Schiiler das symbolische Diffe-
renzieren via Kalkil insgesamt gut beherrschen. Auf-
gaben zum graphischen Differenzieren wiesen hinge-
gen deutlich geringere Losungsquoten auf, wenngleich
erkennbar war, dass die Thematik bereits hdufig Be-
standteil des Unterrichts entsprechender Schiilerinnen
und Schiler gewesen sein muss. Insgesamt scheint die
Vorstellung der Ableitungsfunktion als Steigung der
Tangente sowie als Anderungsrate durchaus verbreitet.
(Klinger, 2018, S. 427)

Auch Moormann (2009) stellt fest, dass in einer von
ihr als leistungsstark eingeschatzten Gruppe an Elft-
klasslerinnen und -klasslern, ,,das graphische Diffe-
renzieren [...] in erster Linie treffend erklart aber we-
niger erfolgreich ausgefuhrt“ (Moormann, 2009,
S. 150) wird, wobei sich letzteres zum Beispiel darin
zeigt, dass schlussendlich eine anndhernde Repro-
duktion des Ausgangsgraphen stattfindet. Gleichzei-
tig geht aus der Studie hervor, dass allen Lernenden
dieser Gruppe die Deutung der Ableitung als mo-
mentane Steigung und als Tangentensteigung be-
kannt ist, insofern, als dass diese Lernenden , die an-
gegebene Vorstellung bzw. den angegebenen Begriff
im Interview zweifelsfrei explizit machen” (Moor-
mann 2009, S. 151/152).

Wahrend die Ergebnisse nachvollziehbar vor dem
Hintergrund der Theorie des konzeptuellen und pro-
zeduralen Wissens beschrieben und diskutiert wer-
den, bleibt eine systematische Aufarbeitung mogli-
cher Griinde, warum genau eine erfolgreiche An-
wendung bestimmter bekannter Deutungen aus-
bleibt, weitestgehend offen. Inwiefern die inhaltli-
chen Deutungen den Lernenden bekannt sind und
wie genau sich deren nicht erfolgreiche Anwendung
zeigt, ware insbesondere flir mogliche vertiefende
Untersuchungen und die Gestaltung entsprechen-
der unterrichtlicher Forderkonzepte wiinschenswert
zu erforschen.
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2.4 Zusammenfassung und Forschungsfragen

Zusammenfassend zeigen ausgewadhlte Studien so-
wohl aus der schulischen Oberstufe als auch dem
Hochschulkontext, dass Lernenden bestimmte fach-
lich korrekte, inhaltliche Deutungen des Ableitungs-
begriffs bekannt sind, die auch mit Bezug auf das
Grundvorstellungskonzept diskutiert werden (insbe-
sondere Ableitung als (Tangenten-)Steigung) (z. B.
Greefrath et al., 2023; Klinger, 2018; Moormann,
2009). Kénnen Schilerinnen und Schiiler eine inhalt-
liche Deutung des Ableitungsbegriffs nennen, kann
insbesondere von vorhandenem deklarativen Wis-
sen ausgegangen werden. Einige der Studien geben
gleichzeitig Hinweise, dass dieses deklarative Wis-
sen, also diese Deutungen, nicht bzw. nicht erfolg-
reich in entsprechenden Aufgabenbearbeitungen
angewendet wird (Klinger, 2018; Moormann, 2009;
Orhun, 2013). Es ist also entscheidend, Schilerinnen
und Schiiler zur Anwendung inhaltlicher Deutungen
im Rahmen innermathematischer oder sachkontext-
bezogener Probleme zur Differentialrechnung zu be-
fahigen und die Schiilerinnen und Schiler entspre-
chend zu fordern.

Flr diese Forderung sowie flr das Herausarbeiten
empirischer Grundlagen weiterer Forschungsvorha-
ben zu diesem Themenbereich ist es grundlegend,
die Diskrepanz zwischen Kenntnis und Anwendung
inhaltlicher Deutungen des Ableitungsbegriffs zu-
nachst ausfiihrlich zu beschreiben und dariber hin-
aus mogliche Griinde herauszuarbeiten, warum die
Anwendung nicht gelingt. Diesbezlglich liegen je-
doch fiir die Differentialrechnung in der gymnasialen
Oberstufe kaum Ergebnisse vor. Insbesondere ist of-
fen, inwiefern sich die Diskrepanz zwischen Kenntnis
und Anwendung fachlich korrekter, inhaltlicher Deu-
tungen auch noch am Ende der Qualifikationsphase
zeigt und begriindet werden kann, also im letzten
Schuljahr nachdem der Ableitungsbegriff in der
Schule abschlieBend thematisiert wurde.

Dementsprechend wird in diesem Beitrag folgenden
Forschungsfragen nachgegangen:

Welche Schwierigkeiten von Schiilerinnen und Schii-
lern der Qualifikationsphase kénnen bei der Anwen-
dung (ihnen bekannter) fachlich korrekter, inhaltli-
cher Deutungen des Ableitungsbegriffs rekonstruiert
werden?

Welche mdéglichen Griinde kénnen fiir diese Schwie-
rigkeiten herausgearbeitet werden?

Zur Beantwortung dieser Forschungsfragen wurde
eine Interviewstudie durchgefiihrt, in der inhaltliche

math.did. 47(2024)

Deutungen des Ableitungsbegriffs durch Schiilerin-
nen und Schiler im Mittelpunkt stehen. In der Vor-
bereitung der Interviewstudie und Datenauswer-
tung dienten die in Abschnitt 2.1 dargestellten
Grundvorstellungen des Ableitungsbegriffs als Ori-
entierung. Gleichzeitig wurde wahrend des gesam-
ten Forschungsprozesses insbesondere auch Offen-
heit gegeniber inhaltlichen Deutungen bewahrt, die
sich in bereits formulierten Grundvorstellungen
nicht wiederfinden (sieche Weber, 2007 und Ab-
schnitt 3.1).

Zwar konnen die fachlich korrekten, inhaltlichen
Deutungen des Ableitungsbegriffs, die den Schiile-
rinnen und Schiilern bekannt sind, Gemeinsamkei-
ten mit den normativ formulierten Grundvorstellun-
gen aufweisen, missen dies jedoch nicht zwangslau-
fig. Aus diesem Grund wird in den Forschungsfragen
auch der Begriff der ,Deutung” und nicht der
»,Grundvorstellung” gewdahlt. Des Weiteren wird
durch diese Begriffswahl eine Prazision in der Daten-
auswertung verfolgt, die darin besteht, die den Ler-
nenden bekannten Deutungen als solche konkret zu
beschreiben und zu analysieren sowie nicht vor-
schnell einer Grundvorstellung zuzuordnen.

3. Anlage der Studie

3.1 Datenerhebung

Die Datenerhebung erfolgte mittels halbstrukturier-
ter Leitfadeninterviews. Diese Methode wurde aus-
gewadhlt, um den Schiilerinnen und Schiilern ausrei-
chend Raum fir die Elaboration von Deutungen des
Ableitungsbegriffs zu geben. Des Weiteren boten die
Interviews einen groRen Gestaltungsspielraum bzgl.
der Einbindung von zu bearbeitenden Aufgaben, bei
denen eine Anwendung inhaltlicher Deutungen so-
wie das Anfertigen von Notizen oder Skizzen zielfuh-
rend sind. Situationen im Interview, in denen eine
Anwendung einer inhaltlichen Deutung zur Losung
einer innermathematischen oder sachkontextbezo-
genen Aufgabe zum Ableitungsbegriff zielfihrend
ist, werden im Folgenden als einschlégige Anwen-
dungssituationen bezeichnet. Die Identifikation und
Beschreibung einschlagiger Anwendungssituationen
im Interview, in denen die besagte Anwendung einer
den Lernenden bekannten Deutungen nicht erfolgt
bzw. nicht gelingt, waren zentral fir eine datenba-
sierte Beantwortung der Forschungsfragen (detail-
lierter in Abschnitt 3.2). Das Format einer Inter-
viewstudie wurde vor allem auch gewahlt, um an-
ders als bei z. B. ausschlieBlich schriftlichen Befra-
gungen gezielte Nachfragen zu Lernenden&ulRerun-
gen stellen zu kénnen, insbesondere zu Deutungen
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und (alternativen) Wegen der Aufgabenbearbeitun-
gen.

Es wurden 30 Oberstufenschilerinnen und -schiiler
der Qualifikationsphase von vier Gesamtschulen und
acht Gymnasien in Niedersachsen und Nordrhein-
Westfalen im Alter von 17 bis 19 Jahren interviewt.
Die Erhebung fand mit Schiilerinnen und Schiilern
statt, die zum Zeitpunkt der Interviews angaben, ein
mathematiknahes Studium beginnen zu wollen (z. B.
Mathematik, Informatik, Physik, BWL etc.). Diese
Auswahl ist darin begriindet, dass die Interviews im
Rahmen eines Forschungsprojekts zum Ubergang
von der Schule zur Hochschule entstanden sind.*

Um eine reichhaltige Datengrundlage zu gewahrleis-
ten, wurde die Stichprobe in mehrerlei Hinsicht he-
terogen zusammengesetzt: Erstens wurden, wie be-
reits beschrieben, Lernende von verschiedenen
Schultypen in verschiedenen Bundeslandern ausge-
wahlt. Zweitens belegten die Schilerinnen und
Schiller das Fach Mathematik sowohl als Grund- (11
Lernende) als auch als Leistungskurs (19 Lernende).
Drittens lagen die Zeugnisnoten der Schilerinnen
und Schiiler im Fach Mathematik zwischen 5 und 15
Punkten, was eine hohe Spannweite der Leistung
zeigt.

Durchgefiihrt wurden die Interviews drei bis sechs
Monate vor den Abiturprifungen 2020, d. h. am
Ende der Schullaufbahn der Lernenden, sodass der
Ableitungsbegriff ausfihrlich im Unterricht themati-
siert worden war. Die Interviews weisen eine Lange
zwischen 45 und 75 Minuten auf. Die Lange hangt
sowohl vom Antwortverhalten als auch von der zur
Verfligung gestandenen Zeit der Probandinnen und
Probanden ab.

Zur Vergleichbarkeit der Interviewdaten wurde auf
Basis verschiedener Arbeiten zu Grund- und indivi-
duellen Vorstellungen ein Interviewleitfaden konzi-
piert, der den von Helfferich (2011) formulierten An-
forderungen an einen Leitfaden genligt (siehe auch
z. B. Hafner, 2012; Sto6lting, 2008; Wartha, 2007). So
genigt der Leitfaden der Anforderung, Springe und
Themenwechsel zu vermeiden. Auch wurde ein rea-
listisches Pensum an Fragen ausgewadhlt, um den
Schiilerinnen und Schiilern geniigend AuRerungszeit
zu lassen sowie um ausreichend Zeit fiir eventuelle
Nachfragen zu haben. Des Weiteren wurde die An-
forderung, Offenheit im Interview zu wahren, durch
offene Fragen sowie eine nicht fest gesetzte Reihen-
folge der Themenbldcke und Fragen beriicksichtigt.
Hierdurch wurde insbesondere auch das Ziel ver-
folgt, individuellen Vorstellungen trotz normativ for-
mulierter Grundvorstellungen nicht ausschlieRlich

mit einer ,Uberprifend-kontrollierenden Haltung”
(Weber, 2007, S. 113) zu begegnen. AulRerdem sollte
ermoglicht werden, dass vielfdltige individuelle Deu-
tungen eingebracht werden kénnen, die auch ggf.
bisher nicht durch eine Grundvorstellung erfasst
wurden (siehe Weber, 2007).

Insgesamt umfasst der Interviewleitfaden fiinf The-
menblécke zur Ableitung®, die wie folgt betitelt sind:
(1) Einstieg, (2) Vernetzung, (3) Graphisches Diffe-
renzieren, (4) Realitdtsnaher Anwendungskontext
und (5) Funktionenlupe. Diese fiinf Themenbl&cke
werden im Folgenden genauer beschrieben und be-
griindet.

(1) Einstieg: Im Sinne der soeben angestrebten Of-
fenheit in den Interviews begannen die Interviews
mit der Frage, was den Schiilerinnen und Schiilern
alles zum Ableitungsbegriff einfalle. AnschlieRend
wurden die Schiilerinnen und Schiiler hinsichtlich
der Forschungsfragen nach moglichen Deutungen
und Anwendungen des Ableitungs- und Integralbe-
griffs sowie nach bekannten Anwendungsaufgaben
hierzu gefragt (z. B.: Wie wirdest du einem Schul-
freund erklaren, was der Begriff ,Ableitung’ bedeu-
tet? Welche Anwendungsaufgaben zur Ableitung
fallen dir ein?).

Wahrend der Intervieweinstieg sich nicht an norma-
tiven Analysen orientierte (wie erldutert mit dem
Ziel, eine vorrangig Uberprifende Haltung zu ver-
meiden), wurden die folgenden Themenblécke aus-
gewahlt, um die in Abschnitt 2.1 dargelegten Grund-
vorstellungen gezielt zu adressieren.® Die Grundvor-
stellungen dienten somit als Leitlinie bei der Formu-
lierung von weiteren Fragen und bei der Erstellung
und Auswahl von weiteren Aufgaben.

(2) Vernetzung: In einem weiteren Themenblock
wurden Fragen zu Verbindungen verschiedener, in
den Grundvorstellungen zur Ableitung aufkommen-
den, Begriffen gestellt (z. B. wie der Ableitungsbe-
griff mit den Begriffen ,Steigung”, , Tangente”, ,Se-
kante“, ,Anderungsrate und ,Grenzwert” zusam-
menhéngt). Auch Verbindungen des Ableitungsbe-
griffs zu verwandten Begriffen wie ,Funktion” und
yIntegral“ wurden erfragt. Dieser Themenblock
wurde gewahlt, um durch die Nennung ausgewahl-
ter Begriffe wie z. B. ,Tangente” oder ,Steigung”
normative Analysen in die Datenerhebung einzubin-
den, gleichzeitig jedoch Deutungen des Ableitungs-
begriffs nicht vollstandig vorzugeben.

(3) Graphisches Differenzieren (Teil eins): Des Weite-
ren wurden die Lernenden — wie in zahlreichen em-
pirischen Studien durchgefiihrt (z. B. Klinger, 2018;
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Moormann, 2009) oder in unterrichtspraktischen
Ausfiihrungen zu Vorstellungen bzgl. der Differenti-
alrechnung vorgeschlagen (z. B. Blichter & Henn,
2010; Salle & vom Hofe, 2020) — zum graphischen
Differenzieren und zur Begriindung des Vorgehens
beim graphischen Differenzieren aufgefordert. In
diesem Themenblock wurde zunachst eine Parabel,
der Graph einer konstanten sowie linearen Funktion
und der Graph der Betragsfunktion betrachtet und
diskutiert, ob die dargestellten Funktionen jeweils
abgeleitet werden kdnnen, bevor anschlieBend je
nach Diskussionsergebnis zum graphischen Differen-
zieren ausgewadhlter Funktionen aufgefordert
wurde. Vor allem die Diskussion der Betragsfunktion
wurde hinsichtlich der Forschungsfragen als eine
einschlagige Anwendungssituation eingestuft, da
bestimmte Deutungen des Ableitungsbegriffs wie
z. B. die der Tangentensteigung oder die der lokalen
Anderungsrate zur Begriindung der Nicht-Differen-
zierbarkeit zielfihrend sind. Hinsichtlich des For-
schungsinteresses wurde dieser Themenblock also
ausgewahlt, um eventuelle Schwierigkeiten der An-
wendung inhaltlicher Deutungen beschreiben und
analysieren zu kénnen. Je nach Gesprachsverlauf
wurden in diesem Themenblock weitere Graphen
anderer ganzrationaler Funktionen (vgl. Abb. 1a),
insbesondere auch mit Sprungstellen (vgl. Abb. 1b)
oder Definitionsliicken (vgl. Abb. 1c), hinsichtlich der
Frage der Differenzierbarkeit thematisiert.

Abb. 1a: Graph einer ganzrationalen Funktion

\

Abb. 1b: Graph mit Sprungstellen
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Abb. 1c: Graph mit Definitionsliicke

(4) Realitéitsnaher Anwendungskontext und graphi-
sches Differenzieren (Teil zwei): In einem weiteren
Themenblock stand die Interpretation der Ableitung
im Rahmen realitdtsnaher Zusammenhange im Zent-
rum. Dazu wurde den Lernenden folgender Funkti-
onsgraph (vgl. Abb. 2) prasentiert und zunachst of-
fen gefragt, welche realitatsnahen Zusammenhange
der Funktionsgraph darstellen konnte.

.‘/\\

Abb. 2:  Funktionsgraph im Themenblock Anwendungskon-

text

Anschlieend wurde nach Deutungen der Ableitung
im selbst gewahlten Kontext gefragt. Unter anderem
zur besseren Vergleichbarkeit der Interviews, wurde
der Funktionsgraph in jedem Interview auch in ei-
nem Zeit-Geschwindigkeit-Kontext interpretiert.
Dazu sollte am abgebildeten Graphen die Geschwin-
digkeit eines Einrads abgelesen werden. In diesem
Fall wurde eine passende Beschriftung und Skalie-
rung der Achsen vorgegeben. Erneut wurde erfragt,
wie die Ableitung in diesem Sachzusammenhang zu
deuten sei. Im Interview ergab sich damit nochmals
eine einschlagige Anwendungssituation, in der die
Anwendung einer Deutung (diesmal bzgl. eines rea-
litditsnahen Sachzusammenhangs) zielfiihrend war
und anhand der eventuelle Schwierigkeiten der An-
wendung inhaltlicher Deutungen analysiert werden
konnten. Je nachdem, wie ausfiihrlich der zuvor be-
schriebene Themenblock zum graphischen Differen-
zieren im Interview entfaltet wurde, forderte die In-
terviewerin die Schilerinnen und Schiler auf, auch
im Rahmen des realitdtsnahen Sachzusammenhangs
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graphisch zu differenzieren und das jeweilige Vorge-
hen zu begrinden.

(5) Funktionenlupe: In diesem Themenblock des In-
terviews, der in der Regel am Ende des Interviews
verortet war, wurde die Frage aufgegriffen, wie der
in Abbildung 2 dargestellter Funktionsgraph an aus-
gewahlten Punkten bei starker VergrofRerung ausse-
hen wirde (siehe Funktionenlupe in Elschenbroich,
2015). Die Lernenden wurden auch explizit danach
gefragt, ob sie bzgl. dieser Frage einen Zusammen-
hang zum Ableitungsbegriff herstellen kénnen. Des
Weiteren wurden sie gebeten, zu folgender Aussage
Stellung zu nehmen: ,,Jede Funktion lasst sich in ei-
nem kleinen Bereich durch eine lineare Funktion an-
ndahern”. Dieser Themenblock wurde in das Inter-
view aufgenommen, um auch die Grundvorstellung
der lokalen Linearitdt zu adressieren und eine wei-
tere, zur Beantwortung der Forschungsfrage wich-
tige Anwendungssituation von inhaltlichen Deutun-
gen der Ableitung in das Interview einzubetten.

Im Rahmen der Interviews wurden die Schiilerinnen
und Schiiler stets ermuntert, ihre Denkprozesse und
ihr Vorgehen wahrend der Aufgabenbearbeitungen
zu verbalisieren (Doring & Bortz, 2016). Um detail-
lierte Auswertungen durchfiihren zu kénnen, wur-
den die Interviews videographiert. Auf genaue Vor-
gehen der Datenauswertung wird im nachsten Ab-
schnitt eingegangen.

3.2 Datenauswertung

Zur Datenauswertung wurde das Videomaterial zu-
nachst in Anlehnung an Dresing und Pehl (2018) so-
wie Kuckartz und Radiker (2022) transkribiert. Eine
Transkriptionslegende findet sich am Ende des Bei-
trags. Die Transkripte wurden in einzelne thematisch
abgeschlossene Szenen gegliedert (z. B. ,Einstieg”,
,Graphisches Differenzieren”, ,Zeit-Geschwindig-
keit-Diagramm®) (siehe Krummheuer & Naujok,
1999; Tiedemann, 2020). Die Szenen orientieren sich
an den im Interviewleitfaden festgehaltenen The-
menblécken (siehe Abschnitt 3.1) und Fragestellun-
gen sowie insbesondere an den in das Interview ein-
gebundenen Aufgaben. Aufgrund der Offenheit ge-
geniber den LernendendulRerungen und nicht im In-
terviewleitfaden vermerkter Nachfragen wurden zu-
dem Szenen identifiziert, die sich nicht aus dem In-
terviewleitfaden ergaben. Die Gliederung in einzelne
Szenen wurde in der weiteren Datenauswertung ge-
nutzt, um das Datenmaterial zuganglich zu machen
und einzelne Szenen als thematisch abgeschlossene
Einheiten detailliert analysieren zu kénnen. AuRer-

dem konnten mithilfe der Gliederung Interviewsze-
nen schneller in den gesamten Interviewverlauf ein-
geordnet und mit anderen Szenen (auch aus ande-
ren Interviews) verglichen werden.

Hinsichtlich einer geplanten Sequenzanalyse wur-
den Interpretationsansétze, die beziiglich der in die-
sem Beitrag im Fokus stehenden Forschungsfragen
wahrend des Gliederungsprozesses aufkamen, sys-
tematisch als Memos festgehalten, um diese im wei-
teren Analyseprozess reflektiert anderen Interpreta-
tionsmoglichkeiten gegenliberzustellen.

Szenenauswahl: Die Auswahl empirisch relevanter
Szenen erfolgte in drei Schritten. Erstens wurden die
Interviews hinsichtlich Szenen gesichtet, in denen
die Lernenden fachlich korrekte, inhaltliche Deutun-
gen des Ableitungsbegriffs nennen und elaborieren;
also Szenen, aus denen hervorgeht, dass den Ler-
nenden bestimmte Deutungen bekannt sind. Bei-
spielhaft sei auf ein Interview verwiesen, in dem
eine Schilerin die Deutung der Ableitung als Stei-
gung wie folgt erldutert: ,Die Ableitung ist auch die
Steigung in einem Punkt.” Diese Aussage elaboriert
die Schiilerin in der entsprechenden Szene: , [Bei ei-
ner Ableitung] kann man flir x immer einen Wert
einsetzen und dann gucken genau an dem Punkt,
wie die Steigung da ist.“ Die entsprechende Szene
wurde im ersten Schritt der Szenenauswahl folglich
als empirisch relevant eingestuft.

In einem zweiten Schritt wurden Szenen identifiziert,
in denen die Anwendung der bekannten Deutung
zur Losung einer Aufgabe zielfiihrend ist. Es wurden
also Szenen mit einschlagigen Anwendungssituatio-
nen identifiziert (siehe Abschnitt 3.1). Bezliglich die-
ses zweiten Schritts der Szenenauswahl kann zum
Beispiel eine Szene im soeben erwdhnten Interview
der Schilerin angefiihrt werden, in der zum graphi-
schen Differenzieren aufgefordert wird. In diesem
Rahmen kann die Anwendung der der Schiilerin be-
kannten Deutung als Steigung als zielfihrend ange-
sehen werden.

In einem dritten Schritt wurden von den im zweiten
Schritt identifizierten Szenen diejenigen ausgewihlt,
in denen im Sinne der Forschungsfragen die Anwen-
dung der bekannten Deutung in einer entsprechen-
den Aufgabenbearbeitung nicht oder nicht erfolg-
reich erfolgt. Beispielsweise stellt sich in einer Szene
des Interviews mit der Schilerin heraus, dass das
graphische Differenzieren nicht gelingt, was sich in
der entsprechenden Szene auch in Aussagen wider-
spiegelt wie: ,Wenn der Funktionsgraph steigt, dann
fallt die Ableitung”.

mathematica didactica 47 (2024) — freier Beitrag



Hinsichtlich der Forschungsfragen wurden zusam-
menfassend diejenigen Szenen fir detaillierte Ana-
lysen ausgewahlt, die die folgenden Kriterien erfil-
len:

1) Es lasst sich auf Basis im Interview getitigter Au-
Rerungen und Handlungen rekonstruieren, dass
der Schilerin bzw. dem Schiiler mindestens eine
fir die Aufgabenlosung zielfihrende, fachlich
korrekte, inhaltliche Deutung des Ableitungsbe-
griffs bekannt ist.

2) Die bekannte Deutung wird vom Schiler bzw.
von der Schiilerin nicht oder nicht erfolgreich im
Rahmen der Aufgabenlésung angewendet, ob-
wohl dies in der Situation zielfiihrend ware.

Aufgrund einer Vielzahl von potentiell empirisch re-
levanten Szenen wurden sieben Interviews vom For-
schungsteam ausgewahlt, die besonders reichhal-
tige Szenen enthalten. Diese sieben Interviews wur-
den von zwei der Autorinnen bzw. Autoren noch-
mals unabhangig voneinander detailliert hinsichtlich
empirisch relevanter Szenen gesichtet, die den oben
genannten zwei Kriterien entsprechen. Ein Vergleich
der jeweils von Autorin und Autor identifizierten
Szenen zeigte eine hohe Ubereinstimmung. Wurden
Szenen nur von einer Person identifiziert, wurde ge-
meinsam geprift, inwieweit die Kriterien fir empi-
risch relevante Szenen erfillt waren.

Szenenanalyse: Alle in den sieben Interviews identi-
fizierten empirisch relevanten Szenen wurden se-
guenzanalytisch beschrieben und interpretiert. Die
Analyse basierte auf folgenden fiinf Schritten, die
u. a. auch im Rahmen von Interaktionsanalysen von
Unterrichtsszenarien herangezogen werden
(Krummheuer & Naujok, 1999; Tiedemann, 2020):

1) Gliederung der Szene in Sinnabschnitte

2) Beschreibung der Szene nach dem ersten Ein-
druck

3) Analyse der EinzelduRerungen und Entwicklung
von alternativen Interpretationen dieser AuRe-
rungen

4) Turn-by-Turn-Analyse

5) Zusammenfassende Interpretation

Die zusammenfassende Interpretation fokussierte
abschlieRend folgende Leitfragen:

e Inwieweit ist die Schilerin bzw. der Schiler in
der Lage, Deutungen des Ableitungsbegriffs an-
zuwenden?
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e Welche Schwierigkeiten kdnnen bei dieser An-
wendung rekonstruiert und beschrieben wer-
den?

e Welche moglichen Grinde kénnte es fir diese
Schwierigkeiten geben?

Szenen, mithilfe derer hinsichtlich der zweiten For-
schungsfrage mogliche Griinde herausgearbeitet
werden konnten, wurden dann nochmals in einem
grofleren Forschungsteam sequenzanalytisch analy-
siert, um die Interpretation der jeweiligen Szenen in-
tersubjektiv zu priifen.

Fiir den vorliegenden Beitrag wurde ein Fallstu-
diendesign ausgewahlt, um die Diskrepanz zwischen
Kenntnis und Anwendung fachlich korrekter, inhalt-
licher Deutungen ausfihrlich zu beschreiben und
mogliche Griinde fiir diese Diskrepanz detailliert
herauszuarbeiten. Die drei Fallbeispiele wurden fir
diesen Beitrag ausgewahlt, weil bezlglich dieser
Fallbeispiele die jeweiligen Griinde der nicht erfolg-
reichen Anwendung besonders eindriicklich darge-
stellt und anhand anderer Studien untermauert wer-
den kénnen. Des Weiteren wurden die drei Falle aus-
gewadhlt, da eine hohe Relevanz der Fallbeispiele so-
wie der ausgewahlten Szenen fir die Forschungsfra-
gen durch das Forschungsteam bestatigt wurde.
Diese Szenen und Interpretationen werden im Fol-
genden fallspezifisch — d. h. jeweils auf die inter-
viewte Person bezogen — beschrieben und disku-
tiert.

4. Ergebnisse

Auf Basis der in Abschnitt 3 beschriebenen Szenen-
auswahl und -analyse werden im Folgenden fallbe-
zogen einschlagige Anwendungssituationen be-
schrieben und interpretiert, in denen die interview-
ten Schiilerinnen und Schiler eine ihnen bekannte
fachlich korrekte, inhaltliche Deutung nicht oder
nicht erfolgreich anwenden. Durch welche Inter-
viewszenen rekonstruiert wurde, dass die Schilerin-
nen und Schiiler eine bestimmte Deutung der Ablei-
tung kennen, wird ebenfalls dargestellt. Aus Grin-
den der Lesbarkeit basiert die Darstellung der Ergeb-
nisse auf zusammenfassenden Beschreibungen und
Interpretationen dieser Anwendungssituationen,
die sich im Analyseprozess bewahrt haben.

In allen dargestellten Fallbeispielen wird die Deu-
tung der Ableitung als Steigung beleuchtet und da-
mit jene Deutung, die — wie im Forschungsstand auf-
gezeigt — Oberstufenschiilerinnen und -schiilern mit
am bekanntesten ist (vgl. Abschnitt 2.3). Dies spie-
gelt sich in der hier beschriebenen Studie auch inso-
fern wider, als dass diese Deutung von den meisten
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Schilerinnen und Schilern im Interview ohne Nach-
fragen genannt und im Vergleich zu anderen mogli-
chen Deutungen am ausfihrlichsten elaboriert
wurde. Die inhaltliche Gemeinsamkeit der drei dar-
gestellten Fallbeispiele ermdglicht es, herauszuar-
beiten, welche unterschiedlichen Griinde dazu fih-
ren kénnen, die bekannte Deutung des Ableitungs-
begriffs nicht erfolgreich anzuwenden.

4.1 Thea

Thea (Pseudonym) belegt Mathematik als Grundkurs
an einer Gesamtschule. |hre Zeugnisnoten der letz-
ten vier Schulhalbjahre in der Oberstufe liegen im
Durchschnitt bei 14,5 Punkten.

Zu Beginn des Interviews wird Thea gefragt, was ihr
alles zum Ableitungsbegriff einfalle. Hieraufhin ant-
wortet sie:

Thea: Die Ableitungen, da gibt es verschiedene. Wenn
wir jetzt zum Beispiel einfach mal bei der Parabel uns
das anschauen (skizziert die Normalparabel, vgl. Abb.
3), dann ist die Ableitung, zum Beispiel die erste Ab-
leitung (notiert ,, f'(x) “ unter der skizzierten Normal-
parabel, vgl. Abb. 3), die Steigung an der Stelle.

AN

Lol
U

Abb. 3: Theas Skizze der Normalparabel

In ihrer Aussage bringt Thea den Ableitungsbegriff
fachlich korrekt mit dem Steigungsbegriff in Verbin-
dung, indem sie die Ableitung als ,Steigung an der
Stelle” deutet. Grundsatzlich zeigt sich an dieser In-
terviewstelle, dass der Schiilerin die Deutung des
Ableitungsbegriffs als Steigung bekannt ist. Diese
Deutung kdnnte ein erfolgreiches Anwenden der Ab-
leitung in entsprechenden Aufgaben ermdglichen.
Inwiefern sich hierbei dennoch Schwierigkeiten zei-
gen, offenbart sich in der im Folgenden beschriebe-
nen einschlagigen Anwendungssituation. In der ana-
lysierten Interviewszene werden die in den Abbil-
dungen 1a bis 1c dargestellten Funktionsgraphen so-
wie der Graph der Betragsfunktion unter der Frage
betrachtet, ob die reprasentierten Funktionen abge-
leitet werden kdnnen oder nicht. Die Thea bekannte
Deutung des Ableitungsbegriffs als Steigung ware in-
sofern zielfihrend, als dass entschieden werden
kann, ob bei den abgebildeten Funktionsgraphen

eine Steigung an jedem Punkt innerhalb des Defini-
tionsbereichs bestimmt werden kann oder nicht.

Thea gibt auf die Frage der Interviewerin, welche der
als Graph dargestellten Funktionen abgeleitet wer-
den kénnen, folgende Antwort:

Thea: Also da (zeigt auf den Graphen der ganzrationa-
len Funktion in Abb. 1a) kann man ganz normal eine
Ableitung beschreiben. Hier (zeigt auf Graph mit
Sprungstelle in Abb. 1b) kénnte man jede x-beliebige
Stelle ableiten. Hier (zeigt auf Graph mit Definitions-
licke in Abb. 1c) auch eigentlich, also ich/ Die Liicke
nicht, aber allgemein. Hier (zeigt auf den Graphen der
Betragsfunktion) wirde ich jetzt erstmal sagen 'Nein’,
weil wir ja schon die Gerade haben und da kénnen wir
ja die Steigung einfach an der Stelle berechnen mit der/
Also das kann man ja quasi als zwei Geraden betrach-
ten (zeichnet den Graphen der Betragsfunktion fir po-
sitive x-Werte in der Luft nach) und dann kann man das
dariiber ausrechnen.

Sie fasst zusammen:

Thea: Ich wiirde sagen, da kann man keine Ableitung
machen, braucht man aber auch gar nicht unbedingt.

Im Folgenden fiihrt sie ihre Aussage auf Nachfrage
aus, indem sie Funktionsgleichungen fiir die zwei
von ihr identifizierten Geraden aufstellt:

Thea: Also das kann man ja eigentlich ganz normal/
Also das wére ja eine Gerade (deckt den Graphen der
Betragsfunktion fur negative x-Werte ab und zeichnet
den Graphen fiir positive x-Werte nach) und das ware
eine Gerade (deckt die entsprechend andere Halfte ab).
Und die kann ich ja quasi als eine fallende (zeichnet
den Graphen flir negative x-Werte nach) und eine stei-
gende betrachten (nimmt das abdeckende Papier weg,
sodass der gesamte Graph sichtbar ist). Das hier wére
jetzt eins also f(x) = —mx + n (notiert entsprechend
Abb. 4) und dann waére zwei steigend, also f(x) =
mx + n (notiert entsprechend Abb. 4). n ist der y-Ach-
senabschnitt, also wo sie halt die y-Achse schneidet,
das ist hier bei 0. Das heif3t, das kdnnen wir eigentlich
fallen lassen. Und dann wiirde ich die Funktionsglei-
chung aufstellen. Das kann ich hier gut mit einem Stei-
gungsdreieck machen. Das wére dann ja hier —1x und
hier wére es dann 1x (notiert entsprechend Abb. 4).

U= -

%

U X4X) K
=~ 0

Abb. 4: Theas Notizen zur Betragsfunktion

Die Interviewerin weist Thea im weiteren Verlauf
des Gesprachs auf ihre Aussage zu Beginn des Inter-
views, die Ableitung sei die Steigung, hin, worauf
Thea mit einer Frage reagiert:
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I: Man kénnte ja auch sagen, hier fallt der Graph und
hier steigt der Graph (zeichnet entsprechend den AuRe-
rungen den Graphen der Betragsfunktion nach). Und
die Ableitung, hast du am Anfang ja auch richtig ge-
sagt, ist die Steigung. Also kénnte man ja hier irgend-
wie schon sagen: Hier steigt der Graph //Thea: Ja// und
zwar immer um eins.

Thea: Ja, aber ist nicht dieses m die Steigung?

Zusammenfassend kommt Thea in der beschriebe-
nen Szene zu dem Schluss, dass man den Graphen
der Betragsfunktion nicht ableiten kann. Dies fiihrt
sie jedoch nicht darauf zuriick, dass die Betragsfunk-
tion am Punkt (0,0) nicht differenzierbar ist. Ob die
Funktion differenzierbar ist, beurteilt sie aufgrund
ihres Vorgehens zur Bestimmung der Steigung des
Funktionsgraphen. Dass Thea die Ableitung aus ihrer
Sicht zur Bestimmung der Steigung des Funktions-
graphen jedoch nicht ,,brauche” — vermutlich, da fur
sie die Steigung schon bestimmt ist —, verwendet sie
als Begrindung der Nicht-Differenzierbarkeit.

In der dargestellten Anwendungssituation zeigt sich
als Kontrast zu der zu Beginn des Interviews gedu-
Rerten Deutung der Ableitung ,dann ist die Ablei-
tung [...] die Steigung an der Stelle” die Auffassung
der Ableitung als ein Werkzeug, mit dem die Stei-
gung eines Funktionsgraphen an einer Stelle berech-
net werden kann. Dass Thea die Deutung der Ablei-
tung als Steigung in der dargestellten Anwendungs-
situation im Sinne der Aufgabenldsung nicht erfolg-
reich anwendet, kdnnte also als Grund haben, dass
sie diese Deutung zwar nennen kann, ihr sie also zu-
nachst bekannt zu sein scheint, aber — wie der wei-
tere Interviewverlauf zeigt — sie die Deutung nicht
,bidirektional” auffasst. D. h. mit der Ableitung kann
flr Thea die Steigung bestimmt werden, die Stei-
gung (in Gestalt des Parameters m) hélt selbst je-
doch keine Information (iber die Ableitung fiir sie be-
reit. Dies wird insbesondere deutlich durch die Tat-
sache, dass es Thea nicht gelingt, die bereits berech-
nete Steigung als Ableitung zu begreifen.

4.2 Lisa

Lisa (Pseudonym) belegt Mathematik als Leistungs-
kurs an einem Gymnasium. lhre Zeugnisnoten der
letzten vier Schulhalbjahre in der Oberstufe liegen
im Durchschnitt bei 7 Punkten.

Auch Lisa wird zu Beginn die Frage gestellt, was ihr
alles zum Ableitungsbegriff einfalle. Sie antwortet
zundchst:

Lisa: Ich nehme einfach jetzt eine Funktion des dritten
Grades f(x) = ax® + bx? + cx (notiert entsprechend
Abb. 5) und dann die Ableitung davon ist immer
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f’(x) zum Beispiel f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢ (notiert
entsprechend Abb. 5).

G =@ax tox®

Cp ,F)(X) = éc{xzfr 2b<t C

Abb. 5:

W=

Von Lisa notierte Funktionsgleichungen f(x) und
fx)

Auf die Nachfrage, ob Lisa noch etwas mehr zur Ab-
leitung erzdhlen kénne, erganzt sie:

Lisa: Man braucht die Ableitung, um die Steigung zu
berechnen. Beispielsweise ich brauche jetzt die Stei-
gung im Punkt zum Beispiel zwei. Und dann kann man
hier so eine Tangente zeichnen (Lisa zieht eine Skizze
heran, die sie kurz vor der hier beschriebenen Szene
zur Erlauterung des Integralbegriffs erstellt hat und
zeichnet eine Tangente ein, vgl. Abb. 6a) und die Glei-
chung der Tangente ist ja die Ableitung (zeigt auf die
Funktionsgleichung f*(x) aus Abb. 5) und wir haben ja/
Also dann setzt man fir x immer Punkt 2 ein (unter-
streicht die 2 in Abb. 6a).

1

e

Abb. 6a: Von Lisa skizzierte Parabel und Tangente (farbige
Markierungen Anm. d. Verf.)

Lisa erkundigt sich, ob man ihre Ausfiihrungen ver-
steht, was durch die Interviewerin kurz bejaht wird,
sodass Lisa ihre Erlauterungen fortsetzt.

Lisa: Genau also wir setzen quasi/ Weil wir berechnen
ja die Steigung von dem Punkt (zeigt auf das orange
markierte Kreuz, vgl. Abb. 6a) dem Punkt zwei (zeigt
blau umkreiste 2, vgl. Abb. 6a). Dann setzen wir fir x
immer 2 ein (zeigt nacheinander auf die x-Variablen
in der Funktionsgleichung f‘(x) in Abb. 5) und dann
hat man einen Wert raus (umkreist in Abb. 5 den Funk-
tionswert f°(x)), das ist dann die Steigung in dem Punkt.

In der soeben dargestellten Interviewszene fihrt
Lisa auf die Frage, was ihr alles zum Ableitungsbe-
griff einfalle, beispielhaft eine Funktionsgleichung
an und bildet formal symbolisch korrekt die Ablei-
tung (vgl. Abb. 5). In ihren weiteren AuRerungen
stellt sie einen Bezug der Ableitung zur Deutung als
Steigung her, indem sie erlautert, dass man die Ab-
leitung gebrauche, ,,um die Steigung zu berechnen”.
Exemplarisch erldutert sie dies anhand ihrer Skizze
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und der aufgestellten Funktionsgleichung fir die
Stelle x = 2. Lisa erlautert unter anderem, den Wert
zwei in die aufgestellte Ableitung einzusetzen, um
die Steigung in dem entsprechenden Punkt zu be-
rechnen. Darauf, dass die Funktionsgleichungen
nicht zur von ihr skizzierten Parabel passen, geht Lisa
nicht ein.

Durch die dargestellte Szene kann aufgezeigt wer-
den, dass Lisa die Deutung als Steigung bekannt ist;
inwiefern sie im Vergleich zu Thea die Ableitung
ebenfalls ausschlieBlich als ein Werkzeug zur Bestim-
mung der Steigung auffasst, kann an dieser Stelle
nur vermutet werden und wird daher spater erneut
aufgegriffen. Des Weiteren nimmt Lisa in der Szene
auf den Begriff der Tangente Bezug. Sie zeichnet die
Tangente in ihrer Skizze auch korrekt ein, falschli-
cherweise ordnet sie jedoch die Gleichung der Tan-
gente als Ableitung ein.

Die Interviewerin greift den von Lisa in das Interview
eingebrachten Begriff der Tangente auf. Sie bittet
Lisa, den Begriff der Tangente weiter auszufiihren,
woraufhin Lisa antwortet, die Tangente sei ,,quasi so
eine Gerade, die den Punkt bertihrt“. Die Interviewe-
rin fragt Lisa im Laufe der Szene daraufhin nochmal
explizit nach dem Zusammenhang der Begriffe Ablei-
tung und Tangente. Lisa antwortet:

Lisa: Also wir haben das immer so gemacht, dass wir
auch ein Dreieck gezeichnet haben, das ist das Stei-
gungsdreieck (Lisa zeichnet ein Steigungsdreieck an
die gezeichnete Tangente in ihrer ersten Skizze ein, vgl.
Abb. 6b) und mit der Ableitung (zeigt auf die Funkti-
onsgleichung f*(x) in Abb. 5) berechnet man auch die

Steigung.
v

N

"2

Abb. 6b: Von Lisa skizzierte Parabel, Tangente und Steigungs-
dreieck

I: Kannst du mir das nochmal ein bisschen genauer be-
schreiben, wie du dir das vorstellst da mit der Steigung
in dem einen Punkt?

Lisa: Also die Steigung andert sich ja in jedem Punkt
(zeichnet die Parabel nach, vgl. Abb. 6b) (4 Sek.) Also
zum Beispiel/ Also das ist so konkreter. Man kann auch
von zwei Punkten die Steigung berechnen dann ist das
so ein mittlerer Wert oder wie man das nennt. Und hier
(zeigt auf den Punkt in Abb. 6b, an den eine Tangente

angelegt wurde) ist das ja konkret von einem einzigen
Punkt.

Lisa stellt bei der Frage nach dem Zusammenhang
des Ableitungs- und Tangentenbegriffs einen Bezug
zum Begriff des Steigungsdreiecks her, das sie in ih-
rer Skizze an die Tangente einzeichnet (vgl. Abb. 6a).
Durch ihre Wortwahl ,mit der Ableitung berechnet
man auch die Steigung” (Hervorh. d. Verf.) kann ver-
mutet werden, dass Lisa zwei Ansatze zur Bestim-
mung der Steigung in einem Punkt sieht: Zum einen
durch die Bestimmung der Ableitungsfunktion und
zum anderen durch die Bestimmung der Tangenten-
steigung.

In der folgenden Szene, die durch eine einschlagige
Anwendungssituation der Deutung als Steigung cha-
rakterisiert ist, greift die Interviewerin den Funkti-
onsgraphen der quadratischen Funktion aus der Ein-
stiegsszene erneut auf. Sie bittet Lisa, nochmals eine
neue Parabel, dieses Mal etwas gréRer, aufzuzeich-
nen. Lisa skizziert daraufhin die in Abb. 9a darge-
stellte Parabel. Die Interviewerin fragt Lisa, ob sie ihr
den Graphen der Ableitung skizzieren koénne. Lisa
sagt:

Lisa: Also wenn wir sagen, dass das die Normalparabel

x? ist, dann ist ja die Ableitung 2x (notiert die Funkti-
onsgleichungen, vgl. Abb. 7).

0D =
f(x)= 2%

Abb. 7:  Von Lisa notierte Funktionsgleichungen zur Parabel

Weiterhin stellt sie folgende Wertetabelle auf (vgl.
Abb. 8):

Abb. 8: Von Lisa aufgestellte Wertetabelle

Im weiteren Verlauf der Szene beginnt Lisa, das von
ihr gezeichnete Koordinatensystem zu beschriften
und Punkte in das Koordinatensystem wie in Abbil-
dung 9a abgebildet einzuzeichnen. Anschliefend
setzt sie dieses Vorgehen fort, indem sie zunachst
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Markierungen auf dem negativen Teil der x-Achse
eintragt und diese beschriftet, um dann erneut
Punkte einzuzeichnen und diese mit einem griinen
Stift zu einem durchgehenden Funktionsgraphen zu
verbinden (vgl. Abb. 9b):

Y

Abb. 9a: Lisas Vorgehen beim graphischen Differenzieren,
Teil 1
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Abb. 9b: Lisas Vorgehen beim graphischen Differenzieren,
Teil 2

Lisa fasst ihr Vorgehen wie folgt zusammen:

Lisa: Also das ist jetzt nicht genau gezeichnet, aber also
ich habe quasi jetzt um die Ableitung zu zeichnen, habe
ich fr x Werte eingesetzt (zeigt auf die linke Spalte der
Tabelle, vgl. Abb. 8) und habe dann davon den y-Wert
berechnet (zeigt auf rechte Spalte der Tabelle, vgl.
Abb. 8) und die Ableitung von x? ist quasi fast die glei-
che Parabel, aber ist ein bisschen gestreckter.

Hieraufhin fragt die Interviewerin, ob Lisa noch eine
alternative Vorgehensweise zur Skizzierung des Ab-
leitungsgraphen bekannt sei, woraufhin Lisa sagt:

Lisa: Also ich gehe immer so vor. Ich weif3 nicht, ob
noch was dazu geht.

Auf abschlieBRende Nachfrage erldutert Lisa den Zu-
sammenhang zwischen der Wertetabelle und dem
neu eingezeichneten Graphen wie folgt:

I: Wie hédngt die Wertetabelle (vgl. Abb. 8) mit dem
eingezeichneten griinen Graphen (vgl. Abb. 9b) zu-
sammen?

Lisa: Also die positiven x-Werte (deutet eine Umran-
dung der positiven x-Werte in der Wertetabelle an, vgl.
Abb. 8) sind ja die hier auf der rechten Seite (zeichnet
Teil des grinen Graphen im ersten Quadranten nach,
vgl. Abb. 9b) oder auf dem rechten Teil und die nega-
tiven (umrandet in der Wertetabelle die negativen x-
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Werte, vgl. Abb. 8) sind ja hier (zeichnet Teil des gri-
nen Graphen im zweiten Quadranten nach, vgl. Abb.
9b)

Zusammenfassend bestimmt Lisa auf einer formal-
symbolischen Ebene die Ableitungsfunktion der Nor-
malparabel korrekt. Die ermittelte Funktionsglei-
chung nutzt sie zum Aufstellen einer ebenfalls kor-
rekten Wertetabelle. Sie erkennt den Term jedoch
offenbar nicht als Term einer linearen Funktion, die
eine Gerade als Funktionsgraph hatte. Bei dem Ein-
zeichnen der ermittelten Punkte in das Koordinaten-
system unterlaufen ihr Fehler, die sie —auch als ihre
Aufmerksamkeit direkt auf den Zusammenhang der
Wertetabelle und des gezeichneten Funktionsgra-
phen gelenkt wird — nicht als solche erkennt.

Lisa zeigt ein symbolisch basiertes Vorgehen: Ob-
wohl zu Beginn nur der Funktionsgraph und nicht
der Term gegeben ist, wechselt sie zunachst direkt
auf eine symbolische Ebene. Aufbauend auf der auf-
gestellten Funktionsgleichung und der aufgestellten
Wertetabelle zeichnet sie einen Graphen, der in ih-
ren Augen den Graphen der Ableitungsfunktion dar-
stellt. Anders als zu Interviewbeginn stellt sie im
Rahmen all dieser Schritte keinen Bezug zwischen
dem Ableitungs- und dem Steigungsbegriff her. Auch
ein Bezug zum Tangentenbegriff bleibt, anders als zu
Interviewbeginn, aus. Ein Grund fiir dieses symbo-
lisch basierte Vorgehen und insbesondere dafiir,
dass Lisa keine inhaltlichen Deutungen in der be-
schriebenen Szene anwendet, kdnnte darin liegen,
dass Lisa, wie sie dullert, mit diesem Vorgehen sehr
vertraut sei (,,Also ich gehe immer so vor”).

Zusammen mit Lisas Aussage zu Beginn des Inter-
views, man brauche die Ableitung, ,,um die Steigung
zu berechnen”, konnte die soeben dargestellte
Szene auch darauf hinweisen, dass sie — dhnlich wie
Thea — die Deutung nicht ,bidirektional” vollzieht.
Dies kénnte ein Grund sein, warum sie nicht explizit
die Steigung des Funktionsgraphen betrachtet, um
darauf aufbauend den Graphen der Ableitung zu
skizzieren.

Ein weiterer Grund fur die Fehler, die Lisa in der In-
terviewszene unterlaufen, kann in fehlenden Grund-
kenntnissen zum Funktionsbegriff liegen, insbeson-
dere zu Ubersetzungen zwischen den Darstellungs-
registern Tabelle und Graph. Zum Beispiel betrifft
dies Grundkenntnisse wie ,,Punkte mit negativen y-
Koordinaten liegen unterhalb der x-Achse”. Diese
Interpretation kann durch andere Szenen im Inter-
view gestarkt werden, in denen Lisa z. B. unsicher ist,
ob der Graph der Funktion f(x) = 0 identisch mit
der x- oder der y-Achse ist.
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4.3 Annika

Annika (Pseudonym) belegt Mathematik als Grund-
kurs an einem Gymnasium. lhre Zeugnisnoten der
letzten vier Schulhalbjahre in der Oberstufe liegen
im Durchschnitt bei 9,75 Punkten.

Auf die Einstiegsfrage, was Annika alles zum Ablei-
tungsbegriff einfalle, antwortet sie:

Annika: Zum Thema Ableitung. Man hat eine Funk-
tion, die man ableiten kann und das war meine ich, im-
mer die Steigung. Und es gibt auch noch das Gegenteil
von ableiten, das nennt man nicht aufleiten, sondern
das war die Stammfunktion. Meine ich ja, und von ei-
ner Ableitung kann man wieder eine Ableitung haben.
Also das kann man lange weiter so machen.

Weiterhin geht Annika darauf ein, auch ,ein Bei-
spiel” fur eine konkrete Ableitung angeben zu kon-
nen, weil sie sich daran erinnere. Dann stellt sie die
Funktionsgleichung f(x) = x2 + x + 5 auf. Annika
erlautert ihr Vorgehen des symbolischen Differen-
zierens durch Aussagen wie ,Es wird immer mini-
miert, also dann steht hier 1x°“ und notiert letzt-
endlich die Gleichung f*(x) = 2x + 1.

Auch Annika wird von der Interviewerin im weiteren
Gesprachsverlauf gefragt, was sie mit dem Begriff
,Steigung” meine. Daraufhin antwortet Annika:

Annika: Ich meine, dass die erste Ableitung die Stei-
gung eines Graphen ist. Und man kann dann die Ablei-
tung einer Ableitung machen. Das geht dann immer so
weiter. Die zweite Ableitung war dann auch wieder et-
was Besonderes. Aber daran erinnere ich mich nicht.

Zusammenfassend setzt Annika zu Beginn des Inter-
views den Ableitungsbegriff mit dem Steigungsbe-
griff in Beziehung (,Die Ableitung war immer die
Steigung”), sodass sich an dieser Stelle bereits nach-
zeichnen lasst, dass Annika die Deutung der Ablei-
tung als Steigung bekannt ist. Des Weiteren nennt
Annika die Stammfunktion als ,Gegenteil des Ablei-
tens” und geht darauf ein, dass man von einer Ablei-
tung wiederum eine Ableitung bestimmen konne.
Ahnlich wie Lisa fiihrt auch Annika beispielhaft eine
Funktionsgleichung an und bildet formal symbolisch
korrekt die Ableitung.

Auf die Aussage, dass Annika sich nicht mehr erin-
nere, schldgt die Interviewerin in der ndchsten Szene
vor, sich einen konkreten Funktionsgraphen anzu-
schauen und fertigt daraufhin folgende Skizze an
(vgl. Abb. 10):

I~

Abb. 10: Von der Interviewerin skizzierter Funktionsgraph im
Interview mit Annika

Die Interviewerin fragt Annika, ob sie wisse, wie der
Graph der Ableitung in diesem Falle aussieht. Zur Be-
antwortung dieser Frage kann die Deutung des Ab-
leitungsbegriffs als Steigung, die Annika auch be-
kannt ist, als zielflihrend eingeordnet werden. Den-
noch zeigen sich im Interview diesbeziiglich Schwie-
rigkeiten, wie im Folgenden dargestellt wird. Annika
beantwortet die Frage zum Graphen der Ableitungs-
funktion zunachst mit ,Ja ungefahr und skizziert an-
schlieBend den unten in der folgenden Abbildung
einsehbaren Graphen (vgl. Abb. 11, unten):
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Abb. 11: Von Annika skizzierter Ableitungsgraph (farbige Um-
kreisungen und Rechteck Anm. d. Verf.)

Annika erklart ihre Skizze wie folgt:

Annika: Also das hier ist ja ein Hochpunkt, hier oben
ist ein Hochpunkt (zeichnet das rot umkreiste Kreuz
ein, vgl. Abb. 11) und dieser Hochpunkt wird bei der
Ableitung dann auf der x-Achse sein (zeigt an der
Stelle des Hochpunktes auf die x-Achse, vgl. Abb. 11
oben). Ich meine, wenn man das ableitet, wird dieser
Teil (zeichnet den steigenden Teil des Funktionsgra-
phen nach, vgl. Abb. 11 oben) nach unten gehen (deu-
tetden in Abb. 11 unten griin umrandeten Teil des Gra-
phen an). Dann kommt man zur x-Achse zuriick. Und
dann geht das ja wieder nach unten. Dass es dann un-
gefahr so aussehen wird (skizziert den gesamten Gra-
phen, vgl. Abb. 11 unten). Also so oder spiegelver-
kehrt. Daran erinnere ich mich nicht mehr genau, weil
ich weil3 halt noch, dass das hier ein Hochpunkt ist und
der dann auf der x-Achse liegen wird. Also wenn das
hier dann die x-Achse ist da (zeichnet die abgebildete
Strecke ein, vgl. Abb. 11 unten).
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I: Du hattest ja den Begriff Steigung schon erwahnt.
Wie passt das denn jetzt damit so zusammen?

Annika: (18 Sek.) Ich muss gerade nachdenken.

Nach einer weiteren langeren Pause von ca. 40 Se-
kunden, erldutert Annika:

Annika: Also, wenn man jetzt diese Funktion hat, die-
sen Graphen (zeigt auf Graph in Abb. 10), dann kann
man ja diese Steigung hier ausrechnen (deutet mit ih-
rem Stift das grofere Steigungsdreieck an, vgl. Abb.
12) oder eine andere, je nachdem, wo man das jetzt her-
ausfinden mdchte (deutet weiteres, kleineres Stei-
gungsdreieck an, vgl. Abb. 12). Und die Ableitung
zeigt einfach nur die Steigung der Funktion, der ersten
Funktion an. Aber ich weil3 nicht mehr genau, was, wo-
ran man das jetzt erkennen soll.

Abb. 12: Von Annika gestisch angedeutete Steigungsdreiecke,
gestrichelt dargestellt

An dieser Stelle wird ergdnzend zur Einstiegszene er-
neut deutlich, dass Annika die Deutung der Ablei-
tung als Steigung im Sinne des deklarativen Wissens
nennen kann (,die Ableitung zeigt die Steigung der
Funktion an“); es kann also angenommen werden,
dass ihr diese grundsatzlich bekannt ist. Gleichzeitig
deuten sich sowohl durch ihre Aussage ,Aber ich
weil} nicht mehr genau, was, woran man das jetzt er-
kennen soll“ als auch durch ihre angefertigte Skizze
(vgl. Abb. 11 unten) Schwierigkeiten an, die momen-
tane Steigung im konkreten Beispiel zu bestimmen.
Annika bezieht sich in ihrer Gestik und in ihren Aus-
sagen auf Steigungsdreiecke, durch die ihrer Ansicht
nach die Steigung berechnet werden kdnne. Darauf,
dass es sich hierbei um eine durchschnittliche Stei-
gung und bei der Ableitung um die momentane Stei-
gung handelt geht Annika nicht explizit ein.

Die Interviewerin bittet Annika direkt im Anschluss,
die Steigung des Funktionsgraphen f zu beschrei-
ben. Annikas Beschreibung lautet wie folgt:

Annika: Man sieht hier, dass der Graph ansteigt, bis
ungefahr zu diesem Punkt (beginnt den Funktionsgra-
phen nachzuzeichnen und zeichnet das orange um-
kreiste Kreuz ein, vgl. Abb. 11). Dann wird die Stei-
gung geringer und man gelangt bis zu dem Hochpunkt
(zeichnet das bereits eingezeichnete Kreuz am Hoch-
punkt nach, vgl. Abb. 11). Ab dem Punkt wird/ sinkt,
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die Steigung immer weiter, also sie féllt. Die Steigung
fallt und wird dann ungefahr ab hier (zeichnet das lila
umkreiste Kreuz ein, vgl. Abb. 11) wieder etwas steiler.

Die Interviewerin nimmt nochmal auf Annikas ange-
fertigte Skizze (vgl. Abb. 11) Bezug, indem sie auf
diese Skizze zeigt, und fragt:

I: Hilft dir das Beschreiben der Steigung weiter, um
den Graphen der Ableitung nochmal genauer zu zeich-
nen?

Annika: Ahm, ja, man kénnte also das hier/ Also ich
habe ja gesagt, dass die Steigung hier (fahrt den Funk-
tionsgraphen bis zum orange umkreisten Kreuz nach,
vgl. Abb. 11) steiler ist, als an diesem Punkt (fahrt den
Funktionsgraphen vom orange umkreisten Kreuz bis
zum rot umkreisten Kreuz am Hochpunkt nach, vgl.
Abb. 11), weil sie hier ja sinkt (fahrt den zuletzt ge-
nannten Bereich erneut nach), also die Steigung falit.
Also ich weil} nicht genau, wie ich das beschreiben
soll.

Annika radiert ihre erste Skizze (vgl. Abb. 11 unten)
weg und fertigt eine neue an (vgl. Abb. 13 unten):

Abb. 13: Annikas zweite Skizze zum Graphischen Differenzie-
ren, obere Skizze identisch zu Abb. 11 (farbige Um-
kreisungen Anm. d. Verf.)

Annika zeichnet zunéachst ein neues Koordinatensys-
tem unter das bereits bestehende (vgl. Abb. 13 un-
ten). Dann zieht sie eine Linie vom Hochpunkt des
Funktionsgraphen zur x-Achse des neu einzeichne-
ten Koordinatensystems und vermerkt das blau um-
kreiste Kreuz. AnschlieRend skizziert sie jeweils eine
Linie vom orange bzw. lila umkreisten Kreis in Rich-
tung des neu gezeichneten Koordinatensystems und
zeichnet den abgebildeten Graphen ein (vgl. Abb. 13
unten). Die neu angefertigte Skizze (vgl. Abb. 13 un-
ten) erklart Annika wie folgt:

Annika: Also als erstes wird der Graph steiler, also
meine ich. Ich bin nicht sicher, dass es dann auch an-
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steigen muss, ungeféhr bis hier hin (beginnt den Gra-
phen bis zum rosa umkreisten Punkt zu skizzieren, vgl.
Abb. 13 unten). Und dann sinkt das wieder bis zu dem
Punkt, bis zum Endpunkt, also bis zum Hochpunkt.
Und dann geht das runter bis hier hin und geht dann
wieder hoch. Aber es kénnte genau genauso gut auch
umgekehrt sein. Vielleicht, weil man das ableitet, das
genau andersherum ist.

Die Interviewerin fragt Annika, was sie mit ,, anders-
rum“ meine, woraufhin Annika entgegnet:

Annika: Hier steigt es ja an (zeichnet den Funktions-
graphen bis zum orange markierten Kreuz nach, vgl.
Abb. 13). Und der Hochpunkt wird ja/ geht ja soweit
runter (zeigt auf blau markiertes Kreuz, vgl. Abb. 13).
Deswegen dachte ich vielleicht/ Also fur mich ist es
einfach logischer, dass, weil das hier ansteigt (zeichnet
nochmal den Funktionsgraphen bis zum orange mar-
kierten Kreuz nach, vgl. Abb. 13), dass das hier bis
hierhin auch ansteigt (zeigt auf den rosa umkreisten
Punkt, vgl. Abb. 13). Aber es kdnnte genauso gut auch
sein, weil es die Ableitung ist, dass es bis hierhin sinkt
und dann steigt (deutet einen Graphen an, der ihrem
skizzierten Graphen in Abb. 13 unten an der x-Achse
gespiegelt @hnelt) Aber das liegt halt einfach daran,
dass das so lange her ist, dass ich das nicht mehr so
genau weil.

Zusammenfassend zeichnet Annika im zweiten Teil
der Interviewszene einen neuen Funktionsgraphen,
der in ihren Augen den Graphen der Ableitungsfunk-
tion darstellen konnte. Kennzeichnend fir ihr Vorge-
hen beim Anfertigen der Skizzen ist die Suche nach
markanten Punkten, wie dem Hochpunkt der Funk-
tion f. An der Stelle des Hochpunktes der Funktion
f erkennt Lisa korrekt eine Nullstelle der Ableitungs-
funktion. Unklarheiten bestehen jedoch beziiglich
des weiteren Verlaufs des Graphen der Ableitungs-
funktion. So zeigen sich auch beziiglich des neu skiz-
zierten zweiten Graphen Unsicherheiten in Annikas
AuBerungen (,Aber es kénnte genau genauso gut
auch umgekehrt sein”). Letztendlich entsprechen
jegliche Funktionsgraphen, die von Annika skizziert
werden, nicht dem korrekten Graphen der Ablei-
tungsfunktion.

Ein Grund fir die soeben angefiihrten Fehler — und
explizit fir die nicht erfolgreiche Anwendung der
von Annika genannten Deutung der Ableitung als
Steigung — konnte in der Auffassung des Steigungs-
begriffs an sich liegen. Annika hat grundsétzlich nicht
nur die durchschnittliche Steigung im Blick, da sie
versucht, eine kontinuierliche Steigungsanderung zu
beschreiben. Allerdings gelingt es Annika nicht
durchgangig, die Steigung des Funktionsgraphen
korrekt zu beschreiben. Ihre Unsicherheiten diesbe-
ziglich bringt sie auch selbst zum Ausdruck (,,Also
ich weil} nicht genau, wie ich das beschreiben soll”).

Besonders deutlich werden diese Schwierigkeiten
durch ihre fachlich nicht korrekten Aussagen ,also
als erstes wird der Graph steiler” (bzgl. des Funkti-
onsgraphen vom Ursprung bis zum ersten, orange
markierten Kreuz, vgl. Abb. 13) und ,die Steigung
fallt und wird dann [...] wieder etwas steiler” (bzgl.
des Funktionsgraphen vom dritten, lila markierten
Kreuz bis zur zweiten Nullstelle, vgl. Abb. 13). Beide
hier zitierten Aussagen passen allerdings zu Annikas
letztendlich skizzierten Ableitungsfunktion (vgl. Abb.
13 unten).

Des Weiteren sei noch angemerkt, dass Annika zwar
versucht, die Steigung des Funktionsgraphen f zu
beschreiben, jedoch bzgl. ihrer selbst angefertigten
Skizzen nicht auf die Steigung als Funktionswert von
f* eingeht, um zum Beispiel ihre Aussagen zu unter-
mauern bzw. grundsatzlich zu (berprifen. Dies
konnte ein Indiz dafiir sein, dass der Transferschritt
vom Begriff der Steigung des Graphen in einem
Punkt zum Begriff der Steigungsfunktion — konkre-
ter: zu einem Wert der Steigungsfunktion — nicht er-
folgreich bewaltigt wurde (siehe auch Salle & vom
Hofe, 2020). Voraussetzung hierflir ware jedoch
auch, dass Annika zunachst erfolgreich den Schritt
von der durchschnittlichen Steigung an nicht-linea-
ren Graphen zur Steigung in einem Punkt einer be-
liebigen Funktion gemeistert hatte, was aufgrund ih-
rer im vorherigen Absatz beschriebenen Schwierig-
keiten in Frage gestellt werden kann.

5. Diskussion

5.1 Ergebnisdiskussion und Resiimee

Durch die dargestellten Fallbeispiele konnte ein bis-
her fir das Ende der Qualifikationsphase nicht vor-
handener detaillierter, empirischer Einblick in den
Kenntnisstand und die Fahigkeiten von Lernenden
bzgl. inhaltlicher Deutungen des Ableitungsbegriffs
gegeben werden. Die Fallbeispiele zeigen Diskrepan-
zen zwischen der Kenntnis und der erfolgreichen An-
wendung der inhaltlichen Deutung der Ableitung als
Steigung auf. Dies bestétigt entsprechende Ergeb-
nisse aus Studien zur Einfihrungsphase bzw. Anfan-
gen der Qualifikationsphase (z. B. Hahn, 2008, Klin-
ger, 2018; Moormann, 2009) und der Studienein-
gangsphase (Greefrath et al., 2023; Orhun, 2013),
die eben diese Diskrepanz vermuten lassen.

In den Fallbeispielen wurde ausfiihrlich beschrieben,
inwiefern davon ausgegangen werden kann, dass
den Lernenden eine fachlich korrekte, inhaltliche
Deutung bekannt ist und welche Schwierigkeiten
sich bei der Anwendung dieser Deutungen rekon-
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struieren lassen (Forschungsfrage 1). Defizite im Be-
reich des graphischen Differenzierens wurden in
zahlreichen sowohl nationalen als auch internatio-
nalen empirischen Studien beschrieben (z. B. Aspin-
wall et al., 1997; Klinger, 2018; Moormann, 2009;
Ubuz, 2007). Der vorliegende Beitrag hebt dartiber
hinaus hervor, dass diese Defizite nicht zwangslaufig
damit zu begriinden sind, dass den Lernenden keine
zielfiihrenden inhaltlichen, fachlich korrekten Deu-
tungen des Ableitungsbegriffs bekannt sind. Damit
werden die Ergebnisse der Studien zu inhaltlichen
Deutungen des Ableitungsbegriffs weiter ausdiffe-
renziert (siehe Klinger, 2018; Moormann, 2009; Or-
hun, 2013). Zudem konnten unterschiedliche
Griinde herausgearbeitet werden, warum eine An-
wendung der bekannten inhaltlichen Deutung des
Ableitungsbegriffs nicht erfolgt bzw. nicht gelingt
(Forschungsfrage 2):

Bei Thea offenbart sich in der betrachteten einschla-
gigen Anwendungssituation ein fragmentarisches
Verstandnis der Ableitung als Steigung. Im Sinne des
deklarativen Wissens kann sie die Deutung nennen,
diese jedoch nicht im Sinne des konzeptuellen Wis-
sens und auch im Sinne des Grundvorstellungskon-
zeptes tiefergehend vernetzen, anwenden oder fle-
xibel mit dieser Deutung operieren. Thea versteht
die Ableitung als Hilfsmittel, die Steigung einer Funk-
tion zu ermitteln, was durchaus zur Bewaltigung be-
stimmter Aufgabenstellungen nitzlich sein kann.
Andersherum gelingt es ihr jedoch nicht, von einer
bekannten Steigung auf die Ableitung zu schlieBen.
Dieses unidirektionale Verstdandnis der besagten
Deutung ,Ableitung als Steigung” wurde als ein
Grund herausgearbeitet, weshalb Thea diese in der
geschilderten einschldagigen Anwendungssituation
nicht erfolgreich anwendet und darauf beharrt, dass
man bei der Betragsfunktion ,keine Ableitung ma-
chen kann”.

Beziiglich des festgestellten unidirektionalen Ver-
standnisses der Deutung kann auf eine in den USA
durchgefiihrte Untersuchung von Nagle et al. (2013)
verwiesen werden. In dieser Studie wurden 65 Stu-
dienanfangerinnen und -anfianger danach befragt,
welche Aspekte des Begriffs der Steigung einer line-
aren Funktion ihnen prasent seien. Wahrend die
meisten der Studierenden die Steigung als geomet-
rische Eigenschaft des Graphen anflhrten, die an-
gibt, ob der Graph steigt oder fallt (ca. 71 %), stellten
insgesamt nur wenige der befragten Studierenden
einen Bezug zur Ableitung her (ca. 12 %, Nagle et al.,
2013).
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Dies verdeutlicht, wie wichtig es fir unterrichtliche
Aktivitaten sowie die Ausbildung von Grundvorstel-
lungen ist, die entsprechenden mathematischen Be-
griffe und ihre inhaltlichen Deutungen nicht ein-,
sondern wechselseitig in Beziehung zu setzen (z. B.
Ableitung als Werkzeug zur Bestimmung der Stei-
gung der Funktion und andersherum Steigung als
Werkzeug zur Bestimmung der Ableitung). Wird
hierbei z. B. auf Zeichnungen der Lernenden zuriick-
gegriffen, wie sie unter anderem im Rahmen des
graphischen Differenzierens auftreten, ist darauf zu
achten, dass bestimmte Verfahren z. B. zur Bestim-
mung einer Steigung nicht rezeptartig eingesetzt
werden (Blrger & Malle, 2000; Griesel et al., 2019).

Auch bei Lisa kann als ein moglicher Grund fir die
Anwendungsschwierigkeiten der ihr bekannten Deu-
tung , Ableitung als Steigung” ein unidirektionales
Verstdandnis vermutet werden. Dieses Fallbeispiel
zeichnet sich durch ein sehr stark symbolisch ge-
pragtes Vorgehen im Rahmen der beschriebenen
einschlagigen Anwendungssituation aus, das auch
z. B. Asiala et al. (1997) und Orhun (2013) in einer
Studie mit Studierenden herausgearbeitet haben:
»The results show that the students preferred to ap-
ply an algebraic symbolic aspect instead of using log-
ical meanings of function and its derivative” (Orhun,
2013, S. 138).

Wahrend in der Studie von Orhun (2013) vage bleibt,
inwiefern den Studierenden eine inhaltliche Deu-
tung tatsdchlich bekannt ist und warum diese Deu-
tung nicht angewendet wird, kbnnen im Fallbeispiel
Lisa verschiedene mogliche Griinde hierfiir heraus-
gearbeitet werden. So konnte die nicht erfolgreiche
Anwendung des Ableitungsbegriffs und seiner Deu-
tung unter anderem auch durch nicht ausreichende
Grundkenntnisse bzgl. des Funktionsbegriffs, insbe-
sondere bzgl. Ubersetzungen zwischen den Darstel-
lungsregistern Tabelle und Graph, begriindet wer-
den.

Damit lasst sich eine gewisse Relevanz der in Stolting
(2008) aufgelisteten und diskutierten Grundkennt-
nisse zum Funktionsbegriff fiir eine erfolgreiche An-
wendung des Ableitungsbegriffs aufzeigen. Dass vor
allem das Wissen zum Funktionsbegriff neben Wis-
sen zur mathematischen Symbolik und zur Steigung
linearer Funktionen als relevantes Vorwissen fiir den
Erwerb von Wissen zum Ableitungsbegriff einzuord-
nen ist, zeigen Litteck et al. (2023) durch eine in der
10. Jahrgangsstufe verorteten Studie auf. Ebenso
umfasst auch das von Asiala et al. (1997) entwickelte
Modell zum Erlernen des Ableitungsbegriffs als
grundlegenden Schritt den Aufbau von Kenntnissen
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zu Reprasentationsformen von Funktionen und zum
Wechsel zwischen diesen. Durch die im vorliegen-
den Beitrag berichteten Ergebnisse kann ergdnzend
demonstriert werden, wie Defizite bzgl. des Wissens
zum Funktionsbegriff nicht nur den Erwerb von Wis-
sen zum Ableitungsbegriff behindern kénnen, son-
dern auch noch am Ende der Qualifikationsphase
Schwierigkeiten bei der Anwendung des Ableitungs-
begriffs und seiner Deutungen nach sich ziehen kén-
nen.

Malle (2003) fihrt nicht ausreichende Grundkennt-
nisse, die sich wahrend einer Kurvendiskussion wie
im Fallbeispiel zeigen kénnen, darauf zuriick, dass
,die Methoden wesentlich wichtiger erscheinen als
die Grundbegriffe” und fordert daher fiir die Unter-
richtspraxis unter anderem , Aufgaben zu stellen, die
gezielt bestimmte Grundvorstellungen ansprechen”
(S. 62).

Bei Annika konnte als Grund fiir die Schwierigkeiten
beim graphischen Differenzieren und damit fiir die
Anwendungsschwierigkeiten der von Annika ge-
nannten Deutung des Ableitungsbegriff als Steigung
vor allem ein mangelndes Verstdndnis des Stei-
gungsbegriffs herausgearbeitet werden. Studien, die
das Verstandnis des Steigungsbegriffs und diesbe-
ziglich Schwierigkeiten sehr detailliert in den Blick
nehmen, betrachten oftmals lineare Funktionen und
sind vor allem im internationalen (z. B. Nagle et al.,
2013; Zaslavsky et al., 2002) und bislang weniger im
nationalen (Feudel, 2020) Raum verortet.

Aus der oben bereits vorgestellten Studie von Nagle
et al. (2013) geht (liber die bereits geschilderten Er-
gebnisse hinaus hervor, dass ebenfalls sehr wenige
Studierende (ca. 26 %) einen Bezug des Steigungsbe-
griffs zur Anderungsrate herstellten, was in der Stu-
die selbst unter dem Schlagwort Steigung als ,,func-
tional property” diskutiert wird. Diese Ergebnisse
stehen in einem engen Zusammenhang mit Annikas
Schwierigkeiten: Sie erkennt zwar, ob der Graph
steigt oder fallt, kann aber nicht durchgangig korrekt
verbalisieren und zeichnerisch darstellen, wie stark
er steigt oder fallt. Die Schwierigkeit, auf Basis des
Wachstumsverhalten von f nicht nur zu beurteilen,
ob f*im negativen oder positiven Bereich liegt, son-
dern ob sich f* vergroBert oder verringert, stellen
z. B. Borji et al. (2018) auch in ihrer mit iranischen
Studierenden durchgefiihrten Studie fest. Hahn und
Prediger (2008) weisen auch bzgl. realitdtsnaher
Sachzusammenhange darauf hin, dass ,insbeson-
dere das Phanomen, dass ein Bestand weiter wach-
sen kann, obwohl seine Anderung sinkt, [...] sich als
empirisch nachweislich schwer intuitiv begreifbar

[...] herausgestellt” (S. 175, Hervorh. im Original)
hat.

Die Frage nach dem Wachstumsverhalten einer
Funktion wird auch unter dem Kovariationsaspekt
bzw. der Kovariationsgrundvorstellung zu Funktio-
nen diskutiert (z. B. Greefrath et al., 2016a; Malle,
2000). Aufgrund von haufig berichteten Lernenden-
schwierigkeiten bzgl. der Kovariationsgrundvorstel-
lung wird kritisiert, dass diese Grundvorstellung ge-
genilber der Zuordnungsgrundvorstellung zu Funkti-
onen zu wenig oder zu spat im Unterricht themati-
siert wird (z. B. Rolfes, 2018; Roth, 2005). So stellen
Rolfes et al. (2013) die Frage, ,,0b Verstandnisprob-
leme in der Analysis nicht auch in der zu spaten schu-
lischen Anbahnung des Kovariationsaspektes zu su-
chen sind” (S. 834). Auf die Bedeutung dieser Frage
und entsprechenden Handlungsbedarf kann durch
diesen Beitrag bzgl. der erfolgreichen Anwendung
inhaltlicher Deutungen des Ableitungsbegriffs noch-
mal hingewiesen werden.

Die Kovariation korrekt zu erfassen ist zentrale
Grundlage fir die sogenannten Transferschritte zur
Ableitungsfunktion (Biichter & Henn, 2010; Salle &
vom Hofe, 2020). Der im Fallbeispiel Annika ange-
sprochene Transferschritt bei dem ,,man die Kovari-
ation von f ihrerseits wieder als eine eigene Zuord-
nung auf[fasst]“ (Hahn, 2008, S. 41) wird auch als
»,Ebenenwechsel” (Hahn, 2008, S.41) bezeichnet.
Dass dieser Ebenenwechsel bzw. Transferschritt Ler-
nende vor Herausforderungen stellt, wurde bereits
mehrfach berichtet (z. B. Asiala et al., 1997; Hahn,
2008; Klinger, 2018; Salle & vom Hofe, 2020).

Im Sinne der Forschungsfragen werden durch den
Beitrag grundsatzlich verschiedene Griinde darge-
legt, die zu den im Fokus des Beitrags stehenden
Schwierigkeiten fiihren kénnten. Inwiefern es sich
um die ,,entscheidenden Griinde” fiir die Diskrepanz
zwischen Kenntnis und Anwendung handelt und in
diesem Sinne ,erklart” werden kann, warum ein
Schiller bzw. eine Schiilern die besagten Schwierig-
keiten hat (siehe Midller-Hill, 2017, S. 171; Bartel-
borth, 2007), muss fiir den Einzelfall, d. h. fir jeden
einzelnen Schiiler bzw. jede einzelne Schilerin hin-
terfragt werden. In den jeweiligen Fallbeispielen
liegt es zusammenfassend aus drei Gesichtspunkten
nahe, dass es sich um ,,entscheidende Grinde” han-
delt. Erstens: Die Interpretation der jeweiligen Sze-
nen, durch die die Griinde herausgearbeitet wurden,
haben sich im Rahmen der durchgefiihrten Se-
qguenzanalyse gegeniber alternativen Interpretatio-
nen im Verlauf der Datenauswertung bewahrt (siehe
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Abschnitt 3.2). Zweitens: Die soeben genannte Se-
qguenzanalyse fand in einem groReren For-
schungsteam statt (siehe Abschnitt 3.2). Somit wur-
den unterschiedliche Griinde vor dem , Hintergrund-
wissen” (Bartelborth, 2007, S. 8) mehrerer Personen
diskutiert und die in diesem Beitrag dargelegten
Grinde von dem Forschungsteam als ,die besten”
(siehe Bartelborth, 2007, S. 8) Griinde fiir das jewei-
lige Fallbeispiel beurteilt. Drittens: Die herausgear-
beiteten Griinde konnten durch eine Einbettung der
Ergebnisse in den Forschungsstand und Beziige zu
anderen Studien untermauert werden. Insbeson-
dere kann der Grund eines fragmentarischen Deu-
tungsverstandnisses auch dadurch untermauert
werden, dass ebenfalls im Bereich der Bruchrech-
nung aus einem fragmentarischen Verstandnis der
Anteilsgrundvorstellung die Entwicklung von Fehl-
konzepten zum Bruchzahlbegriff nachgezeichnet
werden konnte (Kollhoff, 2021).

5.2 Limitationen und Forschungsperspektiven

Die qualitative Vorgehensweise der Studie zielte auf
eine Herausarbeitung von Fallbeispielen ab, durch
die Schwierigkeiten der Anwendung fachlich korrek-
ter, inhaltlicher Deutungen im Sinne der ersten For-
schungsfrage sehr detailliert rekonstruiert und abge-
bildet werden kénnen. Durch das explorative Vorge-
hen der Studie erhebt diese nicht den Anspruch, alle
moglichen Schwierigkeiten der Anwendung inhaltli-
cher Deutungen des Ableitungsbegriffs zu beschrei-
ben und samtliche Griinde fiir diese Schwierigkeiten
im Sinne der zweiten Forschungsfrage herauszuar-
beiten. In der vorliegenden Studie zeigte sich zudem,
dass die Lernenden vor allem die Deutung des Ablei-
tungsbegriffs als Steigung nannten und ausfiihrlich
elaborierten, sodass die Schwierigkeiten primar
bzgl. dieser Deutung herausgearbeitet und begriin-
det wurden. Weniger explorativ gestaltete An-
schlussstudien kdnnten andere Deutungen wie die
lokale Linearitat systematischer fokussieren.

Insgesamt bleibt aufgrund des explorativen Charak-
ters der vorliegenden Studie zudem unklar, wie hau-
fig bzw. breit gestreut die dargestellten Schwierig-
keiten im Mathematikunterricht auftreten, was
guantitativ angelegte Studien beantworten kénn-
ten. Uber die Relevanz der Ergebnisse iiber den in-
haltlichen Bereich der Analysis hinaus ware zu kla-
ren, inwieweit sich die herausgearbeiteten Griinde
auch in anderen, in diesem Beitrag nicht betrachte-
ten, Themen nachweisen lassen und inwieweit sie
eine fur den jeweiligen Inhalt spezifische Gestalt an-
nehmen.
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Die Auswahl der Stichprobe erfolgte auf Grundlage
der voraussichtlichen mathematiknahen Studien-
wahl der Schilerinnen und Schiler, die zudem aus-
schlieBlich freiwillig an den Interviews teilnahmen.
In Bezug auf Einstellungen zum Fach Mathematik
kann somit von einer Positiv-Auswahl ausgegangen
werden. Inwieweit dhnliche Phanomene bei Schiile-
rinnen und Schilern mit anderen Studienwiinschen
und Einstellungen zu beobachten und zu begriinden
sind, misste durch eine anders angelegte Stich-
probe geklart werden.

Gleichzeitig bietet die vorliegende Stichprobe das
Potential, die Lernenden nach Aufnahme ihres ma-
thematiknahen Studiums ein weiteres Mal zu inter-
viewen. Somit kdnnte im Rahmen einer Langs-
schnittstudie der Frage nachgegangen werden, wel-
che Rolle die zum Ableitungsbegriff formulierten
Grundvorstellungen bei der weiteren Begriffsbil-
dung der Lernenden an der Hochschule einnehmen.

Anmerkungen

1 Die Auffassung und der Zusammenhang der Begriffe ,Grund-
vorstellung” und ,,Deutung” werden in Abschnitt 2.1 und 2.4
naher erldutert.

2Von der normativen und deskriptiven Ebene unterscheidet
vom Hofe (1995) noch eine konstruktive Ebene. Diese wird vor
allem durch das ,Aufdecken von Divergenzen zwischen sol-
chen vom Lehrer als addquat verfolgten und beim Schiler fak-
tisch feststellbaren Vorstellungen” (vom Hofe, 1995, S. 103)
sowie durch eine Entwicklung hierauf aufbauender Forder-
malnahmen charakterisiert.

3Zum Teil werden die Begriffe des , konzeptuellen Wissens” und
,deklarativen Wissens” auch synonym verwendet. Weitere In-
formationen zur Verwendung der Begriffe z.B. in Klinger
(2018), Moormann (2009) und Schneider (2006).

4 Mogliche Auswirkungen der so ausgewdhlten Stichprobe auf
die Ergebnisse werden im Diskussionsteil methodisch reflek-
tiert.

5 Neben dem Ableitungsbegriff wurde im Interview auch nach
dem Integral- und Funktionsbegriff gefragt. Da die letzteren
beiden Begriffe nicht im Erkenntnisinteresse des Beitrags ste-
hen, wird auf Fragen und Aufgaben hierzu nicht weiter einge-
gangen.

6 Die Grundvorstellung des Verstarkungsfaktors hat im Mathe-
matikunterricht der Sekundarstufen eine geringere Bedeutung
(Greefrath et al., 2016a) und wurde daher bei der Datenerhe-
bung und -auswertung der in diesem Beitrag beschriebenen
Studie nicht explizit beriicksichtigt.
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Transkriptionslegende

Fiir eine gute Lesbarkeit sind die Transkripte so weit
wie moglich der Schriftsprache angendhert. Es
wurde folgende Formatierung genutzt:

e (kursiv): Beschreibung von Mimik, Gestik und
Handeln

e (x Sek.): Pause von x Sekunden
e /: Wort- oder Satzabbruch

e //: Beginn und Ende von Sprecherinnen- und
Sprecheriberlappungen
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