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Zusammenfassung: Viele Mathematik-Lehramtsstu-
dierende sehen wiéhrend ihres Studiums kaum Ver-
bindungen zwischen den Inhalten fachmathemati-
scher Lehrveranstaltungen und ihrem spdteren Beruf
als Mathematiklehrkraft. Wir beschdftigen uns in
diesem Beitrag mit theoretischen Anséitzen, um Ver-
bindungen zwischen lokaler und nicht-lokaler Ma-
thematik durch integrierte Lernumgebungen fiir an-
gehende Lehrkrdifte im Inhaltsbereich abstrakter Al-
gebra zu stérken. Dafiir werden Design-Prinzipien
(Sequenzierung und Darstellungsvernetzung) formu-
liert sowie initiierte Lernprozesse zu algebraischen
Konzepten (Neutralelement und Inverse) im Zusam-
menspiel mit Vereinheitlichungsprozessen analy-
siert.

Abstract: Students in teacher education programs at
university level often experience lack of connections
between the mathematics classes they take and
their future mathematics teaching. In this paper, we
consider theoretical approaches for minimizing these
gaps by strengthening connections between local
and non-local mathematics in teaching-learning ar-
rangements of abstract algebra for future teachers.
We draw on the design principles (sequencing and
relating representations) and analyze initiated learn-
ing processes of algebraic concepts from an inte-
grated perspective of unifying.

1. Fachwissen als Lerngegenstand im Mathe-
matiklehramt

1.1 Fachwissen und seine Herausforderungen

Mathematisches Fachwissen als zentraler Lernge-
genstand im Mathematik-Lehramtsstudium wird im
deutschen Kontext weitestgehend festgelegt in den
KMK Standards (KMK, 2019). Mit der Frage, welche
Funktionen mathematisches Fachwissen in der Ma-
thematik-Lehramtsausbildung und im spateren Be-
ruf hat, beschaftigen sich Forschende auf theoreti-
scher und empirischer Ebene bereits seit langem
(z. B. Shulman, 1986; Blémeke et al., 2015; Uberblick
fir Mathematik bei Hoffmann, 2022). Zur Klarung
der professionellen Kompetenz gibt es zum einen
Ansatze Uber Dispositionen und zum anderen ber

die Performanz der (zukiinftigen) Lehrkrafte. Im Pro-
fessionsmodell von Blomeke et al. (2015, siehe Abb.
1) wird die Liicke zwischen diesen gegensatzlichen
Perspektiven auf die professionelle Kompetenz
durch die Prozesse bei der Bewaltigung von situati-
onsspezifischen Aufgaben geschlossen.

Disposition Situationsspezifische Aufgaben

Affektive
Motivation

Performanz
Interpretieren

————
. Beobachtbares
Verhalten

Professionsmodell nach Blémeke et al. (2015, S. 7)

Abb. 1

Als Teil der kognitiven Facette wird das Fachwissen
typischerweise als Content Knowledge konzeptuali-
siert (Shulman, 1987) und anderen Facetten, wie
z. B. dem Padagogischen Wissen, gegenibergestellt.
Je nach zu Grunde gelegtem theoretischen Modell
lassen sich hier weitere Ausdifferenzierungen vor-
nehmen, wie z. B. die feineren Facetten im Mathe-
matical Knowledge for Teaching (MKT) bei Ball et al.
(2008) (genauer in Abschnitt 1.2) oder die Konzeptu-
alisierung des School-related content knowledge
(Dreher et al., 2018).

Unabhangig von der groberen oder feineren Konzep-
tualisierung herrscht Konsens, dass Fachwissen als
Teil der Kognition als Ressource fiir die Bewaltigung
situationsspezifischer Anforderungen und Aufgaben
dient (siehe situationsspezifische Aufgaben bei Bl6-
meke et al., 2015 in Abb. 1). Diese Ressourcenfunk-
tion liefert eines der Argumente fir die umfangrei-
chen Studienanteile in Fachmathematik. Mit den ge-
nannten theoretischen Konstrukten hat die Kompe-
tenz- und Expertiseforschung zur Lehrkrafteprofes-
sion bereits einen wichtigen Beitrag im Diskurs ge-
leistet, denn die Konstrukte konnen normativ und
deskriptiv als Sprach- und Denkmittel in der Diskus-
sion um aktuelle Innovationsfragen und Kohéarenz-
bemiihungen (s. u.) herangezogen werden.

Neben dem Aspekt Lerngegenstand zu sein, kann
Fachwissen fiir Studierende des gymnasialen Lehr-
amtsstudiums auch zur Herausforderung in der Stu-
dienbewaltigung oder Studienidentifikation werden.
Die Nicht-Bestehensquoten in vielen Veranstaltun-
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gen sind im Vergleich zu anderen Fachern uber-
durchschnittlich hoch, was gleichermalien fir die
Gberdurchschnittlich hohen Abbruchquoten in Ma-
thematikstudiengangen gilt (Neugebauer et al.,,
2019). Hinzu kommen Motivations- und Sinnhaftig-
keitsherausforderungen, die durch die Entkopplung
von spateren Anforderungen im Beruf ausgelost
werden kdonnen und die wiederum zum Studienab-
bruch tber alle fachlichen Leistungsniveaus hinweg
fihren koénnen. Konkret besteht diese (nicht erst
jetzt aktuell gewordene) Herausforderung im Ma-
thematik-Lehramtsstudium auch darin, dass Studie-
rende wahrend ihres Studiums wenig bis kaum Ver-
bindungen zwischen den Inhalten fachmathemati-
scher Lehrveranstaltungen und ihrem spateren Be-
ruf als Lehrkraft sehen (Mischau & Blunck, 2006;
Ticknor, 2012). Dieses Problem der zweiten Diskon-
tinuitat kann dadurch verstarkt werden, dass die
universitaren Lehrveranstaltungen mit ihren typi-
schen Verortungen in Fachwissenschaft, Fachdidak-
tik und Bildungswissenschaften den Wissens- und
Kompetenzaufbau bei Studierenden in diesen Berei-
chen héaufig getrennt voneinander adressieren
(Uberblick zur mathematiklehramtsspezifischen Kri-
tik in Leuders, 2019). Diese strukturellen Verortun-
gen (fur die es z.B. studienorganisatorisch gute
Grinde gibt) sind aus lerntheoretischer Perspektive
unabhangig vom Fach Mathematik eher unginstig,
da sie zu ungewiinschten Trennungen von Wissens-
bereichen und Wissensarten im Lernprozess flihren
(van Merrienboer & Kirschner, 2018; fiir Mathema-
tik diskutiert in Leuders, 2019). Das bei Merrienboer
und Kirschner (2018) diskutierte Phanomen der
mangelnden Bezugsherstellung wird u. a. von Predi-
ger (2013) aus fachdidaktischer Perspektive be-
schrieben. Sie fasst zusammen, dass Mathematik-
Lehramtsstudierende haufig Schwierigkeiten zeigen,
ihr mathematisches Fachwissen als Ressource fir
(hypothetisches) unterrichtsbezogenes Handeln zu
aktivieren.

Prediger (2013) macht weiterhin wie bereits Klein
(1908) deutlich, dass Studierende unabhangig von
ihrem (fachlichen) Leistungsniveau bei der Aktivie-
rung und Anwendung ihres mathematischen Wis-
sens fur fachdidaktisches Handeln gezielte Unter-
stitzung bendtigen. Dass diese Unterstlitzung fur
Studierende in der Gestaltung von Lerngelegenhei-
ten notwendigerweise mitgedacht werden sollte, ist
lernpsychologisch nicht Uberraschend. In ihrer In-
struktionstheorie (4CID) fordern van Merrienboer
und Kirschner (2018) deshalb auch die Integration
von verschiedenen Wissensbereichen und -arten bei
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der Entwicklung von Lerngelegenheiten fiir professi-
onelles Handeln in komplexen Situationen wie dem
Lehrberuf.

In den letzten Jahren wurden diverse Koharenz-
bemihungen vorgeschlagen, die sich auf verschie-
dene Ebenen des Mathematik-Lehramtsstudiums
beziehen. Auf Ebene der Lehramtsprifungsordnun-
gen und Studiengangsorganisation wurden z. B. an
einigen Standorten Briickenveranstaltungen im
Lehramt eingefiihrt (,,Mathematik neu denken“ Beu-
telspacher et al., 2011; ,Einflhrung in mathemati-
sches Denken und Arbeiten” Hilgert et al., 2015;
u. w. Halverscheid et al., 2022). Auf Ebene einzelner
Lehrveranstaltungen oder Aufgabendesigns werden
Schnittstellenaufgaben oder Unterrichtsvignetten
eingesetzt (z. B. Prediger, 2013; Bauer, 2013; Hoff-
mann, 2022; zur Typisierung von Schnittstellenauf-
gaben siehe Weber & Lindmeier, 2022).

Eine zunehmende Anzahl an Innovationen zur Uber-
windung der zweiten Diskontinuitat ist primar im In-
haltsbereich der Analysis oder bezogen auf die Prak-
tik des Beweisens zu beobachten. Hingegen ist der
Inhaltsbereich Algebra weniger stark vertreten (mit
Ausnahmen wie z. B. Wasserman, 2014). Insgesamt
ist bekannt, dass derartige Lehrinnovationen einen
Einfluss auf die wahrgenommene doppelte Diskonti-
nuitat haben kénnen (Eichler & Isaev, 2023; Weber
et al., 2022). Deutlich weniger Klarheit herrscht al-
lerdings dariber, welche Lernprozesse angeregt
werden und welche Wirkungen die Lehrinnovatio-
nen haben. Es benétigt somit weitere Fokussierung
auf themenspezifische sowie lernprozessbezogene
empirische Forschung.

In diesem Beitrag fokussieren wir fiir die beschrie-
bene Forschungsliicke auf ausgewahlte Inhalte ho-
herer Algebra, denn erstens handelt es sich hierbei
um einen typischen Studienanteil des fachlichen
Curriculums im gymnasialen Lehramt, fiir den zwei-
tens empirische Belege fiir die fehlende Koharenz-
Wahrnehmung vorliegen (Ticknor, 2012), und fir
den drittens empirische Vorarbeiten, v. a. auch Ent-
wicklungsforschungsstudien als Grundlage vorliegen
(Larsen et al.,, 2013). Letztere kénnen zur Erfor-
schung der prozessbezogenen Wirkungen adaptiert
werden.

1.2 Spezifizierung der Lerngegenstande fiir Ma-
thematiklehramtsstudierende

Eine Besonderheit der schulischen mathematischen
Curricula liegt im spiralférmigen Aufbau der Inhalte.
Flr die Gestaltung von Mathematikunterricht soll-
ten neue Inhalte stets im Sinne des Spiralprinzips an
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Vorwissen und vorherige Inhalte ankniipfen (Bruner,
1996). In der Konsequenz bendtigen Mathematik-
lehrkrafte im Sinne des Knowledge of Content and
Curriculum (Ball et al., 2008; curricular knowledge
bei Shulman, 1987) einen fundierten Uberblick tiber
die Inhalte der verschiedenen Jahrgangsstufen, de-
ren spezifische Bezlige untereinander sowie in Rich-
tung der erweiterten Curriculumsspirale auf das,
was nach der schulischen Mathematik z. B. in einem
mathematikhaltigen Studium folgt (im MKT konzep-
tualisiert als Horizon Content Knowledge, siehe auch
Abschnitt 1.2.1). Das Bewusstsein fiir l[dngsschnittli-
che Kohérenz (longitudinal coherence) betont Ma
(2010) als eines von vier zentralen Kriterien fir Ma-
thematikprofessionswissen von Lehrkraften auf der
Grundlage empirischer Vergleiche des Professions-
wissens US-amerikanischer und chinesischer Lehr-
krafte:

Teachers with PUFM (profound understanding of fun-
damental mathematics, L.W) are not limited to the
knowledge that should be taught in a certain grade; ra-
ther, they have achieved a fundamental understanding
of the whole elementary mathematics curriculum. With
PUFM, teachers are ready at any time to exploit an op-
portunity to review crucial concepts that students have
studied previously. They also know what students are
going to learn later, and take opportunities to lay the
proper foundation for it (Ma, 2010, S. 104).

Die Frage, inwiefern die konsequente Anbindung an
Vorwissen tatsachlich eine Gelingensbedingung fir
nachhaltigeres Lernen darstellt, ist methodisch
hochanspruchsvoll zu untersuchen. Auch aus diesem
Grund ist die empirische Datenlage auf Lernen-
denebene hier (noch) eher diinn (Ausnahme z. B.
Dhunny & Angateeah, 2019) und es wird auf theore-
tische Argumentationen zurilickgegriffen. Wahrend
sich Mas (2010) empirische Untersuchungen auf den
Primarstufenunterricht beziehen, zeigt eine qualita-
tive Rekonstruktion im Kontext einer Lehrkraftepro-
fessionalisierungsstudie, dass es fir Mathematik-
lehrkrafte der Sekundarstufe | mit unterrichtsprakti-
schen Erfahrungen im Schuldienst unterschiedlicher
Lange sehr herausfordernd zu sein scheint, curricu-
lare Bezlige zwischen den mathematischen Inhalten
verschiedener Schulstufen wahrzunehmen (Rosike,
2021). Weitere Untersuchungen in diesem Professi-
onalisierungskontext weisen darauf hin, dass Ent-
scheidungen tendenziell auf einer kurzfristigen Be-
waltigungsperspektive und der Orientierung fuRen,
das unterrichtliche Geschehen kurzfristig so zu steu-
ern, dass alle Lernenden die gestellten Aufgaben be-
arbeiten kénnen (Uberblick in Prediger et al., 2022).

Neben den vertikalen Beziehungen der Inhalte im
Spiralcurriculum ist es Konsens, dass Lehrkrafte auch

innerhalb eines Inhaltsbereichs, den sie unterrichten
(werden), die Bezlige der jeweiligen Wissensarten
und Wissensfacetten zueinander Uberblicken kén-
nen missen. Sie sollten also fiir einen entsprechen-
den Begriff Uber ein adaquates Begriffsnetz verfi-
gen, dass sich aus den verschiedenen Wissensfacet-
ten spinnt. Theoretisch argumentieren Silverman
und Thompson (2008) in diesem Zusammenhang flr
das Kriterium der Vernetzung von Konzepten, ma-
thematischen Ideen und Denkweisen (connected-
ness bei Ma, 2010) als notwendige Bedingung fiir das
Gelingen eines verstehensorientierten Mathematik-
unterrichts. Dies begriinden sie damit, dass ein fach-
lich korrektes, reichhaltiges Netz von Begriffen, Kon-
zepten, Verfahren, Satzen und ihren Beweisen eine
notwendige Bedingung dafilir darstellt, dass eine
Lehrkraft in einer Unterrichtssituation fachlich treff-
sicher handeln kann.

1.2.1 Reshapings des lokalen mathematischen
Verstandnisses durch nicht-lokale Mathema-
tik

Ball et al. (2008, S. 403) konzeptualisieren horizon

content knowledge (HCK) u. a. als

awareness of how mathematical topics are related over
the span of mathematics included in the curriculum.

Eingeordnet wird horizon content knowledge im
MKT-Modell zwar in der Facette von Fachwissen, es
wird aber gleichzeitig eingeraumt, dass es sich hier-
bei um einen Einordnungsvorschlag handelt, der
weiter empirisch zu untersuchen ist, da horizon con-
tent knowledge auch quer zu allen anderen Wissens-
facetten liegen kénnte (Ball et al., 2008). Als Alterna-
tive zum horizon content knowledge entwickelt Was-
serman (2018a) das Konstrukt des knowledge of
non-local mathematics for teaching zur Theoriebil-
dung im Zusammenhang des Innovierens fachwis-
senschaftlicher Lehre fiir Mathematiklehramtsstu-
dierende.

Wasserman (2018a) unterscheidet dafiir die lokale
von der nicht-lokalen mathematischen Umgebung.
Wahrend sich die lokale Umgebung auf diejenigen
mathematischen Inhalte bezieht, die eine Lehrkraft
unterrichtet bzw. unterrichten wird (siehe Abb. 2,
ausgedriickt durch die Person in der Mitte), ist die
nicht-lokale mathematische Umgebung diejenige,
die auf zwei Weisen in Relation zum jeweiligen Un-
terrichtsgegenstand betrachtet wird: einerseits zeit-
lich (im fachlich-strukturellen und damit fiir einen
Lehramtsstudierenden auch biografischen Sinne)
und andererseits fachlich bzgl. ihrer Nahe zueinan-
der (,the degree of interdependence between
them” Wasserman, 2018a, S. 118).
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Abb.2  Mathematische lokale und nicht-lokale Umgebungen

(Abbildung nach Wasserman, 2018a, S. 118)

Das bedeutet, dass die mathematischen Umgebun-
gen (lokal und nicht-lokal) jeweils relational vom Un-
terrichtsgegenstand ausgehend zu sehen sind. Wel-
cher Inhalt folglich innerhalb einer lokalen oder
nicht-lokalen Umgebung liegt, ist variabel und in Ab-
hédngigkeit vom (hypothetischen) unterrichtlichen
Lerngegenstand genauer zu spezifizieren.

Ein Beispiel fir den Zusammenhang der lokalen und
nicht-lokalen Umgebungen kann am Beispiel der
Losbarkeit einschrittiger Gleichungen und der algeb-
raischen Struktur der Gruppe erldutert werden. Ent-
sprechend des Kernlehrplans werden im Schulunter-
richt von Klasse 7 einschrittige Gleichungen wie z. B.
x + 12 = 7 gelost. Dieser lokale Inhalt (aus der loka-
len Umgebung) ist mit dem nicht-lokalen Inhalt der
algebraischen Struktur einer Gruppe (aus der nicht-
lokalen Umgebung) vernetzt, denn es sind gerade
die Gruppenaxiome, die eine eindeutige Losung der
einschrittigen Gleichung erlauben.

Das Potenzial einer starkeren expliziten Vernetzung
lokaler und nicht-lokaler Inhalte in der universitdren
Lehrkrafteausbildung sieht Wasserman (2018a) im
vermuteten Reshaping des Verstandnisses der loka-
len Mathematik von (angehenden) Lehrkraften so-
wie den damit verbundenen potentiellen Wirkungen
auf die Qualitdt von Unterricht:

helping pre-service and in-service teachers see the con-
nections to the local content they (will) teach, espe-
cially in ways that fundamentally alter their under-
standing of that local content, and then providing ex-
plicit ways that such knowledge might influence their
actions as a teacher could help foster the development
of nonlocal mathematical knowledge for teaching.
(Wasserman, 2018a, S. 127).

Das Reshaping mathematischen Verstandnisses wird
von Serbin (2021) nach Lee (2018) mit den vier Fa-
cetten ,vertiefen”, ,erweitern”, ,vereinheitlichen”
und ,starken” genauer operationalisiert. Hierbei
handelt es sich um Prozesse, die im Bereich der Kog-
nition bereits aufgebautes Verstandnis auf unter-
schiedliche Weise verandern kdonnen (Lee, 2018):
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e In der Vertiefung des Verstandnisses eines Kon-
zepts im Sinne der Begriffsbildung (z. B. Vertie-
fung des Konzepts Neutralelement von Prozess-
zum Objektdenken).

e Inder Erweiterung der Anwendungsbereiche, in
dem das Konzept angewendet werden kann
(z. B. Erweiterung des Konzepts des Neutralele-
ments, mit der Identitat als Neutralelement der
Symmetrieabbildungen).

e In dem Vereinheitlichen scheinbar zusammen-
hangsloser mathematischer Objekte unter einer
Ubergreifenden mathematischen Idee bzw. Kon-
zept (z. B. Vereinheitlichen der Null, Eins und
Identitat als Neutrale Elemente).

e In der Stdrkung der Verbindung zwischen ver-
schiedenen Konzepten (z. B. Starkung des Zu-
sammenhangs von Neutralelement und Inver-
sen).

Fiir die Rekonstruktion von Vertiefungsprozessen
werden in anderen Studien die Begriffsentwick-
lungsstufen der APOS-Theorie (Dubinsky, 1991) ge-
nutzt. Fokussiert man die Facette des Vereinheitli-
chens als einen Teilprozess des Reshapings, so kon-
nen zur Beschreibung des Grads des Vereinheitli-
chens die Entwicklungsstufen von Verbindungen
mentaler Objekte nach Piaget und Garcia (1989) her-
angezogen werden (Lee, 2018; Serbin, 2021). Die
Entwicklungsstufen  beschreiben  verschiedene
Grade der hergestellten Verbindungen: Auf der ,,In-
tra-Stufe” liegt noch eine isolierte Betrachtung von
Objekten vor; auf der nachsthoheren ,Inter-Stufe”
werden erste Gemeinsamkeiten von Objekten er-
kannt. Die Trans-Stufe beschreibt den hdochsten
Grad der hergestellten Verbindung, denn in dieser
werden Gemeinsamkeiten der Objekte erkannt und
aus mathematisch-struktureller Perspektive reflek-
tiert. Die drei Stufen dienen im empirischen Teil der
Beschreibung der Vereinheitlichung lokaler und
nicht-lokaler Objekte (siehe auch Tab. 2 in Ab-
schnitt

1.2.2 Lehramtsspezifische Spezifizierung von Lern-
gegenstinden in der hoheren Algebra

Fiir den Inhaltsbereich hoherer Algebra beschaftigen
sich theoretische, eher stoffdidaktische Arbeiten,
sowie empirische (Entwicklungsforschungs-)Studien
mit Uberlegungen zur Relevanz und Umsetzung stér-
kerer Vernetzung der hochschulischen Inhalte mit
schulischen Aspekten (Uberblick in Wasserman,
2018b). Neben schulbezogenen Analysen der Zu-
sammenhange zwischen Schul- und Hochschulal-
gebra aus theoretisch stoffdidaktischer Perspektive
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(Wasserman, 2016; Leuders, 2016) werden Beziige
empirisch rekonstruiert aus der Perspektive von
Lehrkraften (Gray, 2021) sowie Mathematiker:innen
und Mathematikdidaktiker:innen (Souminen, 2018).
Wahrend aus den Antworten von Befragungen in-
nerhalb letzterer Gruppe eine ausfiihrliche, nach
Konzepten systematisierte Ubersicht moglicher Ver-
netzungen entstanden ist, zeigen Studien mit Lehr-
amtsstudierenden und Lehrkraften ein anderes Bild:
Flr Studierende besteht trotz der theoretischen Zu-
sammenhdnge tendenziell eine hohe Diskrepanz
zwischen Schul- und Hochschulalgebra (Cuoco,
2001, S. 169). Dies kann bei Studierenden die Wahr-
nehmung verstarken, dass Universitatsveranstaltun-
gen zur hoheren Algebra fiir das spatere berufliche
Handeln kaum relevant sind.

Um universitdre Lehre diesbezliglich zu innovieren,
rekonstruiert Wasserman (2016) diejenigen algebra-
ischen Konzepte und Themenbereiche héherer Al-
gebra, die mit theoretisch-stoffdidaktischer Argu-
mentation fiir Mathematikunterricht in der Sekun-
darstufe besonders relevant zu sein scheinen. Als Er-
gebnis seiner Analysen nennt er die Inhaltsbereiche
,arithmetische Eigenschaften”, ,Inverse”, , Struktu-
ren von Mengen“ und ,Losen von Gleichungen” als
besonders relevante Inhalte fir Lehrkradfte und so-
mit fiir Lehrkrafteaus- und -weiterbildung im Bereich
der Algebra. Diese Themenliste sowie die von Soum-
inen (2018) rekonstruierten, flr schulbezogene Ver-
tiefungen potentiell fruchtbaren fachlichen Inhalte
kdnnen Lehrende und (Entwicklungs-)Forschende in
der Lehrkrafteausbildung leiten, theoretisch fun-
diert zu entscheiden, welchen Themen aus der Per-
spektive von Professionsorientierung im Lehramt
groRere Aufmerksamkeit geschenkt werden sollte.

Zur Frage der empirisch rekonstruierten Lernstande
und Lernprozesse bei Studierenden in den genann-
ten Bereichen kann jedoch kaum auf Studien speziell
mit Lehramtsstudierenden zurlickgegriffen werden.
Bezieht man sich auf die empirischen Studien hoch-
schulischer Forschung insgesamt, liefert vor allem
Forschung in US-amerikanischen Universitatskon-
texten Einsichten in typische Lernstande und
Schwierigkeiten von Studierenden mit diesen Lern-
gegenstdnden, auf die wir im Folgenden detaillierter
eingehen.

Gleichungen lésen und Gruppenaxiome

In einer qualitativen Rekonstruktionsstudie mit Stu-
dierenden zu Inhalten der Gruppentheorie beobach-
ten Weber und Larsen (2008), dass Studierende hiu-
fig Gruppenaxiome unverstanden wiedergeben. Als

Konsequenz wurde eine umfangreiche Entwick-
lungsforschung zum Lehren und Lernen der Grup-
penaxiome mittels eines vorstellungsbasierten Zu-
gangs Uber Symmetrieabbildungen durchgefiihrt
(Uberblick bei Larsen et al., 2013).

Ein weiteres Problem beim Lernen héherer Algebra
besteht darin, dass Studierende nicht zwingend auf
ihr Wissen der elementaren Algebra aufbauen und
deshalb haufig keine zentralen gemeinsamen Ideen
der Algebra identifizieren kénnen (Cook, 2012, zi-
tiert nach Souminen, 2018). Um diesem Problem
entgegenzuwirken, sollten Lernpfade so strukturiert
werden, dass an Vorerfahrungen des Losens ein-
schrittiger Gleichungen angeknilpft und hieran die
Gruppenaxiome herausgearbeitet werden (Wasser-
man, 2014). Aus fachlicher Perspektive ist dieser Zu-
gang produktiv, da er einen Zugang zu einem aqui-
valenten Axiomensystem der Gruppe mit dem Los-
barkeitsaxiom liefert (Hilgert et al., 2015). Dies be-
glinstigt die Vorstellung der Gruppe als algebraische
Struktur, die das Losen von Gleichungen ermaoglicht.
Empirisch hat sich gezeigt, dass dieser Zugang posi-
tive Wirkungen auf das Wissen tber Strukturen der
Mathematik sowie auf Uberzeugungen und Prakti-
ken im Zusammenhang mit dem tatsadchlichen Un-
terrichten haben kann (Wasserman, 2014). Als Teil-
ergebnis einer Spezifizierung und Strukturierung des
Lerngegenstandes fir Lehramtsstudierende kombi-
nieren wir daher in einer Lernumgebung diesen an
die Schulalgebra anknipfenden Zugang zu Grup-
penaxiomen {iber das Losen von Gleichungen mit
vorstellungsbasiertem Arbeiten mit Symmetrieab-
bildungen (siehe Abschnitt 3).

Aufgrund der Relevanz individueller Bedeutungs-
konstruktionen fir den Aufbau konzeptuellen Ver-
standnisses (Freudenthal, 1991) auch im Bereich ho-
herer Algebra diskutieren wir im Folgenden den For-
schungsstand zu mentalen Reprasentation von abs-
trakten mathematischen Objekten, die wir als Vor-
stellungen bezeichnen (Prediger, 2008). Es werden
zunachst jeweils Vorstellungen zu den einzelnen
Konzepten Neutralelement und Inverse vorgestellt.
Im Anschluss daran wird auf Vorstellungen der bei-
den Konzepte im Zusammenhang eingegangen.

Neutralelement

Flr das neutrale Element formuliert Leuders (2015)
als relevant aufzubauende Vorstellung:

Es gibt ein ,neutrales Objekt‘, welches bei Verkniip-
fung die Wirkung aller anderen Objekte nicht beein-
flusst. (Leuders, 2015, S. 223)




In der englischsprachigen Literatur wird diese Vor-
stellung des Neutralelements als , do-nothing-ele-
ment” bezeichnet (Serbin, 2023). Die , Keine-Wir-
kung-Vorstellung” (<N: Keine Wirkung>)! erweist
sich als fruchtbar, z. B. bei der Rekonstruktion der
Gruppenaxiome aus Erfahrungen mit der Hinterei-
nanderausfiihrung von Symmetrieabbildungen (Lar-
sen, 2013) sowie bei der Bestimmung von inversen
Funktionen und Matrizen (Bagley et al., 2015). Eben-
falls kann diese Vorstellung von Neutralelementen
produktiv fur die Erklarung zur Lésung von Gleichun-
gen genutzt werden. Zudem beschreibt Serbin
(2023), dass Studierende das Neutralelement in Zu-
sammenhang mit den Konzepten Bindroperation
und Menge beschreiben. Damit ist gemeint, dass die
Studierenden bei der Betrachtung des Neutralele-
ments zum einen auf die Menge, aus der das Ele-
ment kommt, und zum anderen auf die Bindropera-
tion, von der das Neutralelement abhangig ist, fokus-
sieren (Serbin, 2023).

Inverse

Inverse und Inversenbildung gehoéren nach Piaget
(1970) zu den fundamentalen psychologischen Pro-
zessen, die ein Individuum ausiben kénnen sollte
(zitiert nach Plaxco, 2015). Fiir das mathematische
Konzept der Inversen arbeiten Cook et al. (2022) mit-
tels eines Literaturreviews drei verschiedene Kate-
gorien von Vorstellungen (im Original ,ways of
reasoning” nach Harel, 2008) heraus. Dabei wird so-
wohl schul- als auch hochschulbezogene Forschung
zum Inversenkonzept berlicksichtigt.

Erstens konnen Inverse als Operation aufgefasst
werden. Hierfir ist kennzeichnend, dass die Opera-
tion angewendet wird, um die Wirkung der ur-
springlichen Operation umzukehren (<l: Umkeh-
rung>) (Cook et al., 2022). Diese Vorstellung der Um-
kehrung, z. B. die Subtraktion als Umkehrung der Ad-
dition, wird besonders im schulischen Kontext adres-
siert (Padberg & Wartha, 2017).

Zweitens kdnnen Inverse als Element aufgefasst wer-
den. Hierfir beschreiben Cook et al. (2022) als ein
kennzeichnendes Merkmal, dass bei dieser Sicht-
weise die Inversen mit einer Prozedur assoziiert wer-
den. Diese Prozedur beschreibt, wie ein gegebenes
Element manipuliert werden muss, um das Inverse
zu erhalten (Cook et al., 2022). Die inversen Ele-
mente werden als eine Manipulation des urspriingli-
chen Elements interpretiert (I: <Manipulation>). Die
Prozedur ist dabei abhangig von der algebraischen
Struktur. Zum Beispiel ist in (Z, +) das Hinzufiigen ei-
nes negativen Vorzeichens die assoziierte Prozedur
(McGowen & Tall, 2013). Eine zu starke Fokussierung
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auf die prozedurale Manipulation birgt die Gefahr,
dass die assoziierte Prozedur nicht nur mit den inver-
sen Elementen verkniipft wird, sondern fir Studie-
rende die Prozedur gleichzeitig das Konzept darstellt
(Wasserman, 2017).

Es ist auch moglich, Inverse als Elemente aufzufas-
sen und dabei die Prozedur der Manipulation nicht
vordergriindig zu betrachten. Findell (2001) be-
schreibt, dass es fiir seine Studierenden nattrlich er-
scheint, immer in Paaren von inversen Elementen zu
denken wie z. B. {1,5} in (Zg, +) (I: <Paar>). Die Be-
ziehung zwischen dem urspringlichen Element und
dem inversen Element kann einseitig oder beidseitig
betrachtet werden. Haufig wird das inverse Element
nur einseitig als Gegenteil des urspriinglichen Ele-
ments gesehen. Es ist jedoch wiinschenswert, dass
die Beziehung als wechselseitig wahrgenommen
wird (Plaxco, 2015, S. 80).

Drittens kénnen Inverse in Zusammenhang mit Bi-
naroperation und Menge betrachtet werden (Cook
et al., 2022). Wird explizit beriicksichtigt, dass so-
wohl das Element als auch das inverse Element in
der entsprechenden Menge liegen missen, wird das
Konzept der Inversen im Zusammenhang mit dem
Konzept der Menge betrachtet. Entsprechend wird
bei einer Fokussierung auf die Abhangigkeit des zu-
gehorigen inversen Elements von der Bindropera-
tion ein Zusammenhang zum Konzept der Bindrope-
ration hergestellt.

Zudem scheint es relevant, auch die Vorstellungen
im Zusammenhang von Neutralelement und Inver-
sen zu bericksichtigen (<Zusammenhang N & [>)
(Cook et al., 2022; Serbin, 2023). Aus Perspektive der
inversen Elemente beinhaltet dies das ausdriickliche
Bewusstsein, dass zwei Elemente dann und nur dann
zueinander invers sind, wenn ihre Verknlpfung das
Neutralelement ergibt (Cook et al., 2022; Leuders,
2015). Aus Perspektive des neutralen Elements wird
dieses als Ergebnis der Verknipfung von zwei zuei-
nander inversen Elementen verstanden (Serbin,
2023). Diesbeziglich beschreibt Serbin (2023) die
spezielle Vorstellung des Neutralelements als Ergeb-
nis dessen, was man erhalt, nachdem ein Inverses et-
was umgekehrt hat. Bei Einordnung dieser Vorstel-
lung in die bisherige Literatur wird das Neutralele-
ment mit der Idee der Umkehrung von Operationen
(eine Vorstellung des Inversenkonzepts) koordiniert.
Aus diesem Grund klassifizieren wir diese Vorstel-
lung als eine besondere Auspragung der Vorstellun-
gen zum Zusammenhang von Neutralelement und
Inversen.

6
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Im Spiralcurriculum kommen Inverse und Neutralel-
emente an verschiedenen Stellen immer wieder vor
(Greer, 2012; Wasserman, 2016), sodass Lehramts-
studierende und Lehrkrafte mit diesen flexibel und
beziehungsreichhaltig umgehen koénnen sollten.
Diese Flexibilitat bezieht sich zum einen auf die Ver-
netzung der verschiedenen Vorstellungen nach Cook
et al. (2022) und Serbin (2023). Diese postulieren,
dass die verschiedenen Vorstellungen eine wichtige
Rolle fiir das Verstehen der Konzepte des Neutralel-
ements und der Inversen Uber verschiedene algeb-
raische Kontexte hinweg spielen. Zum anderen soll-
ten neutrale Elemente und Inverse aus verschiede-
nen Zahlbereichen bzw. algebraischen Strukturen
(bei Brichen, bei negativen Zahlen, bei Funktionen
etc.) miteinander vernetzt werden. Allerdings hat
sich in empirischen Studien gezeigt, dass die Studie-
renden Schwierigkeiten bei entsprechend diesen
Vernetzungen zeigen (z. B. Bagley et al., 2015; Zazkis
& Kontorovich, 2016; Wasserman, 2017; Serbin,
2021; Serbin, 2023). Fir die Entwicklung von Ler-
numgebungen bedeutet dies, dass Studierende ex-
plizite Lerngelegenheiten zur Vernetzung erhalten
sollten.

Fir die Spezifizierung von Lerngegenstinden im
Lehramtsstudium mit besonderen Intentionen des
Starkens von Bezligen in fachlichen Lehrveranstal-
tungen liegen bislang kaum Studien im Kontext der
Mathematiklehramtsausbildung vor, die die ausge-
I6sten Lernprozesse zum Konzept des Neutralele-
ment und Inversen sowie deren Vernetzungen ge-
nauer in den Blick nehmen. Die Perspektive auf Lern-
prozesse ist jedoch notwendig, um Design-Entschei-
dungen auf Grundlage der Analyse von Wirkungen
und Gelingensbedingungen treffen zu kénnen.

Bezogen auf die Liicken theoretisch konsolidierter
Design-Prinzipien und damit verbunden der Not-
wendigkeit zum besseren Verstandnis der Gestal-
tung von Aktivitaten fur das integrierte Lernen loka-
ler und nicht-lokaler Mathematik beschaftigen wir
uns daher auf der Ebene der Entwicklungsprodukte
mit der Forschungsfrage

e F1. Nach welchen Design-Prinzipien kdnnen im
Inhaltsbereich hoherer Algebra Lernumgebun-
gen zur Anregung von Vereinheitlichungsprozes-
sen (als ein Teilprozess des Reshapings) der lo-
kalen durch nicht-lokale Mathematik gestaltet
werden?

Parallel ist auf Forschungsebene von Interesse, die
initiilerten Lehr-Lern-Prozesse der Lehramtsstudie-
renden besser zu verstehen und beschreiben zu kon-
nen:

e F2. Welche Prozesse der Vorstellungsentwick-
lung, insbesondere zum Neutralelement und In-
versen, sowie Prozesse des Vereinheitlichens
(als Facette des Reshaping) kbnnen rekonstru-
iert werden?

Erste Anregungen zur Klarung der Design-Frage (F1)
geben Vorarbeiten aus US-amerikanischen Studien.
Dort ist der Lehrkontext mit nicht-lehramtsspezifi-
schen Studiengdngen zwar etwas anders, aber in ih-
ren Zielen verfolgen die Forschenden dhnliche Inte-
ressen und Forschungsfragen, weshalb eine Uber-
tragung auf den deutschen Kontext erfolgsverspre-
chend scheint und im folgenden Abschnitt begonnen
werden soll. Der Abschnitt 2 dient daher der Darle-
gung theoretischer Grundlagen, bevor in Abschnitt
4.1 die logischen Strukturen vorgeschlagener De-
sign-Prinzipien (Prediger, 2019) zusammengefasst
und in Abschnitt 4.2 in ihrer Umsetzung diskutiert
werden.

2. Anséatze zum Wie: Design-Prinzipien zur Ge-
staltung integrierter Lernpfade

Dieser Abschnitt gliedert sich nach den theoreti-
schen Fundierungen fiir den strukturellen Aufbau
von Lernumgebungen im Groben (Design auf Makro-
Ebene in Abschnitt 2.1) und denjenigen fir konkre-
teres Aufgabendesign im Kleineren auf Mikro-Ebene
(Abschnitt 2.2).

2.1 Design auf Makro-Ebene: Prinzip der Sequen-
zierung zur Strukturierung eines Lernpfads

Zum Aufbau von knowledge of non-local mathema-
tics for teaching schlagen Wasserman et al. (2017)
ein Instruktionsdesign vor, entlang dessen Lernum-
gebungen mit Situationen oder konkreten Fragestel-
lungen aus dem schulischen Mathematikunter-
richtskontext beginnen. Diese Phase bezeichnen sie
als Building Up. Ausgehend vom Building Up werden
in der Phase des Learning diejenigen fachmathema-
tischen Inhalte vermittelt bzw. Kompetenzen erwor-
ben, die fur die Bearbeitung der unterrichtsbezoge-
nen Situation nach theoretischen und stoffdidakti-
schen Uberlegungen relevant und hilfreich sein kén-
nen. Daran anschliefend wird in der Phase des Step-
ping Down wieder zur Unterrichtssituation zuriick-
gekehrt (Erprobte Lernumgebungen zum Beispiel
zur Analysis in Wasserman et al., 2017; zur Algebra
u. a. in Wasserman, 2018b u. v. a.). Ziel dieses Auf-
baus ist es, die Verbindungen zwischen dem Unter-
richten schulischer Mathematik, schulischer Mathe-
matikinhalte und der Giber den lokalen Bereich hin-
ausgehenden hochschulischen Mathematik herzu-
stellen (siehe auch drei Ebenen in Abb. 3).
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Abb. 3  Instruktionsmodell zur Sequenzierung in Building Up,

Learning und Stepping Down (nach Wasserman et al.,
2017)

Mit ihrem Instruktionsmodell konkretisiert die For-
schendengruppe Uberlegungen von Silverman und
Thompson (2008) zur Entwicklung von Mathemati-
cal Knowledge for Teaching, bei dem der Aufbau ei-
nes fundierten Verstandnisses des schulischen ma-
thematischen Inhalts sowie dessen Reshaping inten-
diert ist (siehe dazu auch Abschnitt 1.2.1).

Diese Sequenzierung von Lernumgebungen kann
lehr-lernpsychologisch gestitzt werden: Wenn ver-
netztes Wissen und reichhaltige Verbindungen zwi-
schen Wissensbereichen und Wissensaspekten auf-
gebaut werden sollen, braucht es explizite Lerngele-
genheiten, die diese Verbindungen im hypotheti-
schen Lernpfad mitdenken (van Merriénboer &
Kirschner, 2018). Diese Argumentationskette ist
lernpsychologisch nicht iberraschend, denn Trans-
ferprozesse wie die Anwendung theoretisch erwor-
benen Wissens (z. B. abstrakte hochschulmathema-
tische Begriffe wie der Gruppenbegriff) auf praxisbe-
zogene Anforderungssituationen bendtigen explizite
und sorgfaltig gestufte Lerngelegenheiten, da jedes
erworbene Wissen an die Erwerbssituation (i. d. R.
also an die fachinhaltliche Lehrveranstaltung) ge-
bunden ist (Brown et al., 1989 zum situated learn-
ing). In den Phasen des Building Up und Stepping
Down sollte es sich deshalb um authentische, unter-
richtsbezogene Handlungsanforderungen als Aus-
gangs- bzw. Bezugspunkte fir die Learning Phase
handeln. Sie sollen die Learning Phase zur nicht-lo-
kalen Mathematik motivieren und dazu beitragen,
dass Studierende die Relevanz und Sinnhaftigkeit
hochschulischer Inhalte (i.d.R. nicht-lokaler Mathe-
matik) wahrnehmen und in ihrer Anwendung erle-
ben kdnnen. Als Kriterien zur Auswahl fordern Was-
serman et al. (2019) ebenso wie Prediger (2013),
dass es sich um authentische Anforderungssituatio-
nen handeln solle.

Im Inhaltsbereich Algebra rekonstruieren Wasser-
man und Galarza (2018) die Anderungen von zwei
Lehrkraften in ihren Reaktionen auf die unterrichtli-
che Handlungsanforderung im Vergleich vom Buil-
ding Up und Stepping Down in nach dem Sequenzie-
rungsprinzip strukturierten Lernumgebungen. Durch
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Kontrastierungen der Reaktionen wurden Anderun-
gen sichtbar gemacht und in vier Typen charakteri-
siert: (1) die direkte Einbindung von Ideen, die in der
Lernumgebung behandelt wurden; (2) eine starkere
Betonung spezifischer mathematischer Ideen; (3)
eine starkere Betonung mathematischer Begriin-
dungen; (4) Bericksichtigung zuvor unbehandelter
Bezlige.

Zu den weiteren berichteten kognitiven Wirkungen
der unterrichtlichen Handlungsanforderung als Aus-
gangspunkt der Lernumgebungen unterstiitzen die
Interview-Daten von Wasserman und Galarza (2018)
die Beobachtung von Prediger (2013), dass explizite
Impulse zur Aktivierung des Fachwissens hilfreich
scheinen.

Langfristige Wirkungen, also zum Beispiel inwiefern
die Chancen auf spateren, unaufgeforderten Trans-
fer des erworbenen Wissens und Konnens in tat-
sdachlichen Unterrichtsituationen mit solchen Lern-
gelegenheiten erhoht werden konnen, sind auf-
grund der methodischen Herausforderungen kaum
untersucht. Die Forschendengruppe um Wasserman
untersucht z. B. den Job ,Teaching with attention to
scope”, also des Explizierens von Giltigkeitsberei-
chen mathematischer Aussagen im Unterricht, bzgl.
der Wirkungen ihres Moduls zur reellen Analysis
(Wasserman et al., 2019). Die Triangulation von In-
terview- und Videodaten nach bzw. aus Unterricht
zeigt, dass alle teilnehmenden Studierenden wieder-
holt im Unterrichtsdiskurs Giiltigkeitsbereiche expli-
zieren (mehrfach in einzelnen Unterrichtsstunden
und Uber Stunden hinweg) und zwar Uber verschie-
dene Inhaltsbereiche (z. B. Funktionen oder Geo-
metrie). Zudem setzen sie die Praktik vorrangig um,
wenn sie mathematische Aussagen prazisieren, den
Anwendungs- und Geltungsbereich einer Aussage
explizieren oder Grenzen und Ausnahmen fiir diesen
nennen.

2.2 Design auf Mikro-Ebene: Prinzip der lokalen
und nicht-lokalen Darstellungsvernetzung

In der mathematikdidaktischen Theorie spielen Dar-
stellungen und Darstellungswechsel vor allem auf
Unterrichtsebene eine wichtige Rolle, da sie dem
Mathematiklernen in verschiedenen Funktionen
dienen. Darstellungen und Darstellungsvernetzun-
gen haben sich als unverzichtbar fir den Vorstel-
lungs- und Begriffsaufbau in mathematischen Lehr-
Lernprozessen erwiesen (z. B. Lesh, 1979; Duval,
2006). Neue Darstellungen stellen aber gleichzeitig
auch immer einen zuséatzlichen Lerngegenstand dar
(z. B. Goldin & Shteingold, 2001). Es ist somit fir ein
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spezifisches Thema jeweils didaktisch zu reflektie-
ren, welche Darstellungen im Unterricht eingefiihrt
werden und welche Aktivitditen Lernende im Sinne
spezifischer darstellungsbezogener Lernziele mit
diesen zu bewiltigen haben. Als theoretische Kon-
strukte fir die Beschreibung der kognitiven Aktivita-
ten erweisen sich Duvals (2006) Unterscheidung von
Treatments und Conversions als hilfreich: Wechsel
innerhalb einer Darstellungsebene (bei Duval eines
semiotischen Systems), also z. B. von einer grafi-
schen Darstellung in eine andere grafische Darstel-
lung, werden als Treatments bezeichnet, wobei der
Wechsel zwischen Darstellungsebenen Conversions
darstellen und fiir Lernende oftmals eine grof3e Her-
ausforderung darstellen.

Bezogen auf unterrichtsbezogene Anforderungssitu-
ationen sind Darstellungswechsel und -vernetzun-
gen dariiber hinaus ein wichtiges Diagnoseinstru-
ment z. B. zur Einschdtzung von aufgebauten Vor-
stellungen mathematischer Konzepte. Das Prinzip
der Darstellungsvernetzung ist deshalb ein wichtiges
didaktisches Unterrichtsprinzip, das in der Lehrkraf-
teausbildung themenibergreifend und themenspe-
zifisch behandelt wird. Als Design-Prinzip weiten
Prediger und Wessel (2011) das Prinzip der Darstel-
lungsvernetzung inklusive der verschiedenen
sprachlichen Register aus und beforschen es bezo-
gen auf die Potentiale zur fach- und sprachintegrier-
ten Forderung beim Aufbau fachlicher Vorstellun-
gen. In weiteren Entwicklungsforschungsstudien hat
sich das Prinzip zum sprachbildenden Mathematik-
unterricht auch fir andere Themen bewahrt, u. a.
auch fir abstraktere Inhalte der Sekundarstufe .

In der hochschulischen Mathematikdidaktik zeigt
sich die darstellungsbezogene Forschung bislang we-
niger breit aufgestellt im Vergleich zur Forschung auf
Unterrichtsebene. Fir die Gestaltung von Diagnose-
aufgaben zur Untersuchung des Gradienten-Ver-
standnisses im Mehrdimensionalen nutzen Moreno-
Arotzeno et al. (2021) Treatments und Conversions
und erheben mit entsprechenden Test-ltems die
Kompetenz von Studierenden (verschiedener ma-
thematikhaltiger Studiengange) zur Bewaltigung
dieser. Dafiir spezifizieren sie zundchst im Detail die
verschiedenen grafischen Darstellungen, die sich
aufgrund der Mehrdimensionalitat ergeben. Dies er-
moglicht den Forschenden einerseits eine feinere
empirische Rekonstruktion der Kompetenzen zu
Darstellungsvernetzungen und leistet andererseits
einen Beitrag zur Explizierung und Spezifizierung des
fachlichen Lerngegenstandes aus der Perspektive
der Darstellungsvernetzung. Letztere wird in hoch-
schulischen Mathematiklehrbiichern zwar implizit

bericksichtigt, aber bislang kaum empirisch be-
forscht.

Empirische Studien (Hazzan, 2001; Findell, 2001) im
Bereich hochschulischen Algebralernens mit einem
Fokus auf die Intensivierung von Verstehensorien-
tierung experimentieren zum Beispiel mit der grafi-
schen Darstellung der Operations- und Gruppenta-
feln. Diese sind dann als durchgangiges Design-Ele-
ment fiir die Anregung von Guided reinvention-Pro-
zessen zu Konzepten wie Assoziativitat, Kommutati-
vitdt und Gruppeneigenschaften explizit in empi-
risch erprobten Lehr-Lernmaterialien implementiert
(Weber & Larsen, 2008). Sie Gbernehmen darin vor
allem die Unterstiitzung des Vorstellungsaufbaus,
indem algebraische Strukturen Uber Kontexte hin-
weg sichtbar gemacht werden. Durch systemati-
sches Untersuchen der Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede kann dies wiederum die Entwicklung abs-
trakterer Begriffe, wie z. B. den fiir Studierende hau-
fig konzeptuell herausfordernden Isomorphie-Be-
griff, unterstitzen (Weber & Larsen, 2008).

Uber verschiedene Inhalte und Altersstufen hinweg
zeigt sich also das Potential von Darstellungsvernet-
zungen zur Integration von Lernzielen auf verschie-
denen Ebenen oder aus verschiedenen Bereichen.
Durch das Liften des Prinzips der Darstellungsvernet-
zung auf hochschulisches Lernen ergeben sich im
Kontext der Mathematiklehrkraftebildung zusatzli-
che Vernetzungsebenen, die in Aktivitdten adres-
siert werden kdnnen: Zur Gestaltung genuin fachma-
thematischer Lernprozesse konnen Darstellungsver-
netzungen zur Anregung und Unterstiitzung des ver-
stehensorientierten Lernens dienen. Darstellungen
kénnen dabei zusatzlich als verbindende Elemente
zwischen lokalen und nicht-lokalen Inhalten dienen
und erhalten damit eine Vernetzungsfunktion. Bezo-
gen auf Forschungsfrage (F1) zur Anregung von Ver-
einheitlichungsprozessen der lokalen durch nicht-lo-
kale Mathematik gehen wir davon aus, dass Vernet-
zungen lokaler und nicht-lokaler Darstellungen, eine
Anregung von Reshaping-Prozessen leisten kann
und entsprechende Vernetzungsaktivitaiten damit
zum Aufbau des non-local knowledge for teaching
fruchtbar gemacht werden kdnnen. Unseres Wis-
sens sind diese Vernetzungen fir die verschiedenen
hochschulischen Lerngegenstidnde jedoch bislang
kaum systematisch empirisch beforscht, noch gibt es
ein theoretisches Modell zur Spezifizierung der mog-
lichen Vernetzungen.

In Abb. 4 werden daher die resultierenden Vernet-
zungsmoglichkeiten zusammengefasst, wenn die
Darstellungsebenen (symbolisch, grafisch, verbal) im




Sinne des Modells von Prediger und Wessel (2011)
mit den lokalen und nicht-lokalen Umgebungen ge-
kreuzt werden.

Lokal Nicht-lokal
Sym- x+5=12 <> d120°x=51
bo-
lisch ¢ ¢
gra- o000 Q®0O <> ‘ A 9
fisch 000000 LN LN TN,
> PEN
Eine Abbildung verknulpft
verbal Eine Zahl x ad- mit der Drehung um 120°
diert mit finf entspricht einer Spiege-
ergibt zwolf. lung an Spiegelachse s; .

Abb. 4: Mogliche Vernetzungsebenen lokaler und nicht-loka-
ler Darstellungen am Beispiel

Empirische Studien zum Potential von Darstellungs-
vernetzungsaktivitdten in der Lehrkrafteausbildung
zum Aufbau von non-local knowledge for teaching
liegen zwar noch nicht vor, betrachtet man im Be-
reich des hochschulischen Algebralernens jedoch
ausgewahlte Lehrbiicher, so finden sich zum Beispiel
bei Leuders (2016) vielfaltige, darstellungsreichhal-
tige Aktivitaten und es werden lokale wie auch nicht-
lokalen Darstellungen genutzt.

Theoretisch gestiitzt werden kann der Ansatz durch
allgemeine lehr-lerntheoretische Uberlegungen zu
den kognitiven Aktivitaten beim Kontrastieren und
Vergleichen der vielfdltigen Darstellungen: Prozesse,
in denen Personen Unterschiede und Gemeinsam-
keiten analysieren, unterstiitzen die Explizierung
charakteristischer Eigenschaften eines Konzepts (Li-
powsky et al., 2019; Gentner, 2010), dies hat positive
Wirkungen auf das Lernen (Alfieri et al., 2013).

3. Forschungsdesign und Methoden

3.1 Datenerhebungen und Studienteilnehmende

Das in diesem Beitrag beschriebene Projekt ist ver-
ortet im Paradigma lehr-lernprozessorientierter
fachdidaktischer Entwicklungsforschung (Prediger &
Link, 2012) auf Hochschulebene. Ausgehend von der
theoretisch fundierten Spezifizierung und Struktu-
rierung der Lerngegenstinde in den integrierten
Perspektiven fachlichen Lernens bei gleichzeitiger
Verbindung lokalen und nicht-lokalen Wissens wur-
den drei Lernumgebungen (a 90 Min) entwickelt und
erprobt. Eine dieser Lernumgebungen (zum ,Glei-
chungen Lésen”) wird in Kap. 4 detaillierter mit Blick
auf die Bearbeitung von Forschungsfrage 1 erlautert.
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Bislang sind alle Aktivitaten und Materialien in zwei
Zyklen von Design-Experimenten im Laborsetting am
Standort Paderborn erprobt worden. Die Entwick-
lung der Analysekategorien und Tiefen-Auswertun-
gen zur Formulierung lokaler Theorien (Prediger,
2019) bezieht sich auf die Daten aus dem zweiten Er-
probungszyklus mit n = 10 Studierenden (in Summe
1355 Min. Videomaterial, 420 Min. davon zur Ler-
numgebung , Gleichungen I6sen”). Alle Design-Expe-
rimente wurden von der Zweitautorin des Beitrags
durchgefihrt, videografiert und mit MaxQDA
transkribiert. Die Teilnehmenden der Design-Experi-
mente des zweiten Zyklus sind Studierende im Lehr-
amt Gymnasium und Gesamtschule an der Universi-
tat Paderborn im ersten bis dritten Semester des
Master of Education.

Als Ergebnis auf Entwicklungsebene werden in Ab-
schnitt 4.1 die Design-Prinzipen sowie exemplarisch
flir den Lerngegenstand ,Gleichungen l6sen” der
entwickelte integrierte Lernpfad und die zugehori-
gen Lernziele in Abschnitt 4.2. dargestellt. Die Akti-
vitdten dieser Lernumgebung sind zudem diejeni-
gen, die als Grundlage zur Analyse der initiierten
Lehr-Lernprozesse genutzt werden.

3.2 Methoden zur Analyse der Lehr-Lernprozesse

Forschungsfrage (F2) zu initiierten Lehr-Lernprozes-
sen bezieht sich auf das Ziel, Vorstellungen fachli-
cher Konzepte und ihrer Entwicklungsprozesse mit
(potentiell ausgelosten) Reshaping-Prozessen in Be-
ziehung zu setzen. Aufgrund der hohen Komplexitat
konzentrieren wir uns in diesem Beitrag zunachst
auf das Vereinheitlichen als eine Facette, sowie auf
eine der erprobten Lernumgebungen im Detail. Fir
diese nutzen wir die Methode der Qualitativen In-
haltsanalyse (Kuckartz & Radiker, 2022) in einem
mehrschrittigen Vorgehen, wobei wir hier die Kate-
gorien der Vorstellungsanalyse bereits auf die In-
halte der Lernumgebung ,,Gleichungen |6sen” bezie-
hen.

Schritt 1. In der Phase der Sequenzierung werden in
den Transkripten Sinnabschnitte gebildet und Para-
phrasierungen fiur die drei Phasen des Building Up,
Re-Learning und Stepping Down vorgenommen. Fir
die jeweils gebildeten Sinnabschnitte werden die in-
dividuellen Vorstellungen zu den Konzepten und
Vereinheitlichungsstufen kategoriengeleitet, in ei-
nem deduktiv-induktiven Vorgehen, in zwei Schrit-
ten analysiert:

10



L. Wessel & A. Dellori

Vorstellungen Neutralelement

Ankerbeispiele

<N: Keine Das neutrale Element wird als ein Objekt ver-

Wirkung> standen, welches bei Verknupfung die Wirkung
aller anderen Objekte nicht beeinflusst.

Wegfallen Das neutrale Element wird als ein Symbol be-

trachtet, welches weggelassen werden kann.
Hier wird auf der symbolischen Ebene eines
Terms gedacht.

Wenn du das mit der Identitat verknipfst, er-
haltst du ja wieder das //etwas.//

(L1 Gruppe 5 Pos. 384)

Er hat hier die Identitat, die dann wegféllt. (L1
Gruppe 2, Pos. 581)

Vorstellungen Inverse Elemente

Ankerbeispiele

Inverse als Operation

<I: Umkeh- Die Inversen werden als Operation verstan-
rung> den, die angewendet wird, um den Effekt der
urspriinglichen Operation umzukehren.

Das ist einfach, ich spiegel einmal hin, spiegel
wieder zuriick. (L1 Gruppe 4, Pos. 259)

Inverse als Element

<I: Manipula- Inverse Elemente werden als Elemente aufge-

tion> fasst, die durch die Manipulation eines ur-
spriinglichen Elements entstanden sind. Damit
werden die Inverse als das Ergebnis der An-
wendung einer Prozedur verstanden.

<l: Paar> Ein inverses Element wird in Beziehung mit

dem urspriinglichen Element betrachtet z. B.
als das Gegenteil.

Im Grunde genommen, wenn wir jetzt sagen,
wir addieren hier immer das Negative drauf,
dann haben wir ja quasi eine Regel, wo wir im-
mer sagen, wir addieren immer und nehmen
einfach das Neg/ und setzen ein minus davor.
(L1 Gruppe 2, Pos. 606)

Das Pendant zur funf fiir das neutrale Element
ist ja minus funf. (L1 Gruppe 2, Pos. 601)

Vorstellungen zum Zusammenhang Neutralelement und Inverse

Ankerbeispiele

<Zusammen- Der Fokus liegt auf einer gemeinsamen Be-

hang N & I> trachtung der Inversen und dem Neutralele-
ment, z. B. durch Uberlegungen, wie man die
Wirkung eines Objektes neutralisieren kann,
um das neutrale Element zu erreichen.

Und dann guckt der hier 120 habe ich [...]. Er
guckt sich hier an, was brauche ich zur Identi-
tat? Nochmal eine Drehung um 240. (L1
Gruppe 1, Pos. 423)

Stufen des Vereinheitlichens

Ankerbeispiele

<Intra-Stufe> Es liegt eine isolierte Betrachtung der lokalen
und nicht-lokalen Konzepte und Objekte vor.

Es werden erste Gemeinsamkeiten der lokalen
und nicht-lokalen Konzepte und Objekte er-
kannt.

<Inter-Stufe>

Es werden Gemeinsamkeiten der lokalen und
nicht-lokalen Konzepte und Objekte erkannt
und aus einer mathematisch strukturellen Per-
spektive reflektiert.

<Trans-Stufe>

Lokal: Die Null fallt weg. (L1 Gruppe 5, Pos.
87)

Nicht-lokal: Mhh. Ja. Ja, dass man die ldenti-
tat wegfallen lassen kann. (L1 Gruppe 5, Pos.
383)

Emily: Achso ja. Das/ Identitat macht nichts.
Steffen: Macht nichts. Ist wie der letzte Schritt
/Imit der Null.// Ja.

Emily: //Ist wie plus Null, plus minus Null.// (L1
Gruppe 1, Pos. 536-538)

Weil wirklich jeder Schritt ist, dass nur weil
man da mit reellen Zahlen rechnet und hier
mit Abbildungen, [Emily zustimmend] &h, kann
man da nicht genau das Gleiche machen,
aber die Struktur von dem, was man macht,
ist gleich. Wir suchen uns Inverse. Wir legen
unsere Klammern um, [Emily zustimmend] wir
rechnen zwei Dinge, verrechnen zwei Dinge
miteinander, wir haben die Identitat, also ein-
mal die Null und einmal die Identitat. (L1
Gruppe 1 Pos. 582)

Tab. 2:

Schritt 2a: Analyse der individuellen Vorstellungen:
Flr diesen Beitrag beschranken wir uns auf die Kon-
zepte zu inversen und neutralen Elementen mit den
Analysekategorien in Tabelle 2. Die Kategorien in
spitzen Klammern sind zunachst deduktiv aus theo-
retischen Vorarbeiten (siehe Abschnitt 1.2.2) formu-
liert und fur die Analysezwecke dieses Beitrags an-
gepasst worden. Die induktiv gewonnene Kategorie
“Wegfallen” zum Neutralelement wird im spateren
Abschnitt 4 schlieRlich auch mit spitzen Klammern
genutzt, um deutlich zu machen, dass es sich um

Ausschnitt aus dem Codierleitfaden fir die Vorstellungen (Neutralelement & Inverse) und das Vereinheitlichen.

eine aus den Daten rekonstruierte Kategorie han-
delt. Die Kategorie <Zusammenhang N & I> ist nicht
disjunkt zu den Kategorien zum Neutralelement und
Inversen zu sehen, sondern kann mit diesen doppelt
codiert werden.

Schritt 2b: Analyse der Vereinheitlichungsprozesse
mit drei Stufen des Vereinheitlichens nach Piaget
und Garcia (1989): Mit Kodierung der <Intra-Stufe>,
<Inter-Stufe> und <Trans-Stufe> kénnen jeweils un-
terschiedliche Grade von Vereinheitlichungen der
behandelten Konzepte operationalisiert werden
(siehe Tabelle 2 und Abschnitt 1.2.1).
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Schritt 3: Triangulation der Vorstellungsentwicklun-
gen und Analyse der Umstrukturierungsprozesse
durch Fallvergleiche und Fallkontrastierungen der
Studierendenpaare.

Die genannten kategoriengeleiteten Analyseschritte
beziehen sich fiir die Bearbeitung von (F2) zunachst
vorrangig auf die initiierten Lehr-Lern-Prozesse der
Building Up- und Re-Learning-Phasen. Die Aktivita-
ten und initiierten Prozesse der Stepping Down-
Phase betrachten wir in Abschnitt 5 dann explorativ
und zeigen auf, wie die nachsten Schritte zur syste-
matischen Analyse aussehen kénnen.

4. Design-Prinzipien, intendierte Lernpfade
und initiierte Lernprozesse am Beispiel ei-
ner Lernumgebung

4.1 Design-Prinzipien und intendierte Effekte

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit der Be-
arbeitung der Forschungsfrage auf Entwicklungs-
ebene (,Nach welchen Design-Prinzipien konnen im
Inhaltsbereich hoherer Algebra Lernumgebungen
zur Anregung von Vereinheitlichungsprozessen (als
ein Teilprozess des Reshapings) der lokalen durch
nicht-lokale Mathematik gestaltet werden?). Dazu
erlautern wir zunachst jeweils die logische Struktur
der beiden, in den Lernumgebungen realisierten De-
sign-Prinzipien (Prediger, 2019 zur logischen Struk-
tur von Design-Prinzipien im Allgemeinen), bevor in
Abschnitt 4.2 entsprechende Aktivitdaten zur exemp-
larischen Implementierung diskutiert werden.

Ausgehend von theoretischen und empirischen Ana-
lysen zu Zusammenhangen der Hochschul- und
Schulalgebra (Gray, 2021; Suominen, 2018) wurden
zu den Inhaltsbereichen ,Gleichungen I6sen”,
,Arithmetische Eigenschaften” und ,Inverse und
Umkehroperationen” (Dellori & Wessel, 2023) inte-
grierte Lernumgebungen entwickelt, da sich diese
Inhalte als potentiell produktiv fiir die Anregung von
Reshaping-Prozessen lokaler mathematischer In-
halte erwiesen haben.

4.1.1 Prinzip der Sequenzierung

Studierende im gymnasialen Lehramt begegnen
Gruppeneigenschaften typischerweise in den Studi-
enanfangsvorlesungen zur Linearen Algebra. Hinzu
kommen Vertiefungs- oder Didaktikseminare, in de-
nen sich die Studierenden im Laufe ihres Studiums
mit Gruppen und Gleichungen Lésen in verschiede-
nen algebraischen Strukturen beschaftigen. Fur Stu-
dierende im Master of Education scheint es deshalb
sinnvoll, das Prinzip der Sequenzierung nach Was-

math.did. 42(2019)1

serman et al. (2017) in der Learning Phase zu modi-
fizieren und zu implementieren als ,Sequenzierung
von Lernumgebungen in einem Drei-Schritt des Buil-
ding Up, (Re-)Learning und Stepping Down" (DP1).
Die theoretischen Uberlegungen und empirischen
Erprobungen des Sequenzierungsprinzips in Vorgan-
gerstudien liefern eine Argumentation und Struktur
wie in Abb. 5 zusammengefasst:

Wenn: Intendierter Effekt:
Designe Lernumgebungen in ihrer Unterstitzen der Wahrnehmung von
Struktur so, dass Studierende einen »| Zusammenhéngen lokaler und nicht-
Lernpfad von aufeinander abgestimmten lokalen Wissens.
Phasen des Building Up, Re-Learning und
Stepping down durchlaufen.

Argument: gualifier:

Unterrichtliche Situationen fir die Building
Up Phase sollen authentisch sein und zur
Bearbeitung nicht-lokales Wissen erfordern.

Mind set / Aktivierung von nicht-
lokalem Wissen in Building Up Phase

Abb.5  Logische Struktur Prinzip der Sequenzierung (DP 1)

4.1.2 Prinzip der lokalen und nicht-lokalen Darstel-
lungsvernetzung

Das Prinzip der lokalen und nicht-lokalen Darstel-
lungsvernetzung (DP 2) ergibt sich aus den theoreti-
schen Uberlegungen und empirischen Einsichten aus
Vorgangerstudien (siehe Kap. 2) und macht sich die
verschiedenen Darstellungsebenen (grafisch, sym-
bolisch, verbal) in den lokalen oder nicht-lokalen
Umgebungen zu Nutze, um Vereinheitlichungspro-
zesse anzuregen. Aufforderungen zum Kontrastie-
ren und Vergleichen dienen dabei als theoretisch
und empirisch fundiertes Design-Element zur Anre-
gung von Vernetzungsaktivitaten.

Wenn: Intendierter Effekt:

Designe Aufgaben und Aktivititen in Initiierung von Vereinheitlichungs-
Lernumgebungen mithilfe des Design- prozessen von lokalen und nicht-
Elements des Kontrastierens und lokalen Konzepten unter einem
Vergleichens so, dass Studierende ubergeordneten Konzept

v

vernetzen.

lokale und nicht-lokale Darstellungen ‘

Argument: Qualifier:

Darstellungsvernetzungen sind wichtige
Aktivitaten fir den Aufbau konzeptuellen
Verstandnisses und Kontrastieren und
Vergleichen von lokalen und nicht-lokalen
Darstellungen expliziert die
(gemeinsamen oder unterschiedlichen)
charakteristischen Eigenschaften.

Der Diskurs Uber Gemeinsamkeiten und
Unterschiede sollte nicht oberflachlich
bleiben, sondern sich auf mathematische
Eigenschaften konzentrieren.

Abb. 6

Logische Struktur Prinzip der lokalen und nicht-lokalen

Darstellungsvernetzung (DP 2)
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Lernziele Die Studierenden ...

» vereinheitlichen die einzelnen Schritte zum Ldsen einfacher linearer Gleichungen als Anwendun-

gen der Gruppenaxiome

« vereinheitlichen die Elemente Eins & Identitéat (und weitere Beispiele) unter dem Konzept des

Neutralelements

» vereinheitlichen die Elemente (—5) (neuer Zyklus;) und dj40 unter dem math. Konzept der In-

versen Elemente

5

+ vereinheitlichen die Umformungen (x + 5) + (—5) = x + (5 + (—5)) (neuer Zyklus (x . g) ==X

2

(g . g) ) und dayq © (d129 © x) = (da49 © d120) ° x unter der Eigenschaft der Assoziativitéat
« vertiefen ihr Verstandnis der fachlichen Konzepte Neutralelement, Inverse Elemente, (Kommutati-

vitat und Assoziativitat)

» vertiefen ihr Verstandnis der algebraischen Struktur der Gruppe
» wenden vertieftes Verstandnis nicht-lokalen Wissens in einer unterrichtsplanungsbezogenen An-

forderungsanalyse an

Aktivitaten im hypothetischen Lernpfad
Building .
Up
(Re-) °
Learning *

vollziehen eine Lernendenbearbeitung zu x+5=12 nach (neuer Zyklus x - % = 5)

« stellen Vermutungen tber Gemeinsamkeiten und Unterschiede mit d;,, o x = s; auf
bestimmen die Hintereinanderausfiihrung von Symmetrieabbildungen in einer Gruppentafel
vollziehen eine Bearbeitung zu d;,, o x = s; hach

5

» kontrastieren und vergleichen Lésungsschritte beim Gleichungen Lésen
» stellen Voraussetzungen fiir das Losen einer allg. Gleichung x * a = b auf

Stepping * nehmen Stellung zur Aussage ,So viel anders war das gar nicht.
Down » beurteilen und adaptieren einen Schulbuchauszug zu giinstigen Strategien zum Gleichungen 16-
sen
Tab. 3: Uberblick zur Lernumgebung ,Gleichungen |16sen“ (Lernziele und Aktivititen)

Building Up (Re)-Learning
Uberpriifen Sie auf Korrektheit und beschreiben Sie die
Schritte des Losungsprozesses.

Julia: Niklas:
x+§5 = 12 daor °x = 54
(x+5)+(-5) = 42 +(-5) <= dawor*(dazoe = x) = davor * s,
x+(5+(-5) = 42 +(-5) <= (dro *dusor) * x = davo© 54
x+0 = 12+(-5) <= id * x = dwer°s,
x = 42+(-5) =D X = dag® °S4
x = 7 <= X = 52

(Re)-Learning

Sei M eine beliebige Menge mit der Bindroperation +: M X M = M.
Geben Sie Voraussetzungen an, die zum eindeutigen Losen einer
einfachen linearen Gleichung x * @ = b mit a, b € M notwendig sind.

Stepping Down
Beurteilen und adaptieren Sie den Merkkasten.

1. Alle Terme mit x auf eine Seite

2. Alle Terme ohne x auf die andere Seite
und zusammenfassen

3. x muss alleine stehen: x = &

4. Probe (Neue Wege 7, 2014, S. 170)

Abb. 7: Material & Aktivitaten nach Phasen der Sequenzierung

4.2 Realisierung der Design-Prinzipien

Im Folgenden beschreiben wir die Umsetzung der
Design-Prinzipien anhand des intendierten Lern-
pfads zur Lernumgebung ,Gleichungen I6sen”. Ana-
log wurden fir zwei weitere Lernumgebungen
(,Arithmetische Eigenschaften“ und ,Inverse und

Umkehroperationen®) integrierte Lernziele und hy-
pothetische Lernpfade entwickelt, die hier jedoch
aus Platzgrinden nicht ausfuhrlich dargestellt wer-
den kdnnen. Die Lernziele und Aktivitdten im hypo-
thetischen Lernpfad sind in Tabelle 3 aufgelistet
(erste Adaptionen fiir den ,neuen” Erprobungszyk-
lus in Klammern bei ausgewahlten Lernzielen). Zur
Lernzielformulierung haben sich die Reshaping-Fa-
cetten nach Lee (2018) als Operatoren bewahrt.

In Abbildung 7 stellen wir gekirzt dar, welche kon-
kreten Aufgabenstellungen in den Design-Experi-
menten (jeweils im Laborsetting mit zwei Studieren-
den) eingesetzt wurden. Auf diese beziehen sich
dann auch die Analysen in Abschnitt 4 und 5.

Auch wenn die Darstellung der Lernziele und Aktivi-
taten hier vollstandig fur die drei Phasen der Ler-
numgebung zum ,Gleichungen |6sen” erfolgt, ist
eine systematische Analyse der Erreichung anwen-
dungsbezogener Lernziele, d.h. inwiefern die Studie-
renden ihr erworbenes, nicht-lokales Wissen in der
Stepping Down-Phase aktivieren, nur in Ansatzen
Gegenstand dieses Beitrags (siehe Abschnitt 5).

4.3 Einblicke in initiierte Vorstellungsentwicklun-
gen und Prozesse des Vereinheitlichens

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit der
Forschungsfrage, welche Prozesse der Vorstellungs-
entwicklungen und Vereinheitlichungen, als ein Teil-
prozess des Reshapings, durch die Aktivitdten der
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Lernumgebung initiiert und aus den Transkripten re-
konstruiert werden kdnnen. Dazu kontrastieren wir
die Falle von Antje und Maja mit Steffen und Emily
fir die Konzepte der inversen und neutralen Ele-
mente und fokussieren auf die Stufen des Verein-
heitlichens als Facette des Reshapings (siehe Ab-
schnitt 3).

Der nachfolgende Transkriptausschnitt von Antje
und Maja ist ein Zusammenschnitt aus der Bearbei-
tung der Aktivitaten ,Julias Losung analysieren”
(Building Up), Niklas Losung analysieren” (Re-Learn-
ing), ,Kontrastieren und Vergleichen” (Re-Learning).

Antje und Maja diskutieren Julias Lésung

A OKk. ... Also wir haben zuerst mit .. plus minus funf
63 eigentlich addiert.

M Mhm. [zustimmend] Auf beiden Seiten der Glei-
64 chung einfach, ne?

A [...] Einfach nur/ Ja, die Klammern anders ge-

68 setzt. .. Aber es ist addieren. Es ist ja eigentlich
egal .. wie rum man das macht. Also [...], passt
das.

A [...]1 die Null wegfallen lassen und dann die rechte

70 Seite erst geldst.

A 87 Die Null fallt weg.

Antje und Maja diskutieren Niklas Losung

A Mhh. Ja. Ja, dass man die Identitat wegfallen las-
383 senkann. ...

M Ja, wenn du etwas mit der Identitat erhaltst/ [...]

384  [Antje zustimmend] Wenn du das mit der Identitat
verkniipfst, erhaltst du ja wieder das // [Antje sagt
gleichzeitig ,x“] Il etwas

A 1IxI/

385

A Einfach so, ne? [schreibt "[id°x=x" hinter die Glei-
386  chung]

Antje und Maja kontrastieren und vergleichen Julias
und Niklas Lésungen

M Kommt da auch sowas rein, wie, weild ich nicht,
409 S0, nein, das neutrale Element? Dass man in bei-
den Fallen das neutrale Element hat? Bei der/ bei
der Addition haben wir ja, ist ja Null das neutrale
Element der Addition. [Antje zustimmend] Und
bei der Verkniipfung hatten wir ja das, die Identi-

tat.
M //IDas ware ja eine Gemeinsamkeit.// [...]
411
A Aber es sind unterschiedliche. .. //
413

I Warum wirdest du es zu Gemeinsamkeiten pa-

415 cken?

M Weil / Wir haben ja unterschiedliche, ich sage

416  mal jetzt, Operationen. Sonst kénnte man ja auch
sagen: Ja, wir haben einmal eine Verknipfung
und wir haben einmal eine konkrete Mathe-Ope-
ration, diese Addition. Aber das/ beide haben ja
das neutrale Element. Das ist ja eigentlich/ Also
flr mich ist es halt das Gleiche, nur halt bezogen
auf die Rechenoperation, die man hat.

Tab. 4: Antje und Maja

Im Abschnitt #63 bis #87 sprechen Antje und Maja
Uber die von Julia durchgefiihrten Schritte zum L6-

math.did. 47(2024)

sen der Gleichung. Bzgl. der mathematischen Umge-
bungen befinden sie sich auf lokaler Ebene des hy-
pothetischen Unterrichtsgegenstandes in symboli-
scher Darstellung. Zum Neutralelement aktiviert vor
allem Antje die Vorstellung des <N: Wegfallens> in
#70 (,die Null wegfallen lassen®) und #87 (,,Die Null
fallt weg”). Maja stimmt Antje diesbeziiglich stets zu,
formuliert ihre Denkweise jedoch nicht explizit ver-
balsprachlich.

Der Diskurs in Abschnitt #383 bis #386 bezieht sich
auf die nicht-lokale Umgebung des Verknilipfens von
Symmetrieabbildungen. Die Umformungen der Glei-
chungen liegen in symbolischer Darstellung vor.
Antje dulRRert in #383 erneut eine Vorstellung des <N:
Wegfallens>, hier jedoch bezogen auf die Identitat
als Neutralelement der Verkniipfung von Symmet-
rieabbildungen (#383 ,Ja, dass man die Identitat
wegfallen lassen kann.”). Maja stimmt Antje erneut
zu und ergdnzt im Denken einer Vorstellung von
<N: keine Wirkung>: ,Wenn du das [etwas] mit der
Identitat verknilpfst, erhaltst du ja wieder das et-
was” (#384).

Ab #409 sammeln die Studentinnen Gemeinsamkei-
ten und Unterschiede bezogen auf Julias und Niklas
Losung, also bezogen auf den lokalen Unterrichtsge-
genstand und den nicht-lokalen Inhalt der Symmet-
rieabbildungen. Der schriftlich vorliegende Impuls
hierzu lautete: ,,Welche Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede kann Niklas zwischen seinem Losungsweg
und dem von Julia feststellen?”. Maja fokussiert zu-
nachst auf eine Gemeinsamkeit in #409: ,,In beiden
Fallen das neutrale Element”, ,,Null (...) bei der Addi-
tion und bei der Verkniipfung (...) die Identitat”, figt
allerdings spater hinzu, dass ,es halt das Gleiche
[ist], nur halt bezogen auf die Rechenoperation, die
man hat” (#416), wobei sie mit ,,nur halt bezogen auf
die Rechenoperation” vermutlich iber die unter-
schiedlichen Operationen reflektiert. Dies interpre-
tieren wir aus ihrer Nutzung des ,nur halt” als eine
Form der Einschrankung der Gemeinsamkeit.

Bezogen auf die rekonstruierten Vereinheitlichungs-
prozesse von Antje und Maja wird hier sichtbar, dass
beide Studentinnen die Null und die Identitat als
Neutralelement bezlglich der jeweiligen Operation
identifizieren. Wahrend Maja mit ihrer Reflexion der
Ubergeordneten mathematischen Struktur in #416
far das Konzept , Neutralelement” vereinheitlichtes
Wissen auf <Trans-Stufe> zeigt, verbleibt Antje bis
zu diesem Zeitpunkt des Lernprozesses mit einem
Bewusstsein fir Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede auf <Intra-Stufe>.
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So wie bei Maja erfolgt die Vereinheitlichung auf
<Trans-Stufe> bei vier der flinf Studierendenpaare
erst in der Phase des Kontrastierens und Verglei-
chens. Nur Steffen und Emily stellen ohne den expli-
ziten Anstoll durch die Aufgabenaufforderung ei-
genstandig Zusammenhange zwischen Aspekten der
lokalen und nicht-lokalen Inhalte her, wie der fol-
gende Transkriptausschnitt zeigt (Steffen in #537
und Emily in #538).

Steffen und Emily im Building Up

S 52 Also beim Ersten hat sie halt rausgefunden, ja
identifiziert, was sie da raushauen muss.

E 67 Die Null /kann sie weglassen.//

S 68 //Die Null ist Null//

E 70 Weil Null ist Null und/

S 71 Ich mach mal plus Null &ndert nichts.

Steffen und Emily stellen Beziehungen her

E Achso ja. Das/ Identitat macht nichts.
536

Antje und Maja. In der Building Up-Phase stellt Antje
in #63 (s.o0.) mit Blick auf Julias Losung fest: ,Ok. ...
Also wir haben zuerst mit .. plus minus fiinf eigent-
lich addiert.” Eine begriindete Kategorisierung der
Vorstellungen lasst sich zu Beginn des Prozesses
noch nicht gut vornehmen. In der Re-Learning-Phase
beschéftigen sich die beiden dann jedoch intensiv
mit dem nicht-lokalen Gegenstand der Verkniipfung
von Symmetrieabbildungen in symbolischer und gra-
fischer Darstellung der Verknipfungstafel. Angeregt
durch das Verkniipfen von Spiegelungen stellen sie
fest, dass sich ,Operationen (...) irgendwie zum Teil
gegenseitig aufheben kdnnen” (<I: Umkehrung> bei
Antje in #299, bei Maja in #309, siehe Tab. 6). Bezo-
gen auf das Ergebnis der Verkniipfung einer Spiege-
lung mit derselben Spiegelung stellt Antje an der
Verknlpfungstafel auBerdem fest, dass sich dabei
die Identitat ergibt (#308), sodass Antjes Denken

S Macht nichts. Ist wie der letzte Schritt// mit der

537  Null.// Ja. hier zusatzlich der Kategorie <Zusammenhang N & |>
E /st wie plus Null, plus minus Null.// zugeordnet wird.

538

Steffen und Emily Kontrastieren & Vergleichen Antje und Maja fiillen Verkniipfungstafel

S wir haben die ldentitat, also einmal die Null und A Ja, dass die Operationen eben dadurch, dass
582 einmal die Identitat. 299 ich, ahm, eigentlich zweimal spiegele, hebt sich
S Die Null ist ein neutrales Element bezlglich der das auf. Und dass die sich somit irgendwie zum

593  Addition. //Und die Identitat// ist ein neutrales Ele-
ment bezlgliche dieser Verknupfung.

E Also das verandert halt quasi nichts, //wenn der
595 die Identitdt anwendet oder plus minus Null rech-
net.
Tab.5: Steffen und Emily

In #67 rekonstruieren wir flir Emily die Vorstellung
des <N: Wegfallen> (,,Die Null kann sie weglassen®).
Steffen bringt in #68 zudem einen Bezug zur Null ein,
wobei wir hier davon ausgehen, dass er das neutrale
Element (iber die Operation der Addition hinaus mit
der Null (im Sinne eines Nullelements) identifiziert
und bezeichnet. Weiter aktiviert er in #71 die Vor-
stellung <N: Keine Wirkung> (,plus Null andert
nichts”). In #536 bis #538 wird auch fir die Identitat
die Vorstellung <N: keine Wirkung> aktiviert (Emily
in #536 ,Die Identitdt macht nichts”), woraufhin
Steffen den Vergleich zu Julias Lésung aus der Buil-
ding Up-Phase zieht: , Ist wie der letzte Schritt// mit
der Null”. Angeregt durch die Aktivitat des Kontras-
tierens und Vergleichens fassen Emily und Steffen
noch einmal zusammen und vereinheitlichen auf
<Trans-Stufe> die Null als ,,ein neutrales Element be-
ztiglich der Addition” und ,die Identitit// ist ein
neutrales Element beziglich dieser Verknipfung”
(Steffen in #593). Emily expliziert in #595 noch ein-
mal die flr beide Falle giiltige Vorstellung <N: keine
Wirkung> (,,Also das verandert halt quasi nichts®).

Fiir eine typische Vorstellungsentwicklung zum In-
versen betrachten wir noch einmal den Prozess von

Teil gegenseitig aufheben kénnen.
A Aber die Spiegelungen zumindest heben sich ge-
308 genseitig auf. Deswegen haben wir hier die Iden-
titat jeweils in einer Diagonalen einmal.
M Also weil hier haben wir gar keine Identitat. [zeigt
309 auf das obere rechte Viertel der Verkniipfungsta-
fel] Es hebt sich vermutlich gar nichts auf.

Tab. 6:  Antje und Maja fillen Verkniipfungstafel

Mit Blick auf initiierte Vorstellungsentwicklungen
durch die Aktivitat des Kontrastierens und Verglei-
chens der lokalen und nicht-lokalen Gleichungen
und Losungsschritte zeigt sich, dass die Vorstellung
der <I: Umkehrung> auch zur Erlduterung von Julias
Gleichungsumformungen aktiviert wird, wobei da-
bei weitere Vorstellungen sichtbar werden (siehe
Tab. 7): Antje spricht in #442 davon, ,die finf(...) zu
neutralisieren” bzw. dass ,, mit der entgegengesetz-
ten Operation” (rekonstruierte Vorstellung <lI:
Paar>) gerechnet werden muss, ,,damit das im Prin-
zip aufgehoben wird” (#452). In ihrer Argumentation
bzgl. der Gemeinsamkeit, in der Julia und Niklas je-
weils ein neutrales Element erreichen wollen (#456:
,um eben auf das neutrale Element zu kommen je-
weils. Aber in beiden Fillen wird es neutralisiert”),
nutzen die beiden Studierenden zudem die Bezeich-
nungen des , Entgegengesetzten” (#450) bzw. der
,Gegenoperation” (#456), ,,Gegenzahl” (#468) und
,entgegengesetzten Abbildung” (#472). In der Ge-
samtschau deuten diese Stellen darauf hin, dass
Antje und Maja ihre Vorstellungen (<I: Umkehrung>,
<l: Paar> und <Zusammenhang N & I>) zu Inversen,
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die sie sowohl im lokalen als auch nicht-lokalen Set-
ting zur Deutung der inversen Elemente aktivieren,
unter dem (bergeordneten Konzept auf <Trans-
Stufe>vereinheitlichen. Fir Antje (in #468 und #472)
gehen wir davon aus, dass sie ihre Vorstellung von
Inversen (-(-5) als Gegenoperation im lokalen Kon-
text) durch die Auseinandersetzung mit der nicht-lo-
kalen Mathematik erweitert und so ein Prozess im
Sinne des Reshapings stattfinden konnte.

Antje und Maja Kontrastieren & Vergleichen

A Um die funf auf der einen Seite, ahm, .. ich sag
442 mal, zu neutralisieren.
M Durch das Entgegengesetzte.

450

M Und ich muss ja dann mit der entgegengesetzten

452  Operation rechnen, damit das im Prinzip aufge-
hoben wird.

A Ja, um eben auf das neutrale Element zu kom-

456 men jeweils. Aber in beiden Fallen wird es
neutralisiert. Man kénnte es auch als Gegenope-
ration bezeichnen

M Nur dass wir, also dass Niklas etwas hinzufiigt

457  auf beiden Seiten, damit er auf das Gewlinschte
kommt. Und zwar auf das neutrale Element.

A Sagt man nicht Gegen/, Nee, Gegenzahl sagt

468 man nicht, ne?

A Also die irgendwie wieder zur, zur Neutralitat und

470 damit zur Identitat fiihren. Da waren das die ent-
gegengesetzten Abbildungen.

A Durch, ahm, ein Einfigen der Gegenzahl links

472  beziehungsweise der entgegengesetzten Abbil-
dung rechts.

M Ich habe die Idee von inversen Elementen. Aber
473 ich bin mir gerade nicht so sicher, was das ist.
A Oh ja, so nennt man das. Das inverse Element.
474

Tab.7  Antje und Maja beim Kontrastieren und Vergleichen

5. Diskussion und Ausblick

Bevor wir die Ergebnisse aus Abschnitt 4 diskutieren,
mochten wir mit einem Blick auf Studierendenbeur-
teilungen des Merkkastens aus der Stepping Down-
Phase (siehe Abb. 7) aufzeigen, wie unterschiedlich
die Beurteilungen und vorgenommenen Adaptionen
dabei sein kdnnen bzgl. der Aktivierung und des Ein-
bezugs von Erkenntnissen aus der Re-Learning-
Phase. Hierbei handelt es sich um eine erste Kontras-
tierung ohne systematische Kategorisierung, mit
dem Ziel, Reshaping-Prozesse zu identifizieren. Da-
mit meinen wir im Folgenden Stellen, an denen wir
vermuten, dass die Studierenden Wissen aktivieren,
das in den Aktivitaten des Vergleichens und Kontras-
tierens der lokalen und nicht-lokalen Gleichungslo-
sungen funktional aufgebaut wurde zur Bewaltigung
der spezifischen unterrichtsbezogenen Anforde-
rungssituation des Stepping Downs. Wie in Abschnitt
4 betrachten wir wieder die Studierendenpaare
Antje und Maja sowie Steffen und Emily.
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Antje und Maja ziehen zur Analyse vorrangig fachdi-
daktisches Wissen heran und kritisieren, dass der
Merkkasten kein Beispiel und keine Moglichkeit zur
Sicherung des inhaltlichen Denkens (z. B. durch ein
Waage-Modell) enthalt. In ihrer Diskussion stellen
sie wie auch Emily und Steffen fest, dass im Merk-
kasten nicht darauf eingegangen wird, ,wie”“ Terme
,auf die andere Seite kommen kdnnen”. Dieser As-
pekt wird in den weiteren Adaptionsiberlegungen
unterschiedlich umfangreich bearbeitet. Wahrend
Antje und Maja nur kurz andiskutieren, dass sie die
Formulierung ,,indem du die entgegengesetzte Ope-
ration verwendest” erganzen kdnnten (dies aber in
der Adaption nicht tun), zeigen Steffen und Emily in
ihren Uberlegungen einen Fokus auf das Operieren
mit Elementen und die Vorstellung der <I: Umkeh-
rung> (Steffen in #789, Emily in der Sprechweise des
»rickgangig Machens” in #790).

Steffen und Emily in der Stepping Down-Phase

Aber ich sage, ich hier habe ich eine funf addiert.
Ok. Das ist ja irgendeine Operation. Und dann

?89 sage ich: Jetzt habe ich die alle. .. Wie werde ich
die denn wieder los? Also, kann ich die wieder
umkehren? Sind die umkehrbar?

E //Ja. Dass man quasi, quasi wie, wie mache ich

790 das rlickgangig

S Dann suche ich mir, also wie/ Immer noch nichts

791  gerechnet. Die [Pause 4 Sek.] Darf ich sagen, die
inversen Operationen oder lieber die Umkeh-
roperationen? So die anwenden? Was ist da
schoner?

Tab.8  Steffen und Emily beurteilen den Merkkasten

Flr ihre anschlielende Adaption gehen Steffen und
Emily davon aus, dass der Merkkasten in Abb. 7 zwar
far den aktuellen Lerngegenstand (und somit loka-
len Inhalt) der einschrittigen Gleichungen ,viel-
leicht” funktioniere, sich aber nicht als anschlussfa-
hig erweist fiir spateres Gleichungen l6sen in ande-
ren Zahlbereichen (Steffen in #741: ,Und dann kom-
men die irgendwann in die, weiR ich auch nicht,
neun oder so. Und dann stehen da auf einmal, steht
da x Drittel. Ja. Was mache ich denn jetzt?“).

Als Produkt des Beurteilens und Adaptierens notie-
ren sie schlielich die Schritte in Abb. 8. Damit wol-
len sie fir die Lernenden explizieren, dass diese zu-
nachst die Operation identifizieren und Umkehrun-
gen fir ,auf x angewandte Operationen” finden.
Hier rekonstruieren wir fir Emily und Steffen eine
deutliche Denkweise der Inverse als Operation
(siehe Abschnitt 1.2.2 und Tab. 2).
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Abb. 8: Adaptierter Merkkasten von Steffen und Emily

Interpretiert man die bei Emily und Steffen beson-
ders gut erkennbare Fokussierung auf Inverse als
Operation, die im Stepping Down auch bei Antje und
Maja rekonstruiert werden konnte, vor dem Hinter-
grund der vorherigen Aktivitdten des Vergleichens
und Kontrastierens von Julias und Niklas Gleichungs-
I6sungen, so kann man vermuten, dass die Ausei-
nandersetzung mit den nicht-lokalen Inhalten in der
Re-Learning-Phase den Aufbau dieses operationsfo-
kussierten Blicks der Studierenden unterstiitzt ha-
ben kénnte. In den weiteren Analysen sollen die re-
konstruierten Vorstellungen mit Reshaping-Prozes-
sen und den Prozessen im Stepping Down in Bezie-
hung gesetzt werden, da in dieser Phase Verande-
rungen im Fachwissen funktional im Sinne eines
non-local knowledge for teaching werden kénnen.

Flr die Gestaltung von Aktivitaten in den Building Up
und Re-Learning-Phasen zeigen die Prozessdaten,
dass eine nach den Prinzipien der Sequenzierung
und Darstellungsvernetzung designte Lernumge-
bung zum ,,Gleichungen l6sen” tatsachlich Prozesse
des Vorstellungsaufbaus mit gleichzeitigen Prozes-
sen des Reshapings anregen kann. Die ersten Einbli-
cke weisen darauf hin, dass Studierende Wissen aus
den lokalen und nicht-lokalen mathematischen Um-
gebungen in Aktivitaten des Kontrastierens und Ver-
gleichens explizit aufeinander beziehen. Dieses Ver-
einheitlichen auf Trans-Stufe starkt einerseits den
Grad der Connectedness (Ma, 2010) in den Begriffs-
netzen der Studierenden und kann so dem Aufbau
von non-local knowledge for teaching dienen. Die
explizite Anregung im Sinne des Design-Prinzips der
Darstellungsvernetzung scheint eine wirkungsvolle
Unterstltzung, da Studierende nicht zwingend
selbststdndig Vereinheitlichungen auf dem Grad der
Trans-Stufe vornehmen. Einschrankend zu beriick-
sichtigen ist dabei allerdings, dass die bisher im De-
tail analysierten Aktivitaten und Prozesse durch
Ubergénge auf der symbolischen Darstellungsebene
initilert wurden. Abhangig vom Lerngegenstand
koénnten sich spezifische Ebenen als besonders rele-
vant erweisen. Darauf deuten erste Auswertungen

zu den Konzepten der Assoziativitdt und Kommuta-
tivitat hin. Die Erweiterung des Prinzips der Darstel-
lungsvernetzung um die lokalen und nicht-lokalen
Ebenen (siehe Abb. 4) erhalt durch diese Studie ne-
ben der theoretischen Konsolidierung auch eine em-
pirische Fundierung. Es kann fir andere Lerngegen-
stande (auch in anderen Studiengédngen) bei der Ge-
staltung von Lernumgebungen als ergdnzendes Prin-
zip auf Aufgabenebene herangezogen werden.

Eine flachendeckende Analyse der Vorstellungen
und Herausforderungen (typische Fehlvorstellun-
gen) steht zwar noch aus. Das analytische Vorgehen,
bei dem zunachst die beiden Ebenen der Vorstel-
lungsentwicklung und des Vereinheitlichens ge-
trennt betrachtet werden, und dann wieder aufei-
nander bezogen werden, hat sich jedoch in diesem
Kontext der algebraischen Inhalte bereits bewahrt.

Als Inhalte der weiteren Lernumgebungen sind die
Vorstellungsentwicklungen zu den Begriffen der
Kommutativitat, Assoziativitat und Umkehrfunktion
noch genauer zu untersuchen. Alle Lernumgebun-
gen werden auRerdem auch bezogen auf die initiier-
ten weiteren Facetten des Reshaping analysiert
(Vertiefen, Erweitern, Starken, vgl. Lee, 2018), um
die Wirkungen der Design-Prinzipien abzusichern
und Gelingensbedingungen zu rekonstruieren. Mit
diesen Analysen kann dann auch die Stepping Down-
Phase systematischer in den Blick genommen wer-
den bzgl. der von den Studierenden aktivierten Wis-
senselemente fur die und bei der Bearbeitung der si-
tuationsspezifischen Anforderungssituation.

Mit der noch kleinen, universitatsspezifischen Stich-
probe, sowie der Fokussierung der Analysen auf eine
Lernumgebung sind weitere Limitationen der Studie
zu nennen. AnschlieBende Erprobungs- und Auswer-
tungszyklen im Sinne der iterativen Entwicklungsfor-
schungszyklen kdnnen diese Limitationen adressie-
ren. Sie sind zudem notwendig, um mit empirisch
konsolidierten Lehr-Lernmaterialien in Anschluss-
studien auch Wirksamkeiten untersuchen zu kon-
nen, flr die in diesem Forschungsfeld aktuell noch
das notwendige Verstandnis der Wirkungen von
Lehr-Designs und entsprechende Erhebungsinstru-
mente fehlen.

Anmerkungen

1 Die spitzen Klammern indizieren die spatere Nutzung als Ana-
lysekategorien in Abschnitten 3 und 4.
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