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In welcher Weise unterstützen Schulbücher Vorstellungsumbrüche beim 
Lernen von Bruchzahlen? – Eine Schulbuchanalyse 
 

PATRICIA HECK RIBEIRAS, FREIBURG; ANDREAS OBERSTEINER, MÜNCHEN; GERALD WITTMANN, 
FREIBURG  
 

Zusammenfassung: Beim Übergang von natürlichen 

Zahlen zu Bruchzahlen müssen Lernende einen Con-

ceptual Change vollziehen, da manche der von den 

natürlichen Zahlen vertrauten Eigenschaften weiter-

hin gültig sind, während andere ihre Allgemeingül-

tigkeit verlieren. In der vorliegenden Analyse wurden 

drei Schulbuchreihen der Klassen 5 bis 7 daraufhin 

untersucht, ob und in welcher Weise sie Lerngelegen-

heiten bezüglich Gemeinsamkeiten und Unterschie-

den zwischen natürlichen Zahlen und Bruchzahlen 

bieten. Es gab unter insgesamt 11439 Kodierungen 

keinen expliziten Hinweis auf Unterschiede und le-

diglich 23 explizite Hinweise auf Gemeinsamkeiten 

zwischen den Zahlbereichen. In größerer Anzahl 

finden sich nur implizite Lerngelegenheiten.  

 

Abstract: When making the transition from natural 

numbers to fractional numbers, learners need to per-

form a conceptual change. The reason is that alt-

hough some of the familiar properties of natural 

numbers are still valid for fractional numbers while 

others do not generally hold any more. This study in-

vestigated how three textbook editions for grade 5 to 

grade 7 offer learning opportunities regarding com-

monalities and differences between the domains of 

natural numbers and fractional numbers. Among 

11439 codings, there were no explicit references to 

differences and only 23 explicit references to com-

monalities between natural numbers and fractional 

numbers. In contrast, there was a larger number of 

implicit learning opportunities.  

1.  Einleitung 

Von der Grundschule bis zum Ende der Sekundar-

stufe müssen Schülerinnen und Schüler mehrere 

Zahlbereichserweiterungen von den natürlichen Zah-

len bis hin zu den reellen Zahlen meistern. Dabei 

stellt der Übergang von den natürlichen Zahlen zu 

den Bruchzahlen eine besonders große Herausforde-

rung dar, wie bekannte Fehler dokumentieren (Behr, 

Wachsmuth & Post, 1985; Carraher, 1993; 1996; Ei-

chelmann, Narciss, Schnaubert & Melis, 2012). Eine 

Ursache für diese Schwierigkeiten sind die beim 

Übergang von natürlichen Zahlen zu Bruchzahlen 

notwendigen Vorstellungsumbrüche, die nicht von 

allen Schülerinnen und Schülern vollzogen werden 

(Prediger, 2008). Das Vollziehen von Vorstellungs-

umbrüchen ist ein langfristiger Prozess, den Schüle-

rinnen und Schüler häufig nicht alleine und aus sich 

selbst heraus meistern können. Im Gegenteil: Es sind 

gezielte Lerngelegenheiten im Unterricht notwendig. 

Im vorliegenden Beitrag werden deshalb Schulbü-

cher daraufhin analysiert, in welcher Weise sie ent-

sprechende Lerngelegenheiten anbieten.  

2.  Theoretischer Hintergrund 

Im Folgenden schließt die Bezeichnung Bruchzahlen, 

wie im schulischen Kontext üblich, die positiven ra-

tionalen Zahlen sowie die Dezimalbrüche ein (Pad-

berg, Danckwerts & Stein, 1995, S. 67). 

2.1 Vorstellungsumbrüche beim Lernen von 
Bruchzahlen 

Gemeinsamkeiten und Unterschiede von natürlichen 

Zahlen und Bruchzahlen sind in der Literatur aus-

führlich beschrieben (Hefendehl-Hebeker & Predi-

ger, 2006; Obersteiner, Dresler, Bieck & Moeller, 

2019; Padberg & Wartha, 2017; Prediger, 2008; 

Vamvakoussi & Vosniadou, 2004). Die vorliegende 

Studie betrachtet vier Aspekte, bezüglich derer sich 

für den Lernprozess relevante Gemeinsamkeiten oder 

aber Unterschiede zeigen: die symbolische Repräsen-

tation, der Größenvergleich, die Operationen und das 

Dichtliegen (Anhang, Tab. 1). 

Bezüglich der symbolischen Repräsentation besteht 

ein wesentlicher Unterschied zwischen den Zahlbe-

reichen darin, dass diese bei natürlichen Zahlen im 

dezimalen Stellenwertsystem eindeutig ist, während 

eine Bruchzahl durch unendlich viele äquivalente 

Brüche oder Dezimalbrüche (die sich in der Anzahl 

der Endnullen unterscheiden) dargestellt werden 

kann.  

Hinsichtlich des Größenvergleichs besteht zunächst 

eine Gemeinsamkeit darin, dass für beide Zahlberei-

che die Kleiner-Relation gilt, alle Zahlen also der 

Größe nach geordnet werden können. Während der 

Größenvergleich bei natürlichen Zahlen und Dezi-

malbrüchen stellenweise von links nach rechts mög-

lich ist, ist bei gemeinen Brüchen weder ein stellen-

weises Vorgehen noch ein direkter Vergleich der 

Zähler oder Nenner für eine Kleiner-Relation aussa-

gekräftig. 

Der Aspekt Operationen umfasst sowohl das proze-

durale als auch das konzeptuelle Wissen diesbezüg-

lich (Lenz, Dreher, Holzäpfel & Wittmann, 2020).  
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Beim prozeduralen Wissen weist das Addieren und 

Subtrahieren gleichnamiger Brüche, das quasikardi-

nal erfolgen kann, formal eine gewisse Ähnlichkeit 

mit dem Rechnen mit natürlichen Zahlen auf. Bei der 

Multiplikation von Bruchzahlen wird die Operation 

in Zähler und Nenner separat durchgeführt, was eine 

Ähnlichkeit zum Rechnen mit natürlichen Zahlen 

darstellt. Das Addieren und Subtrahieren von Dezi-

malbrüchen geschehen formal analog zum stellenge-

rechten Rechnen mit natürlichen Zahlen – mit dem 

Unterschied, dass bei Dezimalbrüchen keine Rechts-

bündigkeit gegeben ist und die Anzahl der Nachkom-

mastellen zu berücksichtigen ist. Wesentlich anders 

als bei den natürlichen Zahlen wird hingegen das Ad-

dieren und Subtrahieren ungleichnamiger Brüche 

ausgeführt, da diese zunächst gleichnamig gemacht 

werden müssen. In Bezug auf das konzeptuelle Wis-

sen besteht die Gemeinsamkeit, dass Addition und 

Subtraktion sowie Multiplikation und Division in 

beiden Zahlbereichen jeweils Umkehroperationen 

darstellen. Die Vorstellungen „Addition vergrößert“ 

und Addition als Zusammenfassen oder Hinzufügen 

sowie „Subtraktion verkleinert“ und Subtraktion als 

Wegnehmen oder Ergänzen sind in beiden Zahlberei-

chen passend. Darüber hinaus kann die Multiplika-

tion sowohl zweier natürlicher Zahlen als auch einer 

Bruchzahl mit einer natürlichen Zahl als wiederholte 

Addition aufgefasst werden. Es gibt aber auch Unter-

schiede: Die Multiplikation zweier Bruchzahlen kann 

im Allgemeinen nicht als wiederholte Addition be-

trachtet werden, und die bei den natürlichen Zahlen 

passenden Vorstellungen „Multiplizieren vergrößert“ 

sowie „Dividieren verkleinert“ gelten bei Bruchzah-

len ebenfalls im Allgemeinen nicht mehr. Bei der Di-

vision von Bruchzahlen bleibt die Grundvorstellung 

des Aufteilens tragfähig, während die Grundvorstel-

lung des Verteilens nicht mehr in allen Fällen gültig 

ist. 

Das Dichtliegen von Bruchzahlen bezeichnet einen 

Unterschied beider Zahlbereiche: Während es bei na-

türlichen Zahlen jeweils einen eindeutig bestimmten 

Vorgänger und Nachfolger gibt und zwischen zwei 

natürlichen Zahlen nur endlich viele weitere natürli-

che Zahlen liegen, gibt es bei den Bruchzahlen kei-

nen eindeutigen Vorgänger oder Nachfolger, und 

zwischen zwei Bruchzahlen liegen stets unendlich 

viele weitere.  

2.2  Unterstützung eines Conceptual 
Change 

Empirische Studien zeigen, dass die genannten Un-

terschiede der beiden Zahlbereiche zu Schwierigkei-

ten führen (Obersteiner et al., 2019; Prediger, 2008). 

Insbesondere lassen sich typische Fehlermuster da-

mit erklären, dass Schülerinnen und Schüler die not-

wendigen Vorstellungsumbrüche nicht vollständig 

vollzogen haben, sondern beim Umgang mit Bruch-

zahlen auf bekannte Eigenschaften und Gesetzmä-

ßigkeiten der natürlichen Zahlen zurückgreifen (Ali-

bali & Sidney, 2015; Ni & Zhou, 2005; Vamva-

koussi, Van Dooren & Verschaffel, 2012; DeWolf & 

Vosniadou, 2011). 

Die Notwendigkeit einer gezielten Unterstützung zur 

Bewältigung der Vorstellungsumbrüche kann mit der 

Theorie des Conceptual Change (Konzeptwechsel) 

begründet werden. Die Grundannahme ist hierbei, 

dass Lernen nicht nur in der Erweiterung vorhande-

ner Wissensbestände besteht, sondern mitunter eine 

Veränderung bereits verinnerlichter Vorstellungen 

und Prozeduren erfordert (Posner, Strike, Hewson & 

Gertzog, 1982; Prediger, 2005; Vamvakoussi, Vosni-

adou & Van Dooren, 2013; Vosniadou & Verschaf-

fel, 2004).  

Ein Conceptual Change gelingt besser, wenn Unzu-

friedenheit mit vorhandenen Konzepten besteht und 

wenn neue Konzepte für das Lernen sinnvoller schei-

nen, wenn sie passendere Erklärungen liefern oder 

wenn sie vielfältiger angewendet werden können als 

die bisherigen Konzepte (Posner et al., 1982; vgl. 

Vosniadou, 2012). Ein Konzeptwechsel kann dem-

entsprechend durch einen kognitiven Konflikt ange-

stoßen werden. Durch einen äußeren Anreiz entsteht 

für Lernende ein kognitives Ungleichgewicht zwi-

schen der äußeren Erfahrung und ihren vorhandenen 

individuellen Konzepten und damit der Bedarf, be-

stehende Konzepte zu revidieren.  

Eine instruktionale Möglichkeit, einen kognitiven 

Konflikt bei Lernenden zu erzeugen, ist das Bereit-

stellen geeigneter Lernaufgaben in Verbindung mit 

expliziten Hinweisen auf die Notwendigkeit eines 

Konzeptwechsels (Braithwaite & Siegler, 2018; Tip-

pett, 2010). Beispielsweise zeigten Lernende der 8. 

und 11. Klassenstufe nach dem Bearbeiten eines 

Texts mit expliziten Hinweisen auf das Dichtliegen 

von Bruchzahlen eine höhere Testleistung als eine 

Kontrollgruppe (Vamvakoussi, 2017). In einer Studie 

von Lem, Onghena, Verschaffel und Van Dooren 

(2017) erhielten Lernende explizite Hinweise in Tex-

ten, um Fehlvorstellungen festzustellen, zu widerle-

gen und anschließend durch fachlich korrekte Kon-

zepte zu ergänzen bzw. zu ersetzen. Lernende, die mit 

solchen Texten arbeiteten, erzielten signifikant bes-

sere Ergebnisse als Lernende, welche einen Text 

ohne explizite Hinweise erhielten.  

Neben der Erzeugung eines kognitiven Konflikts be-

züglich der zu verändernden Konzepte können an ge-

eigneten Stellen auch explizite Hinweise auf Gemein-

samkeiten zwischen bisherigen und zu erlernenden 

Konzepten lernförderlich sein. Beispielsweise zeig-

ten Sidney und Alibali (2015; 2017), dass die Akti-

vierung geeigneter Grundvorstellungen zur Division 
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natürlicher Zahlen einen positiven Einfluss auf eine 

darauffolgende Bearbeitung von Divisionsaufgaben 

zu Brüchen hatte. 

2.3 Bedeutung von Schulbüchern 

Schulbüchern wird gemeinhin ein großer Einfluss auf 

die Gestaltung des Mathematikunterrichts zuge-

schrieben, weil sie den abstrakten Bildungsplan in 

konkrete Lehrabläufe übersetzen und somit einen 

wichtigen Leitfaden dafür bilden, wie Lehrkräfte die 

Inhalte arrangieren (Valverde, Bianchi, Wolfe, 

Schmidt & Houang, 2002). Damit sind Schulbücher 

von großer Bedeutung für die Vorbereitung von 

Lehrkräften (Pepin & Haggarty, 2001) und auch für 

deren Unterricht: So beeinflussen Schulbücher bei-

spielsweise die Auswahl der zu bearbeitenden Auf-

gaben beim Lernen von Brüchen (Alajmi, 2012). 

Beim Zahlbereich Brüche kann diese Bedeutung als 

besonders hoch angesehen werden, da angehende 

Lehrkräfte für die Primar- und Sekundarstufe in die-

sem Bereich selbst häufig Defizite zeigen. Dies be-

trifft sowohl das fachliche Wissen, wie das Lösen 

von Textaufgaben mit Brüchen oder das Verständnis 

des Dichtliegens (Depaepe et al., 2015), als auch das 

fachdidaktische Wissen hinsichtlich der Verwendung 

geeigneter Repräsentationen (Dreher, Kuntze & 

Lerman, 2016).  

Daneben spielt das Schulbuch auch für Lernende eine 

relevante Rolle als Medium zur inhaltlichen Zusam-

menfassung der Unterrichtsthemen, zur Nachberei-

tung, zur Bearbeitung von Hausaufgaben und zur 

Prüfungsvorbereitung (Fuchs, Niehaus & Stoletzki, 

2014, S. 127).  

Vor diesem Hintergrund ist zu erwarten, dass das ein-

gesetzte Schulbuch Einfluss auf die mathematische 

Kompetenzentwicklung der Lernenden nehmen 

kann. Empirisch zeigt sich diesbezüglich eine ambi-

valente Befundlage. So konnten zwei breit angelegte 

Studien im Rahmen von Mehrebenenanalysen keinen 

allgemeinen Einfluss des verwendeten Schulbuchs 

auf Schülerleistung aufzeigen (Blazer et al., 2019; 

Van Steenbrugge, Valcke & Desoete, 2013). In Be-

zug auf Bruchzahlen wiesen Braithwaite, Pyke und 

Siegler (2017) allerdings nach, dass typische Fehler 

von Lernenden im Umgang mit Bruchzahlen allein 

durch die Häufigkeit bestimmter Aufgabentypen, 

z. B. seltenes Vorkommen schwieriger Rechenopera-

tionen in der Division, in Schulbüchern vorhergesagt 

werden können. Weiter konnten für den Mathematik-

unterricht der Grundschule signifikante Unterschiede 

in den mittleren Mathematikleistungen der Schüle-

rinnen und Schülern in Abhängigkeit vom eingesetz-

ten Schulbuch belegt werden (Agodini, Harris, At-

kins-Burnett, Heaviside, Novak & Murphy, 2009; 

Sievert, van den Ham, Niedermeyer & Heinze, 

2019).  

2.4 Forschungsfragen 

Zusammenfassend folgt aus einer theoretischen Per-

spektive der Bedarf, Lernende beim Übergang von 

natürlichen Zahlen zu Bruchzahlen explizit auf Ge-

meinsamkeiten einerseits und Unterschiede hinsicht-

lich der oben dargelegten Aspekte andererseits hin-

zuweisen. Inwiefern dies auch in Schulbüchern reali-

siert wird, ist bislang nicht systematisch untersucht. 

Es ergeben sich deshalb zwei Forschungsfragen: 

• Welche Lerngelegenheiten bieten Schulbücher, 

um einen Conceptual Change bezüglich der Vor-

stellungsumbrüche von natürlichen Zahlen zu 

Bruchzahlen zu unterstützen? 

• In welchem Umfang finden sich solche Lernge-

legenheiten in Schulbüchern? 

3.  Methodisches Vorgehen 

Die Studie folgt einer quantitativen Inhaltsanalyse in 

Anlehnung an Kuckartz (2018), der auf Mayring 

(2015) rekurriert. Es galt zunächst, ein geeignetes 

Kategoriensystem zu entwickeln, um das Spektrum 

möglicher Lerngelegenheiten bezüglich eines Con-

ceptual Change in Schulbüchern beschreiben und er-

fassen zu können. Auf dieser Grundlage wurden an-

schließend drei Schulbuchreihen kodiert, um Infor-

mationen über die Häufigkeiten der jeweiligen Lern-

gelegenheiten zu erhalten. 

3.1  Entwicklung des Kategoriensystems 

Als Kodiereinheit wurden jegliche Elemente in den 

Schulbüchern herangezogen, also Aufgaben, Bei-

spiele, Merksätze, Zusammenfassungen und Hin-

weise. Dabei wurde jeweils die kleinste Einheit (z. B. 

ein Zahlenbeispiel oder eine Teilaufgabe) als Kodie-

reinheit betrachtet. Größere Aufgabenverbünde ohne 

markierte Teilaufgaben bildeten stets eine Kodierein-

heit.  

Die Kodierung unterschied zunächst, ob im jeweili-

gen Element eine Lerngelegenheit bezüglich der Ge-

meinsamkeiten oder Unterschiede von natürlichen 

Zahlen und Bruchzahlen gegeben ist (Abb. 1). Lag 

bei einem Element wie der Aufgabe  

„Der Schokoriegel wiegt 60 g. Schätze, wie schwer das 

abgebrochene Stück ist“ (Schnittpunkt 6, S. 34).  

keine solche Lerngelegenheit vor, wurde der Kodier-

vorgang beendet. Lag dagegen eine solche Lerngele-

genheit vor, wurden drei weitere Kodierungen vorge-

nommen: nach der Art der Lerngelegenheit, nach ih-

rem Ziel und dem Aspekt, den sie anspricht.
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Abb. 1:  Zweistufiges Kodierschema  

Explizite Hinweise können sich auf Unterschiede o-

der Gemeinsamkeiten von Bruchzahlen und natürli-

chen Zahlen beziehen. Ein Beispiel für einen explizi-

ten Hinweis auf Unterschiede wäre eine Formulie-

rung wie „Anders als bei natürlichen Zahlen kann 

beim Multiplizieren von Brüchen das Ergebnis auch 

kleiner als die Ausgangszahl sein“. Da kein expliziter 

Hinweis auf Unterschiede gefunden wurde, kann hier 

kein Schulbuchbeispiel angegeben werden.  

Ein Beispiel für einen expliziten Hinweis auf Ge-

meinsamkeiten ist der folgende Merksatz, der den 

Aspekt der Operationen und damit das analoge Vor-

gehen beim Runden von Dezimalbrüchen und natür-

lichen Zahlen betont:  

„Beim Runden von Dezimalzahlen gelten dieselben 

Regeln wie für das Runden von natürlichen Zahlen“ 

(Schnittpunkt 6, S. 106)  

Explizite Hinweise können sich auf einzelne Opera-

tionen beziehen, aber auch grundsätzliche Erkennt-

nisse oder Prinzipien zum Ausdruck bringen. Der fol-

gende Hinweis deutet auf Gemeinsamkeiten inner-

halb des Aspekts der Operationen der Zahlbereiche 

hin: 

„Rechengesetze, die für natürliche Zahlen gelten, wer-

den auf die rationalen Zahlen übertragen“ (Schnitt-

punkt 7, S. 35).  

Zwar müssen explizite Hinweise den Zusammenhang 

von natürlichen Zahlen und Bruchzahlen deutlich 

machen, jedoch nicht unbedingt den Terminus „na-

türliche Zahl(en)“ enthalten. So können Partikel wie 

„auch“ ebenfalls diese Funktion übernehmen. Das 

folgende Beispiel zeigt dies als expliziter Hinweis 

bezüglich einer Gemeinsamkeit des Aspekts Operati-

onen auf:  

„Das [die Division als Umkehrung der Multiplikation] 

gilt auch für die rationalen Zahlen [...]“ (Schnittpunkt 

7, S. 29)  

Neben den expliziten Hinweisen können auch impli-

zite Lerngelegenheiten auftreten. Entsprechend der 

Charakterisierung von Aufgaben als kognitiv aktivie-

rend (Leuders & Holzäpfel, 2011), handelt es sich da-

bei um Lerngelegenheiten, die das Potenzial besitzen, 

einen Conceptual Change zu unterstützen. Dieses Po-

tenzial muss aber im Unterricht erst über eine Bear-

beitung durch die Schülerinnen und Schüler und eine 

entsprechende Thematisierung der Gemeinsamkeiten 

oder Unterschiede durch die Lehrkraft realisiert wer-

den.  

Implizite Lerngelegenheiten hängen meist von im 

Schulbuch gegebenen Zahlen ab. So wurde die Auf-

gabe  

„Welcher Bruch liegt genau in der Mitte?“ (Schnitt-

punkt 7, S. 25).  

als implizite Lerngelegenheit bezüglich des Dichtlie-

gens von Bruchzahlen – also bezüglich eines Unter-

schieds zu den natürlichen Zahlen – kodiert, da die 

gegebenen Zahlen 
2

9
 und 

7

9
 so gewählt sind, dass ein 

Erweitern notwendig ist und damit quasikardinales 

Arbeiten nicht zum Ziel führt.  

Das Benennen markierter Brüche am Zahlenstrahl 

stellt eine implizite Lerngelegenheit für die Nicht-

Eindeutigkeit der Zahldarstellung bei Bruchzahlen 

dar, wenn – wie im gegebenen Beispiel – jeder mar-

kierten Position am Zahlenstrahl mehrere mögliche 

Brüche entsprechen. Hierbei stellt die implizite Lern-

gelegenheit den Aspekt der symbolischen Repräsen-

tation bezüglich eines Unterschieds der Zahlbereiche 

dar: 

„Welche Brüche sind [am vorliegenden Zahlenstrahl] 

markiert?“ (Schnittpunkt 6, S. 24)  

Auch das Umwandeln von Brüchen in gemischte 

Zahlen kann eine implizite Lerngelegenheit in Bezug 

auf die Nicht-Eindeutigkeit der Zahldarstellung sein 

und wurde in folgendem Beispiel als implizite Lern-

gelegenheit bezüglich eines Unterschieds im Aspekt 

der symbolischen Repräsentation kodiert:  

„Wandle in eine gemischte Zahl um: 
3

2
; 

5

2
; 

5

4
; 

7

4
; 

9

2
; 

4

4
; 

8

4
“ 

(Schnittpunkt 7, S. 24)  
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Umgekehrt bildet das Arbeiten mit gleichnamigen 

Brüchen, das den quasikardinalen Aspekt betont, eine 

implizite Lerngelegenheit für Gemeinsamkeiten von 

Bruchzahlen und natürlichen Zahlen im Aspekt der 

Operationen: 

„Berechne. Kürze wenn möglich, [… ]. 
7

12
− 

5

12
;  

3

14
+

 
9

14
; …“ (Schnittpunkt 7, S. 45) 

Häufig sind die gegebenen Zahlen einer Aufgabe ent-

scheidend für deren Einordnung. So bildet die Auf-

gabe  

„Vergleiche die Brüche: 
13

10
 und 

6

5
“ (Schnittpunkt 6, 

S. 30)  

eine implizite Lerngelegenheit für eine Gemeinsam-

keit von natürlichen und rationalen Zahlen bezüglich 

des Aspekts Größenvergleich, da bei diesen beiden 

Brüchen der Vergleich von Zähler und Nenner ana-

log zum Größenvergleich von natürlichen Zahlen 

ausreicht. Hingegen führt der bloße Vergleich der 

Zähler oder Nenner im Beispiel  

„Vergleiche die Brüche: 
7

10
 und 

4

5
“ (Schnittpunkt 6, 

S. 30) 

nicht zum richtigen Ergebnis. Deshalb liegt hier eine 

implizite Lerngelegenheit für einen Unterschied der 

beiden Zahlbereiche im selben Aspekt Größenver-

gleich vor. 

Für alle Elemente wurden neben der Art des Hinwei-

ses (explizit/implizit) und dem Ziel des Hinweises 

(Unterschied oder Gemeinsamkeit) auch der Aspekt 

(Symbolische Repräsentation, Größe und Größenver-

gleich, Operationen oder Dichtliegen, s. 2.1 und Abb. 

1) kodiert. 

3.2 Kodierung 

Analysiert wurden drei Schulbuchreihen der Jahr-

gangsstufen 5 bis 7 in Baden-Württemberg, da in die-

sen Bruchzahlen systematisch behandelt werden: 

Schnittpunkt 5, 6 und 7 (Backhaus et al., 2015a; 

2015b; 2016), Mathe live 5, 6 (Göckel et al., 2014; 

2015) und 7 (Böer et al., 2016) sowie Lambacher 

Schweizer 5, 6 (Buck et al. 2014; 2015) und 7 (Freu-

digmann et al., 2016). Die Einschränkung auf Schul-

bücher in Baden-Württemberg erscheint wenig prob-

lematisch, da die Ausgaben für andere Bundesländer 

sich meist nur in Details unterscheiden. In den ge-

nannten Schulbüchern wurden jeweils alle Kapitel zu 

Bruchzahlen einschließlich Dezimalbrüchen kodiert.  

Die Kodierung erfolgte durch die Erstautorin sowie 

eine intensiv geschulte studentische Hilfskraft. Um 

die Reliabilität der Kodierung sicherzustellen, wur-

den etwa 20 % der Lerngelegenheiten zufällig ausge-

wählt und unabhängig voneinander doppelt kodiert. 

Cohens Kappa betrug dabei κ = 0,82 für das Vorlie-

gen einer Lerngelegenheit (vorhanden/nicht vorhan-

den), κ = 0,92 für die Art der Lerngelegenheit, κ = 

0,77 für das Ziel der Lerngelegenheit und κ = 0,85 für 

den Aspekt, der angesprochen wird. Nach Wirtz und 

Caspar (2002, S. 59) weisen Werte von κ > 0,75 auf 

eine sehr gute Übereinstimmung hin, weshalb die 

vorgenommene Kodierung als reliabel eingestuft 

werden kann. 

Nach Rezat (2008, S. 78 ff.) lassen sich in Mathema-

tikbüchern für die Sekundarstufe drei Strukturebenen 

unterscheiden: (1) die Makroebene bezieht sich auf 

das Schulbuch als Ganzes, (2) die Mesoebene auf die 

Kapitel, d. h. die thematischen Lerneinheiten eines 

Schulbuchs, und (3) die Mikroebene auf die einzel-

nen Elemente eines Schulbuches, wie z. B. Aufgaben 

oder Bilder. Entsprechend dieser Gliederung fand 

durch die Beschränkung auf einzelne Kapitel eine 

Vorauswahl auf der Mesoebene statt, während sich 

die Kodierung auf die Mikroebene des Schulbuchs 

bezieht, um anschließend durch eine Häufigkeitsana-

lyse wiederum die Mesoebene im Themenbereich 

Bruchzahlen (einschließlich Dezimalbrüche) zu er-

fassen. Nicht berücksichtigt werden andere Themen-

bereiche, beispielsweise Kapitel zu Größen, in denen 

auch gemeine Brüche oder Dezimalbrüche auftreten 

könnten.  

4.  Ergebnisse 

Mit dem in dieser Studie entwickelten Kodierschema 

konnten zwei Arten von Lerngelegenheiten unter-

schieden werden, die den Conceptual Change von na-

türlichen Zahlen zu Bruchzahlen unterstützen kön-

nen: Explizite Hinweise auf Gemeinsamkeiten oder 

Unterschiede beider Zahlbereiche sprechen diese di-

rekt an. Implizite Lerngelegenheiten bieten lediglich 

Zahlenmaterial an, das sich dafür eignet, Gemein-

samkeiten oder Unterschiede beider Zahlbereiche zu 

thematisieren – ob und in welcher Weise dies ge-

schieht, bleibt der Lehrkraft überlassen oder hängt 

vom Verlauf der unterrichtlichen Interaktion ab. Ob-

wohl insbesondere die Kodierung der impliziten 

Lerngelegenheiten hochinferent war, gelang eine re-

liable Kodierung.  

In den untersuchten drei Schulbuchreihen wurden 

11439 Elemente kodiert. Davon lag in 9555 eine 

Lerngelegenheit in Bezug auf Gemeinsamkeiten oder 

Unterschiede beider Zahlbereiche vor (Tab. 2). Die 

Verteilung auf die drei Schulbuchreihen ist ein Indi-

kator dafür, dass dort jeweils unterschiedlich viele 

Aufgaben angeboten werden (Lambacher Schweizer: 

3621; Schnittpunkt: 3388; Mathe live: 2546).  

Lediglich 23 (0,2 %) der 9555 Lerngelegenheiten mit 

einem Hinweis enthielten einen expliziten Hinweis. 

Alle 23 expliziten Hinweise zielten auf Gemeinsam-
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keiten beider Zahlbereiche, kein einziger zielte auf 

Unterschiede. Die meisten expliziten Hinweise bezo-

gen sich auf den Aspekt Operationen (15 von 23). Je-

weils 4 der 23 expliziten Hinweise sprachen die As-

pekte Größenvergleich beziehungsweise Symboli-

sche Repräsentation an. Zum Dichtliegen enthielten 

die drei Schulbücher keine expliziten Hinweise.  

Von den 9532 impliziten Lerngelegenheiten verwei-

sen 6929 auf Unterschiede (72,5 %) und 2603 auf Ge-

meinsamkeiten (27,2 %). Implizite Lerngelegenhei-

ten konnten in allen vier Aspekten gefunden werden 

(vgl. Tab. 2). Wie bei den expliziten Hinweisen kam 

aber auch hier der Aspekt Operationen mit insgesamt 

5681 Lerngelegenheiten (59,5 %) am häufigsten vor. 

Daneben sind die Aspekte symbolische Repräsenta-

tion mit 2403 (25,1 %) und Größenvergleich mit 

1166 (12,2 %) vertreten. Die wenigsten impliziten 

Lerngelegenheiten fanden sich auch hier analog zu 

den expliziten Hinweisen beim Aspekt Dichtliegen 

mit 282 Lerngelegenheiten (3,0 %). Die Lerngele-

genheiten in diesem letzten Aspekt beziehen sich na-

turgemäß nur auf Unterschiede der beiden Zahlberei-

che, nicht auf deren Gemeinsamkeiten.  

5.  Diskussion und Schlussfolgerungen 

Entsprechend dem Ansatz des Conceptual Change 

sollten insbesondere explizite Hinweise hilfreich 

sein, um Schwierigkeiten von Lernenden bei der 

Zahlbereichserweiterung von den natürlichen zu den 

Bruchzahlen entgegenzuwirken. Dass in den drei 

Schulbuchreihen nur 23 derartige explizite Hinweise 

ausgemacht werden konnten, die sich noch dazu aus-

nahmslos auf Gemeinsamkeiten beziehen, ist ernüch-

ternd. Als besonders problematisch erscheint, dass es 

keinen einzigen expliziten Hinweis gibt, der auf die 

Unterschiede zielt – obwohl gerade die Unterschiede 

und die damit verbundenen Vorstellungsumbrüche 

Lernenden erhebliche Schwierigkeiten bereiten kön-

nen. Aufgabenformate, mit denen Unterschiede ex-

plizit thematisiert werden können, sind mittlerweile 

hinlänglich bekannt (Prediger, 2004; Hefendehl-He-

beker & Prediger, 2006), haben aber offenbar noch 

keinen Eingang in Schulbücher gefunden. Dies ver-

weist auf ein Problem beim Transfer der Ergebnisse 

mathematikdidaktischer Entwicklungsforschung in 

die Unterrichtspraxis.  

Die wenigen expliziten Hinweise sind auch ungleich 

auf die verschiedenen Aspekte verteilt, die entspre-

chend der Literatur beim Übergang von den natürli-

chen Zahlen zu den Bruchzahlen bedeutsam sind: So 

gibt es in Bezug auf die symbolische Repräsentation 

nur wenige und in Bezug auf das Dichtliegen von 

Bruchzahlen keinen Hinweis. Durch die Wiederho-

lung einiger expliziter Hinweise wird zwar deren Be-

deutung hervorgehoben, allerdings ist die Anzahl 

unterschiedlicher Hinweise innerhalb der expliziten 

Hinweise dadurch nochmals geringer. 

Diese Befunde sind kein Einzelfall: In einer interna-

tional angelegten Studie wurden, ähnlich wie in der 

vorliegenden Schulbuchanalyse, ausgewählte Schul-

bücher aus fünf europäischen Ländern auf explizite 

Hinweise auf Unterschiede zwischen natürlichen 

Zahlen und Bruchzahlen kodiert (Van Dooren et al., 

2019). Sie lieferte ähnliche Ergebnisse: Mit Aus-

nahme des Resultats aus Griechenland (18 Hinweise) 

war die Anzahl der gefundenen expliziten Hinweise 

stets sehr gering. 

Die impliziten Lerngelegenheiten beziehen sich – an-

ders als die expliziten Hinweise – weitaus häufiger 

auf die Unterschiede beider Zahlbereiche. Dies ist 

plausibel, da es sich hierbei um Aufgaben handelt, 

deren Zahlen sich eignen, um Unterschiede anzuspre-

chen. Auch hier gibt es nur wenige implizite Lernge-

legenheiten in Bezug auf das Dichtliegen der Bruch-

zahlen, konkret nur wenige Aufgaben, in deren An-

schluss das Dichtliegen basierend auf den Lösungen 

thematisiert werden kann. 

Zudem dürfen die impliziten Lerngelegenheiten nicht 

überbewertet werden. Sie ermöglichen es Lernenden 

zwar, Erfahrungen in Bezug auf Gemeinsamkeiten 

und Unterschiede beider Zahlbereiche zu sammeln. 

Damit diese für einen Conceptual Change tragfähig 

werden, müssen sie aber explizit gemacht werden, im 

Allgemeinen wohl durch zusätzliche Impulse der 

Lehrkraft jenseits des Schulbuchs. Und hier liegt ein 

mögliches Problem: Die Lehrkraft muss die entspre-

chenden Lerngelegenheiten erkennen und situativ 

aufgreifen, sie muss selbstständig geeignete Impulse 

formulieren. Insbesondere für unerfahrene oder fach-

fremde Lehrkräfte stellt dies eine Herausforderung 

dar. Implizite Lerngelegenheiten bergen deshalb die 

Gefahr, zu verpassten Lerngelegenheiten zu werden. 

Zudem können implizite Lerngelegenheiten bezüg-

lich Gemeinsamkeiten einen Conceptual Change so-

gar behindern, wenn beispielsweise die Zahlen in 

Aufgaben so gegeben sind, dass auch im Allgemei-

nen falsche Denk- und Vorgehensweisen im speziel-

len Fall zum richtigen Ergebnis führen.  

Die Analyse der drei Schulbuchreihen verweist da-

rauf, dass das alleinige Arbeiten mit Schulbüchern 

ohne Ergänzung zusätzlicher expliziter Hinweise sei-

tens der Lehrkraft für einen gelungenen Conceptual 

Change unzureichend ist. Mehr explizite Lerngele-

genheiten in Schulbüchern – insbesondere auch zu 

Unterschieden beider Zahlbereiche – würden deshalb 

nicht nur die Lernenden, sondern auch die Lehrkräfte 

deutlich unterstützen.  
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Gemeinsamkeiten von natürlichen Zahlen und  
Bruchzahlen 

Unterschiede von natürlichen Zahlen und  
Bruchzahlen 

Symbolische Repräsentation  

 Für gemeine Brüche gibt es unendlich viele verschiedene 
äquivalente Darstellungen. 

Für endliche Dezimalbrüche gibt es unendlich viele ver-
schiede äquivalente Darstellungen durch das Anhängen 
von Endnullen. 

Größenvergleich  

Die Kleinerrelation ist gültig, einschließlich ihrer Deutung 
am Zahlenstrahl.  

Bei Dezimalbrüchen wie bei natürlichen Zahlen ist ein 
stellenweiser Vergleich von links nach rechts möglich. 

Bei gleichnamigen Brüchen erfolgt der Vergleich über die 
Zähler wie bei natürlichen Zahlen.  

Der Vergleich ungleichnamiger Brüche ist im Allg. erst 
nach dem Erweitern oder Kürzen möglich.  

Ein größerer Zähler bedeutet im Allg. nicht, dass der zu-
gehörige Bruch auch größer ist. 

Operationen  

Addition und Subtraktion sowie Multiplikation und Division 
sind Umkehroperationen. 

Die Vorstellungen „Addition vergrößert“ und „Subtraktion 
verkleinert“ sind gültig. 

Der quasikardinale Aspekt gleichnamiger Brüche setzt 
den Kardinalzahlaspekt natürlicher Zahlen fort. 

Die Addition und Subtraktion von gleichnamigen Brüchen 
und Dezimalbrüchen mit gleicher Anzahl an Nachkom-
mastellen verläuft wie bei den natürlichen Zahlen. 

Addition und Subtraktion lassen sich im Allg. nicht als 
Weiter- oder Rückwärtszählen deuten bzw. ausführen. 

Die Addition und Subtraktion von ungleichnamigen Brü-
chen erfordert im Allg. das vorherige Gleichnamigma-
chen. 

Dezimalbrüche werden nicht rechtsbündig addiert oder 
subtrahiert, sondern am Komma ausgerichtet.  

Deutung der Multiplikation als wiederholte Addition und 
der Division als Verteilen sind nicht immer möglich. 

Die Vorstellungen „Multiplikation vergrößert“ und „Dividie-
ren verkleinert“ gelten im Allg. nicht mehr. 

Dichtliegen  

 Jede natürliche Zahl hat einen eindeutigen Nachfolger, 
die Bruchzahlen hingegen liegen dicht (zwischen zwei 
Bruchzahlen lassen sich unendlich viele weitere Bruch-
zahlen finden). 

Tab. 1:  Gemeinsamkeiten und Unterschiede von natürlichen Zahlen und Bruchzahlen 
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 Aspekt Explizite Hinweise Implizite  
Lerngelegenheiten 

Gesamt 

 
 

Unter-
schiede 

Gemein-
samkeiten 

Unter-
schiede 

Gemein-
samkeiten 

  

Lambacher 
Schweizer 

Symbol. Repr. 0 3 559 165 727 7,6 % 

Größenvergl. 0 3 147 139 289 3,0 % 

Operationen 0 6 1620 880 2506 26,2 % 

Dichtliegen 0 0 95 4 99 1,0 % 

Gesamt 0 12 2421 1188 3621 37,9 % 

Mathe live Symbol. Repr. 0 0 627 108 735 7,7 % 

Größenvergl. 0 0 262 135 397 4,2 % 

Operationen 0 2 1155 251 1408 14,7 % 

Dichtliegen 0 0 6 0 6 0,1 % 

Gesamt 0 2 2050 494 2546 26,6 % 

Schnitt-
punkt 

Symbol. Repr. 0 1 923 21 945 9,9 % 

Größenvergl. 0 1 298 185 484 5,1 % 

Operationen 0 7 1060 715 1782 18,6 % 

Dichtliegen 0 0 177 0 177 1,9 % 

 Gesamt 0 9 2458 921 3388 35,5 % 

Gesamt 
 

0 

0 % 

23 

0,2 % 

6929 

72,5 % 

2603 

27,2 % 

9555 100 % 

Tab. 2:  Ergebnisse der Analyse: Verteilung der expliziten Hinweise und impliziten Lerngelegenheiten auf deren Ziele und 
Aspekte innerhalb der Schulbücher. Anmerkung: Die Prozentangaben beziehen sich auf alle Lerngelegenheiten 
(n = 9555).  

 

 

 


