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Zusammenfassung: Geometrische Zusammenhänge 

müssen repräsentiert sein, um kommuniziert, erlernt 

und verstanden zu werden. Wir diskutieren die Be-

deutung der verschiedenen Repräsentationsformen 

geometrischer Gegenstände. Wir zeigen, dass die dy-

namische Geometrie-Software GeoGebra nicht nur 

die Konstruktion und Illustration geometrischer Zu-

sammenhänge gestattet, sondern auch die historische 

Rekonstruktion von Quellen, welche nur die fertige 

Konstruktion dokumentieren. Wir illustrieren unsere 

Überlegungen anhand einiger geometrischer Kon-

struktionen in Manuskripten Albert Einsteins. 

 

 

Abstract: Geometric objects and their relations must 

be represented in order to be communicated, ac-

quired and understood. We discuss the significance 

of various forms of representations of geometric ob-

jects. We show that the dynamic geometry software 

GeoGebra not only allows the construction and illus-

tration of geometric relations but also the historical 

reconstruction of sources, which only document the 

final result of the construction. We illustrate our con-

siderations with some geometric constructions in Al-

bert Einstein's manuscripts.  

1.  Einleitung 

Der Einsatz digitaler Medien im Schulunterricht und 

seine Grenzen sind ein wichtiges Thema didaktischer 

Reflexion (Pallack, 2018). Insbesondere die vielfälti-

gen Einsatzmöglichkeiten dynamischer Geometrie-

Software sind seit längerem Gegenstand didaktischer 

Untersuchungen, siehe z. B. Kaenders und Schmidt 

(2014). Während fertige geometrische Konstruktio-

nen aufgrund ihrer statischen Repräsentation und der 

zusätzlich fehlenden Konstruktionsbeschreibung bei 

Schüler:innen zu Problemen führen können, wird bei 

dynamischen Geometrie-Software Applikationen 

nicht nur automatisch ein Protokoll erstellt, bei dem 

jeder einzelne Konstruktionsschritt nachvollzogen 

werden kann, sondern es lässt sich auch die gesamte 

Konstruktion in einer Art Rückblende Schritt für 

Schritt beobachten (Kroll, 2011).  

In diesem Beitrag wollen wir die Einsatzmöglichkei-

ten solcher Applikationen dynamischer Geometrie-

Software in einem anderen, aber verwandten Kontext 

diskutieren. In der Geschichte der Mathematik haben 

wir es mit eigenartigen vergangenen Denkformen zu 

tun, deren Existenz und Eigenarten uns nur durch 

Quellen überliefert sind. Diese Quellen dokumentie-

ren denjenigen Teil des vergangenen mathemati-

schen Denkens, der materiell so repräsentiert wurde, 

dass er dauerhaft überliefert werden konnte. Die Auf-

gabe der rationalen historischen Rekonstruktion be-

steht darin, den ursprünglich dahinterstehenden 

mathematischen Gedanken wiederzubeleben. 

Die historische Fragestellung nach dem Gedanken-

gang, der die Mathematiker:innen zu ihren Ergebnis-

sen leitete, lässt sich hierbei mit der didaktischen 

Fragestellung, wie Schüler:innen neue mathemati-

sche Erkenntnisse erwerben, vergleichen. Auch lässt 

sich das kognitive Problem, das sich den Histori-

ker:innen bei der historischen Rekonstruktion unver-

standener Überlieferungen stellt, durchaus mit der 

Situation von Schüler:innen aber auch von Lehrkräf-

ten vergleichen. Zeichnen die Schüler:innen bei-

spielsweise eine geometrische Konstruktion von der 

Tafel ab und versuchen diese nach einiger Zeit zu 

Hause nachzuvollziehen, stehen sie vor einem ähnli-

chen Problem wie Historiker:innen, die historisch 

überlieferte Quellen zu rekonstruieren versuchen. 

Verschlimmert wird diese Situation noch dadurch, 

dass die Konstruktionen gegebenenfalls von den 

Schüler:innen sogar falsch oder ungenau in das Heft 

übernommen werden (Radatz, 1980; Althof, 1999). 

Umgekehrt finden aber auch Lehrer:innen eine ähn-

liche Situation vor, beispielsweise beim Einsammeln 

und Korrigieren von Hausaufgaben oder Klassenar-

beiten. Insbesondere bei Konstruktionsaufgaben 

kann es zu der Situation kommen, dass die Lehrkraft 

die eingereichte Lösung der Schülerin oder des Schü-

lers aufgrund fehlender Beschreibung nicht nachvoll-

ziehen kann, insbesondere dann, wenn die Lösung 

inkorrekt ist, obwohl die dahinterstehende Überle-

gung aus Perspektive des Schülers oder der Schülerin 

sinnvoll und begründet gewesen sein mag.  

Im Folgenden werden wir uns mit einem recht spezi-

ellen Beispiel mathematik-historischer Quellen be-

schäftigen, welches die Problematik aber sehr 

pointiert zum Ausdruck bringt. Wir werden uns auf 

die überlieferten wissenschaftlichen Manuskripte Al-

bert Einsteins (1879–1955) beziehen, um unsere 

Überlegungen zu illustrieren. Es gibt in dem umfang-

reichen, an der Hebräischen Universität Jerusalem 

aufbewahrten Nachlass der Einstein’schen Schriften 

neben umfangreicher Korrespondenz auch einen Be-

stand an Notizbüchern und Manuskriptseiten mit teils 

identifizierbaren, teils aber auch unidentifizierten, 
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unkommentierten, undatierten und unkontextuali-

sierten Rechnungen (Sauer, 2019). Da es sich bei vie-

len dieser Manuskripte um private Notizen und 

Rechnungen handelt, die als solche nicht an eine an-

dere Person gerichtet waren und entsprechend keine 

oder nur wenig erläuternde Kommentare enthalten, 

ist die Entschlüsselung der darin vorhandenen Noti-

zen ein Beispiel für die Aufgabe der historischen Re-

konstruktion. Solche wissenschaftlichen Manu-

skripte und Notizen gibt es aber auch für andere Ma-

thematiker:innen wie z. B. für Galileo Galilei (1564–

1642), Christiaan Huygens (1629–1695), Isaac 

Newton (1643–1727), Gottfried Wilhelm Leibniz 

(1646–1716), Leonhard Euler (1707–1783), Carl 

Friedrich Gauß (1777–1855), Mary Somerville 

(1780–1872), Sofja Kowalewskaja (1850–1891), Da-

vid Hilbert (1862–1943), Felix Hausdorff (1868–

1942) oder Kurt Gödel (1906–1978), um nur einige 

berühmte Namen zu nennen.1 Das Problem einer his-

torischen Rekonstruktion besteht hier darin, die hin-

ter den Notizen und Rechnungen stehenden 

Überlegungen, Gedanken und Begriffe so zu rekon-

struieren, dass die Entstehung der überlieferten mate-

riellen Spuren plausibel wird. 

Im Fall Albert Einsteins ist zunächst festzustellen, 

dass seine Notizen und Manuskripte zum überwie-

genden Teil algebraische Rechnungen dokumentie-

ren und sich dort nur selten Zeichnungen oder 

geometrische Konstruktionen finden. Dennoch fin-

den wir in einem seiner Notizbücher sowie in einigen 

nicht publizierten Manuskriptseiten einige interes-

sante Zeichnungen, welche offensichtlich spezifische 

geometrische Konstruktionen darstellen.  

So sehen wir in einem frühen Notizbuch aus den Jah-

ren 1910–14, also noch aus Einsteins Zeit in Prag und 

Zürich, auf einer Doppelseite insgesamt fünf geomet-

rische Zeichnungen (Klein et al. (1993) Anhang A, S. 

588).2 Diese geometrischen Zeichnungen stehen in 

einem engen Zusammenhang mit ähnlichen Kon-

struktionen auf Manuskriptseiten aus der viel späte-

ren Princetoner Zeit (Sauer & Schütz, 2021). Nicht 

nur das Verständnis der jeweiligen Konstruktionen 

für sich, sondern auch dieser Zusammenhang zwi-

schen zeitlich weit auseinander liegenden Überlegun-

gen stellt eine Herausforderung für die historische 

Rekonstruktion der Einstein’schen Überlegungen 

dar. 

Im Folgenden werden wir auf das Problem der histo-

rischen Rekonstruktion geometrischer Zusammen-

hänge reflektieren. Wegen der zentralen Rolle der 

Überlieferung spielt dabei die materielle Repräsenta-

tion eine zentrale Rolle. Nach einigen systematischen 

Überlegungen werden wir exemplarisch der Frage 

nachgehen, was sich Einstein bei der Zeichnung sei-

ner geometrischen Konstruktionen gedacht haben 

mag, ganz analog zu den Schüler:innen, die versu-

chen, ihre geometrischen Skizzen aus dem Unterricht 

zu einem späteren Zeitpunkt zu verstehen, oder der 

Lehrperson, die eine unverständliche Konstruktion in 

einer Haus- oder Klassenarbeit versucht nachzuvoll-

ziehen. Dabei werden wir insbesondere die Rolle, 

welche dynamische Geometrie-Software in diesem 

Zusammenhang spielen kann, thematisieren. 

2.  Repräsentation und Rekonstruktion  

Mathematisches, speziell geometrisches Denken er-

fordert Mittel der Repräsentation. Solche Repräsen-

tationsmittel können sehr unterschiedlicher Art sein:  

a) Wir können geometrische Sachverhalte rein 

sprachlich repräsentieren. Typische Beispiele hierfür 

sind die ursprünglichen Texte der griechischen Ma-

thematik. Euklids Elemente enthalten in der griechi-

schen Originalfassung keinerlei symbolische 

Verkürzungen, wie sie in späteren Ausgaben und 

Übersetzungen, etwa der weitverbreiteten deutschen 

Übersetzung von Thaer zu finden sind. Alle geomet-

rischen Objekte und Operationen werden im griechi-

schen Originaltext durch Wörter benannt und 

beschrieben. Was die zugehörigen Konstruktionen 

angeht, so enthalten die überlieferten Handschriften 

und späteren Drucke von Euklids Elementen zwar 

fast zu jedem Lehrsatz oder jeder Lehraufgabe Kon-

struktionszeichnungen. Da aber so gut wie keine zeit-

genössischen Texte aus der griechischen Antike 

überliefert sind, ist unklar, welche Form diese Dia-

gramme in der ursprünglichen antiken Fassung hat-

ten, ja sogar, ob der ursprüngliche griechische Text 

überhaupt Diagramme enthielt und wenn ja, inwie-

weit diese etwa beschriftet waren. Interessanterweise 

sind in der griechisch-lateinischen Standardausgabe 

von Heiberg die geometrischen Konstruktionszeich-

nungen von Heiberg neu hinzugefügt ohne den an-

sonsten akribisch dokumentierten historisch-

kritischen Vergleich mit den überlieferten Hand-

schriften. In der Tat gibt es in der neueren wissen-

schaftshistorischen Literatur eine Debatte über die 

Rolle der Diagramme und Abbildungen in der grie-

chischen Mathematik und ihrer Überlieferung (siehe 

z. B. Netz (2004), Saito (2012) oder Carman (2018)). 

b) Ein klassisches Repräsentationsmedium geometri-

scher Sachverhalte ist die explizite Konstruktion mit-

tels Zirkel und Lineal auf Papier. Klassisch ist diese 

Repräsentationsform insofern als die derart darge-

stellten Sachverhalte sich mit den Objekten der euk-

lidischen Elementarlehre deckt. Für das Problem der 

Rekonstruktion ergibt sich hier die interessante Kon-

sequenz, dass zusätzlich zu den Tinten- oder Blei-

stiftstrichen unter Umständen auch kaum sichtbare 

Zirkeleinstiche wichtige Informationen über die zu-

grundeliegende Konstruktionsidee bieten können, 
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wie dies z. B. bei Galileis Manuskripten der Fall ist 

(Renn, Damerow & Rieger, 2000). Komplexere geo-

metrische Gegenstände oder Zusammenhänge erfor-

dern andere Konstruktionsmittel. Beispielsweise gibt 

es eine Reihe von mechanischen Instrumenten zur 

Realisierung von Kegelschnitten (z. B. Ellipsenzir-

kel). Zu nennen wären auch mechanische Realisie-

rungen wie etwa kinematische Vierecke. 

c) Mit der Koordinatisierung und Algebraisierung ge-

ometrischer Zusammenhänge seit der analytischen 

Geometrie im cartesischen Stil werden geometrische 

Zusammenhänge zunehmend auch rein symbolisiert 

und algebraisiert repräsentiert. Diese Repräsentati-

onsform produziert symbolische, regelgeleitete Ma-

nipulationen von Zeichenketten und Zeichen-

anordnungen auf dem Papier, deren spezifische 

Transformations- und Umformungsregeln histori-

scher Wandlung unterliegen und ebenfalls durch hy-

pothetische Annahme algebraisch-geometrischer 

Gesetze und Regelsysteme historisch rekonstruiert 

werden müssen. 

d) Eine wichtige Rolle in der Geschichte der Geomet-

rie spielen ebenfalls geometrische Modelle, etwa von 

algebraischen Flächen oder Kristallstrukturen etc. 

siehe z. B. Institut Henri Poincaré (2017), Volkert 

(2019). 

e) Schließlich lassen sich in neuester Zeit geometri-

sche Probleme mittels digitaler Konstruktionsmetho-

den mit dynamischer Geometrie-Software 

repräsentieren und explorieren. Diese Darstellungs-

form ermöglicht prinzipiell eine Integration eines 

sprachlichen Repräsentationsmittels wie des Proto-

kolls, es simuliert aber vor allem sehr erfolgreich die 

Möglichkeiten geometrischer Konstruktion mit Zir-

kel und Lineal sowie weiterer Konstruktionsmittel, 

indem beispielsweise Kegelschnitte durch Visuali-

sierung berechneter Punktmengen dargestellt wer-

den. Moderne Computeralgebrasysteme erlauben 

schließlich die computerbasierte Manipulation sym-

bolischer Repräsentation, oft in Verbindung mit 

zwei- oder dreidimensionalen Visualisierungen. Für 

den vielfältigen Einsatz von GeoGebra in der Schule, 

siehe z. B. Meyer (2020). Beispiele für eine histori-

sche Rekonstruktion dieser Repräsentation, also 

überlieferte Programme, Skripte oder Algorithmen 

geometrischer Zusammenhänge, die historisch zu re-

konstruieren wären, sind bislang wenig ins Bewusst-

sein gekommen, werden aber in Zukunft auch für die 

historische Rekonstruktion eine Aufgabe darstellen 

(Konstantinow, 2019).  

Wir sehen, dass die praktische Handhabung unter-

schiedlicher Repräsentationsmittel jeweils spezifi-

sche materielle Spuren hinterlässt. Diese können 

überliefert werden, auch wenn der die Überlegungen 

leitende mathematische Gedanke nicht mehr aktiv 

besteht oder gedacht wird. Im Folgenden diskutieren 

wir zwei Beispiele der historischen Rekonstruktion 

von Überlegungen mittels dynamischer Geometrie-

Software, in denen die Repräsentation nur durch die 

unter a) und b) genannten Mittel repräsentiert wur-

den. 

3.  Einsteins Manuskripte  

3.1. Erstes Beispiel. Ein geometrischer Fehlschluss: 

„Alle Dreiecke sind gleichschenklig“ 

In dem genannten frühen Einstein’schen Notizbuch 

findet sich eine Abbildung mit der Überschrift: „Alle 

Dreiecke sind gleichschenklig“ (siehe Abb. 1). Wie 

David Rowe (2011) gezeigt hat, war Einsteins Vor-

lage für dieses Paradox sowie für einige andere im 

selben Notizbuch wohl Schuberts „Mathematische 

Mußestunden“ (Schubert, 1898). Die offensichtlich 

falsche Behauptung über Dreiecke und der entspre-

chend inkorrekte Beweis sind auch heute noch unter 

Mathematiker:innen und Studierenden als Beispiel 

aus dem Gebiet der Unterhaltungsmathematik für ei-

nen auf irreführender Suggestion geometrischer Dar-

stellung beruhenden Fehlschluss bekannt (z. B. 

Maxwell, 2006, S. 12-13). Auch Einstein war ver-

mutlich von der Suggestivität dieses Paradoxes faszi-

niert. 

 

Abb. 1: Einsteins Skizze zum Beweis, dass alle Dreiecke 
gleichschenklig seien (Klein et al. (1993), Anhang B, Notiz-
buch S. 43). Die Beschriftung stammt nicht von Einstein. 
(Albert Einstein Archives, AEA 3-013. ©The Hebrew Uni-
versity, Jerusalem, Israel). 

Obwohl Einsteins Zeichnung nur ein statisches End-

stadium der Überlegungen bietet, lassen sich seine 

Konstruktion sowie die Beweisschritte in diesem 

Beispiel gut rekonstruieren. Dabei kommt uns zu-

gute, dass wir einerseits eine wahrscheinliche Quelle 

für seinen Gedankengang kennen. Andererseits lie-

fert die Zeichnung selbst Hinweise. Zur Rekonstruk-

tion müssen wir das graphische Endprodukt 

sprachlich beschreiben.  



math.did. 45(2022) 

 4 

Wir bezeichnen dafür die Punkte des Dreiecks mit A, 

B und C sowie die gegenüberliegenden Seiten mit a, 

b und c.3 Eine mögliche Rekonstruktion der dieser 

Zeichnung zugrundeliegenden Überlegungen wäre 

dann folgende: Einstein zeichnete zunächst ein offen-

sichtlich nicht gleichschenkliges Dreieck. Dann 

zeichnete er die Winkelhalbierende in C und mar-

kierte die gleich großen Winkel in seiner Zeichnung. 

Zudem zeichnete er die Mittelsenkrechte auf die 

Seite c. Die entstehenden gleich großen Segmente 

kennzeichnete Einstein mit zwei geschweiften Klam-

mern. Vom Schnittpunkt D der Winkelhalbierenden 

und der Mittelsenkrechte zeichnete er nun jeweils das 

Lot auf die Seiten a und b. Die entstehenden Fuß-

punkte bezeichnen wir mit E und F. Sei zudem G der 

Schnittpunkt zwischen Mittelsenkrechten und Seite 

c. 

Nun sind die Dreiecke AGD und GBD kongruent, da 

sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 

übereinstimmen. Daraus folgt, dass die Seiten AD 

und DB die gleiche Länge besitzen (DG ist die Mit-

telsenkrechte auf AB). Tatsächlich markierte Ein-

stein diese beiden Strecken entsprechend. Die 

Dreiecke CFD und EDC sind ebenfalls kongruent, da 

sie jeweils die gleichen Winkel besitzen sowie eine 

gemeinsame Seite. Daraus könnte Einstein geschlos-

sen haben, dass die Seiten DF und DE gleich lang 

sind, weshalb er dann auch diese beiden Strecken ent-

sprechend markierte. Ebenso sind die Strecken CF 

und CE gleich lang.  

 

Abb. 2:  Rekonstruktion von Einsteins Skizze (Albert Ein-
stein Archives, AEA 3-013. ©The Hebrew Univer-
sity, Jerusalem, Israel) mittels GeoGebra. 

Es folgt nun, dass die Dreiecke FAD und DBE kon-

gruent sind (SSW).4 Somit sind die Seiten AF und EB 

gleich groß und das Dreieck ist gleichschenklig. 

Diese Rekonstruktion der zugrundeliegenden Ein-

stein’schen Gedanken entspricht soweit der Interpre-

tation des Paradoxes bei Schubert und ist mit den 

Konstruktionsmerkmalen kompatibel.  

Da uns Einstein seine Gedanken nicht explizit über-

liefert hat, kann diese Rekonstruktion nur beanspru-

chen, eine mögliche Darstellung seines 

Gedankengangs zu sein. Die heuristische Herausfor-

derung besteht darin, prinzipiell alle Spuren der Kon-

struktion, einschließlich Hilfslinien, korrigierter 

Linien oder nicht hingeschriebener Elemente plausi-

bel zu machen. 

Die Geometrie-Software GeoGebra kann nun dabei 

helfen, den Fehler dieses Beweises aufzudecken. 

Auch lassen sich mit GeoGebra sehr leicht weitere 

Spezialfälle untersuchen und dadurch Hypothesen 

aufstellen, für welche Fälle der Beweis funktionieren 

könnte. In Abb. 2 wurde Einsteins Zeichnung als 

Grundlage verwendet, um das Dreieck mit GeoGebra 

zu rekonstruieren.  

Wir sehen, dass sich die Mittelsenkrechte auf c und 

die Winkelhalbierende in C nicht innerhalb des Drei-

ecks im Punkt D, sondern außerhalb des Dreiecks 

treffen.5 Einstein zeichnete die Winkelhalbierende in 

C so, dass sie die Seite c zu weit rechts schneiden 

würde. In Abb. 3 wurde zur besseren Visualisierung 

Einsteins Zeichnung entfernt und die Zeichnung um 

die beiden Lote ergänzt.  

 

 

Abb. 3:  GeoGebra Konstruktion ohne Einsteins Skizze. 

Wir sehen, dass sich der Punkt E auf der Seite a be-

findet, wogegen sich der Punkt F nicht auf der Seite 

b, sondern nur auf der verlängerten Halbgerade be-

findet. Die Schlussfolgerungen, dass die Seiten AF 

und EB sowie CF und CE gleich lang sind, sind zwar 

korrekt, es folgt daraus jedoch nicht mehr, dass die 

Seiten AC und BC gleich lang sind. Auch beim Auf-

finden dieses Fehlschlusses kann GeoGebra unter-

stützend wirken, indem die entsprechenden 

Streckenlängen ausgegeben werden.  
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Abb. 4:  Verschieben des Punktes C von links (linkes Bild) nach rechts (rechtes Bild) zeigt, dass die Winkelhalbierende in 
C mit der Mittelsenkrechten in c im Fall eines gleichschenkligen Dreiecks zusammenfällt (mittleres Bild). In den 
anderen Fällen befindet sich der Schnittpunkt D außerhalb des Dreiecks. 

 

Mit Hilfe der dynamischen Funktionen kann nun 

durch Verschieben des Punktes C versucht werden, 

den Schnittpunkt D innerhalb des Dreiecks zu legen. 

Sofort fällt auf, dass dann die Mittelsenkrechte und 

die Winkelhalbierende zusammenfallen – es handelt 

sich um ein gleichschenkliges Dreieck. Dies ist in 

Abb. 4 visualisiert. Ausgehend von Einsteins Dreieck 

(links) verschieben wir den Punkt C nach rechts. Im 

mittleren Bild fallen Mittelsenkrechte auf c und Win-

kelhalbierende durch C zusammen und es handelt 

sich um ein gleichschenkliges Dreieck. Wird der 

Punkt weiter nach rechts verschoben (rechtes Bild) 

befindet sich der Schnittpunkt D wieder außerhalb 

des Dreiecks. 

Wir sehen an dem Beispiel, wie sich ein möglicher 

Gedankengang Einsteins auf der Basis einer wahr-

scheinlichen Kontexthypothese und den kleinen Mar-

kierungen rekonstruieren lässt, welche die 

Kongruenzüberlegungen durch korrespondierende 

Winkel und Seiten unterstützen. Die Rekonstruktion 

durch dynamische Geometrie-Software ermöglicht 

darüber hinaus eine weitere Exploration des Fehl-

schlusses. 

Für unsere Analogie zur Schule wäre dies dem Fall 

entsprechend, dass die Lehrkraft eine Konstruktion 

als Schülerlösung mit fehlerhafter oder unvollständi-

ger Konstruktionsvorschrift erhalten hat, so dass dies 

das Nachvollziehen der Schülerlösung erschwert. Be-

zogen auf die Schüler:innen und deren Heft-Mit-

schriften entspricht dies dem Fall, dass sie die 

Rekonstruktion der Zeichnung im Heft nicht direkt 

nachvollziehen können, jedoch einzelne Hinweise 

wie z. B. unvollständige Konstruktionsschritte oder 

eine Beschreibung im Buch zur Verfügung hätten, 

was das Nachvollziehen erleichtert. Wir haben zu-

dem auch gesehen, dass GeoGebra bei der Rekon-

struktion unterstützend wirken kann. Zudem bietet es 

den Schüler:innen die Möglichkeit, über das bloße 

Nachvollziehen hinaus weitere Erkenntnisse zu 

gewinnen, wie beispielsweise einen Fehlschluss auf-

zudecken. 

3.2. Zweites Beispiel: Pascals Theorem und projek-

tive Involutionen 

Während eine plausible Rekonstruktion des ersten 

Beispiels leicht gelang, nachdem eine Quelle für 

Einsteins Überlegungen identifiziert worden war, 

wollen wir nun ein Beispiel betrachten, bei dem keine 

Quelle für Einsteins Überlegungen bekannt ist. Wir 

haben es hier also mit einem Problem zu tun, bei dem 

wir eine unbekannte geometrische Überlegung allein 

auf der Basis der überlieferten Repräsentationsspuren 

rekonstruieren müssen. 

Im genannten Notizbuch finden sich auf den Seiten 

49 und 50, direkt anschließend an Überlegungen zum 

Gravitationslinseneffekt von 1912, Abbildungen, 

welche offenbar geometrische Überlegungen Einst-

eins dokumentieren. Wir werden im Folgenden 

exemplarisch zwei dieser Zeichnungen diskutieren, 

welche in Abb. 5 gezeigt sind. Für eine ausführliche 

Diskussion aller Zeichnungen verweisen wir auf 

Sauer und Schütz (2021).6  

In der oberen der beiden Zeichnungen ist eine Ellipse 

zu erkennen, in welche ein Sechseck einbeschrieben 

ist. Offenbar verlängerte Einstein die Seiten des 

Sechsecks mit gestrichelten Linien. Man erkennt, 

dass sich die Verlängerungen gegenüberliegender 

Seiten in Punkten treffen, welche auf einer Linie lie-

gen. Diese Linie ist ebenfalls gestrichelt gezeichnet. 

Der Satz von Pascal besagt, dass sich die gegenüber-

liegenden Seiten eines einem Kegelschnitt einbe-

schriebenen Sechsecks in einer Geraden, der 

sogenannten Pascal’schen Linie schneiden. Wenn 

man diesen Satz kennt, ist es nicht schwer zu sehen, 

dass wir im oberen Teil eine Version dieses Theo-

rems vor uns haben. Weniger klar war uns, was der 

zweite Teil der Zeichnung sowie die Worte „Zu-

gleich Konstruktion des Zentrums“ zu bedeuten 

hatte.7 
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Wir stellen aber fest, dass Einstein – ähnlich wie 

schon in dem Beispiel des vermeintlich gleich-

schenkligen Dreiecks – auch hier wieder zwei gegen-

überliegende Seiten des Sechsecks mit zwei kurzen 

Querstrichen sowie deren Schnittpunkt mit einem di-

cken Punkt markierte. Zudem nummerierte Einstein 

den Punkt, der auf der Ellipse zwischen diesen beiden 

Seiten liegt mit einer 1. In der unteren Zeichnung fin-

den wir sowohl den nummerierten als auch den di-

cken Punkt wieder.  

Was hat sich Einstein nun bei dieser geometrischen 

Zeichnung gedacht? 

Als historische Forschungsfrage haben wir es hier 

wieder mit dem Problem zu tun, einen hypotheti-

schen Kontext zu rekonstruieren, der unter plausiblen 

Annahmen mehr oder weniger genau zu der Art von 

Zeichnung geführt hätte, wie wir ihn in dem Notiz-

buch überliefert finden. Nur gibt es diesmal keine ge-

sicherte Auflösung des Rekonstruktionsproblems. 

Es scheint klar, dass die Lösung dieser Frage umso 

weniger determiniert ist, je weniger spezifische In-

formationen das überlieferte Dokument bietet. Gene-

rische Zeichnungen oder allgemein gehaltene 

Rechnungen lassen sich mit ganz unterschiedlichen 

Rekonstruktionshypothesen reproduzieren. Anderer-

seits kann eine sehr detailliert überlieferte, aber un-

verstandene Quelle das Problem auch erschweren, 

indem sie von vornherein viele mögliche Hypothesen 

auszuschließen scheint. 

 

 Abb. 5:  Einsteins Skizze zum Satz von Pascal im Prager 
Notizbuch (Klein et al. (1993), Anhang B, Notiz-
buch S. 49). (Albert Einstein Archives, AEA 3-013. 
©The Hebrew University, Jerusalem, Israel) 

Um unsere historische Forschungsfrage nach Einst-

eins Gedankengang zu beantworten, können wir ver-

schiedene Ansätze verfolgen. Wir können zunächst 

nach ähnlichen überlieferten geometrischen Kon-

struktionen in anderen Kontexten suchen, welche zu-

sätzliche Informationen bieten würden. So könnten 

wir einerseits nach ähnlichen Abbildungen in der 

Lehrbuchliteratur suchen. Wie wir bereits gesehen 

haben, hatte eine direkte Quelle in dem ersten Bei-

spiel der Paradoxie vom gleichschenkligen Dreieck 

die Rekonstruktion ermöglicht. In der Tat finden wir 

in der zeitgenössischen Literatur zur projektiven Ge-

ometrie vielfach Diskussionen des Pascal’schen The-

orems zum Teil mit ähnlichen begleitenden 

Konstruktionen, z. B. bei Grassmann (1909). In die-

sem Fall ist es uns aber bisher nicht gelungen, eine 

offensichtliche direkte Quelle für die Konstruktionen 

Einsteins zu identifizieren.  

Wir könnten andererseits hoffen, ähnliche Konstruk-

tionen auf anderen Manuskripten Einsteins zu finden, 

die dann weitere Kontextinformationen bieten könn-

ten. Im vorliegenden Fall haben wir tatsächlich Ma-

nuskriptseiten von Einstein gefunden, welche sehr 

ähnliche Zeichnungen beinhalten. Ein Teil einer die-

ser Manuskriptseiten ist in Abb. 6 abgebildet. 

Die rechte Zeichnung auf diesem Ausschnitt zeigt er-

neut das einer Ellipse einbeschriebene Sechseck. Wie 

schon auf der Seite des früheren Notizbuchs, finden 

sich auch hier weitere Zeichnungen, welche an die 

untere Zeichnung des Notizbuchs erinnern. Anders 

als im Notizbuch scheint diese Manuskriptseite aber 

detaillierter, denn sie enthält noch weitere Zeichnun-

gen.8 Außerdem erkennen wir, dass Einstein hier die 

Ecken des Pascal’schen Hexagon explizit von 1 bis 6 

durchnummerierte. In dieser Skizze zeichnete Ein-

stein auch noch einen weiteren Fall (Punkt 6'), bei 

dem die zwei gegenüberliegenden Seiten 16' und 34 

parallel sind. Als Konsequenz treffen sich diese im 

unendlich fernen Punkt, so dass die Pascal’sche Linie 

(rechte gestrichelte Linie) ebenfalls parallel zu diesen 

Seiten verläuft.  

 

Abb. 6:  Einsteins Skizze zum Satz von Pascal auf einer 
Manuskriptseite aus der Princetoner Zeit. (Albert 
Einstein Archives, AEA 62-787r. ©The Hebrew 
University, Jerusalem, Israel). 

Die im Folgenden dargestellte Interpretation beruht 

mathematisch auf der Annahme, dass Einstein hier 
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geometrische Zusammenhänge in der reellen projek-

tiven Ebene untersucht.9 

Die weitere Rekonstruktion und unsere Interpretation 

des vorliegenden Beispiels wurden sehr erleichtert 

durch systematischen Einsatz einer dynamischen Ge-

ometrie-Software, in unserem Fall GeoGebra. Ei-

gentlich müsste eine adäquate Rekonstruktion des 

Gedankenganges mehr oder weniger genau die 

Zeichnung nahelegen, die wir wirklich vorfinden, in-

dem wir uns bewusst der Repräsentationsmittel be-

dienen, welche der historischen Situation 

entsprechen. Es zeigt sich jedoch, dass hinter der ge-

ometrischen Konstruktion mittels Papier und Tinte 

wohl komplexere Überlegungen stehen, welche in 

der Repräsentation nur in bestimmten Stadien einge-

fangen werden. Der Einsatz dynamischer Geometrie-

Software ermöglicht uns nun, die komplexeren und 

dynamischen Verhältnisse zu explorieren. 

Es liegt die Vermutung nahe, dass die beiden Teil-

zeichnungen des Notizbuchs miteinander zusammen-

hängen sowie auch die Teilzeichnungen der 

Princetoner Manuskriptseiten miteinander zusam-

menhängen. Außerdem könnte man ungeachtet des 

zeitlichen Abstandes vermuten, dass auch die Notiz-

buchseite und die Manuskriptseite miteinander zu-

sammenhängen. Solche Zusammenhänge lassen sich 

zum Beispiel herstellen, indem die einzelnen Kon-

struktionen durch stetige Transformationen ineinan-

der überführt werden. Solche stetigen 

Transformationen können aber nicht durch statische 

Zeichnungen repräsentiert werden. Sie müssen ge-

danklich repräsentiert werden, etwa durch eine 

sprachliche Beschreibung der Transformation. 

So können wir etwa sagen, dass Einstein auf der Ma-

nuskriptseite einen zweiten Punkt 6' betrachtet, wel-

cher ebenfalls auf dem Kegelschnitt liegt, aber so, 

dass der dritte Schnittpunkt der zugehörigen Pascal-

linie im Unendlichen liegt. Dieser Zusammenhang 

kann durch eine stetige Transformation ausgedrückt 

werden, indem wir sagen, der Punkt 6 werde konti-

nuierlich auf der Ellipse verschoben, bis die zwei ge-

genüberliegenden Seiten parallel werden und der 

entsprechende Schnittpunkt ins Unendliche wandert. 

Diese Art stetiger Transformation lässt sich nun aber 

durch GeoGebra sehr einfach darstellen. Deshalb 

können wir den Zusammenhang der zwei in der sta-

tischen Zeichnung eingefrorenen Situationen des 

Pascal’schen Theorems durch eine stetige Transfor-

mation mittels Geogebra repräsentieren (Abb. 7). 

Dazu kopieren wir wieder ein Faksimile der Manu-

skriptseite als Hintergrund in die GeoGebra-Kon-

struktion (Abb. 7-1). Jetzt können wir zunächst eine 

Ellipse zeichnen, welche die Ellipse des Manuskripts 

reproduziert, und auf ihr sechs Punkte markieren und 

benennen (Abb. 7-2). Als nächstes zeichnen wir Ge-

raden durch die Punktepaare 1 und 2 sowie 4 und 5 

(Abb. 7-3), durch die Punktepaare 2 und 3 sowie 5 

und 6 (Abb. 7-4) und durch die Punktepaare 3 und 4 

sowie 1 und 6 (Abb. 7-5). Die so entstandenen grü-

nen, orangenen und blauen Geradenpaare schneiden 

sich jeweils in drei Punkten S1, S2, S3, welche auf der 

roten Geraden liegen (Abb. 7-6), was genau die Aus-

sage des Pascal’schen Theorems ist. Wir stellen fest, 

dass die so mit GeoGebra erzeugten Geraden im Rah-

men der zeichnerischen Genauigkeit die von Einstein 

eingezeichneten Geraden reproduzieren. 

An dieser Stelle können wir nun die dynamischen 

Möglichkeiten von GeoGebra ins Spiel bringen, in-

dem wir den Punkt 6 auf der Ellipse bewegen. Da 

durch den Punkt 6 sowohl eine blaue als auch eine 

orangene Gerade verläuft, verschieben sich mit der 

Bewegung dieses Punktes sowohl der Schnittpunkt 

S2 als auch S3, und wir erhalten als benachbarte Situ-

ation zunächst Abb. 7-7. Bewegen wir den Punkt 

noch weiter, so gelangen wir schließlich zu einer Si-

tuation, in welcher der Schnittpunkt S3 ins Unendli-

che läuft und die Pascalgerade mit den Geraden durch 

die Punkte 1 und 6' bzw. 4 und 3 parallel verläuft 

(Abb. 7-8). Auch diese Situation reproduziert wieder 

eine Gerade in Einsteins Manuskript und bestätigt da-

mit die Rekonstruktion, der zufolge Einstein hier den 

Fall betrachtet, in welcher einer der Schnittpunkte im 

Unendlichen liegt. 

Die ganze Sequenz kann auch als kontinuierliche 

Animation dargestellt werden (siehe Video-Datei 

„Punkt6.mp4“). 

GeoGebra stellt uns somit ein Repräsentationsme-

dium zur Verfügung, welches es gestattet, gedankli-

che Zusammenhänge zwischen unterschiedlichen 

Situationen eines geometrischen Sachverhalts als 

kontinuierliche, parametrisierte Transformation zu 

visualisieren. In dem zuletzt erläuterten Beispiel ist 

es insbesondere der Übergang zwischen der Situation 

eines allgemeinen Hexagons (Abb. 7-6) zu der in 

welcher zwei gegenüberliegende Seiten des Hexa-

gons parallel liegen, einer der Schnittpunkte also ins 

Unendliche wandert und die Pascal’sche Linie paral-

lel zu dem Paar paralleler Hexagonseiten wird 

(Abb. 7-8). Dieses Repräsentationsmedium erlaubt 

es daher, mögliche gedankliche Kontexthypothesen 

für die Erzeugung der überlieferten statischen Zeich-

nungen explorativ zu untersuchen. Und die erfolgrei-

che Reproduktion der Zeichnungslinien durch die 

Rekonstruktion bekräftigt die zugrundeliegende 

Kontexthypothese. 
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Abb. 7:  Einsteins einbeschriebenes Sechseck auf der Manuskriptseite, bei der zwei unterschiedliche Fälle betrachtet wer-
den: In Bild 6 schneiden sich jeweils die gegenüberliegenden Seiten. Im Bild 8 sind zwei Seiten parallel (blau), so 
dass der entsprechende Schnittpunkt der Punkt im Unendlichen ist. (Manuskriptseite: Albert Einstein Archives, 
AEA 62-787r. ©The Hebrew University, Jerusalem, Israel

Es zeigt sich, dass es in dieser Weise in der Tat ge-

lingt, einen kontinuierlichen Zusammenhang zwi-

schen allen Teilzeichnungen, sowohl des Notizbuchs 

als auch der Manuskriptseite zu erzeugen, und damit 

eine Rekonstruktion des möglichen Gedankengangs 

zu erhalten, deren einzelne Stadien genau den über-

lieferten statischen Zeichnungen entsprechen (Sauer 

& Schütz, 2021). 

Versuchen wir zunächst, die Zeichnungen auf der 

Manuskriptseite (Abb. 6) unter dieser Voraussetzung 

zu rekonstruieren. Wir gehen also davon aus, dass die 

geschlossenen Ellipsenlinien der vier Teilzeichnun-

gen jeweils korrespondierende Instanzen desselben 

Kegelschnittes darstellen, auf denen Punkte eines 

einbeschriebenen Vielecks sich bewegen können, 

dessen Schnittpunkte wir genauer untersuchen wol-

len. 

Der mathematische Zusammenhang, den wir im Fol-

genden unserer Rekonstruktion zugrunde legen wer-

den, beruht auf dem Begriff der projektiven 

Involution. Dazu betrachten wir Abbildungen, die 

nicht die Identität sind, welche allgemein Punkte der 

projektiven Ebene auf andere Punkte der projektiven 

Ebene abbilden. Um eine Involution handelt es sich, 

wenn die Abbildung zweimal hintereinander ausge-

führt die Identität ergibt. Betrachten wir dann in der 

projektiven Ebene Teilmengen wie Geraden oder Ke-

gelschnitte, die auf sich selbst abgebildet werden, so 

verstehen wir die Involution gegebenenfalls 

eingeschränkt auf diese Teilmengen. Projektive Kol-

lineationen sind solche Abbildungen der projektiven 

Ebene auf sich, welche das Doppelverhältnis invari-

ant lassen. Zentrale Kollineationen sind speziell sol-

che projektiven Kollineationen, welche alle Geraden 

durch einen Punkt S und alle Punkte einer Geraden g 

(S∉g) auf sich abbilden. Eingeschränkt auf einen 
Kegelschnitt K induziert eine projektive Kollineation 

eine Projektivität von K und eine zentrale Kollinea-

tion eine involutorische Projektivität von K, indem 

zwei Punkte des Kegelschnitts, welche Schnittpunkte 

einer Geraden h durch S sind, miteinander vertauscht 

werden.  

Betrachten wir dazu nun in Abb. 6 den Fall des 

Sechsecks 123456 und ignorieren den Punkt 6‘. Wir 

sehen, dass Einstein die Verbindungslinien zwischen 

den Punkten 1 und 4, 2 und 5 sowie 3 und 6 zeichnete. 

Diese entsprechen genau den korrespondierenden 

Punkten einer Projektivität, also einer projektiven 

Abbildung, bei der der Punkt 1 auf den Punkt 4 abge-

bildet wird, der Punkt 5 auf den Punkt 2 und der 

Punkt 3 auf den Punkt 6. Es liegt also tatsächlich 

nahe, dass Einstein im vorliegenden Fall eine Projek-

tivität auf dem Kegelschnitt betrachtete. Andernfalls 

fällt es auch schwer, die kurzen Strecken innerhalb 

der Ellipse zu deuten.10 

Repräsentieren wir nun die mögliche Transformation 

zunächst durch sprachliche Beschreibung. Ähnlich 

wie bereits in Abb. 5 markierte Einstein auch in der 

1) 2) 3) 4) 

5) 6) 7) 8) 
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Zeichnung von Abb. 6 zwei Seiten (diesmal durch et-

was dickere Linien) sowie deren Schnittpunkt. Bewe-

gen sich nun die Punkte 1 und 2 sowie 4 und 5 

entsprechend der dicken Linien auf dem Kegelschnitt 

zueinander, bis sie letztlich zusammenfallen, so wer-

den die zwei entsprechenden Sekanten zu Tangenten. 

Die entsprechende Zeichnung findet sich unten links 

auf der Manuskriptseite (Abb. 6). Wir haben es jetzt 

nur noch mit einem dem Kegelschnitt einbeschriebe-

nen Viereck zu tun, und die Pascal’sche Linie ist nun 

die gestrichelte Linie geworden, welche durch den 

markierten Punkt verläuft. Sie stellt die Gerade g ei-

ner Involution dar, wobei sich das Zentrum S inner-

halb der Ellipse befindet und nicht gezeichnet wurde.  

Geraden durch das Zentrum, welche die Ellipse 

schneiden, erzeugen mit den Schnittpunkten Punkte-

paare, welche in der Involution miteinander ver-

tauscht werden. Da sich das Zentrum im Inneren der 

Ellipse befindet und die Pascal’sche Linie den Kegel-

schnitt nicht schneidet, können wir die Zeichnung als 

eine elliptische Involution interpretieren.11 Dies liegt 

daran, dass der Punkt auf dem Kegelschnitt, welcher 

sich zwischen den Tangenten befindet, nicht bewegt 

wurde (entspricht in Abb. 5 dem Punkt 1). Wird die-

ser Punkt nach oben verschoben, so dass zwischen 

den beiden Berührungspunkten kein Punkt des Vier-

ecks liegt, erhalten wir die Zeichnung oben links in 

Abb. 6. Die Pascal’sche Linie (gestrichelte Linie, 

welche durch den Schnittpunkt der Tangenten ver-

läuft) schneidet nun den Kegelschnitt in zwei Punk-

ten: Die Zeichnung lässt sich nun als hyperbolische 

Involution interpretieren (und die Situation ist dann 

äquivalent zur vorherigen Situation aus Abb. 5). Ein-

stein zeichnete noch eine weitere Skizze, bei der nun 

nur noch ein Dreieck im Kegelschnitt einbeschrieben 

ist, was zu einer sogenannten parabolischen Involu-

tion führt. Hierbei handelt es sich im strengeren Sinn 

um keine Involution mehr, da jeder Punkt auf einen 

ausgezeichneten Punkt abgebildet wird, welcher 

selbst der einzige invariante Punkt ist. Dass Einstein 

hier tatsächlich Involutionen betrachtet haben 

könnte, wird durch eine kurze Rechnung und durch 

einen Vermerk auf einer anderen, aus der gleichen 

Zeit stammenden und dazugehörigen Manuskript-

seite bekräftigt (Sauer & Schütz, 2020). 

Die Repräsentation dieser sprachlich beschriebenen 

Transformation durch nebeneinandergestellte simul-

tane Darstellungen einzelner Stadien des stetigen 

Prozesses in Abb. 6 erinnert an die Bildtradition der 

Simultandarstellung in der mittelalterlichen Malerei. 

Zur Verdeutlichung dieses spezifischen Charakters 

von Momentaufnahmen eines stetigen Transformati-

onsprozesses im selben Bild betrachten wir kurz als 

Beispiel eines solchen Simultanbildes das Gemälde 

Die Gerechtigkeit Ottos III von Dieric Bouts (Abb. 8) 

aus dem 15. Jahrhundert. 

 

Abb. 8:  Die Gerechtigkeit Ottos III von Dieric Bouts, 1471-
1483. Brüssel, Musées des Beaux-Arts.  

Das Bild zeigt auf zwei Tafeln insgesamt fünf Szenen 

einer fortlaufenden Narration, siehe Blümle (2013). 

In der oberen Ecke des linken Bildteils wendet sich 

hinter einer Mauer die Königin ihrem Gemahl Otto 

zu und beschuldigt fälschlicherweise einen Grafen, 

der ihrer Verführungskunst widerstand. Im linken 

mittleren Teil wird der Graf von seiner Frau begleitet 

zur Hinrichtung geführt. Im Vordergrund sieht man 

den enthaupteten Grafen und den Henker, der das 

Haupt seiner Gattin überreicht. Im rechten Bildteil 

kniet die Gattin des Grafen mit seinem Haupt vor 

dem König und beweist seine Unschuld, indem sie 

sich der Feuerprobe unterzieht und in ihrer linken 

Hand ein glühendes Eisen hält. Im Hintergrund er-

kennt man auf einem Hügel die Verbrennung der 

überführten Königin auf einem Scheiterhaufen um-

ringt von Schaulustigen. 

Wie auf Einsteins Manuskriptseite werden also in 

dieser mittelalterlichen Simultandarstellung nebenei-

nander „zeitlich“ aufeinander folgende Situationen 

eines Prozesses dargestellt, dessen Zusammenhang 

sprachlich repräsentiert wird. In beiden Fällen spielt 

die "Zeit" eine metaphorische Rolle, welche den lo-

gisch-sukzessiven Zusammenhang der Transforma-

tion oder Narration ordnet. 

Tatsächlich ist die Rekonstruktion der Transforma-

tion mittels GeoGebra sehr gut zugänglich und kann 

leicht visualisiert werden. Hierdurch werden auch die 

gemäß dieser Interpretation vorhandenen Zwischen-

schritte, welche Einstein nicht zeichnete, sichtbar.  

In Abb. 9 reproduzieren wir die bei Einstein zu fin-

denden Momentaufnahmen zusammen mit Übergän-

gen zwischen Einsteins vier Abbildungen auf der 

Manuskriptseite. Die einzelnen Abbildungen sind 

nun Momentaufnahmen einer animierten Videose-

quenz, welche den gesamten Prozess stetig visuali-

siert (siehe Video-Datei „MS62787r.mp4“).  
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Abb. 9:  Übergänge zwischen Einsteins Skizzen auf der Princetoner Manuskriptseite. Das der Ellipse einbeschriebene 
Sechseck (9-2) wird zunächst in ein Viereck transformiert (9-5), wobei die Pascalsche Linie außerhalb der Ellipse 
verbleibt (elliptische Involution, 9-5). Dann wird der Punkt C so verschoben, dass er zwischen die Punkte F und 
D,E zu liegen kommt und die Pascalsche Linie die Ellipse schneidet (hyperbolische Involution, 9-7). Schließlich 
wird der Punkt D,E so verschoben, dass die Pascalsche Linie zur Tangente an die Ellipse wird (Parabolischer 
Fall, 9-9). (Manuskriptseite: Albert Einstein Archives, AEA 62-787r. ©The Hebrew University, Jerusalem, Israel). 

 

Wir starten mit Einsteins einbeschriebenem Sechseck 

(Abb. 9-1), konstruieren dies in GeoGebra (Abb. 9-

2) und entfernen Einsteins Zeichnung (Abb. 9-3). 

Nun lassen wir die zwei Punktepaare zusammenfal-

len (Abb. 9-4) und erhalten Einsteins Zeichnung links 

unten auf der Manuskriptseite (Abb. 9-5). Diese 

Zeichnung entspricht nun in unserer Rekonstruktion 

der elliptischen Involution. Im nächsten Schritt be-

wegen wir den Punkt C, so dass wir aus der ellipti-

schen Involution eine hyperbolische Involution 

erhalten (Abb. 9-6), welche Einsteins Zeichnung 

oben links entspricht (Abb. 9-7). Lassen wir nun die 

Punkte C und D, E zusammenfallen, erhalten wir die 

parabolische Involution (Abb. 9-8), welche Einsteins 

mittiger Zeichnung entspricht (Abb. 9-9). Beim 

Übergang der beiden Zeichnungen, insbesondere 

beim Verschieben des nummerierten Punktes, kommt 

es dazu, dass die Pascal’sche Linie den Kegelschnitt 

in zwei Punkten schneidet. Diese beiden Punkte sind 

die invarianten Doppelpunkte der hyperbolischen In-

volution. Schneidet die Pascal’sche Linie den Kegel-

schnitt in keinem Punkt, handelt es sich um eine 

elliptische Involution. 

Wie man sieht, erhalten wir auf diese Weise einen 

Zusammenhang zwischen allen vier Zeichnungen auf 

der Manuskriptseite. Ausgehend von dem Sechseck 

des Pascal’schen Theorems in Abb. 9-1 bis 9-3 ergibt 

sich so zunächst der Fall der elliptischen (Abb.9-5) 

und dann der hyperbolischen Involution (Abb. 9-7). 

 

 

  

  

 

1) 2) 3) 

4) 5) 6) 

7) 8) 9) 
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Der parabolische Fall (Abb. 9-9) ist ein Zwischen-

schritt zwischen beiden Involutionen. 

Der Erfolg der Rekonstruktion eines Zusammen-

hangs zwischen den verschiedenen geometrischen 

Zeichnungen auf der Princetoner Manuskriptseite 

(Abb. 6) durch die GeoGebra-Animation (Abb. 9) 

und die Ähnlichkeit des vorletzten Stadiums (Abb. 9-

7) mit der unteren Konstruktion in Abb. 5 legen auch 

eine Hypothese für die Rekonstruktion eines Zusam-

menhangs zwischen den zwei Zeichnungen auf der 

Notizbuchseite (Abb. 5) nahe. 

Abb. 10 zeigt einen möglichen Zusammenhang zwi-

schen den beiden Teilzeichnungen im Notizbuch, 

siehe auch die Video-Datei „Notizbuch.mp4“. Wir 

konstruieren zunächst wieder das Pascal-Hexagon 

und die Pascallinie in der ersten Zeichnung (Abb. 10-

1-3). Dann schieben wir zwei Punktepaare so zusam-

men, dass aus den beiden blauen Sehnen Tangenten 

werden (Abb. 10-4), wobei wir gleichzeitig die Form 

der Ellipse etwas verändern, um sie der Ellipse in der 

zweiten Zeichnung kongruent zu machen. Dann ver-

schieben wir den mit 1 markierten Punkt entlang der 

Ellipse z. B. entgegen dem Uhrzeigersinn und zwar 

so weit, dass der Punkt über den Schnittpunkt der 

grünen und blauen Linie hinaus liegt (Abb.10-5). Bei 

dieser Transformation verschwindet der Schnittpunkt 

der grünen Linien S2 zunächst ins Unendliche, um 

dann auf der linken Seite wieder im Endlichen aufzu-

tauchen. Gleichzeitig wandert der Schnittpunkt der 

orangenen Linien S1 in die Ellipse hinein.  

Die Pascallinie schneidet nun die Ellipse, und wir ha-

ben es jetzt mit einer hyperbolischen Involution zu 

tun. Schließlich können wir die Einstein’sche Zeich-

nung wieder einblenden (Abb. 10-6) und bestätigen, 

dass die transformierte Situation sich genau mit der 

Einstein’schen Zeichnung deckt.  

Es zeigt sich nun, dass man auch eine stetige Trans-

formation zwischen den Zeichnungen des Notiz-

buchs und der Manuskriptseite herstellen kann. 

Anhand der Animationen aus Abb. 9 und Abb. 10 se-

hen wir, dass die Zeichnungen aus den Bildern 2 und 

7 in Abb. 9 den Zeichnungen aus den Bildern 2 und 

6 in Abb. 10 entsprechen. Auch dies lässt sich in einer 

Animation leicht visualisieren (siehe Video-Datei 

„NotizbuchZuMS.mp4“).  

Abb. 11 zeigt die jeweiligen Stadien der Animation. 

In der oberen Zeile starten wir bei Einsteins Sechseck 

aus dem Notizbuch (Abb-11-1) und betrachten die 

GeoGebra-Konstruktion isoliert (Abb.11-2). Durch 

stetige Verformung der Ellipse und Verschiebung der 

Punkte auf ihr (Abb.11-3) erhalten wir die Zeichnung 

auf der Manuskriptseite (Abb.11-4). Noch stärkere 

Ähnlichkeiten weisen die beiden Zeichnungen zur 

hyperbolischen Involution auf. Ausgehend von Einst-

eins frühem Notizbuch (Abb.11-1 in der zweiten 

Zeile) müssen wir die Zeichnung nur um 90° im Uhr-

zeigersinn drehen und die Ellipse geringfügig verän-

dern (Abb.11-2 und 11-3 in der zweiten Zeile), um 

Einsteins Zeichnung auf der Manuskriptseite zu er-

halten (Abb. 11-4 in der zweiten Zeile). 

 

 

 
 

Abb.10:  Übergang vom einbeschriebenen Sechseck zum Viereck in Einsteins Zeichnungen im Notizbuch (vgl. Abb. 5). 
Der allgemeine Fall des Pascal’schen Theorems mit einem der Ellipse einbeschriebenen Hexagons (10-3) wird 
zunächst in ein einbeschriebenes Viereck transformiert (10-4) und der Punkt 1 dann noch so verschoben, dass 
die Pascal’sche Linie die Ellipse schneidet (10-5). (Manuskriptseite: Albert Einstein Archives, AEA 3-013. ©The 
Hebrew University, Jerusalem, Israel)

   

 

  

1) 2) 3) 

4) 5) 6) 
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Wir sehen also, dass die mit GeoGebra erzeugten 

Animationen sowohl mögliche Transformationen 

und Übergänge innerhalb einer Skizze als auch Über-

gänge zwischen verschiedenen Skizzen auf einer 

Seite darstellen können. Auch Skizzen auf unter-

schiedlichen Seiten, welche mit einer zeitlichen Dif-

ferenz von über 20 Jahren geschrieben wurden, 

lassen sich mit GeoGebra-Animationen verbinden 

und repräsentieren dann einen möglichen gedankli-

chen Zusammenhang, der Konstruktionen trotz ihrer 

zeitlichen Entfernung dennoch verknüpfen kann. 

Die einzelnen Schritte lassen sich in der Animation 

rückgängig machen und beliebig häufig wiederholen. 

Aus Sicht der Aufgabe einer historischen Rekon-

struktion bietet die hier vorgeführte Reproduktion der 

verschiedenen Konstruktionen Einsteins durch eine 

in einer Animation darstellbare kontinuierliche 

Transformation eine Bestätigung der zugrunde geleg-

ten hypothetischen Konstruktionsidee. Es zeigt sich 

in der Tat, dass durchaus nicht alle Hypothesen für 

eine Rekonstruktion in dieser Weise die überlieferte 

Quelle reproduzieren können. Andererseits gibt es 

auch Konstruktionszeichnungen bei Einstein, die al-

ternative Rekonstruktionen zulassen, welche aller-

dings nicht jeweils alle überlieferten Teile der 

Konstruktion reproduzieren bzw. vorhandene Linien, 

Punkte etc. unerklärt lassen (s. Sauer & Schütz, 2021, 

sec. 10). 

Klassische beschreibende Darstellungen im Medium 

der Sprache dienen als universell anwendbares Re-

präsentationsmedium zur Repräsentation sequentiell 

darstellbarer Zusammenhänge, jedoch können für ge-

ometrische Zusammenhänge Animationen diesen 

Zweck in bestimmter Hinsicht deutlich besser erfül-

len, da sie einerseits anschaulicher und übersichtli-

cher sind und andererseits in kurzer Zeit komplizierte 

Zusammenhänge darstellen können. 

Im Beispiel der Zeichnungen in Einsteins Notizbuch 

ist eine Rekonstruktion auf der Basis des fertigen 

Endprodukts prinzipiell schwierig, da viele Annah-

men getroffen werden müssen, welche anhand der 

fertigen Zeichnung nicht ersichtlich sind. Einzig der 

Kommentar „Zugleich Konstruktion des Zentrums“ 

gibt einen Hinweis bezüglich Einsteins Gedanken-

gang: Mittels der unteren Zeichnung kann das Zent-

rum der Involution direkt gebildet werden, welches 

dann genutzt werden kann, um weitere Paare der In-

volution zu konstruieren. 

 

 

      

Abb.11:  Zwei Übergänge vom Notizbuch zur Manuskriptseite. Die obere Zeile zeigt das einbeschriebene Sechseck (Pro-
jektivität). Die untere Zeile zeigt das einbeschriebene Viereck, welches als hyperbolische Involution interpretiert 
werden kann. (Manuskriptseiten: Albert Einstein Archives, AEA 3-013, 62-787r. ©The Hebrew University, Jeru-
salem, Israel) 

 

 

  

  

  

 

 

 
 

1) 2) 3) 4) 

2) 3) 4) 1) 
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Resümee 

Die Repräsentation geometrischer Zusammenhänge 

mit sprachlichen, instrumentellen, symbolischen o-

der digitalen Mitteln bestimmt den jeweils spezifi-

schen Charakter der überlieferten materiellen Spuren 

früheren mathematischen Denkens. Auch in der 

Lehre beeinflussen die Mittel der Repräsentation die 

Kommunikation zwischen der Lehrperson und den 

Schüler:innen. 

Die Aufgabe der historischen Rekonstruktion in der 

Geschichte der Mathematik kann unterstützt werden 

durch den Einsatz von dynamischer Geometrie-Soft-

ware, wie z. B. GeoGebra. 

Neben den genannten methodischen Zugängen der 

Erweiterung der Quellenbasis sowohl im Korpus der 

überlieferten Manuskripte als auch weiterer Kontext-

literatur, wie Korrespondenzen und Lehrbuchlitera-

tur, kann die mit dynamischer Geometriesoftware 

gegebene Repräsentationsmöglichkeit die historische 

Forschung substantiell unterstützen. 

Sie erlaubt die Repräsentation der überlieferten 

Zeichnungen mit GeoGebra und damit zugleich die 

Exploration unterschiedlicher Interpretationsansätze. 

Diese bestehen darin, unterschiedliche Kontexthypo-

thesen zugrunde zu legen, die entsprechend unter-

schiedliche Konstruktionsmöglichkeiten ergeben. 

GeoGebra kann daher helfen den zugrundeliegenden 

„Raum der Implikationen“ (Sauer und Schütz, 2019) 

zu explorieren. 

Im vorliegenden Fall haben wir durch einen glückli-

chen Umstand eine Seite mit ähnlichen Zeichnungen 

überliefert, bei denen unterschiedliche Stadien der 

Konstruktion als unterschiedliche Konstruktionen re-

präsentiert sind. Mittels GeoGebra lassen sie sich 

durch Parametrisierung ineinander überführen. Die 

dynamische Geometriesoftware wirkt hier also als 

Repräsentationsmedium, welche die Zusammen-

hänge und Übergänge veranschaulicht und visuell 

darstellt. Wir gelangen so zu einem historischen Re-

konstruktionsverfahren, das darin besteht, dass man 

mögliche Zusammenhänge zwischen den Manu-

skripten durch dynamische Repräsentation in Anima-

tionen darstellt und die statischen Zeichnungen als 

Momentaufnahmen der stetigen Transformation re-

produziert.  

Wir haben gesehen, dass Einsteins Gedanke der 

Zeichnungen fast nur über die statischen Zeichnun-

gen selbst überliefert ist. Um nun einen plausiblen 

Gedanken aufzeigen zu können, haben wir uns Geo-

Gebra zu Nutzen gemacht, indem wir die einzelnen 

nicht überlieferten Schritte der Transformationen 

mittels der dynamischen Geometrie-Software visua-

lisiert haben.  

Ähnlich wie die Kommunikation zwischen Einsteins 

Denken und dem heutigen Verständnis durch Geo-

Gebra erleichtert wurde, kann es aber auch die Kom-

munikation zwischen Lehrkraft und Schüler:innen 

unterstützen. Wir nennen im Folgenden einige Bei-

spiele, die sich aus unseren Überlegungen ergeben. 

Das Pascal’sche Theorem und mindestens die projek-

tive Geometrie der reellen Ebene waren zu Zeiten 

Einsteins Lehrstoff an den Schulen, während solche 

Zusammenhänge heute nicht mehr Bestandteil des 

Kurrikulums sind. Neue Repräsentationsformen er-

öffnen aber auch die Möglichkeit, komplexere ma-

thematische Inhalte, die aus dem Lehrplan 

verschwunden sind, wieder in den Rahmen des Lehr-

baren einzubeziehen.  

Es ist auch möglich, dass Schüler:innen selbst Manu-

skriptseiten früherer Forscher:innen im Unterricht 

analysieren, siehe hierfür das Beispiel von Ein-

stein’schen Manuskripten des Gravitationslinsenef-

fekts (Sauer und Schütz 2019). Das Pascal’sche 

Theorem und dessen Abwandlungen könnten, auch 

ohne Kenntnis von Projektivitäten oder tieferer 

Kenntnis projektiver Geometrie, anhand der Ein-

stein’schen Skizzen z. B. im Rahmen einer AG im 

Unterricht thematisiert werden. 

Insbesondere die Möglichkeit der Parametrisierung 

komplexer geometrischer Zusammenhänge und die 

damit zusammenhängende Möglichkeit einer konti-

nuierlichen Transformation zwischen unterschiedli-

chen Realisierungen unterstützen die Einsicht in den 

inneren Zusammenhang geometrischer Konfiguratio-

nen. Diese kontinuierlichen Transformationen kön-

nen entweder interaktiv elaboriert oder auch als 

Animationen präkonfiguiert werden. 

Warum kann GeoGebra das leisten? Es enthält die 

Standardkonstruktionsmethoden (Mittelsenkrechte, 

Winkelhalbierende, ...) sowie Möglichkeiten der Vi-

sualisierung von numerisch berechneten Kurven, 

etwa von Kegelschnitten, etc. Dynamische Geomet-

rie-Software erlaubt also die einfache Exploration ei-

nes regelgeleiteten geometrischen Kosmos, der auf 

Standardelementen des Axiomensystems der euklidi-

schen Geometrie beruht. Gleichzeitig aber fixiert es 

die Konstruktionen nicht mehr auf Papier, sondern in 

ephemerer Weise auf dem Bildschirm, was simultane 

Änderungen ermöglicht, bei denen die vorherigen Si-

tuationen entweder sofort verschwinden, oder (z. B. 

über die Trace-Funktion) selbst wieder dargestellt 

werden. Die Animationsmöglichkeiten gestatten eine 

Fixierung dieser dynamischen Variabilität, etwa 

durch die Möglichkeit des wiederholten Betrachtens 

oder des Anhaltens und Rücklaufens der Animation. 

Ähnliche Überlegungen wie hier für geometrische 

Konstruktionen und dynamische Software können 
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auch für die Rolle von Zahlenrechnungen und nume-

rischen, maschinell ausführbaren Algorithmen, so-

wie für symbolisch repräsentierte algebraische 

Rechnungen und dem Einsatz von Computeralgebra 

angestellt werden. 

Anmerkungen 
1 Viele der hier angedeuteten Mathematiker:innen und ih-

rer Nachlässe sind Gegenstand umfangreicherer Editions-

projekte. Zur ersten Orientierung der Quellensituation 

und spezifischen historischen Umstände seien hier nur ei-

nige Literaturhinweise genannt: zu Galilei siehe Büttner, 

Damerow & Renn (2001), zu Huygens siehe Yoder 

(2013), zu Newton siehe Iliffe (2004), zu Leibniz siehe 

Leibniz Archiv (1990-2020), zu Euler, siehe Mikhailov 

(1959); Matvievskaja und Ožigova (1983); Juškevič 

(1983), zu Gauß siehe Reich & Roussanova (2013), zu 

Somerville siehe Stenhouse (2020), zu Kowalewskaja, 

siehe Cooke (1984), zu Hilbert siehe Majer (2010), zu 

Hausdorff siehe Purkert & Scholz (2010), zu Gödel siehe 

Engelen (2019a; 2019b; 2020), vgl. allgemein zu der 

Problematik auch Holmes, Renn, Rheinberger (2003). 
2 Diese Seiten sind umgeben von Berechnungen und 

Überlegungen zum Gravitationslinseneffekt aus den Jah-

ren 1912 und 1915, siehe Sauer (2008), Renn & Sauer 

(2003) und Renn, Sauer & Stachel (1997). Es zeigte sich, 

dass auch einige der Princetoner Manuskriptseiten Über-

legungen Einsteins zum Gravitationslinseneffekt enthal-

ten, welche sich zum Schuleinsatz eignen (Sauer & 

Schütz, 2019). 
3 Die Bezeichnungen und Beschriftungen in Abb. 1 wur-

den nachträglich eingefügt. 
4 Die Strecken AD bzw. DB sind länger als die jeweiligen 

Lote. 
5 Der Punkt D befindet sich auf dem Umkreis des Drei-

ecks ABC. 
6 Dort finden wir auch eine Zeichnung, bei der Einstein 

ungenau zeichnete, was die Rekonstruktion erschwerte – 

ähnlich zu fehlerhaften Schülernotizen. 
7 Der Stand der Unkenntnis ist dokumentiert in einer Fuß-

note von Sauer (2008, p.6), wo es über diese Zeichnung 

heißt: „[...] there is a sketch of Pascal’s and Brianchon’s 

Theorems, which deal with hexagons inscribed in or cir-

cumscribed on a conical section. I wish to thank Jesper 

Lützen for this identification.“ 
8 Der obere Teil der Manuskriptseite enthält zudem al-

gebraische Ausdrücke, welche sich auch auf weiteren 

Manuskriptseiten finden lassen. Die entsprechenden 

Rechnungen stehen im Zusammenhang zu einer Publika-

tion von 1938, in der Einstein und sein damaliger Assis-

tent Peter Bergmann versuchten, die allgemeine 

Relativitätstheorie um eine fünfte Dimension zu erwei-

tern, siehe auch Sauer & Schütz (2021). 
9 Die Zusammenhänge lassen sich auch in der projektiven 

Ebene über den komplexen Zahlen oder einem anderen 

Zahlkörper diskutieren. Einstein hat in den Jahren 1916-

1920 vor allem in der Diskussion um kosmologische Mo-

delle mit Willem de Sitter, Felix Klein, Hermann Weyl 

und anderen (Schulmann 1998, S. 351-357) Details pro-

jektiver Geometrien (auch höherer Dimensionen) disku-

tiert. Dennoch scheint uns, dass Einstein in den hier 

diskutierten Konstruktionen ausschließlich die reelle pro-

jektive Ebene seinen Betrachtungen zugrunde legt. 
10 Es sei angemerkt, dass sich die drei Strecken im Allge-

meinen nicht in einem Punkt treffen, auch wenn dies in 

Einsteins Zeichnung der Fall ist. Eine Tatsache, die sich 

sehr schnell mittels GeoGebra veranschaulichen lässt. 

Wenn sich die drei Strecken allerdings in einem Punkt 

treffen, dann konstituiert das gegebene Sechseck bereits 

eine Involution auf dem Kegelschnitt. Dann ist nämlich 

der Schnittpunkt der drei Linien das Zentrum der Involu-

tion und Geraden durch das Zentrum schneiden den Ke-

gelschnitt in zwei Punkten, welche bei der Involution also 

vertauscht werden (siehe z. B. Behnke et al., 1971). Bei 

der Bewegung der Punkte auf dem Kegelschnitt, welche 

dann zwei Sekanten zu Tangenten werden lässt, geht die-

ser Zusammenhang allerdings im Allgemeinen zwischen-

durch wieder verloren. 
11

 Bei einer elliptischen Involution gibt es keine invarian-

ten Punkte. Bei einer hyperbolischen Involution existie-

ren zwei invariante Punkte, die durch die Schnittpunkte 

zwischen der Pascal’schen Linie und dem Kegelschnitt 

bestimmt werden, siehe auch Coxeter (1987, S. 41). 
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Zusatzmaterial 

Die Abbildungen 7, 9, 10 und 11 werden auch 

als Animationen in den Videosequenzen 

„Punkt6.mp4“ (https://youtu.be/DufFLPjxuyg), 

„Ms62787r.mp4“ (https://youtu.be/ 

qT2YSC7A_5U), „Notizbuch.mp4“ (https:// 

youtu.be/17rYWx8nC6w) und „NotizbuchZ-

uMs.mp4“ (https://youtu.be/2p3cENAhBWE) be-

reitgestellt. 
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