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Zusammenfassung: Der vorliegende Beitrag be-
schreibt eine Moglichkeit, wie formale Mathematik
auf empirische Objekte angewendet werden kann. Da
im Unterricht Mathematik einerseits als geistige
Schopfung eigener Art erfahren werden soll, ande-
rerseits aber auch vielfach auf die uns umgebende
Wirklichkeit angewendet, oder an empirischen Ob-
jekten betrieben wird, sollten die Herausforderungen
beim Anwenden von Mathematik auf Realitét in der
Mathematikdidaktik thematisiert werden. In der Phy-
sik hat das Nachdenken tber die Anwendung forma-
ler Mathematik auf die Wirklichkeit eine lange Tra-
dition. Der vorliegende Artikel wendet ein Konzept
zur Beschreibung des Zusammenhangs von Mathe-
matik und Wirklichkeit aus der theoretischen Physik
— die Methodologie Giinther Ludwigs — auf die Schul-
geometrie an, um mathematikdidaktische Anregun-
gen zum Verhaltnis zwischen Mathematik und Reali-
tat zu geben.

Abstract: This paper describes an approach to how
formal mathematics can be applied to empirical ob-
jects. Since, on the one hand, mathematics should be
experienced in the classroom as an intellectual crea-
tion of its own kind, but, on the other hand, it is often
applied to the reality surrounding us or practiced on
empirical objects, the challenges should be ad-
dressed in mathematics educational research. In
physics, thinking about the application of formal
mathematics to reality has a long tradition. This ar-
ticle applies a concept for the application of mathe-
matics to reality from theoretical physics - the meth-
odology of Glnther Ludwig - to school geometry in
order to provide didactic suggestions on the relation-
ship between mathematics and reality.

1. Einleitung

Moderne Mathematik wird von vielen als eine Wis-
senschaft tber rein abstrakte Entitaten aufgefasst und
damit als von der Realitét ontologisch losgeldst. Carl
Gustav Hempel hat dies bereits in der Mitte des letz-
ten Jahrhunderts mit folgenden Worten ausgedriickt:

The most distinctive characteristic which differentiates
mathematics from the various branches of empirical
science, and which accounts for its fame as the queen
of the sciences, is no doubt the peculiar certainty and
necessity of its results. [...] The demand for mathemat-
ical certainty in empirical matters is misguided and un-
reasonable; for, as we saw, mathematical certainty of
knowledge can be attained only at the price of

analyticity and thus of complete lack of factual content.
(Hempel, 1945)

Diese ontologische Loslésung von der Realitat wird
seit David Hilbert nicht nur von Mathematikern
selbst als wesentliche Eigenschaft der modernen Ma-
thematik angesehen (Tapp, 2013), sondern auch sei-
tens der Physik. So duBerte bereits Einstein:

Diese von der modernen Axiomatik vertretene Auffas-
sung der Axiome séubert die Mathematik von allen
nicht zu ihr gehorigen Elementen und beseitigt so das
mystische Dunkel, welches der Grundlage der Mathe-
matik vorher anhaftete. (Einstein, 1921, S. 5)

Wiederum fahrt er aber als Physiker fort:

Andererseits ist es aber auch sicher, dass die Mathema-
tik Uberhaupt und im speziellen auch die Geometrie
ihre Entstehung dem Bedirfnis verdankt, etwas zu er-
fahren ber die wirklichen Dinge. (ebenda)

Einstein sieht das Zusammenbringen von formaler
Mathematik und Realitdt wie folgt realisierbar:

Um derartige Aussagen liefern zu kénnen, muss die
Geometrie dadurch ihres nur logisch-formalen Charak-
ters entkleidet werden, dass den leeren Begriffssche-
men der axiomatischen Geometrie erlebbare Gegen-
stdnde der Wirklichkeit (Erlebnisse) zugeordnet. (Ein-
stein, 1921, S. 5-6)

Einstein war sich z. B. bewusst, dass die Sicherheit
der Mathematik — die Hempel im eingangs angefiihr-
ten Zitat lobt — beim Anwenden auf die Wirklichkeit
preisgegeben werden muss, wenn er sagt:

Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirk-
lichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und insofern sie
sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklich-
keit. (Einstein, 1921, S. 3-4)

Die Ambivalenz der Mathematik als abstraktes, ab-
solut sicheres Theoriegebaude einerseits und ,,Hilfs-
wissenschaft“ zum Wirklichkeitsverstdndnis ande-
rerseits sollte von der Mathematikdidaktik stérker
thematisiert werden. Mathematik soll in der Schule
von Schulerinnen und Schulern in vergleichbarer
Weise einerseits als geistige Schopfung und deduktiv
geordnete Welt eigener Art kennengelernt und be-
griffen werden (Winter, 1996), andererseits sollen
mit Mathematik auch Erscheinungen der Welt aus
den Bereichen Natur, Gesellschaft und Kultur in spe-
zifischer Weise wahrgenommen und verstanden wer-
den (ebenda). In Einsteins Worten ausgedrickt muss
Mathematik in der Schule folglich ihres nur logisch-
formalen Charakters entkleidet werden und den
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Begriffen mussen erlebbare Gegenstande der Wirk-
lichkeit zugeordnet werden. Fir einen solchen empi-
rischen Charakter der Mathematik in der Schule spre-
chen einige Griinde, wie z. B. Lisa Hefendehl-Hebe-
ker ausfiihrt (2016, S. 16):

Jedoch bleibt insgesamt die ontologische Bindung an
die Realitét bestehen, wie es bildungstheoretisch und
entwicklungspsychologisch durch Aufgabe und Ziele
der allgemeinbildenden Schule gerechtfertigt ist. Da-
mit geht die Schulmathematik kaum ber das begriffli-
che Niveau und den Wissensstand des 19. Jahrhunderts
hinaus. (Hefendehl-Hebeker, 2016, S. 16)

Die Zuordnung zwischen mathematischen Objekten
und realen Gegenstanden, von der Einstein spricht,
wirft Fragen auf, die in der Schulmathematik und
Mathematikdidaktik z. B. beim Thema Modellieren
von hoher Relevanz sind, da mathematisches Model-
lieren als das Anwenden von Mathematik definiert
wird, um komplexe Probleme aus der Realitét zu 16-
sen (Greefrath et al., 2013, S. 11; Niss et al., 2007;
Verschaffel et al., 2000), oder wie Leiss und Blum es
ausdriicken (2010, S. 40 1.):

Beim Modellieren geht es darum, eine realitatsbezo-
gene Situation durch den Einsatz mathematischer Mit-
tel zu verstehen, zu strukturieren und einer Lésung zu-
zufiihren sowie Mathematik in der Realitét zu erkennen
und zu beurteilen.

Im Zentrum des mathematischen Modellierens ste-
hen folglich Ubersetzungsprozesse zwischen der Re-
alitdt und der Mathematik (Rellensmann, 2019). In
den mathematikdidaktischen Modellen des Modellie-
rens, den Modellierungskreisldufen, wird aus Sicht
der Autoren zu selten auf die Herausforderungen bei
der Verkniipfung dieser beiden ,Welten* eingegan-
gen. Wo genau wird die Schwelle zur Mathematik
Uberschritten? Ist ein Problem in die Mathematik
Ubersetzt, wenn es in mathematischer, symbolischer
Form notiert wird? Oder besteht das Uberfiihren in
die Mathematik in der Reduktion des Sachverhalts
auf wenige relevante, wahre Aussagen, deren logi-
sche Implikationen beim Lésen analysiert werden?
Es ist klar, dass die Frage, was Mathematisieren
meint, nur beantwortet werden kann, wenn ein klares
Theoriekonzept zugrunde gelegt wird. Auf die Be-
deutung eines solchen Theoriebezugs beim Modellie-
ren hat Freudenthal schon zu Beginn der neueren Mo-
dellierungsdiskussionen beim epistemologischen o-
der theoretischen Modellieren hingewiesen (Freu-
denthal, 1968). Mathematisieren bezeichnet er als lo-
kales Ordnen und Strukturieren mathematischer und
nichtmathematischer Felder und betont dabei stark
die klassischen Anwendungen der Mathematik in der
Physik (Borromeo Ferri et al., 2013, S. 22). Das Er-
forschen der Herausforderungen beim Anwenden
von Mathematik auf die Realitat hat in der theoreti-
schen Physik eine lange Tradition. Der vorliegende

math.did. 45(2022)

Artikel hat zum Ziel, das im deutschsprachigen Raum
wahrscheinlich bekannteste Theoriekonzept zur Be-
schreibung der Rolle der Mathematik in der theoreti-
schen Physik — die Methodologie Ginter Ludwigs —
fiir die mathematikdidaktische Diskussion zum Ver-
haltnis von Mathematik und Realitat fruchtbar zu ma-
chen. Dem liegt die Hypothese zugrunde, dass Schul-
mathematik als Quasi-Naturwissenschaft aufgefasst
(Schoenfeld, 1985) und als empirische Theorie re-
konstruiert werden kann (Burscheid & Struve, 2018).
Gerade mit Blick auf die Geometrie hat Horst Struve
dabei folgende Fragen fir den Mathematikunterricht
der Sekundarstufe I aufgeworfen:

1) Sollen die Schiler auf der Sek. I die Begriffe ,,Ge-
rade”, ,,Ebene” und ,,geometrische Abbildung*
Uberhaupt erwerben?

2) Kann man diese Begriffe im Geometrieunterricht
der Sek. I Gberhaupt vermitteln und wenn ja, wie?

3) Wie kann man eine empirische Theorie zu einer
mathematischen Theorie weiterentwickeln?

4) Kann man den Geometrieunterricht so gestalten,
dass die Schiller von Anfang an eine mathemati-
sche Theorie lernen?

5) Sind in der Schule Uberhaupt mathematische The-
orien vermittelbar?

6) Sollen im Geometrieunterricht empirische oder
mathematische Theorien gelehrt werden?

7) Wenn Schiler im Geometrieunterricht eine empi-
rische Theorie lernen, handelt es sich dann um Ma-
thematikunterricht oder nur um ,,Phédnomenolo-
gie*? (Struve, 1990, S. 77 f.)

Die ausfiihrliche Diskussion dieser Fragen wiirde den
Rahmen dieser Arbeit Ubersteigen, aber der vorge-
stellte Ansatz kann eine Grundlage schaffen, um Fra-
gen dieser Art nachzugehen. Dabei wird in Anleh-
nung an das Theoriekonzept Ludwigs in diesem Bei-
trag diskutiert, in welchem Verhdltnis eine formale
mathematische Theorie — die Geometrie — mit empi-
rischen Objekten — gezeichneten Kurven auf einem
Blatt Papier — steht, mit dem Ziel, auf die Herausfor-
derungen beim Anwenden von Mathematik auf Rea-
litat hinzuweisen. Mit der Annahme, dass die Schul-
mathematik epistemologisch mit der Physik vergli-
chen werden kann, soll der implizite empirische Cha-
rakter explizit gemacht werden. Damit soll verdeut-
licht werden, dass die Ambivalenz zwischen dem for-
malen und dem empirischen Charakter der Schulma-
thematik epistemologischer Art ist und nicht blof? an
der Notation ausgemacht werden kann, d. h. Mathe-
matik ist nicht gleich formal, wenn ein Sachverhalt
symbolisch notiert wird.

In Kapitel 2 wird das Konzept Ludwigs kurz ausge-
fihrt und in Kapitel 3 auf die Schulgeometrie ange-
wandt, ganz im Sinne der Hypothese, dass
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Schulgeometrie rein epistemologisch als Physik an-
zusehen ist. In Kapitel 4 wird ein Ausblick gegeben,
welche konkreten Anwendungen dieser Ansatz in der
Mathematikdidaktik finden kann.

2. Die Methodologie Gunter Ludwigs

2.1 Zur wissenschaftlichen Einordnung des
Theoriekonzepts Glinther Ludwigs

Gunther Ludwig (1918-2007) war ein deutscher the-
oretischer Physiker. Ludwig arbeitete u. a. an der
Axiomatisierung der Quantenmechanik und forschte
zum quantenmechanischen Messprozess und der Ent-
stehung von Irreversibilitat in der Quantenmechanik.
Die wissenschaftstheoretischen Arbeiten Gunther
Ludwigs konnen dem Strukturalistischen Theorie-
konzept zugeordnet werden. Der wissenschaftstheo-
retische Strukturalismus ist ein Forschungspro-
gramm, das zum Ziel hat, eine mengentheoretisch no-
tierte Metabeschreibung von Theorien zu formulie-
ren (siehe z. B. Stegmuller, 1979; Balzer & Mouli-
nes, 1996). Es wurden Theorien aus sehr unterschied-
lichen Bereichen strukturalistisch rekonstruiert, z. B.
aus dem Bereich der Linguistik (de Saussure, 1967),
der Anthropologie (Lévi-Strauss, 2012) aber auch der
Physik. Ein Theoriekonzept dieser Art ist die Metho-
dologie Glnther Ludwigs, die er vor allem in dem
Werk ,,.Die Grundstrukturen einer physikalischen
Theorie” (1990) oder in der englischen Abhandlung
,»A New Foundation of Physical Theories” (Ludwig
& Thurler, 2006) veroffentlicht hat. Neben Ludwig
haben auch der deutsche Philosoph Erhard Scheibe
(1997) und der amerikanische Physiker Joseph D.
Sneed (1979) strukturalistische Rekonstruktionen der
Physik entwickelt. Ludwigs Meta-Beschreibung der
Physik soll im Folgenden in Anlehnung an die Dar-
stellung in ,,Einfihrung in die Grundlagen der Theo-
retischen Physik* (Ludwig, 1979) kurz ausgeflhrt
werden.

2.2 Die drei Hauptteile einer physikalischen
Theorie

Die Methode der theoretischen Physik besteht nach
Gunter Ludwig in der Anwendung der Mathematik
auf die Wirklichkeit, wobei er unter Wirklichkeit das
versteht, was der experimentellen Methode zugang-
lich ist. Eine physikalische Theorie (im Folgenden
PT genannt) bestimmt sich deshalb aus drei Teilen:

» einer mathematischen Theorie (kurz MT)
» einem Wirklichkeitsbereich (kurz W)

* einer (oder mehreren) Abbildungsprinzipien,
kurz (-)

Abkiirzend kann man also sagen:
PT=MT ()W

Ludwig betont dabei, dass die Mathematik nicht mit
ihrer Anwendung verwechselt werden darf, sondern
dass eine MT vdllig allein fir sich bestimmt werden
muss. Die Axiome der MT kdnnen nicht aus irgend-
welchen (insb. experimentellen) Erfahrungen dedu-
ziert werden. Wobei dies jedoch nicht bedeutet, dass
eine spezielle MT nicht durch die Physik angeregt
werden kann (und dies natlrlich auch schon héaufig
S0 geschehen ist). Eine MT ist bestimmt durch die
Spielregeln des Beweisens und einer Reihe von Axi-
omen.

Die beiden anderen Teile W und (-) sind nicht unab-
hangig von der mathematischen Theorie; es muss
aber zumindest gefordert werden, dass der Wirklich-
keitsbereich W etwas enthélt, was nicht durch MT
und (-) erfasst werden kann. Hier kann man beispiels-
weise an die Schwarzung einer Photoplatte im Dop-
pelspaltexperiment denken. Eine solche geschwérzte
Platte l&sst sich vorzeigen, ist somit ein Element des
Bereiches der realen Gegebenheiten G. Dieses empi-
rische Ergebnis kann mathematisch insofern erfasst
werden, dass man die Lage der Schwérzungspunkte
als Amplitudenquadrat der Wellenfunktion des Expe-
riments berechnet. Wie aber nun der genaue Zusam-
menhang zwischen dem Anfang des Experiments als
Erzeugung von Mikroobjekten (Elektronen) und der
Registrierung durch die Photoplatte zu verstehen ist,
dazu braucht es zusatzlich zur Mathematik axioma-
tisch postulierte Verkniipfungen mit dem Experi-
ment. W wird dabei durch die Angabe eines Berei-
ches realer Gegebenheiten mitbestimmt, der schon
vor jeder Verbindung (-) von W und MT gegeben
war. Ludwig betont, dass die theoretische Physik aus
vielen verschiedenen Theorien besteht und es vor-
kommen kann, dass die realen Gegebenheiten eines
Grundbereiches G, einer physikalischen Theorie PT
erst aufgrund einer anderen Theorie PT, bestimmbar
sind. Beispielsweise sind die realen Gegebenheiten
des Grundbereiches Gg der Elektrodynamik erst
dann bestimmbar, wenn man die Mechanik als Vor-
theorie voraussetzt.

Zusammengefasst kann man sagen, dass der Wirk-
lichkeitsbereich W einer Theorie in der Lud-
wig’schen Methodologie aus der Angabe der Abbil-
dungsprinzipien (-), der mathematischen Theorie MT
und des zugehorigen Bereiches der realen Gegeben-
heiten G besteht.

2.3 Der Grundbereich der realen Gegeben-
heiten

Es verhalt sich im Rahmen des Grundbereichs G ei-
nes Wirklichkeitsbereichs W so, dass durch die rea-
len Gegebenheiten (beispielsweise ein Stuhl, der im
Zimmer steht, ein Stein, der vom Dach fallt etc.) die
Axiome der physikalischen Theorie PT motiviert
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werden. Die realen Gegebenheiten werden als gege-
ben betrachtet und Ludwig betont, dass etwas vorweg
Gegebenes nicht erst implizit definiert werden kann,
es kann nur vorgezeigt werden.

Die Verhéltnisse sind also gerade entgegengesetzt
zur Mathematik. Dort erhalten die Objekte erst durch
die a priori gegebenen Axiome ihren Platz und durch
Zuweisung ihre Bedeutung im logischen Aufbau der
Theorie. Im Rahmen der Entwicklung einer PT er-
halten ihre Axiome erst durch die realen Gegebenhei-
ten bzw. Objekte der Empirie ihre Bedeutung. Bei-
spielsweise sind in der Mathematik die Begriffe
»Punkt*“ und ,,Gerade* nicht a priori bekannt, so dass
man aus ihnen die euklidischen Axiome ableiten
konnte. In der Physik dagegen missen reale Gege-
benheiten als gegeben akzeptiert werden, da man an-
ders Physik gar nicht als Wissenschaft betreiben
kann. Aus ihnen werden dann zusammen mit der ma-
thematischen Theorie und den Abbildungsprinzipien
die physikalischen Axiome einer PT motiviert. Eines
der Axiome der Quantenmechanik beinhaltet bei-
spielsweise die Verknupfung zwischen physikali-
schen Grolien wie Energie, Ort, Impuls, Drehimpuls
etc. und gewissen mathematischen Objekten, hier den
selbstadjungierten Operatoren des Hilbertraumes.
Reale Gegebenheiten lassen sich ,,vorzeigen®. Damit
ist nicht nur das Vorzeigen realer Tatsachen zu ver-
stehen, sondern auch das Darstellen im Rahmen einer
anderen physikalischen Vortheorie. So kann das Vor-
zeigen einer Kraftwirkung eines elektrisch geladenen
Leiters auch im Rahmen der Elektrodynamik als re-
ale Gegebenheit gelten. Die physikalische Grofe
»Kraft“ wurde ja in der Vortheorie ,,Mechanik* defi-
niert. Der elektrische Strom kann jedoch im Rahmen
der Elektrodynamik keine reale Gegebenheit sein.

Um den Unterschied zwischen realem Grundbereich
und Wirklichkeitsbereich zu erldutern, betrachtet
Ludwig die Thermodynamik als physikalische Theo-
rie. Zu ihrem realen Grundbereich gehdren das Volu-
men (Vortheorie ,,Raumvermessung“) und der
Druck, als Kraftwirkung aus der Vortheorie ,,Mecha-
nik*“. Es gehort jedoch nicht die Temperatur dazu,
denn diese wird erst in der Thermodynamik als zum
Wirklichkeitsbereich dieser Theorie gehdrend festge-
legt.

Ludwig betont, dass zum Bereich der realen Gege-
benheiten nicht Aussagen Uber physikalische Vor-
gange, sondern die physikalischen Vorgénge selbst
gehoren! Zur Verdeutlichung benutzt Ludwig das
Bild des Lesens eines Buches. Genauso wie der kon-
kret vorliegende Text eines Buches gegeben ist, sind
die realen Sachverhalte eines Grundbereiches gege-
ben und werden von Ludwig somit auch ,,Realtexte”
genannt. So wie man sich beim Analysieren eines
Buches nicht mehr mit Fragen des Lesen Lernens
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beschéaftigt, beschaftigt sich eine physikalische The-
orie PT nicht mit dem Erkennen eines Realtextes.
Die Anerkennung eines Realtextes einer PT als ,,rich-
tig* ist nicht Sache der PT selbst, sondern muss vor-
her, also a priori, relativ zur PT geschehen. Erhélt
man in diesem Rahmen jedoch viele ,,widersprichli-
che Realtextstiicke*, so musste man die PT verwer-
fen.

Ludwig stellt sich dem Einwand, dass man beim Le-
sen eines Realtextes Tduschungen unterliegen kann,
mit der Erwahnung, dass man diese Tduschungen
zwar niemals ausschlieBen kann, jedoch Physik eben
auf diese Weise gemacht werde und ihr Erfolg ihre
Methode rechtfertige. Die Frage nach der Berechti-
gung solcher unmittelbar gegebenen Tatsachen als
reale Tatsachen wird von der Physik nicht gestellt
und auch nicht beantwortet. Andernfalls wére das Be-
treiben von Physik auch gar nicht moglich.

Der Grundbereich G einer PT ist der Tatsachenbe-
reich, auf dem die PT basiert und dessen Existenz
nicht erst durch die betrachtete PT bewiesen wird.
Der Grundbereich wird dabei als begriffliche Zusam-
menfassung ,,aller* Realtexte aufgefasst, neue Real-
texte kommen durch neue Experimente hinzu.

2.4 Der Aufbau einer mathematischen The-
orie

Der Aufbau einer mathematischen Theorie vollzieht
sich in mehreren Schritten:

@ Es werden zundchst Regeln angegeben, nach
denen die mathematisch erlaubte Sprache formuliert
wird. Diese Sprachregeln sind Spielregeln, nach de-
nen Worte (Zeichen) aneinanderzureihen sind, damit
sogenannte sinnvolle Formulierungen entstehen. Sol-
che Worte sind beispielsweise ,und“, ,oder",
Lhicht“. Es werden daneben Zeichen und Worte fiir
sogenannte ,,Objekte” und ,,Relationen* benutzt und
es werden Regeln angegeben, nach denen man ,,sinn-
volle Objekte* bzw. ,,sinnvolle Relationen® formulie-
ren kann.

Diese Sprachregeln haben nichts mit der Physik zu
tun, dennoch werden nachtréglich (!) physikalische
Sachverhalte spéter mit Hilfe der Abbildungsprinzi-
pien in ,,mathematischer Sprache” niedergeschrie-
ben.

2 Die Auszeichnung der (intuitiv gesprochen)
»,wahren Aussagen“ geschieht in der Mathematik
durch die Aufstellung von Axiomen und die Durch-
fuhrung von Beweisen. Die Axiome werden in der
Mathematik gesetzt und sind nicht das Ergebnis eines
Erkenntnisaktes. So lasst sich statt des Axioms ,,A*
auch das Axiom ,,nicht A“ setzen! Die Axiome setzen
sich zusammen aus den explizit angegebenen Axio-
men und den ,axiomatischen Regeln des
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Schliellens®. Diese Regeln erlauben es, aus den Axi-
omen neue ,,wahre* Aussagen abzuleiten, die man
Satze nennt. Eine solche Ableitung nennt man Be-
weis und in den Beweisverfahren gehen die liblichen
logischen Regeln als axiomatische Regeln ein. Dies
bedeutet insbesondere, dass in der Entwicklung einer
physikalischen Theorie die klassische Logik fur alle
physikalischen Fragen eingeht. Es werden ja im Ver-
lauf der Entwicklung reale Begebenheiten mit Hilfe
der Abbildungsprinzipien in mathematischer Sprache
formuliert und zur MT als physikalische Axiome hin-
zugefiigt. Es reicht z. B. nicht, allein die mathemati-
sche Theorie des Hilbertraumes zu studieren, wenn
deren Objekte mit ihren Eigenschaften nicht durch
axiomatische Postulate mit Messergebnissen in Ver-
bindung gebracht werden. Diese physikalisch moti-
vierten Axiome werden den Axiomen des Hilbertrau-
mes zur Seite gestellt.

3) Ludwig setzt in allen mathematischen Theo-
rien die axiomatische Mengenlehre von Zermelo-
Fraenkel voraus.

(@) Dann erst werden die ,,typischen* Axiome
eingefihrt, die die jeweilige mathematische Theorie
ausmachen.

2.5 Die Abbildungsprinzipien

Ludwig legt bei der Einfuhrung der Abbildungsprin-
zipien eine Reihe aufeinanderfolgender Schritte fest:

1. Schritt: ,,Zeichensetzung*

Im Realtext werden wohldefinierte Stlicke durch
»Zeichen” (zumeist Buchstaben) eindeutig gekenn-
zeichnet. Der Vorteil besteht darin, dass diese Zei-
chen in mathematischen Relationen und Beweisen
mitbenutzt werden kdnnen. Ein weiterer Vorteil liegt
darin, dass nun bestimmte Realtexte ausgezeichnet
werden. Dabei sollen nur die Zeichen benutzt wer-
den, die auch bei der Aufstellung der Abbildungsaxi-
ome benutzt werden. Einen so mit Zeichen versehe-
nen Realtext bezeichnet Ludwig dann als genormten
Realtext.

2. Schritt: Einfihrung des Begriffs ,,Abbil-
dungsprinzip*

Ludwig versteht darunter das Wie des Anwendens ei-
ner mathematischen Theorie MT auf die im Realtext
vorgefundenen Dinge und Beziehungen. Unter Ab-
bildungsprinzipien versteht Ludwig die Regeln, die
es erlauben, aufgrund des Realtextes und der in MT
vorkommenden Zeichen die unter (—),. angegebenen
Abbildungsaxiome aufzuschreiben.

3. Schritt: Auszeichnung von Bildmengen

In MT werden gewisse Mengen Q4, @5, ..., Q,, ausge-
zeichnet und als Bildmengen bezeichnet.

Beispiel: Q; sei die Menge der Zeichen von Raum-
stellen (die man experimentell durch gekreuzte Faden
bestimmt hat), dann bedeutet a € Q4, a ist Zeichen
fur eine reale Raumstelle. Die Menge besteht nicht
aus realen Raumstellen, sondern aus den Zeichen fur
reale Raumstellen.

4. Schritt: Auszeichnung von Bildrelationen
Durch die Abbildungsprinzipien zeichnet man in MT
gewisse Relationen

Rl(xall xﬁll lyl)l ey Rm(xamlxﬁml lym)

Xa; € Qa;iXg; € Ay Vi ER g, By ..
e{l,.. neN}

aus. Das Symbol y; soll hierbei fur eine oder mehrere
reelle Zahlen stehen, die in einer Bildrelation vor-
kommen kdnnen.

Jede Bildrelation kann in der Form
RS Q% Q% ..%Qy xR
geschrieben werden.

Beispiel: Die oben erwdhnte Abstandsbeziehung
d(a,b)

Die am Langenmafstab abgelesene Zahl 4.51 wird
dann durch die Abbildungsprinzipien zu einer Rela-
tion R,(a, b;4.51):d(a,b) = 4.51.

5. Schritt: Aufstellung von Regeln zur Typisie-
rung des Realtextes

Die Zeichen (beispielsweise Ag,...,As) des genorm-
ten Realtextes werden durch Axiome der Form:

(_)r(l) :Al € Qv11 lAn € QVn
den Bildmengen zugeordnet.

6. Schritt: Axiome zur Erzeugung von Relatio-
nen

Hierunter versteht Ludwig die Axiome, die aus den
Bildrelationen

Rl(xallxﬁll lyl)l ey Rm(xamlxﬁml lym)

durch logische Verknipfungen (,,und“, ,oder",
»hicht* usw.) weitere Relationen entstehen lassen:

(9):(2): Ry, (Aiy A, ) 0der Ry, (A, Ay, .. ) und
(etc.)

Beide in den letzten Schritten eingefiihrten Axiome
werden den mathematischen Axiomen der MT ergén-
zend zur Seite gestellt. Ludwig betont dabei, dass
durch die beiden oben beschriebenen Relationen
(=), zur Mathematik nichts Fremdartiges hinzuge-
fugt wird. Dass die in den Relationen auftretenden
Buchstaben A4, A,,... ,,nebenbei* auch noch Zeichen
fiir Realtextstlicke sind, hat keine Bedeutung fur die
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mathematisch formulierten Relationen. Die beiden
Axiome unter (—),. sind also keine, wie sonst in der
Mathematik ublich, willkirlich gesetzten Axiome,
sondern sie werden durch den Realtext mit Hilfe der
Abbildungsprinzipien bestimmt. Die mit A; bezeich-
neten Realtextstiicke erhalten durch die Zuweisung
Ai € Qm einen Namen. Es findet also keine Vermi-
schung von Realtextstiicken (die Teil der Wirklich-
keit sind) und mathematischen Mengen statt. Man
darf also nicht dem Irrtum verfallen und sich vorstel-
len, dass beispielsweise die Menge Qm nun die
Menge von Realtextstiicken vom Typ Qm sei. Sie ist
die Menge von Namen von Realtextstiicken! Das gilt
auch fur den zweiten Teil (-) (2), der so zu verstehen
ist, dass man nicht R, (4;,, A, ... ) am Realtext ab-
liest, sondern etwas, das man dann mit Hilfe der Ab-
bildungsprinzipien auf R, (A;,, Ay, , ... ) bezieht.

Man darf also R, (A;,, A, , ... ) nicht als physikali-
sche Realrelation ansehen, denn zwischen mathema-
tischen Objekten bestehen keine physikalischen Re-
lationen.

Die Abbildungsprinzipien sind etwas Neues, das we-
der aus dem Realtext noch aus der MT hervorgeht.
Beispiel: In der Mechanik hat man als Bildmengen
eine diskrete Indexmenge I flir die einzelnen Massen-
punkte und eine Abbildung (i,t) — #, die man Ubli-
cherweise in der Form #:(t) schreibt und die Bahn
des i-ten Massenpunktes nennt. Die Massenpunkte
werden direkt mit ganzen Zahlen als Zeichen verse-
hen. Ist i eine solche Zahl, t, eine gemessene Zeit, 7%,
der zum Zeitpunkt t, gemessene Ort des mit dem Zei-
chen i versehenen Massenpunktes, so ist

in(-),(1) i€l
in (-),-(2) 7, =7(¢,)
aufzuschreiben.

Ludwig diskutiert im Anschluss das Problem, welche
mathematischen Konsequenzen die Aufstellung der
Axiome (=), hat. Figt man diese Axiome der MT
hinzu, so erhalt man eine stirkere Theorie, die er
MTA nennt. Man bezeichnet MTA auch als Test der
Theorie MT oder kurz als einen Test von PT. Ist die
starkere Theorie MTA widerspruchsfrei, so sagt man,
dass MT mit Hilfe der benutzten Abbildungsprinzi-
pien den vorliegenden Realtext in brauchbarer Weise
beschreibt. Eine PT ist prinzipiell nicht logisch be-
weisbar, da die in ihr behandelten Objekte keine ide-
alen Objekte sind, deren Eigenschaften durch logi-
sche Schlisse aus den Axiomen abgeleitet werden
konnen. Eine unter Physikern anerkannte PT I&sst
sich experimentell beispielsweise testen, in dem man
ihre theoretischen Vorhersagen in Experimenten
pruft. Eindrucksvoll ist dies beispielsweise bei Vor-
hersagen der Quantenelektrodynamik beispielsweise
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bei der Messung der Feinstrukturkonstante gelungen.
Es soll aber nicht verschwiegen werden, dass solche
Tests physikalischer Theorien kontrovers diskutiert
werden und oft Anlass zu weiteren Diskussionen ge-
ben. Ludwig weist darauf hin, dass die Axi-
ome (—),-niemals den ganzen Grundbereich G ent-
halten, sondern immer nur einen Teil, da immer nur
endlich viele Erfahrungen herangezogen werden
kdnnen und ein vorliegender Realtext niemals ,,alle*
Erfahrungen umfassen kann. Er weist ausdricklich
darauf hin, dass eine vorliegende physikalische The-
orie PT aus zwei Griinden im logischen Sinne nicht
beweisbar ist. Die Zahl an neuen experimentellen Er-
fahrungen (und damit verbundenen mdéglichen Wi-
derspriichen) unbegrenzt. Es kdnnen immer Wider-
spruche zur bisherigen Theorie auftreten, die entwe-
der dadurch behoben werden, dass man das Axi-
omensystem der PT andert oder eben den Grundbe-
reich auf einen engeren Ausschnitt an Teilerfahrun-
gen einschrénkt.

Im Folgenden wird gezeigt, wie unter anderem aus
der Euklidischen Geometrie als MT durch verschie-
dene Axiome die ,,Mathematische Papiergeometrie*
als MTA entsteht.

2.6 Unscharfe Abbildungsprinzipien

Ludwig fiihrt diesen wichtigen Aspekt seiner wissen-
schaftstheoretischen Methodologie anhand des Bei-
spiels der oben definierten Funktion d(x, y) ein. Be-
trachtet wird also die Relation R(x,y,r), die durch
r = d(x, y) definiert ist, r sei hierbei eine reelle Zahl.

Wirde nun zwischen zwei Stellen a und b der Ab-
stand o = 4.51 gemessen, so muss eine Unschérfe ¢
(die hier durch die Messung bedingt ist) bertcksich-
tigt werden. Zu schreiben ist dann

450 < d(a,b) <452 fire =0.01.
Ludwig betont nun die folgenden Gesichtspunkte:

Die Ungenauigkeiten, die in der Physik sehr haufig
vorkommen, haben ihren Ursprung in der Art der Zu-
ordnung zwischen Realtext auf der einen Seite und
der mathematischen Theorie auf der anderen Seite.
Es ist in diesem Sinne nicht so, dass es einen ,,an sich
exakten Abstand* geben wirde, der nur ungenau be-
obachtet wirde. Dieser Standpunkt ist seit der Ent-
wicklung der Quantenmechanik fragwirdig gewor-
den. Ludwigs Standpunkt ist ein anderer. Die Zuord-
nung zwischen Realtext und Mathematik ist prinzipi-
ell nicht scharf.

Wirde man bei der oben beschriebenen Messung ei-
nen zu kleinen Wert fiir € annehmen, wiirde man bald
merken, dass die Messergebnisse mit der Euklidi-
schen Geometrie in Widerspruch geraten (man messe
einmal die Innenwinkel in einem gezeichneten
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Dreieck!). Die ,,Unschérfe* ¢ ist also wesentlich not-
wendig, wenn man einen sinnvollen Vergleich zwi-
schen der mathematischen Theorie und dem Realtext
durchfihren will.

Um die beschriebenen Unterschiede zwischen Real-
texten auf der einen Seite und mathematischer Be-
schreibung auf der anderen zu handhaben, fuhrt Lud-
wig dann eine uniforme Struktur durch sogenannte
Unscharfemengen ein. Am obigen Beispiel bedeutet
dies, dass U eine Menge von Paaren (ry,7,) von re-
ellen Zahlen ist, beispielsweise in der Form

U={(r,12):|ry — 12| < ¢}

. . 1
geschrieben, wobei hier € noch von E(rl +1,) ab-

hangen kann. Die Vorstellung hierbei ist, dass die
beiden reellen Zahlen r; und r2 nicht mehr unter-
scheidbar sind, wenn (r,1,) € U gilt.

Es ergeben sich dann neue Relationen, etwa in der
Form, dass aus R (x,y, ) und der Menge U eine neue
Relation R(x,y,r) folgt, definiert durch: ,Es gibt
eine Zahl r mit R(x, y,7") und (r, ") € U.“ R(x, y, 0)
heiBt dann: ,,Es gibt ein ' mit d(a, b) = " und |r' —
o| < &*. Zeichnet man auf diese Weise in MT eine
Unscharfemenge U aus und benutzt dann als Bildre-
lation nicht die ,,ideale* Relation R(...), so bleibt al-
les im Rahmen der unter 2.5 beschriebenen Methode
der Abbildungsprinzipien.

Formal geschieht die Verschmierung von Relationen
durch das folgende Vorgehen: Man geht von den
oben erwahnten Bildmengen Q4, ..., Q,, aus. Genligt
dann das Tupel (4;,4, ...,a) von ausgezeichneten
Realtextstlicken bzw. deren Bezeichnungen einer Re-
lation, die durch:

RS Qu *Qu . xRy €{12 .., n}
gegeben ist, so schreibt man nicht (4,4, ...,a) €

R, wie es die scharfen Abbildungsprinzipien vor-
schreiben, sondern man wéhlt die folgende Relation:

(A1 Az .., @) ERV: > 341 €Q,,, FAL €Q,,....3a’ ER:
(A 45, ..,a') ER A((A, Ay ..., a), (A}, A, ....a')) EU

Hierin bezeichnet die als Unschérfemenge bezeich-
nete Menge U die Teilmenge

U< (Qu %Qu % .. xR) % (Q,, X Q,, % ..xR)
mit u; € {1,2, ,Tl}.

Diese Menge ist selbst eine Bildmenge, und sie um-
fasst alle Paare von Tupeln aus der Menge X :=
Qu, X Qu, X ... xR, die als ununterscheidbar be-
trachtet werden. Fur einen vereinfachten Fall einer
Relation R € X := Q; X Q, x R, kdnnte man, wie
beschrieben, dann als Unscharfemenge

U=A{[(4,,4,,a), (4}, Aa ) €eX xX:|la —a'| < &}

wahlen.

Die Unschdrfemengen sind notwendig, um die zu
reichhaltige Struktur der mathematischen Theorie so-
weit abzuschwéchen, dass eine Bezugnahme zwi-
schen mathematischem Ergebnisse und realen Mess-
ergebnissen moglich ist. Im Rahmen der im folgen-
den Kapitel vorgestellten Papiergeometrie bedeutet
dies, dass beispielsweise die reale Uberpriifung des
Satzes von Pythagoras der Messung der Kantenlan-
gen an konstruierten Dreiecken etc. nicht zu Wider-
spriichen fiihrt. Daneben erlaubt es das Konzept der
Unscharfemengen (berhaupt erst, Skizzen als Mo-
delle mathematischer Ergebnisse zu verwenden. Das
System der Unscharfemengen muss es mathematisch
ermoglichen, zu immer feineren Unscharfen Gberzu-
gehen, da es erlaubt sein soll, die experimentellen
Entwicklungen prinzipiell nicht zu begrenzen. Konk-
ret bedeutet das fur die Papiergeometrie: Sollten fei-
nere Messwerkzeuge im Unterricht eingesetzt wer-
den als die handelstiblichen Geodreiecke und Win-
kelmesser, so sollen die mit diesen Werkzeugen ver-
bundenen Unbestimmtheiten nicht zu Widerspriichen
in der mathematischen Theorie flihren. Dazu muss
insbesondere sichergestellt werden, dass die Un-
schérfemengen eine topologische Struktur bilden, die
eine eindeutige Konvergenz fir ¢ — 0 ermdglicht.

An das System N von mdglichen Unschérfemengen
sollen nun folgenden Forderungen gestellt werden:

1. Jedes Realtextstiick und somit auch jedes n-Tupel
von Bezeichnungen fiir Realtextstiicke und reelle
Zahlen kann nicht von sich selbst unterschieden wer-
den:

/\{(x, x):x€€EX}cU

UEN

2. Fur eine Unschdrfemenge U; bzgl. einer Bildrela-
tion R € X, die nicht zu einer widersprichlichen ma-
thematischen Theorie fuhrt, soll ebenso eine belie-
bige Obermenge U, € X x X eine Unscharfemenge
sein, die nicht zu einer widerspriichlichen mathema-
tischen Theorie flhrt:

/\ Tenolienaled,
U,,0,eXxX
Relationen, die fiirJ; gelten, gelten somit ebenfalls
fur U,.

3. Mit der Menge U soll auch die Menge U~ eine
Unschérfemenge sein, die zu einer widerspruchs-
freien MT fuhrt, wenn dies auch fir U gilt:

/\ U™ti={(xy,x,) EX*xX:(x,,x;) EU}EN
UEN

4. Die Verfeinerungsbedingung:




UynU, €EN
Uy, U,EN

5. Die Bedingung der unbegrenzten Verfeinerung:
V2 ={(x;,x,) EXxX:3z€ X:(x1,2) EVA(z,x,) EV}

/\\/VZEU

UEN VEN

Durch diese Forderungen, die eine Uniformitat defi-
nieren, wird sichergestellt, dass man zu einer Un-
scharfemenge stets eine feinere finden kann und dass
im Limes immer feinerer Grenzen, die unscharfen in
die scharfen Abbildungsprinzipien ubergehen.

3. Schulgeometrie als physikalische
Theorie

Im Folgenden wird die Schulgeometrie als physikali-
sche Theorie interpretiert, sofern dabei mit empiri-
schen Gegenstanden wie Bleistift, Zirkel und Lineal
auf einem Blatt Papier umgegangen wird. Die Be-
trachtungen beschrénken dabei den Grundbereich zu-
erst auf ein DIN-A4-Blatt und auf mdgliche Figuren,
die dort mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

Als mathematische Theorie wird die Axiomatisie-
rung der Geometrie durch Hilbert verwendet. Im
Kern geht es um die Frage, wie man diese abstrakten
Axiome mit den Erfahrungen der Schilerinnen und
Schler bei der Beschaftigung mit Papierkonstrukti-
onen in Verbindung bringen kann. Dazu sollen in
diesem Artikel nur erste Anregungen gegeben wer-
den, die zeigen, dass es sich lohnen kann, mit den
Schulerinnen und Schulern im Unterricht die Geo-
metrie entlang des Ludwig’schen Programms als
physikalische Theorie kennenzulernen.

3.1 Die drei Hauptteile der Schul-Geometrie
als physikalische Theorie

3.1.1 Der Grundbereich der realen Gegeben-
heiten

Der Grundbereich G seien optische Beobachtungen
in der Natur wie z. B. Bienenwaben, Kirchenfenster,
Laserstrahlen, Kérpermodelle aus Holz oder auch mit
Lineal, Zirkel und Bleistift auf einem DIN-A4-Bogen
angefertigte Zeichnungen. Der gesamte Wirklich-
keitsbereich W der Geometrie bleibt offen, um die
Entdeckung moglicher neue Objekte, die Bildung
von Hypothesen usw. nicht unndtig zu erschweren.

3.1.2 Die mathematische Theorie

Ludwig setzt grundsatzlich fur alle mathematischen
Theorien die axiomatische Mengenlehre nach Zer-
melo-Fraenkel (vgl. Ebbinghaus et al., 2018) voraus.
Die mengentheoretisch definierten Zeichen €, < wer-
den dabei im Zusammenhang mit Punkten und
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Geraden als liegt auf bzw. geht durch, einheitlich als
inzidiert mit gelesen.

Da in diesem Artikel keine vollstandige Darstellung
der Papiergeometrie anstrebt wird, sollen nur die fol-
genden Definitionen und Axiome Hilberts Verwen-
dung finden.

Grundbausteine (1)

e Eine Menge €&, deren Elemente Punkte ge-
nannt werden.

e Eine Teilmenge ¢ < P(€), deren Elemente
Geraden genannt werden.

o Eine Teilmenge 3 € E€xExE. Fir das
Tupel (4, B,C) € 3 wird auch A * B * C ge-
schrieben und gemeint ist ,,B liegt zwischen
A und C* (‘auf einer Geraden) (siehe hierzu
auch das Axiom (L1) weiter unten).

Die Inzidenzaxiome

(11)  Durch je zwei verschiedene Punkte geht ge-
nau eine Gerade.

(12)  Jede Gerade enthdlt mindestens zwei ver-
schiedene Punkte.

(1I3)  Es gibt drei verschiedene Punkte, die nicht
alle auf einer Geraden liegen.

Def.

e Eine Kollektion von Punkten heif3t kollinear,
wenn eine Gerade existiert, die alle diese
Punkte enthalt.

o Fir eine Gerade g und Punkte A, B, die nicht
auf g liegen sollen, wird gesagt, dass A und
B auf entgegengesetzten Seiten von g liegen,
falls g einen Punkt zwischen A und B enthélt,
und andernfalls, dass A und B auf derselben
Seite von g liegen.

Die Anordnungsaxiome

(A1) Liegt B zwischen A und C, so sind A, B, C drei
verschiedene Punkte einer Geraden und B liegt auch
zwischen C und A.

(A2) Sind A und B verschiedene Punkte, so gibt es
einen Punkt C, so dass B zwischen A und C liegt.

(A3) Sind A, B, und C drei verschiedene Punkte einer
Geraden, so liegt genau einer von ihnen zwischen den
beiden anderen.

(A4) Sei g eine Gerade und es seien A, B und C nicht
kollineare Punkte auferhalb von g. Wenn A und B auf
entgegengesetzten Seiten von g liegen, so liegen ent-
weder A und C auf entgegengesetzten Seiten von g
oder B und C auf entgegengesetzten Seiten g, aber
nicht beides. (Axiom von Pasch)

8



E. Krause & J. Geppert
Def.
1. Fur verschiedene Punkte A und B heil3t die Menge
AB ={A,B}u{C € €A C * B}
eine Strecke.
2. Die Menge
AB == AB U{C € € A C * B}
ein Strahl.
3. Fr drei nicht kollineare Punkte A, B und C, heif3t
die Menge:
4BAC = AB U AC
ein Winkel.
Grundbausteine (11)

o Eine Relation = auf der Menge aller Stre-
cken. Fir AB = A'B’' wird gesagt, AB ist
kongruent zu A'B’.

o Eine Relation = auf der Menge aller Winkel.
Fir 4BAC =~ AB'A’'C" wird gesagt, £BAC ist
kongruent zu 4B’A'C’.

Die Axiome der Kongruenz

(K1) Fir jede Strecke AB und je zwei verschiedene
Punkte A" und C’ existiert ein eindeutiger Punkt B’ €
A'C’ mit der Eigenschaft AB = A'B’.

(K2) Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

(K3) Gilt A*BC und A"+« B'* (' sowie AB =
A'B"und BC = B'C',sogiltauch AC = A'C".

(K4) Fur jeden Winkel 8£BAC, je zwei verschiedene
Punkte A" und C’ einer Geraden g und jeden Punkt
D' ¢ g existiert ein eindeutiger Strahl A'B’ mit B’ ¢

g, so dass 4BAC = AB'A'C’ ist und B’ und D'auf
derselben Seite von g liegen.

(K5) Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

(K6) Sind A, B und C nicht kollinear und A’, B" und
C' nicht kollinear und gilt AB = A'B' und BC = B'C’
und 3ABC = 4A'B'C’, so gilt auch AC = A'C’ und
4BAC ~ AB'A'C' und 4BCA =~ AB'C'A'.

Das Parallelenaxiom

(P) Ist g eine Gerade und A ein Punkt, der nicht auf g
liegt, so gibt es hochstens eine Gerade durch A, wel-
che g nicht schneidet.

Die Stetigkeitsaxiome

(S1) (Archimedisches Axiom) Fir jede Strecke
AB und je zwei verschiedene Punkte A" und B’ exis-
tieren eine natlrliche Zahl n>1 und Punkte

Co,Cy, ...,C, € A'B' mit C, = A’ und den folgenden
Eigenschaften:

1. Firjedesi € {1,2,...,n — 1} gilt:
Ci—1 % C; * Ciyq.
2. Fir jedes i € {1,2,...,n — 1} gilt:
Ci_1C; = AB
3. Es gilt:
A *B' *C,

(S2) (Dedekind’sches Axiom) Ist eine Gerade g die
disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer Teilmengen
Sund T, und liegt kein Punkt von S zwischen zwei
Punkten von T und kein Punkt von T zwischen zwei
Punkten von S, so existiert ein eindeutiger Punkt A
auf g, so dass fir jeden Punkt B € S\{A} und jeden
Punkt C € T\{A} der Punkt A zwischen B und C
liegt.

3.1.3 Die Abbildungsprinzipien der , Papier-
geometrie®

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, wie der oben
dargestellte Teil der mathematischen Theorie mit den
vorgefundenen Realtexten der Papiergeometrie durch
neue Axiome verkniipft werden kann, die dann selbst
zur mathematischen Theorie hinzugefugt werden.

Die erste Einschrankung des Grundbereichs soll so
gestaltet werden, dass allein ein einzelnes DIN-A4-
Papier auf einem ebenen Tisch liegend, betrachtet
wird. Eine Krimmung des Tisches infolge der Gravi-
tation wird vernachldssigt. Diese idealisierende Ne-
benbedingung konnte aufgegeben werden, um einen
Einstieg in die nichteuklidische Papiergeometrie zu
ermdglichen. Unter Papiergeometrie soll nun alles
verstanden werden, was mit Bleistift, Lineal und Zir-
kel sowie per Faltung des Papiers auf einem stabilen
Tisch konstruiert werden kann. Die zu definierenden
Gebilde sollen alle mit dem Bleistift zeichenbar und
mit dem blofRen Auge zu erkennen sein. Als Vorthe-
orie zur P-Geometrie soll die Theorie der Hilfsmittel
und ihrer Benutzung (also von Zirkel, Lineal, Win-
kelmesser und Stiften) angesehen werden. Die Hilfs-
mittel seien hinreichend stabil gebaut und ohne Feh-
ler.

Es werden im Folgenden nun zuerst Realtexte aus der
Papiergeometrie mit ihren Bezeichnungen versehen.
Im darauffolgenden Abschnitt werden dann die
scharfen und unscharfen Abbildungsprinzipien ein-
gefuhrt. Bei der Beobachtung obiger Gegenstande o-
der der eigenen Arbeit mit Zirkel, Lineal und Bleistift
machen die Schulerinnen und Schiiler elementare Er-
fahrungen, die sich als Realtexte und deren Eigen-
schaften im Ludwig’schen Sinne interpretieren




lassen. Diesen werden dann Bezeichnungen zugeord-
net, etwa in der folgenden Weise:

Realtexte: ,,Abbildungsprinzipien (=), (1)
e Ps:ist eine fixierte Stelle auf dem Papier

e P, :ist eine mit dem Lineal gezeichnete Li-
nie, ohne fixierte Stellen

e Pg.,: ist eine mit dem Lineal gezeichnete Li-
nie zwischen zwei fixierten Stellen, eine so-
genannte ,,P-Strecke*

e Py, ist ein Winkel mit einer fixierten Schei-
telstelle

o  Py:istein mit dem Zirkel gezeichneter Kreis
und fixierter Mittelpunktstelle

Man kann sich bei den obigen Bezeichnungen ganz
konkret vorstellen, dass im Unterricht Bleistiftkon-
struktionen betrachtet werden, in denen eigentimli-
che Teile identifiziert werden. Ein Beispiel einer sol-
chen Konstruktion ware ein Dreieck mit seinem Um-
kreis. Es wird im Folgenden davon ausgegangen,
dass auf dem Papier nur mit P-Strecken umgegangen
wird, dass also jede gezeichnete Linie mit mindestens
zwei fixierten Stellen versehen ist. An dieser Stelle
ist eine weitere Voraussetzung notwendig. Bei den
obigen Festsetzungen wird stillschweigend voraus-
gesetzt, dass die gezeichneten Linien immer bis zum
Blattrand verlangerbar gezeichnet werden kdnnen.
Die spatere Ubertagung beispielsweise des Axioms
von Pasch (L4) ware sonst nicht moglich. Beginnt
man nun mittels vorhandener Werkzeuge Sachver-
halte zu untersuchen, konkret also hier Abstéande und
Winkel zu messen, so entstehen die folgenden Eigen-
schaften, die mathematisch Relationen darstellen.

Eigenschaften: ,,Abbildungsprinzipien (=), (2)“

o Rup(Ps,, Ps,, d): zwei fixierte Stellen haben
einen gemessenen Abstand d

o Rg(Ps, Ps, d): eine gezeichnete Strecke
der gemessenen Léange d

*  Rw[Pser, (Ps, Ps,), Pser, (Ps, Ps,) €] ein
Winkel mit gemessenem Wert ¢ zwischen
zwei Strecken mit gemeinsamer Anfangs-
stelle

e Ry (Ps,1): ein gezeichneter Kreis mit fixier-
ter Mittelpunktstelle und gemessenem Radi-
uswert r.

Diese Relationen werden dann entsprechend dem
oben vorgestellten Verfahren noch mit einer Un-
scharfemenge versehen. Fir die obigen Relationen
soll das Verfahren an der ersten Relation vorgefiihrt
werden, fir alle weiteren verlauft es ganz &hnlich:
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Statt (Py, P,, 8) € Rap(Ps,, Ps,,d) wird

P, P,,8) € RVAb: > 3P} € P, 3P, € P,
1112 Ab 1 S S
35" € R: (P, P}, 8") € Ryp(Ps,, Ps,, d)

und [(Py, P, 8),(P{, Py, 8")] € U,,, geschrieben wo-
bei

UAb = {[(PllPZld)’(Pll’le’d’)]
€ (Ps, x Ps, X R)
x (Ps, > P, x R):|d — d'| < e}

Fir Betrachtung im Unterricht wahlen bietet sich
€ = 1(mm) an, da keine genaueren Lineale zur Ver-
fugung stehen. Das gilt ebenso fir die zweite und die
letzte Relation. Fir die Messung des Winkels wird
dann entsprechend & = 1(°) gewabhlt.

3.1.4 Die Axiome der , Papiergeometrie”

Der néchste Schritt im Ludwig’schen Programm be-
steht dann in der Aufstellung von Axiomen im Bild-
bereich, die dann der mathematischen Theorie zur
Seite gestellt werden und somit die von Ludwig mit
MTA bezeichnete erweiterte mathematische Theorie
darstellt. An dieser Stelle soll insbesondere darauf
hingewiesen werden, dass sich die gesamte bisherige
Papiergeometrie auf ein einzelnes Blatt Papier be-
zieht, dessen Grole keine Rolle spielt — hier wird ein
DIN-A4-Papier gewahlt. Daneben ist es wichtig, sich
die obige Bemerkung zur Verlangerbarkeit von ge-
zeichneten Linien bewusst zu machen, die im Folgen-
den immer implizit vorausgesetzt wird. Um die Ge-
meinsamkeiten aber auch die Unterschiede zwischen
der Papiergeometrie als physikalischer Theorie und
ihrer Axiome, sollen die Axiome und Definitionen an
den obigen der MT orientiert sein. Die Axiome und
Definitionen der Papiergeometrie dlrfen dabei nicht
zu Widerspriichen mit den mathematischen Axiomen
fuhren, sondern werden diesen zur Seite gestellt. Ziel
der Aufstellung dieser Axiome ist es, die Unter-
schiede zwischen den mathematischen Aussagen und
ihrer experimentellen Uberprifung auf dem Papier
»einzufangen®.

Die Grundbausteine der P-Geometrie

Man beachte, es handelt sich bei diesen Grundele-
menten um Bezeichnungen flir gezeichnete Objekte:

e Eine Menge €., deren Elemente fixierte
Stellen genannt werden.

e Eine Teilmenge gp,,, S P(Ep,), deren Ele-
mente P-Strecken genannt werden.

e Eine Teilmenge 3p S €p, X Ep, X Ep,. FUI
das Tupel (P, Ps, Ps,) € 3p wird auch
P, = Ps, = Ps, geschrieben und ,, P, liegt
auf einer P-Strecke zwischen P und Pg. "
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gesagt. Siehe dazu untenstehendes Axiom
(Lrl1).

Die Inzidenzaxiome der P-Geometrie

(Ip1) Durch je zwei verschiedene fixierte Stellen
Ps , Ps, kann genau eine P-Strecke Ps;, gezeichnet
werden.

(1p2) Jede P-Strecke Ps; enthdlt mindestens zwei
verschiedene fixierte Stellen P , Ps, .

(Ip3) Es qibt drei verschiedene fixierte Stel-
len Pg,, Ps,, Ps., die nicht alle auf einer P-Strecke Pg;,
liegen.

Def.

o Eine Kollektion von fixierten Stellen heif3t p-
kollinear, wenn eine P-Strecke Pg;, existiert,
die alle fixierten Stellen enthalt.

o Fir eine P-Strecke P, und fixierte Stellen,
Ps , P, die nicht auf Pg, liegen sollen,
wird gesagt, dass Ps, und P auf entgegen-
gesetzten Seiten von Pg, liegen, falls
Pg.reine fixierte Stelle zwischen Pg und
Pg, enthalt, und andernfalls, dass Pg und
Pg,auf derselben Seite von P, liegen.

Die Anordnungsaxiome der P-Geometrie

(Arl) Liegt die fixierte Stelle Pg, zwischen den fi-
xierten Stellen Pg und Pg_, so sind Ps , Ps,, P, drei
verschiedene fixierte Stellen einer P-Strecke Pg,
und Pg, liegt auch zwischen Pg_ und Ps, .

(Ar2) Sind Pg, und Pg, verschiedene fixierte Stellen,
so gibt es eine fixierte Stelle Pg, so dass Pg, zwischen
Pg, und Pg_ liegt.

(Ar3) Sind Pg ,Ps,, P, drei verschiedene fixierte
Stellen einer P-Strecke, so liegt genau eine von ihnen
zwischen den beiden anderen.

(Ar4) Sei Pg: eine P-Strecke und es seien
Pg,, Ps,, Ps. P-kollineare fixierte Stellen auRerhalb
von Pg.,.. Wenn Pg.und Pg, auf entgegengesetzten
Seiten von Pg;, liegen, so liegen entweder P und
Ps auf entgegengesetzten Seiten von P, oder P,
und Pg_auf entgegengesetzten Seiten Pg,., aber nicht
beides.

Bei dieser Wahl der Axiome — die natlirlich angelehnt
sind an die obigen Axiome der mathematischen The-
orie fallt mit Blick auf ihren didaktischen Nutzen Fol-
gendes auf:

1. Die widerspruchsfreie Anlehnung an die Axiome
der MT erlaubt es erst, in Beweisen oder Aufgaben

Bleistiftkonstruktionen zu verwenden. Es verbieten
sich aber Aussagen wie ,,Jede Gerade enthélt unend-
liche viele Punkte®, die man mit geringem Aufwand
aus den Axiomen der MT ableiten kann, mit Zeich-
nungen in Verbindung zu bringen, da jede Zeichnung
nur aus endlich vielen physikalischen Entitaten be-
steht!

2. Vorsicht ist geboten, wenn man mathematische Er-
gebnisse Giber Messergebnisse verdeutlichen oder gar
durch entdeckenden Unterricht zugénglich machen
will, siehe hierzu den nachsten Abschnitt.

3. Es wurden mit Bedacht keine Axiome einer ,,P-
Kongruenz* ausgesprochen, da solche in der Papier-
geometrie unndtig sind. Wirde man innerhalb der P-
Geometrie Kongruenzbeweise fuhren, miisste man
den jeweiligen Beweis durch die obige uniforme
Struktur ergénzen, was die Beweise unnotig verkom-
plizieren wirde und uber die Konvergenz der Unbe-
stimmtheitsmengen dann doch wieder in den Beweis
der MT fihren wirde, so dass also keine tiefere Er-
kenntnis entstiinde.

3. 2 Unscharfemengen und ihr Einfluss auf
die Ergebnissicherung im Unterricht

Neben den Relationen der Abbildungsprinzipien stel-
len die oben beschriebenen Unscharfemengen das
zentrale Bindeglied in der Ludwig’schen Methodolo-
gie zwischen experimenteller Realitét auf der einen
und der idealen gedanklichen Realitdt der mathema-
tischen Theorienwelt auf der anderen Seite dar. Sie
mahnen zur Vorsicht bei der naiven Ubertragung ma-
thematischer Ergebnisse in die experimentelle Reali-
tat. Diese Mahnung gewinnt dadurch eine didakti-
sche Bedeutung, dass man im Unterricht standig (und
durchaus auch mit Erfolg) diese Ubertragung in Form
von geometrischen Figuren, Bildern von Graphen,
Durchfiihrung von Wiirfelexperimenten etc. durch-
fuhrt. In vielen Unterrichtsvorschldgen und auch im
Unterricht gebrauchlichen Biichern sieht man im
Rahmen des entdeckenden Unterrichts den Vor-
schlag beispielsweise Innenwinkel in gezeichneten
Dreiecken auszumessen, ausgeschnittene Figuren
zwecks Konvergenzuntersuchungen aufeinander zu
legen und Ahnliches. Es kommt aber gerade in sol-
chen Unterrichtssituationen immer wieder zu Erfah-
rungen, die eine vorsichtigere Herangehensweise
notwendig erscheinen lassen. So kommt es im Unter-
richt immer wieder zu Situationen, in denen Schile-
rinnen und Schiiler auch bei sauberen Konstruktionen
Innenwinkelsummen ausmessen, die nicht genau
180° betragen. Gibt man diesen Ergebnissen den no-
tigen Raum, gerét man als Lehrkraft schnell in Erkl&-
rungsnot, die zur Verwirrung fihren kann, die wiede-
rum zur 0Ublichen Mathematikfrustration beitragt.
Solche Schiilerinnen und Schiler missen namlich

11



mihsam davon Uberzeugt werden, dass ihre Kon-
struktion im Gegensatz zu denen der anderen fehler-
haft sind, was sie ja in Wirklichkeit nicht sind. Hier
kann es hilfreich sein, die Ludwig’schen Unschérfe-
mengen zumindest zu erwadhnen und ihren Einfluss
zu verdeutlichen. Um die Formel der Fehlerrechnung
verwenden zu kénnen, wird dieser Fehler im Unter-
richt als statistischer Fehler behandelt, wohlwissend,
dass dabei ein Kategorienfehler begangen wird. Lud-
wig versteht seine Unscharfe nicht als statistische
Fehler, sondern als prinzipielle Notwendigkeit, um
die Mathematik auf die Wirklichkeit anzuwenden.
Durch dieses Vorgehen sollte die Lehrkraft aber in
der Lage sein, den Unterricht in der vorherigen Weise
dennoch schiilergerecht durchzufiihren, um auf ent-
deckende Momente im Unterricht nicht zu verzich-
ten. Entsprechend wird die Formel flr die Messunsi-
cherheit fehlerbehafteter Grof3en aus der Physik an-
gewendet. Es wird sich damit ausdriicklich auf den
Standpunkt gestellt, als seien Winkel und Léangen
mehrmals gemessen worden, auch wenn im Unter-
richt nur einmal gemessen wurde. AnschlieRend
seien Mittelwerte gebildet worden und nun wird die
Unsicherheit dieses Mittelwerts nach der folgenden
Formel untersucht:

Es werde eine GrokRe y = f(xq, x5, ..., X,) betrachtet,
die von den GroRen x4, x5, ..., x, abhéngig ist, deren
Messwerte aufgenommen wurden. Die Unsicherheit
in diesen GrofRen wird in der Fehlerrechnung nun in
angemessener Weise angenommen und mit w,, be-
zeichnet. Die Unsicherheit in der Grol3e y ergibt sich
dann aus der Formel:

Es wird vorgeschlagen, in den Unsicherheiten der
einzelnen GrolRen x4, x5, ..., x, die Grenzen aus den
Unschérfemengen zu verwenden.

Beispiel 1: Innenwinkelsumme im ebenen Dreieck

Die obige Formel der Fehlerrechnung ergibt hier eine
Unsicherheit der Innenwinkelsumme in der GroRe:

uy=£-\/§-.l.7mm

Das mathematische Ergebnis ,,Die Summenmal der
Innenwinkel im ebenen Dreieck betragt 180°“ kann
zur Uberpriifung in die Papiergeometrie iibertragen,
so formuliert werden: Schneiden sich drei gerade P-
Strecken in drei fixierten Stellen, so ergibt die Summe
aller Mal%e entstehender Innenwinkel des P-Dreiecks
im Rahmen der Unbestimmtheit das MaR 180" +
1.7

math.did. 45(2022)

Es ist, bedingt durch die Nutzung von Ergebnissen
der Analysis, nicht moglich, solche Formeln im Mit-
telstufenunterricht abzuleiten, sie kdnnen nur als
»Faustformeln® Verwendung finden. Der Vorzug
dieser Formeln ist jedoch die Ubereinstimmung der
Messergebnisse im Unterricht mit den mathemati-
schen Ergebnissen.

Beispiel 2: Konstruktion eines rechtwinkligen Drei-
ecks

Aus der Euklidischen Theorie kann leicht das fol-
gende Ergebnis herleiten: ,,Liegt der dritte Punkt C
auf dem Halbkreis mit der Strecke AB als Durchmes-
ser, so ist das Dreieck rechtwinklig, wobei sich der
rechte Winkel in der Ecke C befindet.*

Soll dieses Ergebnis nun durch eine Bleistiftskizze
uberprift werden, so lautet die Formulierung:

,.Konstruiert man zuerst mit dem Zirkel einen P-
Kreis um eine fixierte Stelle und anschlieRend die P-
Strecke durch die fixierte Stelle des Kreismittelpunkts
und fixiert die beiden Schnittstellen der Kreislinie
und der P-Strecke, so entsteht ein P-Dreieck, wenn
man die dritte fixierte Stelle auf den P-Halbkreis
zeichnet und mit den beiden anderen fixierten Stellen
durch P-Strecken verbindet. Misst man nun den Win-
kel in der dritten fixierten Stelle auf der P-Halbkreis-
linie, so stellt man im Rahmen der Unbestimmtheit
fest, dass dieser ein rechter Winkel ist.*

Fihrt man diese Konstruktion im Unterricht durch,
so zeigen alle Ergebnisse zwischen 89° und 91° an,
dass die Konstruktion der Schilerinnen und Schiiler
richtig sind.

Beispiel 3: Uberpriifung eines Strahlensatzes durch
Messung

Fir den Fall einer Uberpriifung eines Strahlensatzes
durch Messung der entsprechenden Streckenlédngen-
beispielsweise in einer Figur wie in Abbildung 1

bl

Abb. 1: Beispielfigur zur Uberpriifung eines Strahlensatzes.
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a a' a'

= Sa=—

a+b a +b b’

erhélt man aus der obigen Formel die folgende Unsi-
cherheit:

_ a’2+(b>2+ a' b\ L
Uqg = br br brz mm

Die Strahlensatze kénnen insbesondere dazu genutzt
werden, um, wie es Courant und Robbins ausdriicken
,»die rationalen algebraischen Operationen — Multi-
plikation und Division bekannter Gréf3en durch geo-
metrische Konstruktionen auszufiihren* (Courant,
1962, S. 97), beispielsweise wie in der folgenden Ab-
bildung 2.

b

Abb. 1: Beispielhafte geometrische Darstellung zur Divi-
sion zweier Zahlen.

Natrlich sollte auf eine derartige Nutzung der Még-
lichkeiten zur Verknlpfung von Geometrie und
Arithmetik (gerade mit Blick auf die Erweiterung
durch irrationale Zahlen) im Unterricht nicht verzich-
ten werden. Eine Diskussion der Problematik ,,Ma-
thematik und Realitat” erscheint aber angeraten.

Geradezu unverzichtbar wird diese Diskussion im
Rahmen der Einfihrung von irrationalen Zahlen.
SchlieBlich lassen sich diese tber den Hohensatz in
rechtwinkligen Dreiecken konstruieren:

[e] 1A 8

Abb. 2: Konstruktion von irrationalen Zahlen mit Hilfe des
Hbéhensatzes.

Hat Strecke AB die Lange 1, so gilt nach dem Ho-
hensatz:

|AD| = /|0A] - 1

Wirde man nun behaupten, in der obigen Figur eine
irrationale Zahl als L&nge der Strecke AD konstruiert
zu haben, so ware dies im Ludwig’schen Sinne prin-
zipiell — also nicht nur im Rahmen von Messfehlern
— falsch, da sich mathematische Objekte in der Rea-
litat nicht darstellen lassen.

Dass man mit Bleistift konstruierte Figuren mathe-
matisch nicht Uberlasten darf, kann man auch daran
erkennen, dass es flr Schilerinnen und Schiler kein
Problem darstellt, einen konstruierten Kreis durch ein
n-Eck in ein flacheninhaltsgleiches Polygon zu trans-
formieren und sie das Problem der ,,Quadratur des
Kreises* auf diese Weise nicht als Problem wahrneh-
men. Dass das den Griechen ebenfalls bekannt war,
bezeugt die von Toeplitz beschriebene Antwort des
Aristoteles auf die vom Sophisten Antiphon gege-
bene Losung des Kreisquadraturproblems (Toeplitz,
1972,S.8f1)).

Man kann diese Art der Ergebnissicherung mittels
Unschérfemengen auch zu interessanten Diskussio-
nen mit Schilerinnen und Schiilern nutzen, um die
Beweisbedurftigkeit mathematischer Aussagen an
sich zu diskutieren. Im Hinblick auf die Frage nam-
lich, ob man die Fehlergrenze verkleinern kann und
was dazu notwendig wére. In diesem Zusammenhang
l&sst sich daruber diskutieren, wie denn beispiels-
weise ein ideales Dreieck aussehen misste, dessen
Innenwinkel ohne Fehler sicher den Summenwert
180° hatte — es ware ndmlich auf dem Papier nicht
mehr vorhanden. Solche Diskussionen hat einer der
Verfasser im Unterricht schon geftihrt und die Erfah-
rung zeigt, dass Schiilerinnen und Schuler das Prob-
lem durchaus verstehen und auch in der Lage sind,
eine Ahnung davon zu erhalten, was ein ideales ge-
dankliches Objekt ist.

4. Fazit und Ausblick

4.1 Zur didaktischen Reflexion der Papier-
geometrie

Das Unterrichten von Geometrie in der vorgestellten
Weise wirkt, wenn man Geometrie wie eine physika-
lische Theorie darstellt, sicherlich befremdlich. Der
in diesem Artikel vorgestellte Ansatz liefert aber si-
cherlich interessante Beitrage, die vor allem als
»Meta-Theorie* fir Lehrende der Mathematik ange-
sehen werden konnen. Aus Sicht der Autoren liegt
der grof3e Vorteil vor allem in dem Explizit-Machen
der Unterschiede zwischen einer empirischen Theo-
rie und einer mathematischen und in der Thematisie-
rung der Herausforderungen beim Anwenden von
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Mathematik auf Realitat. Schiilerinnen und Schiiler
wirden dabei ,,dort abgeholt werden, wo sie stehen®,
bei rein empirischen Begriffen, wie gezeichnete
Punkte, Strecken etc. Jedoch kann im Laufe des Ge-
ometrieunterrichts die Einfihrung in die Mathemati-
sche Theorie gelingen, indem man die Grenzen der
Papiergeometrie aufzeigt und die Unterschiede zur
formalen Mathematik explizit diskutiert.

4.2 Potential fur die Lehrerbildung

Fur Studierende des Faches Mathematik fur das gym-
nasiale Lehramt sind Diskussionen dieser Art beson-
ders relevant, da sie die unterschiedlichen ,Welten*
der anwendungsorientierten Schulmathematik und
der formalen Hochschulmathematik in ein fruchtba-
res Verhéltnis bringen sollten, ohne ihr Studium im
Sinne einer doppelten Diskontinuitdt nach Felix
Klein (1924) zu erfahren:

Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studi-
ums vor Probleme gestellt, die ihn in keinem Punkte
mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich auf der
Schule beschaftigt hat; natlrlich vergift er daher alle
diese Sachen rasch und grindlich. Tritt er aber nach
Absolvierung des Studiums ins Lehramt (ber, so soll
er plétzlich eben diese herkdmmliche Elementarmathe-
matik schulmé&Rig unterrichten; da er diese Aufgabe
kaum selbstandig mit der Hochschulmathematik in Zu-
sammenhang bringen kann, so wird er in den meisten
Fallen recht bald die althergebrachte Unterrichtstradi-
tion aufnehmen, und das Hochschulstudium bleibt ihm
nur eine mehr oder minder angenehme Erinnerung, die
auf seinen Unterricht keinen Einfluss hat. (Klein, 1924,
S. 1)

Die ,,Andersartigkeit” von Schul- und Hochschulma-
thematik kann u. a. am empirischen Charakter ausge-
macht werden (Stoffels, 2019), also im Verhdltnis
zwischen Mathematik und Realitdt. Die Beschrei-
bung der Schulgeometrie mit der Methodologie Lud-
wigs stellt aus Sicht der Autoren einen wertvollen
Lehrinhalt in der Ausbildung von Studierenden des
gymnasialen Lehramts dar. Die Erfahrungen, die
beide Autoren mit einem Seminar zum Thema ,,Ma-
thematik und Realitat“ gemacht haben, zeigen, dass
Studierende diesen Ansatz als wertvolle Ergidnzung
zu den ,Kklassischen“ Modellierungskonzepten der
Mathematikdidaktik bei diesem Thema einschétzen.
So kann in Anlehnung an die Theorie Ludwigs der
Ubergang von ,,Rest der Welt“ zur Mathematik ex-
pliziert werden. Und vor allem die Ubersetzung bzw.
Ruckinterpretation von dem einen in den anderen Be-
reich kann mithilfe dieses Ansatzes konkretisiert
werden.

Aulerdem kann dieser theoretische Rahmen Sicht-
weisen auf den allgemeinen Unterschied zwischen
Schul- und Hochschulmathematik eréffnen. Das ex-
plizit machen dieser Unterschiede kann bei der Be-
waltigung der ,,Ubergangsproblematik® von Schule
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zur Hochschule wertvolle Beitrdge leisten (Witzke et
al., 2016). Studierende, die schon seit einigen Semes-
tern Hochschulmathematik erfahren haben, haben ein
Gefuhl daftr, dass formale Mathematik und Mathe-
matik an empirischen Objekten ,,anders“ sind. Das
Seminar hat ihnen geholfen, diese Unterschiede zu
thematisieren und Gber die Herausforderungen beim
Anwenden von formaler Mathematik auf Realitét
nachzudenken. Die Ludwigsche Methodologie sensi-
bilisiert fur Fragen an der Schnittstelle zwischen for-
maler Mathematik und ihrer Anwendung in der Rea-
litat, die so in der Regel in den klassischen Modellie-
rungskreislaufen nicht thematisiert werden.

4.3 Kooperationspotential mit der Phy-
sik(didaktik)

Der explizite Bezug zur Physik legt eine interdiszip-
lindre Kollaboration zwischen Mathematikdidakti-
kern und Physikdidaktikern nahe. Damit kénnte ein
Beitrag zur Beschreibung von epistemologischen Pa-
rallelen zwischen Schulmathematik und Physik ge-
leistet werden, die bereits in einigen didaktischen
Publikationen thematisiert wurden (z. B. Krause,
2019). Generell liefert die Methodologie Ludwigs ei-
nen interessanten Beitrag in der Beschreibung der
Rolle der Mathematik in der Physik. Diese wurde in
der physikdidaktischen Forschung in der jlingeren
Vergangenheit in einigen Arbeiten beforscht.
Exemplarisch seien die Dissertationen von Olaf Uh-
den (2012) und Olaf Krey (2012) genannt. Allgemein
findet der Zusammenhang von Mathematik und Phy-
sik in den entsprechenden Fachdidaktiken reges Inte-
resse. Dazu kann auf den Uberblicksartikel von Galili
(2018) verwiesen werden oder auch auf Themenhefte
in Zeitschriften beider Fachdidaktiken (aus physikdi-
daktischer Perspektive Pospiech und Karam (2016),
aus mathematikdidaktischer Perspektive Witzke und
Krause (2017)). Die in diesem Artikel vertretene Hy-
pothese, dass Schulmathematik epistemologisch mit
der theoretischen Physik verglichen werden kann, ist
sicherlich diskutabel, aber gerade eine solche Diskus-
sion erdffnet Maoglichkeiten tiber Gemeinsamkeiten
und Unterschiede beider Disziplinen nachzudenken.
Ein solcher epistemologische Vergleich ist ein fir
beide Fachdidaktiken relevantes Forschungsgebiet
(Krause et al., 2020; Dilling et al., 2019).
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