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Mathematik und Realität – Mathematische Modellierungen aus wissen-
schaftstheoretischer Perspektive 
 
UWE SCHÜRMANN, SOEST 
 

Zusammenfassung: Die fachdidaktische Forschung 
zum mathematischen Modellieren verläuft bisher 
weitgehend losgelöst von der seit mehr als 100 Jah-
ren andauernden philosophischen Diskussion zu Mo-
dellen. Dieser Artikel verbindet daher beide Berei-
che, Wissenschaftstheorie (in der Tradition analyti-
scher Philosophie) und Mathematikdidaktik, und 
fragt danach, welchen Beitrag zentrale wissen-
schaftstheoretische Positionen für die Erfassung von 
Modellierungsprozessen im Mathematikunterricht 
leisten können. Dabei wird vor allem die Trennung 
zwischen Mathematik und Realität bzw. „Rest der 
Welt“ vor dem Hintergrund der Diskussion zu syn-
taktischen und semantischen Sichtweisen auf Mo-
delle und Theorien infrage gestellt. 
 
Abstract: Hitherto, research on modelling in mathe-
matics classroom rather not refers to philosophical 
findings on models in science. Therefore, this article 
connects both, (analytic) philosophy of science and 
research on mathematics education, and asks for 
what impact major positions in philosophy of science 
could have on the discourse on mathematical model-
ling in the classroom. In particular, the article chal-
lenges the separation between mathematics and real-
ity or the “rest of the world” (which is widely shared 
among researchers on modelling in mathematics 
classroom) against the background of the syntactic 
view and the semantic view on models and theories.  

1.  Einführung 
Die (analytische) Trennung zwischen Mathematik 
und der Realität, bzw. dem „Rest der Welt“ findet 
sich in zahlreichen Publikationen zu mathematischen 
Modellierungen wieder. So verwendet beispielsweise 
PISA1 (OECD, 2009) die folgende Darstellung im 
mathematischen Rahmenkonzept (vgl. Abb. 1). 

 
Abb. 1:  Modellierungskreislauf aus dem theoretischen 

Rahmenkonzept von PISA (OECD, 2009, S. 105) 

Mathematik und die echte Welt werden hier als ge-
trennte Bereiche verstanden. Der Übergang von der 
realen Welt zur mathematischen Welt erfolge durch 
Aktivitäten, wie etwa dem Verbinden der Sprache, in 
der das reale Problem gefasst ist, und der symboli-
schen und formalen Sprache der Mathematik, dem 
Ausmachen von Mustern und Strukturen oder dem 
Erkennen von Aspekten, die sich isomorph zu be-
kannten Problemen verhalten (ebd.). 

Im Einleitungstext der 14. ICMI2-Studie zu Model-
lierungen und Anwendungen (Blum, Galbraith, Henn 
& Niss, 2007) wird ebenfalls ein Modellierungskreis-
lauf präsentiert, der zwischen Mathematik und einer 
Extra-Mathematischen-Welt unterscheidet. Auch in 
vielen Beiträgen zu den ICTMA3-Bänden wird diese 
Trennung postuliert.  

 
Abb. 2:  Modellierungskreislauf von Blum und Leiß (2006) 

Abb. 2 zeigt einen Modellierungskreislauf von Blum 
und Leiß, der in der deutschsprachigen Literatur zu 
mathematischen Modellierungen häufig zitiert wird 
und sich in diversen Arbeiten, zum Teil in veränder-
ter bzw. erweiterter Form (vgl. Greefrath, 2011; Lud-
wig & Reit, 2013) wiederfindet. Borromeo Ferri 
(2006) gibt eine sorgfältig erarbeitete Übersicht über 
eine Reihe von Modellierungskreisläufen, wobei sie 
diese in Gruppen einteilt. Auch aus ihrer Übersicht 
geht deutlich hervor, dass die (analytische) Trennung 
zwischen Mathematik und Realität in den unter-
schiedlichen Ansätzen zur Rekonstruktion von Mo-
dellierungsprozessen omnipräsent ist.  

Demgegenüber steht eine kleine Anzahl mathematik-
didaktischer Veröffentlichungen, die diese Trennung 
infrage stellen. So analysieren beispielsweise Bieh-
ler, Kortemeyer und Schaper (2015) Modellierungs-
prozesse in Ingenieursklassen und kommen zu dem 
Ergebnis, dass die Trennung zwischen Mathematik 
und dem „Rest der Welt“ wie auch die Unterteilung 
von Modellierungsprozessen in bestimmte distinkte 
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Phasen inadäquat sei. Meyer und Voigt (2010) analy-
sieren Modellierungskreisläufe auf theoretischer 
Ebene und stellen dabei die mit dem Kreislauf ein-
hergehende analytische Trennung zwischen Mathe-
matik und dem „Rest der Welt“ infrage. Beim Schritt 
der Vereinfachung, welcher im Kreislauf dem „Rest 
der Welt“ zugeordnet wird, müssten ihrer Ansicht 
nach bereits Zusammenhänge aus dem Bereich der 
Mathematik berücksichtigt werden. Diese theoreti-
sche Schlussfolgerung wird von den Autoren durch 
eine anschließende empirische Untersuchung ge-
stützt. Voigt identifiziert daraufhin die analytische 
Trennung zwischen Mathematik und Realität als das 
Problem, dessen Lösung darin bestehe,  

den Bereich zwischen dem `Rest der Welt` und der 
`Mathematik` in den Blick zu nehmen und in diesem 
Zwischenbereich etwas Substantielles zu erkennen. 
(Voigt, 2011, S. 868)  

Er fordert daran anschließend nicht die Trennung, 
sondern den Zusammenhang beider Bereiche zu un-
tersuchen. 

Dieser Artikel setzt hier an. Im Folgenden wird das 
Verhältnis von Mathematik und Realität mit Blick 
auf die Beschreibung von Modellierungsprozessen 
genauer ausgelotet. Damit wird der Frage nachgegan-
gen, ob und inwiefern die analytische Trennung von 
Mathematik und Realität gerechtfertigt werden kann 
oder ob sie etwa durch alternative Deutungen des 
Verhältnisses von Mathematik und Realität ergänzt 
bzw. ersetzt werden sollte. 

2.  Orientierung 
Die in den Modellierungskreisläufen anzutreffende 
Trennung zwischen Mathematik und Realität kann 
auf mindestens drei verschiedene Weisen gedeutet 
werden. 

1) Sie kann als eine ontologische Trennung 
verstanden werden, wonach die Mathematik 
ihrem Wesen nach von der Realität, der re-
alen Welt oder dem Rest der Welt zu unter-
scheiden wäre.  

2) Die Trennung kann als eine analytische 
Trennung verstanden werden, die dazu 
dient, Modellierungsaktivitäten adäquat zu 
beschreiben, d. h. sie empirisch erfassen zu 
können.  

3) Sie kann weiterhin als eine in didaktischer 
Hinsicht sinnvolle Trennung verstanden 
werden, die Lernenden zur Unterstützung 
und Orientierung bei der Bearbeitung von 
Modellierungsaufgaben dient.  

Die drei genannten Deutungen schließen weder ei-
nander aus, noch bedingen sie sich gegenseitig. Es 

kann lediglich vermutet werden, dass der Auffas-
sung, eine solche Trennung sei didaktisch sinnvoll, 
Vorschub geleistet wird, wenn die Deutung als ana-
lytische Trennung in der mathematikdidaktischen 
Forschung weit verbreitet ist. 

Jede der drei genannten Deutungen wird in der Lite-
ratur vor dem Hintergrund unterschiedlicher Frage-
stellungen und Perspektiven problematisiert. So fragt 
Voigt aus einer mathematikdidaktischen Perspektive, 
ob  

im Platzieren der ‚Realsituation‘ an den Anfang des 
Modellierungsprozesses – fern von der Mathematik – 
das Ideal einer Lebensweltorientierung zum Ausdruck 
[kommt], unter der man sich vorstellt, die Mathematik 
entwickle sich aus einer von Mathematik unbefleckten 
Lebenswelt heraus. (Voigt, 2011, S. 869) 

Eine solche Vorstellung vom Verhältnis von Mathe-
matik und Realität wird in diversen mathematikdi-
daktischen Arbeiten unterminiert. So spricht Niss 
(1994, S. 371) vom „Relevanz-Paradox“, mit dem die 
Mathematikdidaktik konfrontiert sei. Mathematik 
werde zum einen immer relevanter und zugleich im-
mer irrelevanter, weil Mathematik zwar bei der Ent-
wicklung von immer mehr technischen Geräten eine 
entscheidende Rolle spiele, die Bedienung techni-
scher Geräte mathematisches Verständnis jedoch im-
mer öfter nicht mehr voraussetzt. Keitels (1989) Be-
griffspaar De-/Mathematisierung weist in die gleiche 
Richtung, jedoch wird hier die gesellschaftliche Be-
deutung von Mathematik stärker hervorgehoben und 
die Verwendung von vermeintlich realitätsnahen Ma-
thematikaufgaben im Unterricht problematisiert. Mit 
De-/Mathematisierung bezeichnet Keitel solche Pro-
zesse, die dazu führen, dass Mathematik in Form von 
Technisierung und Automatisierung unsere Lebens-
welt mehr und mehr bestimmt (Mathematisierung) 
und gleichzeitig aus denselben Gründen Mathematik 
zunehmend aus dem Alltag verschwindet (Demathe-
matisierung), da die zuvor noch benötigten Fähigkei-
ten dem Menschen fortan von einem technischen Ge-
rät abgenommen werden. Borba und Skovsmose 
(2004) setzen sich kritisch mit der ideologischen 
Wirkung von Mathematik(-unterricht) in gesell-
schaftlichen Zusammenhängen auseinander. Diese 
bestehe darin, dass Mathematik, wenn sie als ein per-
fektes System und unfehlbares Werkzeug zur Lösung 
realer Probleme angesehen werde, politische Kon-
trolle weiter Teile der Bevölkerung begünstige.  

Aus den hier aufgeführten Arbeiten wird bereits deut-
lich, dass die Trennung zwischen Mathematik und 
Realität nicht als eine feststehende Grenze in lebens-
weltlichen Zusammenhängen verstanden werden 
darf. Eine Domäne aus dem „Rest der Welt“ kann als-
bald mathematisiert sein. Da Schülerinnen und Schü-
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ler in ihrer mathematisierten Lebenswelt Erfahrun-
gen sammeln, bevor mathematische Begriffsbil-
dungsprozesse im Unterricht einsetzen, wäre die von 
Voigt in kritischer Absicht skizzierte Lebensweltori-
entierung von Mathematikunterricht eher abzu-
lehnen. 

Eine weitere problematisierende Perspektive auf das 
Verhältnis von Mathematik und Realität bieten sol-
che historisch-philosophischen Ansätze, die in der 
Regel der Postmoderne zugeordnet werden. Diesen 
Ansätzen ist gemein, dass sie die historischen Zusam-
menhänge explizieren, aus denen ein spezifisches, 
heute vorherrschendes Bild von Mathematik entstan-
den ist. So sieht Deleuze (Deleuze, 1994; Deleuze & 
Guattari, 1987) neben der vorherrschenden axiomati-
sierenden Formalisierung von Mathematik eine prob-
lematisierende Seite der Mathematik. Er arbeitet an-
hand von historischen Beispielen, allen voran die 
Entwicklung des Calculus durch Leibniz, die Mög-
lichkeit einer ereignishaften und aus konkreten Prob-
lemzusammenhängen entstehenden Mathematik her-
aus (vgl. de Freitas, 2013; Smith, 2006). Châtelet 
(2000) hebt die gegenständliche Seite von Mathema-
tik hervor, indem er anhand historischer Beispiele 
verdeutlicht, auf welche Weise mathematische Inno-
vationen und Begriffe abhängig von den zu einer be-
stimmten Zeit verwendeten mathematischen Werk-
zeugen und Formen der graphischen Darstellung 
sind. Er deutet dabei Diagramme als einen Ausschnitt 
aus einer Folge von körperlichen Gesten und setzt da-
mit die formale Seite der Mathematik mit ihrer mate-
rialen und vor allem körperlichen Basis in Bezie-
hung. De Freitas und Sinclair (2014) greifen diesen 
Gedanken auf, wenn sie eine Didaktik mathemati-
scher Begriffe entwickeln, in der sie neben der logi-
schen und epistemologischen vor allem die materiale 
und ontologische Seite von Mathematik betonen. In 
die gleiche Richtung deuten die Überlegungen von 
Schürmann (2018a), der zeigen möchte, dass im Spe-
ziellen mathematische Modelle nicht bloß der Er-
kenntnis dienen, sondern auch als Dinge in der Welt 
verstanden werden sollten, d. h. neben ihrer episte-
mologischen Funktion auch ihre ontologische Seite 
bedacht werden muss. Ferner befasst sich Schürmann 
(2018b) mit der Genese historischer Wissensformati-
onen, die zur Trennung von Mathematik und Realität 
beigetragen haben. Am Beispiel von Freges logizisti-
schem und Hilberts formalistischem Programm 
(Frege, 1884, 1892; Hilbert, 1903) und vor dem Hin-
tergrund des modernen Denkens, der von Foucault so 
bezeichneten Episteme der Moderne (Foucault, 
1996), wird diese Trennung als Reaktion auf die dro-
hende Relativierung mathematischer Wahrheitsan-
sprüche im 19. Jahrhundert gedeutet. Die hier ange-
führten Arbeiten machen deutlich, dass die Grenze 

zwischen Mathematik und Realität historisch bedingt 
und nicht denknotwendig ist. 

Eine weitere Problematisierung der Trennung von 
Mathematik und Realität, bzw. dem „Rest der Welt“, 
im analytischen Sinne geht aus solchen empirischen 
Untersuchungen hervor, die individuelle Modellie-
rungsprozesse zum Gegenstand haben, und zeigen, 
dass Schülerinnen und Schüler bereits vor dem Auf-
stellen eines mathematischen Modells Beziehungen 
zwischen mathematischen Inhalten und realen Gege-
benheiten berücksichtigen. In den Arbeiten von Bieh-
ler, Kortemeyer und Schaper (2015) und Meyer und 
Voigt (2010) wird aus diesem empirischen Befund 
eine Kritik an der analytischen Trennung von Mathe-
matik und Realität abgeleitet. Andere Arbeiten, in de-
nen ähnliche empirische Beobachtung gemacht wer-
den, stellen hingegen die analytische Trennung von 
Mathematik und Realität nicht grundsätzlich infrage 
(vgl. Borromeo Ferri, 2011).  

Eine weitere Relativierung der besagten Trennung 
geht implizit auch aus solchen Arbeiten hervor, die 
sich zwar nicht explizit der Unterscheidung beider 
Bereiche widmen, jedoch hervorheben, dass das, was 
hier unter Mathematik verstanden wird, unterschied-
lich aufgefasst werden kann. So unterscheiden z. B. 
Büchter und Henn (2015) zwischen Realität und 
Schulmathematik. Sie verstehen dabei unter Schul-
mathematik 

die Auswahl der fachlichen Gegenstände, Betrachtun-
gen und Arbeitsweisen, die für den Mathematikunter-
richt vorgesehen sind, zusammen mit den Begrün-
dungszusammenhängen und Zielsetzungen bei ihrer 
Auswahl. (Büchter & Henn, 2015, S. 20) 

Schulmathematik ist hier also nicht eine gänzlich an-
dere Mathematik als die, die an Hochschulen gelehrt 
wird. Es handelt sich vielmehr um eine wohlüber-
legte Auswahl von Inhalten und Methoden innerhalb 
ein und derselben Mathematik. Für die Entstehung 
dieser Mathematik halten sie fest, dass auf der einen 
Seite „Fragestellungen der außermathematischen Re-
alität Ausgangspunkte für die Entstehung von Mathe-
matik“ bilden und auf der anderen Seite „die akade-
mische Ausprägung des Fachs aus der rein geistigen 
Beschäftigung mit […] mathematischen Konzepten“ 
(Büchter & Henn, 2015; S. 22) resultiert. Demgegen-
über sind jedoch auch andere Auffassungen von Ma-
thematik denkbar, bei denen deutlicher zwischen 
Schul- und Hochschulmathematik unterschieden 
wird. Vor dem Hintergrund einer diesbezüglichen 
Diskussion ist es für das Verhältnis von Mathematik 
und Realität also auch ausschlaggebend, wie man das 
Verhältnis von Schulmathematik und Mathematik als 
Wissenschaft, sowie die Entstehung von Mathematik 
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(aus Fragestellungen einer außermathematischen Re-
alität oder einer rein geistigen Beschäftigung mit ma-
thematischen Konzepten) deutet. 

3.  Fokussierung 
Mit diesem Artikel soll der Umfang der hier aufge-
führten Perspektiven auf die Trennung von Mathe-
matik und Realität erweitert werden, indem an den 
wissenschaftstheoretischen Diskurs in der analyti-
schen Philosophie zu Modellen und insbesondere 
zum dort ebenfalls problematisierten Verhältnis von 
Mathematik und Realität angeknüpft wird. Da die 
fachdidaktische Forschung zum mathematischen 
Modellieren bisher weitgehend losgelöst von der seit 
mehr als 100 Jahren andauernden philosophischen 
Diskussion zu Modellen verläuft,4 ist dieser Artikel 
von der Hoffnung getragen, dass die Philosophie als 
Bezugswissenschaft der Mathematikdidaktik hier ei-
nen Beitrag dazu leisten kann, Modellierungspro-
zesse im Mathematikunterricht angemessen zu be-
schreiben. Damit ist ausdrücklich nicht beabsichtigt, 
den Beitrag anderer Bezugswissenschaften in dieser 
Hinsicht infrage zu stellen. Vielmehr geht es darum, 
die Diskussion rund um Modellierungen im Mathe-
mathematikunterricht weiterzuführen und zu berei-
chern. 

Wissenschaftstheorie wird hier als Teilgebiet der Phi-
losophie verstanden, in dem Geltungsansprüche em-
pirischer Wissenschaften und der Mathematik ver-
handelt werden, z. B. mithilfe der Rekonstruktion 
wissenschaftlicher Theorien. Wissenschaftstheorie 
mit Bezug auf Geisteswissenschaften (z. B. Herme-
neutik) wird dabei ausgeklammert, auch wenn ein 
solcher Zugang unter bestimmten Perspektiven auf 
Modelle von Interesse sein kann. So vergleichen bei-
spielsweise Frigg und Salis (2019) Modelle mit (lite-
rarischen) Fiktionen. Im Folgenden können daher die 
Begriffe wissenschaftliche Theorie, empirische The-
orie oder Theorie synonym verwendet werden. 

Mit dem Fokus auf wissenschaftstheoretische Frage-
stellungen geht außerdem eine Abgrenzung zur über-
geordneten Epistemologie einher. So geht es im Fol-
genden hauptsächlich um das Verhältnis von Mathe-
matik und Realität im Kontext von Theorien und Mo-
dellen. Die epistemologische Frage nach der Er-
kenntnis von Realität überhaupt wird hier nicht ge-
stellt, wenngleich damit die Bedeutung grundlegen-
der epistemologischer Fragestellungen für das Ver-
ständnis von Modellierungen (z. B. das erkennende 
Subjekt im Modellierungsprozess) nicht in Abrede 
gestellt werden soll. 

Der Ansatz besteht darin, Überlegungen aus der Wis-
senschaftstheorie zum Verhältnis von Theorien, Mo-
dellen und Realität aufzugreifen und sie für die Ma-

thematikdidaktik, soweit möglich, nutzbar zu ma-
chen. Dazu werden zwei zentrale Sichtweisen inner-
halb der analytischen Philosophie, die syntaktische 
und die semantische Sicht, aus der nun schon seit 
mehr als 100 Jahre andauernden Diskussion zum 
Verhältnis von Modellen und Theorien gegenüberge-
sellt, und auf mathematische Modellierungen im Un-
terricht bezogen. Mit dieser Auswahl soll die Bedeu-
tung abweichender bzw. ergänzender Ansätze, wie 
etwa die pragmatische Sicht auf Modelle (vgl. Gel-
fert, 2017; Winther, 2016), nicht infrage gestellt wer-
den. Die Beschränkung auf die zwei genannten Sicht-
weisen erfolgt hier lediglich aus pragmatischen 
Gründen. So können bereits diese beiden Sichtweisen 
im Rahmen eines solchen Artikels nur in Grundzügen 
vorgestellt werden. Ihre Diskussion liefert jedoch 
wertvolle Hinweise, um zu den folgenden Fragen 
Auskunft geben zu können: 

1) Epistemologische Fragestellung: Ist die in der 
mathematikdidaktischen Forschung zu Modellie-
rungen häufig anzutreffende analytische Tren-
nung zwischen Mathematik und Realität vor dem 
Hintergrund der Diskussion zu Modellen und 
Theorien innerhalb der analytischen Philosophie 
als solche haltbar oder muss sie womöglich revi-
diert oder zumindest relativiert werden? 

2) Methodologische Fragestellung: Ergeben sich 
aus der Diskussion zu den in der Tradition analy-
tischer Philosophie stehenden syntaktischen und 
semantischen Sicht auf Modelle und Theorien et-
waige Konsequenzen für die Beschreibung ma-
thematischer Modellierungen in unterrichtlichen 
Zusammenhängen? Konkret: Lassen sich metho-
dische Werkzeuge ableiten, die es erlauben, Mo-
dellierungsprozesse angemessener und genauer 
als bisher zu beschreiben? 

Eine dritte, konstruktive Fragestellung, die sich aus 
der möglichen Deutung der Trennung zwischen Ma-
thematik und Realität ergibt, wird indes in diesem 
Artikel ausgeklammert. Die Frage, ob die Trennung 
zwischen Mathematik und Realität in didaktischer 
Hinsicht sinnvoll ist, da sie den Lernenden zur Unter-
stützung und Orientierung bei der Bearbeitung von 
Modellierungsaufgaben dient, wird im Rahmen die-
ses Artikels nicht gestellt. 

4.  Analyse 
Weite Teile der wissenschaftstheoretischen Diskus-
sion über Modelle aus dem vergangenen Jahrhundert 
haben ihren Ursprung in der Modelltheorie als Teil-
gebiet mathematischer Logik. Wenn der Blickwinkel 
in der mathematischen Logik auf formale Sprachen 
gerichtet ist, so wurde dieser zur Erfassung wissen-
schaftlicher Modelle und Theorien auf natürliche und 
wissenschaftliche Sprachen erweitert, d. h. formale 
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Sprachen und Fachsprachen wurden als Teilmengen 
einer natürlichen Sprache verstanden. Damit kann 
auch die in der Logik gebräuchliche Unterscheidung 
zwischen Syntax und Semantik auf wissenschaftliche 
Theorien übertragen werden. 

Die Syntax einer Sprache S besteht aus deren Voka-
bular und den Regeln zum Bilden wohldefinierter 
Ausdrücke in S. Die Semantik von S erlaubt die In-
terpretation von wohldefinierten Ausdrücken, indem 
diese auf eine andere relationale Struktur R abgebil-
det werden. Damit werden zum einen wohldefinierte 
Ausdrücke aus S verständlich gemacht und zum an-
deren können diese Ausdrücke innerhalb von S auf 
ihren Wahrheitsgehalt hin untersucht werden. Aus 
der Unterscheidung in Syntax und Semantik ergeben 
sich zunächst zwei konträre (jedoch inhaltlich zusam-
menhängende) Sichtweisen auf Modelle und Theo-
rien: die syntaktische und die semantische Sicht-
weise. 

Syntaktische Sichtweisen auf wissenschaftliche The-
orien wurde vor allem von Vertretern des Wiener 
Kreises entwickelt. Damit sind diese Sichtweisen auf 
Theorien und Modelle eng verbunden mit dem Logi-
schen Positivismus bzw. Logischen Empirismus,5 
welcher im 20. Jahrhundert bis in die sechziger Jahre 
hinein großen Einfluss auf die Philosophie der Wis-
senschaft ausübte (Gelfert, 2017). Wesentlich für das 
Aufkommen und Erstarken des Logischen Positivis-
mus waren sicherlich die Erfolge der Naturwissen-
schaften in Kombination mit einer sich rasant weiter-
entwickelnden axiomatisch-formalen Mathematik 
Anfang des 20. Jahrhunderts.6 Das Programm des Lo-
gischen Positivismus besteht unter anderem darin, 
diese erfolgsversprechende Kombination zum Vor-
bild für die Philosophie insgesamt zu erklären und 
ferner eine Wissenschaftstheorie auszuarbeiten, die 
nur noch solche Wissenschaften als Wissenschaft an-
erkennt, die von rein logischen Wahrheiten handeln 
oder (einschließendes oder) von durch Erfahrung 
überprüfbaren Phänomenen. 

Semantische Sichtweisen auf Theorien und Modelle 
entstanden im Wesentlichen als Reaktion auf syntak-
tische Theoriebildung und die damit verbundenen 
Probleme (auf einige davon wird im Folgenden ein-
gegangen). Wesentlich unterscheiden sich beide An-
sätze dahingehend, dass mit syntaktischen Ansätzen 
der Versuch unternommen wird, Theoriebildung in 
idealisierter Form zu beschreiben. In semantischen 
Ansätzen geht es hingegen darum, Theoriebildung im 
Sinne wissenschaftlicher Praxis zu skizzieren. Weil 
mit beiden Sichtweisen unterschiedliche Ziele ver-
folgt werden, soll im Folgenden nicht eine der beiden 
Sichtweisen favorisiert werden. Vielmehr geht es da-

rum, vor dem Hintergrund einer kritischen Würdi-
gung beider Ansätze Modellierungsprozesse genauer 
verstehen zu wollen.  

Der Umfang an Literatur zu den beiden hier als Sam-
melbegriff verwendeten Sichtweisen auf Theorien 
und Modelle macht es erforderlich, eine Auswahl un-
ter den Autoren zu treffen, auf die sich der Artikel 
bezieht. Für die syntaktische Sicht werden exempla-
risch die Arbeiten von Rudolf Carnap herangezogen 
(Carnap, 1939, 1956, 1958, 1969). Die Darstellung 
der semantischen Sicht stützt sich auf die Arbeiten 
von Patrick Suppes (Suppes, 1957, 1960, 1962, 
1967).  

4.1  Carnaps syntaktische Sicht auf Modelle 
Aus Carnaps (1969, S. 255 ff., 1958, siehe auch 
Suppe, 1971) syntaktischer Sicht kann eine Theorie 
anhand von Sätzen bzw. Aussagen rekonstruiert wer-
den. Die Sprache S einer Wissenschaft, in der die 
Theorie formuliert wird, besteht aus der theoreti-
schen Sprache ST und der Beobachtungssprache SO 
als ihre Teilsprachen. Die deskriptiven Konstanten 
von ST werden theoretische Terme oder T-Terme ge-
nannt; die von SO werden „Observable“ (Carnap, 
1969, S. 225), Beobachtungsterme oder O-Terme ge-
nannt (Carnap, 1969, S. 255). O-Terme bezeichnen 
beobachtbare Objekte oder Vorgänge und beobacht-
bare Relationen zwischen diesen. Carnap nennt hier 
die Beispiele „Zürich“, „kalt“ und „schwer“ (Carnap, 
1958, S. 237). T-Terme sind solche, die nicht durch 
O-Terme explizit definierbar sind, sie können also 
nicht der Beobachtung entlehnt werden. Er nennt hier 
fundamentale Terme der theoretischen Physik wie 
etwa „Masse“ oder „Temperatur“ als Beispiel (ebd.). 
Unter einem Term versteht Carnap, ähnlich wie im 
Englischen, einen Begriff oder einen Ausdruck in ei-
ner formalen Sprache S (Carnap, 1969, S. 232). 

Aus dieser Unterscheidung ergeben sich nun drei Ar-
ten von Sätzen:  

1) Beobachtungssätze oder O-Sätze, die O-Terme, 
jedoch keine T-Terme enthalten  

und theoretische Sätze oder T-Sätze, die  

2) entweder T-Terme und O-Terme enthalten oder 

3) nur T-Terme, jedoch keine O-Terme enthalten. 

Eine Theorie in der Sprache S beruht diesem Ansatz 
nach auf zwei Arten von Postulaten: den theoreti-
schen oder T-Postulaten und den Zuordnungs- oder 
Z-Postulaten (auch Korrespondenzpostulate, Korres-
pondenzregeln (Carnap, 1969) oder Protokollsätze 
(Carnap, 1932) genannt). Die T-Postulate sind reine 
T-Sätze, d. h. Sätze der Art (3). T-Postulate, deren 
Anzahl endlich ist, umfassen alle fundamentalen Ge-
setze der Theorie. Dies können beispielsweise die 
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Grundgesetze der klassischen Mechanik oder die 
Hauptsätze der Thermodynamik sein. T-Postulate 
sind demnach nichts anderes als die Axiome der The-
orie. Sie werden als gegeben vorausgesetzt. Alle 
Aussagen s, die rein syntaktisch aus den T-Postulaten 
abgeleitet werden können, gehören ebenfalls zu ST. 
Die Herleitung solcher Aussagen erfolgt unter Ver-
wendung syntaktischer Regeln, eines Kalküls, wel-
ches in naturwissenschaftlichen Theorien neben ma-
thematischen Regeln weitere Bildungsregeln enthal-
ten kann. 

ST hat für sich genommen keine (empirische) Bedeu-
tung. Die Bedeutung von T-Termen wird erst indirekt 
mittels SO hergestellt. Carnap geht davon aus, dass O-
Terme auf direkt beobachtbare oder zumindest bei-
nahe direkt beobachtbare physische Objekte oder 
Vorgänge und Relationen zwischen ihnen verweisen 
(Carnap, 1969, 225 ff.). Diese direkte Interpretation 
soll im Folgenden D-Interpretation genannt werden. 
Damit ist die Semantik von O-Termen direkt gege-
ben. Für T-Terme ist dies per Definition nicht mög-
lich, sie sind nicht beobachtbar. Es sei zudem nicht 
möglich, empirische Aussagen aus theoretischen 
Aussagen herzuleiten, d. h. aus Sätzen der Art (3) 
kann nicht ohne Weiteres auf Sätze der Art (1) ge-
schlossen werden. Es bedarf Regeln, die sogenannten 
Z-Postulate, durch die T-Terme mit O-Termen ver-
bunden werden. Als Beispiel einer solchen Regel 
nennt Carnap (1969, S. 233) die Messung elektro-
magnetischer Schwingungen einer bestimmten Fre-
quenz, die durch die Anzeige einer bestimmten Farbe 
sichtbar gemacht wird. Z-Postulate verbinden dem-
nach etwas Sichtbares mit etwas prinzipiell Unsicht-
barem, aber sie machen das Unsichtbare selbst 
dadurch nicht sichtbar. Man kann nicht sagen, „seht 
her, hier ist diese elektromagnetische Schwingung“; 
der T-Term, den es zu interpretieren gilt, bleibt theo-
retisch. Diese Art der Interpretation ist also deutlich 
zu unterscheiden von der D-Interpretation der O-
Terme. Die Interpretation bleibt zudem unvollstän-
dig, da es stets möglich ist, weitere Regeln für die 
Verbindung von T-Termen mit O-Termen aufzustel-
len, z. B. dann, wenn in physikalischen Theorien 
neue Verfahren zur Messung einer Größe hinzukom-
men. Da es sich bei der Verbindung von O- und T-
Termen mittels Z-Postulaten um eine partielle Inter-
pretation handelt, wird diese Art der Interpretation im 
Folgenden P-Interpretation genannt. 

Carnap ist es wichtig, Z-Postulate nicht mit Definiti-
onen zu verwechseln (Carnap, 1956, S. 48). Die De-
finition von T-Termen ist selbst theoretischer Art und 
kann nur innerhalb von ST adäquat gegeben werden. 
Ein T-Term wird innerhalb von ST logisch interpre-
tiert, weshalb diese Art der Interpretation im Folgen-
den L-Interpretation genannt wird. Es ist nicht mög-
lich, einen T-Term vollständig zu definieren, indem 

man ihn über Z-Postulate mit O-Termen in Verbin-
dung bringt. Carnap führt hier folgendes erläuterndes 
Beispiel an: Die Begriffe der Geometrie, wie Hilbert 
sie definiert hat, sind gänzlich theoretischer Art. 
Werden diese jedoch innerhalb einer empirischen 
Theorie verwendet, müsste ihr empirischer Gebrauch 
mithilfe von Z-Postulaten eingeführt werden. Nun 
stimmt aber kein geometrischer O-Term, wie etwa 
„Lichtstrahl“ oder „gespannte Schnur“, mit den theo-
retischen Eigenschaften des T-Terms Gerade (unend-
lich lang, absolut gerade) überein (Carnap, 1969, 
S. 236). 

Mit diesem begrifflichen Repertoire ausgestattet, 
kann Carnap nun sein Verständnis von empirischen 
Theorien deutlich machen:  

Eine Theorie ist ein Satz. Dieser Satz ist die Konjunk-
tion aus den beiden Sätzen T und Z, wobei T die Kon-
junktion aller T-Postulate und Z die Konjunktion aller 
Z-Postulate ist. (Carnap, 1969, S. 266) 

Um diesen Zusammenhang deutlich zu machen, wird 
von Carnap für Theorien die Abkürzung TZ verwen-
det. Carnap grenzt anschauliche Modelle der Physik, 
die wie ein Schiffsmodell aus realen Gegenständen 
gebaut werden, von wissenschaftlichen Modellen in 
einem zeitgemäßen Sinne ab. Wie in der Mathematik 
und in der Logik verstehe man in den Naturwissen-
schaften im 20. Jahrhindert unter einem Modell eine 
„abstrakte, begriffliche Struktur“. Carnap definiert 
Modelle in diesem Sinne als  

eine vereinfachte Beschreibung einer (physikalischen, 
wirtschaftlichen, soziologischen oder sonstigen) Struk-
tur, in der abstrakte Begriffe mathematisch verbunden 
werden. (Carnap, 1969, S.174 f.) 

Am Beispiel der Bedeutung der nicht-euklidischen 
Geometrie für die Physik, vor allem für die Entwick-
lung der Relativitätstheorie, macht Carnap deutlich, 
dass es für Theorien nicht von Nachteil sein muss, 
wenn sie nicht, oder nur schwer veranschaulicht wer-
den können. Er wendet sich damit gegen die Idee, das 
Modelle vor allem veranschaulichen sollen. Für 
Carnap ist der Anschauungscharakter von Modellen 
nur ein „Notbehelf“ oder eine „didaktische Hilfe“, 
die lediglich den Nutzen bringt, über Theorien in an-
schaulichen Bildern nachdenken zu können. Eine be-
deutsame Rolle bei der Erstellung empirischer Theo-
rien spielen nach Carnap nur solche Modelle, die eine 
Verbindung von ST mit SO ermöglichen. Er nennt 
diese Modelle „constructing models“ (Carnap, 1961, 
S. 204), sie dienen der P-Interpretation von T-Ter-
men und sind in diesem Sinne nichts Anderes als Z-
Postulate. 

Bis hierhin wurde erläutert, was Carnap unter einer 
Theorie in den empirischen Wissenschaften versteht. 
Um etwaige Konsequenzen seiner syntaktischen 
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Sicht auf Theorien für mathematische Modellierun-
gen zu durchdenken, bedarf es der Erläuterung, was 
Carnap unter Mathematik versteht. 

Carnap (1958, S. 238) folgt Hilbert darin, dass ma-
thematische Begriffe nur theoretischer Art sein kön-
nen. Sie können nicht als Dinge in der Welt beobach-
tet werden. Carnap zählt mathematische Begriffe wie 
die logischen Begriffe zu den nicht-deskriptiven Be-
griffen in ST. SO ist lediglich eine Sprache erster Ord-
nung, neben den O-Termen ist dort die Quantorenlo-
gik mit Identität enthalten. Alle stärkeren logischen 
Hilfsmittel gehören zu ST (vgl. Stegmüller, 1970, 
S. 296). Wenn nun aber in einer empirischen Theorie 
mathematische Begriffe zur Beschreibung von be-
obachtbaren Dingen verwendet werden, führt er da-
für gesondert mathematische O-Terme ein, die nicht 
mit denen im eigentlichen Sinne mathematischen Be-
griffen verwechselt werden dürfen. Am Beispiel der 
Geometrie macht er diesen Umstand deutlich: 

Diese Unterscheidung zwischen zwei Arten von Geo-
metrie ist grundlegend und heute allgemein anerkannt. 
Wenn eine Behauptung über das Wesen des geometri-
schen Wissens aufgestellt wird, sollte man zunächst 
einmal fragen: »An welche Art von Geometrie denken 
Sie? Sprechen Sie von der mathematischen oder der 
physikalischen Geometrie?« Eine klare Unterschei-
dung ist hier notwendig, wenn man Verwechslungen 
vermeiden [will]. (Carnap, 1969, S. 182) 

4.2  Suppes semantische Sicht auf Modelle 
Die Einwände gegen die syntaktische Sichtweise sind 
vielfältig (Achinstein, 1963, 1965; Suppe, 1971, 
1989, 2000; Suppes, 1967, 1993; van Fraassen, 1980; 
siehe auch Liu, 1997; Winther, 2016). Einige dieser 
Einwände lauten: 

1) Die Formalisierung von Theorien als linguisti-
sche Entitäten sei inadäquat und verstelle den 
Blick auf die den Theorien zugrundeliegenden 
Strukturen. 

2) In der syntaktischen Sicht wird Theorietestung 
zu stark vereinfacht, wenn davon ausgegangen 
wird, dass Sätze aus So mit Phänomenen direkt 
verbunden werden können. 

3) Die Unterscheidung in O- und T-Terme ist nicht 
haltbar. Es ist fraglich, ob die aus syntaktischer 
Sicht erfolgte Charakterisierung von O-Termen 
bzw. T-Termen hinreichend ist. 

4) Es bleibt unklar, was mit partieller Interpretation 
gemeint ist und verschiedene Möglichkeiten, 
partielle Interpretation zu definieren, führen zu 
Inkonsistenzen in der syntaktischen Sicht. 

Die semantische Sichtweise auf Theorien und Mo-
delle kann im Wesentlichen als Reaktion auf die hier 

skizzierten Probleme der syntaktischen Sicht verstan-
den werden (Gelfert, 2017; Portides, 2017). So erge-
ben sich deutliche Unterschiede bereits in der Ziel-
setzung und hinsichtlich der zentralen Fragestellun-
gen, die diesen Ansatz ausmachen. Wurde mit 
Carnaps syntaktischem Ansatz der Versuch unter-
nommen, Theoriebildung in idealisierter Form zu be-
schreiben, so wird in semantischen Ansätzen ver-
sucht, Theoriebildung im Sinne wissenschaftlicher 
Praxis zu skizzieren. Die meta-mathematische Be-
schreibung von Theorien durch formale Sprachen 
wird in der semantischen Sicht (weitgehend) verwor-
fen. Während in der syntaktischen Sicht eine der 
zentralen Fragen lautet, in welcher logischen Sprache 
wissenschaftliche Theorien gefasst werden können, 
lautet eine der zentralen Fragen in semantische An-
sätzen, welche mathematischen Modelle in den Wis-
senschaften verwendet werden (Winther, 2016). Der 
wesentliche Unterschied besteht demnach in der Be-
schreibung von Aussagen in syntaktischen Ansätzen 
gegenüber der Beschreibung von Strukturen in den 
semantischen (Gelfert, 2017). Für die direkte Ana-
lyse solcher Strukturen bieten sich mathematische 
Werkzeuge an. Der Umweg über Reformulierung ei-
ner Theorie in einer bestimmten formalen Sprache sei 
demgegenüber unpraktisch, insbesondere wenn es 
um die Beschreibung von Theorien mit komplizierten 
Strukturen geht (Suppes, 1957, S. 248 f.).  

Außerdem ist die direkte Beschreibung mathemati-
scher Strukturen unabhängig von der Beschreibung 
diese Struktur in einer bestimmten Sprache. Aus se-
mantischer Sicht setzt sich eine Theorie aus einer 
Menge von mengentheoretischen Strukturen zusam-
men, die den unterschiedlichen linguistischen For-
mulierungen einer Theorie genügt (neben dieser 
Konzeption der semantischen Sichtweise existiert 
mindestens ein weiterer semantischer Ansatz, der so-
genannte State-Space Approach (z. B. van Fraassen, 
1980), der physikalische Systeme durch Zustands-
vektoren beschreibt). In der syntaktischen Sicht ist 
dann ein Modell einer Theorie eine Struktur und darf 
nicht mit der Beschreibung dieser Struktur in einer 
bestimmten formalen Sprache verwechselt werden. 
Es ist lediglich so, dass die Aussagen einer Theorie, 
die in einer bestimmten linguistischen Formulierung 
dieser Theorie gefasst werden, in dieser Struktur 
wahr sind und durch sie interpretiert werden. Suppes 
schreibt hierzu:  

„[A] model of a theory may be defined as a possible 
realization in which all valid sentences of the theory are 
satisfied, and a possible realization of the theory is an 
entity of the appropriate set-theoretical structure.“ 
(Suppes, 1962, siehe auch Suppes, 1957, S. 253; 1960) 

Damit wird die Bedeutung von Modellen und mit 
ihnen die Bedeutung nicht-linguistischer Strukturen 
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für die Theoriebildung deutlich hervorgehoben. Wei-
terhin macht Suppes darauf aufmerksam, dass Theo-
rien nicht mit reinen, unverfälschten, unorganisierten 
experimentellen Daten in Verbindung stehen. Die di-
rekte Interpretation von O-Termen ist demnach in ex-
perimentellen Settings nicht möglich. Vielmehr wird 
diese Verbindung nur indirekt über, wie Suppes sie 
nennt, Datenmodelle (models of data) hergestellt 
(Suppes, 1962). Während Modelle einer Theorie 
mögliche Realisierungen einer Theorie sind, handelt 
es sich bei Datenmodelle um mögliche Realisierun-
gen von experimentellen Daten.  

Suppes umgeht mit dieser Konzeption Einwand (2), 
indem er zunächst Datenmodelle, die „Arbeit vor 
Ort“ machen lässt, wenn es darum geht, Experimen-
telle Daten zu strukturieren. Es besteht dann eine Hie-
rarchie zwischen den unterschiedlichen Arten von 
Modellen. Sie sind dennoch miteinander verbunden, 
wenn ein Isomorphismus zwischen den Modellen be-
steht (zur Kritik an der Verbindung durch Isomor-
phismus siehe Suárez, 2003). Auf die Einwände (3) 
und (4) wird in den Abschnitten 4.3 und 4.4 ausführ-
licher eingegangen. 

4.3 Theoretische und empirische Begriffe 
Die Trennung zwischen theoretischen Begriffen (T-
Termen) und empirischen Begriffen (O-Termen) 
wird aus verschiedenen Perspektiven infrage gestellt.  

So erwähnt Putnam (1962) die Möglichkeit, Theorien 
so zu formulieren, dass sie keine theoretischen Be-
griffe enthalten. Als Beispiel nennt er hier Darwins 
Evolutionstheorie. Er stellt damit infrage, ob die 
Trennung in SO und ST überhaupt in jedem Fall not-
wendig ist. Theorien, die ohne T-Terme auskommen, 
ließen sich auch nicht als Satz TZ im Sinne Carnaps 
rekonstruieren. 

Putnam geht dann darauf ein, dass die bloße Unter-
scheidung in O- und T-Terme nicht hinreichend sei. 
Er weist darauf hin, dass Begriffe, die nicht der Be-
obachtungssprache angehören, dadurch noch nicht 
automatisch zu den theoretischen Begriffen gezählt 
werden können. Als Beispiele nennt er hier Begriffe 
der Alltagssprache, die weder theoretischer, noch 
empirischer Naturen sind. 

Darüber hinaus kann die Frage gestellt werden, wel-
ches Kriterium herangezogen wird, um eine klare 
Trennungslinie zwischen ST und SO zu ziehen. Carnap 
geht davon aus, dass von einem praktischen Gesichts-
punkt aus meist klar zwischen beiden unterschieden 
werden kann (Carnap, 1969, S. 255). Für ihn ist ent-
scheidend, ob ein Begriff innerhalb einer Theorie 
eine direkt oder zumindest mittelbar beobachtbare 
Entität bezeichnet. Tut er das nicht, handelt es sich 
um einen T-Term. 

Achinstein (1965) argumentiert bezogen auf dieses 
Kriterium der Unterscheidung zwischen O- und T-
Termen dahingehend, dass die Zweiteilung nicht er-
schöpfend sei. So könne beispielweise ein Elektron, 
welches in der Regel zu den nicht-beobachtbaren Be-
griffen gezählt wird, in bestimmten Kontexten und 
unter bestimmten Bedingungen als beobachtbar gel-
ten. Daraus folgert er, dass der Term Elektron nicht 
eindeutig entweder ST oder SO zugeordnet werden 
kann. Vielmehr wären die Bedingungen zu explizie-
ren, unter denen ein Elektron als beobachtbar gilt. 

Achinstein diskutiert dann ein zweites Kriterium der 
Unterscheidung, welches die Trennung in O- und T-
Terme rechtfertigen könnte. T-Terme könnten auf-
grund ihres theoretischen Charakters von O-Termen 
unterschieden werden (vgl. Hanson, 1958). Ein Be-
griff wäre dieser Unterscheidung folgend theoriege-
laden und damit ein T-Term, wenn er nicht ohne the-
oretischen Hintergrund verstanden werden kann. 
Achinstein erläutert, dass auch diese Unterscheidung 
nicht ausreicht, um Begriffe eindeutig in O- und T-
Terme zu unterteilen. Ein Begriff kann im Kontext 
einer bestimmten Theorie essentiell sein, während er 
in einer anderen Theorie deutlich unabhängiger von 
der entsprechenden Theorie ist. So müsse zu jedem 
Begriff deutlich gemacht werden, welche bestimmte 
Theorie den Hintergrund bildet. 

Auch Putnam (1962) argumentiert dahingehend, dass 
es keine Begriffe gäbe, die ausschließlich SO angehö-
ren. Er verweist hier auf die Farbe Rot, die in der All-
tagssprache zu den O-Termen gezählt werden kann, 
bei Newton jedoch als T-Term (rote Korpuskeln) auf-
tritt. Mit der Farbe Rot wird also einmal ein O-Term 
und ein andermal ein T-Term bezeichnet je nachdem, 
welche Theorie (Newtons Korpuskeltheorie oder die 
Alltags-„Theorie“) herangezogen wird. Für Putnam 
ergibt sich daraus die Herausforderung, T-Terme ge-
nauer zu definieren: 

A theoretical term, properly so-called, is one which 
comes from a scientific theory (and the almost un-
touched problem, in thirty years of writing about ´the-
oretical terms´ is what is really distinctive about such 
terms). (Putnam, 1962, S. 243) 

Eine weitere Perspektive, aus der heraus Kritik an der 
Einteilung in O- und T-Termen geübt wird, befasst 
sich mit der Möglichkeit, überhaupt eine theoriefreie 
Beobachtung machen zu können. Diese Perspektive 
ist auf die mit der syntaktischen Sicht verbundenen 
Annahme gerichtet, dass O-Terme stets durch direkte 
oder zumindest mittelbare Beobachtung realer Phä-
nomene interpretiert werden können. Aus syntakti-
scher Sicht müssten O-Terme mit direktem Bezug 
auf reale Phänomene interpretiert werden können. 
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Dies ist leicht einzusehen, da indirekte Beobachtun-
gen, z. B. durch Instrumente, bereits eine theoreti-
sche Deutung beinhalten.  

Carnap diskutiert, in wieweit ein O-Term direkt be-
obachtbar sein muss, um als solcher zu gelten. Bei 
einigen Eigenschaften wie etwa „blau“, „hart“ und 
„heiß“ (1969, S. 225) sei klar, dass sie direkt mit den 
Sinnesorganen wahrgenommen werden können. 
Carnap verwendet die Eigenschaft „direkt beobacht-
bar“ jedoch in einem umfassenderen Sinne. So würde 
auch eine Temperatur von 80°C als direkt beobacht-
bar gelten, selbst wenn diese als quantifizierte Größe 
ausschließlich mithilfe eines Instruments, eines Ther-
mometers, wahrgenommen werden kann. Carnap ist 
sich dessen bewusst, dass diese Frage, ab wann ein 
Term als beobachtbar gilt, unterschiedlich beantwor-
tet werden kann. 

Es gibt ein Kontinuum von Bedeutungen, das bei den 
direkten sinnlichen Wahrnehmungen beginnt und bis 
zu ganz außerordentlich komplizierten indirekten Be-
obachtungsmethoden fortschreitet. Man kann offen-
sichtlich dieses Kontinuum nicht durch eine scharfe Li-
nie unterteilen. Es ist eine Frage des mehr oder weni-
ger. (Carnap, 1969, S. 226) 

Carnap definiert daraufhin empirische Gesetze, das 
sind Gesetze, die man direkt durch empirische Be-
obachtung bestätigen kann, als solche 

die Größen und Begriffe enthalten, die man entweder 
direkt sinnlich wahrnehmen oder mit relativ einfachen 
Verfahren messen kann. (ebd.) 

Es ist also entscheidend, ob derlei Schlüsse relativ 
einfach gezogen werden können. Die Sinnliche 
Wahrnehmung mithilfe eines Instruments kann dann 
relativ leicht auf einfache sinnliche Wahrnehmungen 
zurückgeführt werden. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang von einem empirischen Reduktionis-
mus, wobei zwischen einem radikalen Reduktionis-
mus, nach dem sich schlechthin jede Aussage in eine 
Sinneserfahrung übersetzen ließe, und einem schwä-
cheren empirischen Reduktionismus, wonach jede 
Aussage lediglich im Prinzip mit sie stützenden Sin-
neseindrücken verknüpfbar sein muss, unterschieden 
wird. Der radikale empirische Reduktionismus lässt 
sich nicht durchhalten: Aussagen lassen sich nicht 
einfach derart zergliedern, dass jeder darin enthaltene 
Begriff einem direkten Sinneseindruck entspricht. O-
der umgekehrt, ließe man tatsächlich nur solche Aus-
sagen zu, in denen dies der Fall ist, würde kaum eine 
Theorie zustande kommen (Quine, 1980).  

Die schwache Variante des empirischen Reduktionis-
mus, die Carnap vertritt, bleibt als Möglichkeit übrig. 
Jedoch stellt sich in dieser Variante des empirischen 
Reduktionismus die Frage, ob nicht auch O-Terme 
wie eine Temperatur von 80 °C bereits theoriegela-
den sind. Die Möglichkeit, Objekte direkt, ohne 

Rückgriff auf einen theoretischen Überbau, wahrneh-
men zu können, wurde von anderen Autoren ebenso 
infrage gestellt. Es wird darauf verwiesen, dass es so 
etwas wie bloße Beobachtungen nicht geben könne 
und Beobachtungen immer schon eine Art von Inter-
pretation der Sinneseindrücke enthalten. Hanson 
(1958, S. 5–13) nennt hier verschiedene Beispiele: 
zwei Biologen, die eine Amöbe betrachten und auf-
grund ihres unterschiedlichen theoretischen Hinter-
grunds unterschiedliche Dinge sehen; Tycho Brahe, 
dem ein Zylinder gezeigt wird und darin nicht das Te-
leskop erkennt, wie es vermutlich Kepler tun würde. 
Hanson geht weiter auf die Beschreibung von opti-
schen Wahrnehmungen ein. Er verdeutlicht, dass das 
Sehen als bloße Wahrnehmung auf der Netzhaut im-
mer schon interpretiert ist, sobald es ins Bewusstsein 
gelangt. Auch dieser Umstand verdeutlicht, dass Be-
obachtungsbegriffe nicht direkt zu den Dingen in Be-
ziehung stehen.  

4.4  Korrespondenzregeln und partielle In-
terpretation 

Aus syntaktischer Sicht werden mithilfe von Korres-
pondenzregeln (Carnaps Z-Postulate) O-Terme mit 
T-Termen verbunden. Korrespondenzregeln ermögli-
chen es, so die Annahme, einen T-Term aus ST in SO 
partiell zu interpretieren (P-Interpretation). Diese Art 
der Interpretation ist gänzlich verschieden von der di-
rekten Interpretation (D-Interpretation) von O-Ter-
men, die – so die Annahme – auf direkt beobachtbare 
Phänomene bezogen werden können. Zudem müssen 
nicht alle T-Terme einer Theorie partiell interpretier-
bar sein. Während ein O-Term stets direkt interpre-
tierbar sein muss, um als solcher zu gelten, sind T-
Terme denkbar, für die es kein Z-Postulat gibt, durch 
das sie partiell interpretiert werden. Solche T-Terme 
sind dann nur indirekt mit SO verbunden, indem sie in 
ST mit anderen T-Termen verbunden werden, die par-
tiell interpretiert werden können. Ein Beispiel: Die ir-
rationale Länge √2 kann nicht beobachtet werden. 
Dennoch kann sie indirekt über eine L-Interpretation 
mit O-Termen in Verbindung gebracht werden, wenn 
man sie z. B. als Seitenlänge des Quadrats mit dem 
Flächeninhalt 2 interpretiert. 

Was unter einem Z-Postulat zu verstehen ist, verdeut-
licht Carnap (1956, S. 47 f.) anhand von Theorien, 
die ein räumlich-zeitliches Koordinatensystem vo-
raussetzen. Unter den Z-Postulaten einer solchen 
Theorie wird es dann einige geben, die aufzeigen, wie 
Aussagen zur Orientierung in einem empirischen (be-
obachtbaren) Raum-Zeit-Gefüge gemacht werden 
können. Ebenso können laut Carnap andere T-Terme 
wie etwa Masse oder Temperatur mithilfe von Z-Pos-
tulaten mit O-Termen in Verbindung gebracht wer-
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den. Ein Z-Postulat könnte beispielweise den theore-
tischen Begriff „Temperatur“ mit dem empirischen 
Begriff „wärmer als“ wie folgt verbinden:  

Ein gegenständliches Objekt u ist genau dann wärmer 
als ein gegenständliches Objekt v, wenn die Tempera-
tur von u höher ist als die von v. (vgl. Carnap, 1956, 
S. 48) 

Darüber hinaus gibt es Z-Postulate, die den T-Term 
„Temperatur“ zum Beispiel mit dem Gebrauch eines 
Thermometers in Verbinden bringen. Das Ablesen 
am Thermometer liefert hier eine Interpretation des 
theoretischen Begriffs Temperatur. Eine solche Inter-
pretation kann jedoch stets nur partiell sein. Carnap 
weist darauf hin, dass ein bestimmtes Thermometer 
nur innerhalb eines Temperaturintervalls funktio-
niert. Daher können nicht alle Sätze der Theorie, in 
denen der T-Term Temperatur verwendet wird, mit-
hilfe des Thermometers interpretiert werden (Carnap, 
1969, S. 262).  

Für die Z-Postulate einer Theorie gibt Carnap (1956) 
die folgenden Regeln an: 

1) Die Menge an Z-Postulaten einer Theorie muss 
endlich sein. 

2) Alle Z-Postulate müssen logisch kompatibel mit 
den T-Postulaten sein. 

3) In den Z-Postulaten dürfen keine Terme enthal-
ten sein, die weder zu SO noch zu ST gehören. 

4) Jedes Z-Postulat muss mindestens ein Term aus 
SO und einen aus ST enthalten.  

Abgesehen von der Erläuterung an Beispielen und 
diesen Regeln für Z-Postulaten definiert Carnap je-
doch nicht klarer, was unter einer partiellen Interpre-
tation von T-Termen zu verstehen ist. Diese Unklar-
heit wird von verschiedenen Autoren kritisiert (Ach-
instein, 1963, 1965; Putnam, 1962). Putnam disku-
tiert daraufhin drei Möglichkeiten, wie partielle In-
terpretation definiert werden kann: 

1) [T]o 'partially interpret' a theory is to specify a non-
empty class of intended models. If the specified class 
has one member, the interpretation is complete; if more 
than one, properly partial. 

2) To partially interpret a term P could mean […] to 
specify a verification-refutation procedure. 

3) Most simply, one might say that to partially interpret 
a formal language is to interpret part of the language 
(e.g., to provide translations into common language for 
some terms and leave the others mere dummy sym-
bols). (Putnam, 1962) 

Zu 1): Putnam wendet gleich mehrere Bedenken ge-
genüber der ersten Möglichkeit ein, dass eine parti-
elle Interpretation meint, eine Klasse von Modellen 
zu bilden, die in ihrer Struktur der Theorie in Teilen 

gleicht. Um eine solche Klasse zu definieren, seien 
(a) wieder theoretische Begriffe der Mathematik nö-
tig, wodurch die Argumentation zirkular würde. Wei-
terhin verweist er (b) darauf, dass Modelle gewisse 
übergeordnete Begriffe benötigen, die ein breites 
Spektrum an unterschiedlichen Gebrauchsweisen be-
inhalten (z. B. physikalisches Objekt oder physikali-
sche Größe). Solche Begriffe seien, wie Quine (1957) 
für den Metabegriff Wissenschaft verdeutlicht habe, 
nicht von vornherein definierbar. Es bestünde dem-
nach die Möglichkeit, dass solche Begriffe ihre Be-
deutung nicht durch die partielle Interpretation in ei-
nem bestimmten Modell erhalten, sondern innerhalb 
eines theoretischen Rahmens, der auf den Konventio-
nen einer Forschergemeinschaft beruht. Logische Po-
sitivsten wie Carnap müssten dann solche Begriffe 
zwangsläufig als metaphysische Begriffe verstehen 
und diese zurückweisen. Auch im von Carnap selbst 
angeführten Beispiel eines Z-Postulats, welches den 
T-Term Temperatur mit der empirischen Relation 
„wärmer als“ verbindet, findet sich ein solcher Be-
griff, das gegenständliche Objekt, wieder. Letztlich 
verweist er (c) auf das Problem, dass eine Theorie mit 
einer leeren Klasse von Modellen nicht mehr als 
falsch bezeichnet werde könne, sondern lediglich als 
bedeutungslos. Ob dies über diese sprachliche Nu-
ance hinaus für die Mathematik ein Problem darstellt, 
mag dahingestellt bleiben. 

Zu 2): Die zweite Möglichkeit, partielle Interpreta-
tion zu verstehen, erweist sich laut Putnam ebenfalls 
als nicht tragfähig. Wenn man für jeden Begriff oder 
jede Aussage eine Prozedur zur Bestätigung oder Wi-
derlegung angibt, würde dies vor dem Hintergrund 
der philosophischen Position des Verifikationismus, 
wie Carnap ihn vertritt, zu kuriosen Aussagen führen. 
Dem Verifikationismus folgend darf nur solchen 
(synthetischen) Aussagen ein Wahrheitswert zuge-
sprochen werden, die sich empirisch überprüfen las-
sen. Am Beispiel der Sonne und dem in ihr enthalte-
nen Helium macht Putnam auf folgendes Problem 
aufmerksam: Man könne zwar nachweisen, dass die 
Sonne Helium enthält, jedoch gäbe es keine Proze-
dur, mit der man für jede noch so kleine Region in 
der Sonne nachweisen kann, dass es dort Helium gibt. 
Fehlt diese Prozedur zur Bestätigung oder Widerle-
gung dieser Aussage, ist ihr Wahrheitswert unbe-
stimmt. Man müsste also die Aussage treffen, dass es 
in der Sonne Helium gibt, doch für einzelne Regio-
nen der Sonne nicht gesagt werden kann, ob es dort 
Helium gibt. Eine offenbar widersinnige Formulie-
rung.  

Zu 3): Die dritte und letzte mögliche Definition von 
partieller Interpretation, dass die Systemsprache ST 
einer Theorie nur in Teilen interpretiert wird, verwirft 
Putnam in nur einem Satz. Eine solche Ansicht führe 
dazu, dass bestimmte theoretische Begriffe letztlich 
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keinerlei Bedeutung haben. Man würde einen Teil 
von ST z. B. in Alltagssprache übersetzen und der üb-
riggebliebene Teil des Vokabulars würde lediglich 
aus Dummy-Begriffen bestehen.  

5.  Modellieren im Mathematikunterricht 
aus syntaktischer Sicht 

Ausgestattet mit dem begrifflichen Repertoire der 
syntaktischen Sicht Carnaps und eingedenk der Kri-
tik aus semantischer Sicht daran soll nun der Versuch 
unternommen werden, mathematische Modellierun-
gen im Unterricht vor diesem Hintergrund zu deuten. 
Dabei wird das Augenmerk vor allem auf die beiden 
oben aufgeworfenen Fragen (epistemologische Fra-
gestellung und methodologische Fragestellung) ge-
richtet sein. Weil mit der syntaktischen Sicht Carnaps 
zu allererst empirische Wissenschaften ihrem Ideal 
nach beschrieben werden, müssen Modifikationen 
vorgenommen werden, um diese auf Modellierungen 
im Mathematikunterricht zu übertragen. 

Für den Mathematikunterricht kann die axiomati-
sierte Mathematik in ihrer Gesamtheit nicht voraus-
gesetzt werden. Es ist hier zwischen Schulmathema-
tik und der Mathematik, wie sie Carnap vor Augen 
hat zu unterscheiden. Es kann nur derjenige Teil der 
Mathematik in ST vorausgesetzt werden, der auch tat-
sächlich den Lernenden im Unterricht zugänglich ge-
macht wurde; oder genauer, der von den einzelnen 
Lernenden tatsächlich beherrscht wird. Zur Beschrei-
bung einer mathematischen Modellierung im Unter-
richt umfasst ST immer nur einen Ausschnitt von ma-
thematischen Begriffen. Ferner ist nicht davon aus-
zugehen, dass seitens der Lernenden ein Verständnis 
von Mathematik in Carnaps formalen Sinne vor-
herrscht. Dies ist jedoch insofern unproblematisch, 
weil es zur Beschreibung einer Modellierung hier ge-
nügt, die von Lernenden verwendeten Begriffe im 
Sinne Carnaps reformulieren zu können. Dabei wer-
den die von den Lernenden in theoretischer Hinsicht 
gebrauchten mathematischen Begriffe zu den T-Ter-
men gezählt und solche, die sich offensichtlich auf 
beobachtbare Objekte beziehen, zu den O-Termen. 

Das aus semantischer Sicht adressierte Problem der 
theoretischen Terme in empirischen Theorien ist ge-
wichtig. Dennoch kann man im Zusammenhang ma-
thematischer Modellierungen mit einiger Berechti-
gung daran festhalten, die mathematische Begriffe – 
auch in der Form, wie sie von Lernenden verwendet 
werden –  zu den T-Termen zu zählen. So weisen ma-
thematische Begriffe auch im Schulunterricht eine 
gewisse Theorizität auf, wenn sie in ein Netz mathe-
matischer Begriffe eingesponnen sind und in diesem 
Netz von den Lernenden in gewissem Umfang L-in-
terpretiert werden können. Ebenso können auch Ler-
nende ein Verständnis dafür entwickeln, inwiefern 

mathematische Begriffe, auch wenn sie veranschau-
licht werden können, im Prinzip unbeobachtbar sind. 
Achinsteins (1963, 1965) und Putnams (1962) Ein-
wände gegenüber der Trennung von theoretischen 
und empirischen Begriffen bleiben hier jedoch inso-
fern berücksichtigt, als dass die im Zusammenhang 
von mathematischen Modellierungen gebrauchten T-
Terme stets T-theoretisch sind, wobei dies in Bezug 
auf die Modellierungen von Lernenden meint, dass 
die T-Terme abhängig sind von der den Lernenden 
zur Verfügung stehenden Mathematik. 

Die von Putnam (1962, S. 245 ff.) formulierten Ein-
wände gegenüber den unterschiedlichen Möglichkei-
ten, partielle Interpretation zu verstehen, bleiben 
auch bei der Übertragung der syntaktischen Sicht 
Carnaps auf die Beschreibung von mathematischen 
Modellierungen von Lernenden berücksichtigt. 
Wenn man unter der partiellen Interpretation mathe-
matischer Begriffe das Bilden einer Menge intendier-
ter Modelle versteht, bedarf es tatsächlich wieder the-
oretischer Begriffe, wodurch die Konstruktion zirku-
lär wird. Allerdings handelt es sich hierbei um ein 
wissenschaftstheoretisches Problem, welches die 
Konsistenz der syntaktischen Sicht auf Theoriebil-
dung betrifft. Für die Beschreibung von Realitätsbe-
zügen mathematischer Inhalte aus dem Unterricht 
mag dieses Problem von nachrangiger Bedeutung 
sein. Ebenso ist es zutreffend, dass der Versuch, für 
jeden T-Term eine geeignete Prozedur zur Bestäti-
gung oder Widerlegung anzugeben, zu teilweise ku-
riosen Aussagen führen kann. Für die Bearbeitung 
von Modellierungsproblemen kann es sich jedoch 
auch hierbei um ein eher nachrangiges Problem han-
deln, wenn berücksichtigt wird, dass in der Regel nur 
solche Bereiche der Realität durch Modellierungs-
aufgaben im Unterricht adressiert werden, für die sol-
che Bestätigungs- oder Widerlegungsprozeduren an-
gegeben werden können. Ferner ist die von Putnam 
genannte dritte Möglichkeit, partielle Interpretation 
zu verstehen, einen Teil von ST zu interpretieren und 
die restlichen Begriffe beiseite zu lassen, vielmehr 
Auftrag für den Mathematikunterricht als ein echter 
Einwand. Jeder T-Term der Mathematik sollte den 
Lernenden semantisch zugänglich gemacht werden. 
Das lernpsychologische Argument lautet hier, dass 
Interpretation mathematischer Inhalte durch ihre An-
wendung zu einem verbesserten und tieferen Ver-
ständnis und einem längeren Behalten solcher Inhalte 
führen (vgl. Blum, 1996, S. 21 f.). 

Der wesentliche Unterschied zwischen syntaktischen 
und semantischen Ansätzen besteht darin, dass diese 
Theorien hinsichtlich der zum Tragen kommenden 
mathematischen Strukturen analysieren, während 
jene den Blick auf die zur Formulierung von Theo-
rien verwendete Sprache richten. Der seitens der se-
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mantischen Sicht vorgebrachte Einwand ist sicher-
lich berechtigt. Theorien und Modelle derart stark an 
eine bestimmte formale Sprache zu binden ist in meh-
rerlei Hinsicht problematisch. Dennoch sind nicht 
alle der dadurch entstehenden Probleme im Kontext 
von Mathematikunterricht und mathematikdidakti-
scher Forschung gleichermaßen relevant. Während 
die semantische Sicht eher dazu geeignet scheint, un-
terschiedliche individuelle Modellierungen über den 
Vergleich mathematischer Strukturen in Verbindung 
zu bringen (z. B. durch Ähnlichkeitsbeziehungen o-
der durch einen Isomorphismus), gelingt dies aus 
syntaktischer Perspektive womöglich nicht, wenn die 
unterschiedlichen Modellierungen voneinander ab-
weichende T-Terme und Z-Postulate verwenden, 
d. h. auf ein unterschiedliches Begriffsrepertoire zu-
rückgreifen. Dennoch eignet sich der syntaktische 
Ansatz zur Beschreibung individueller Modellie-
rungsprozesse gerade, weil der Blick auf Aussagen 
gerichtet ist. In der Regel sind es Aussagen von Ler-
nenden, die zur Rekonstruktion individueller Model-
lierungsprozesse zur Verfügung stehen. Es kann sich 
dabei um geschriebene oder gesprochene Aussagen 
handeln. Auch Skizzen und Gesten sind Aussagen in 
einem erweiterten Sinne. 

5.1  Epistemologische Fragestellung 
Derart verstanden ermöglicht es Carnaps syntakti-
sche Sicht, den Zusammenhang zwischen Mathema-
tik und Realität genauer zu fassen (epistemologische 
Fragestellung). Anders als in der dichotomen Tren-
nung zwischen Mathematik und Realität, wie sie in 
vielen Modellierungskreisläufen auftritt, ergibt sich 
hier eine zumindest zweifache Abstufung von der 
Mathematik in ST, über empirisch-mathematischen 
Begriffe in SO bis zu den realen Phänomenen.  

Außerdem können die als getrennt angenommen Be-
reiche „Mathematik“ und „Realität“ bzw. „Rest der 
Welt“ usw. eingegrenzt werden: Mit Mathematik sol-
len fortan die theoretischen sprachlichen Mittel ver-
standen werden, die den Lernenden jeweils zur Ver-
fügung stehen und mit denen sie syntaktisch verfah-
ren können. Um hier etwaige Verwechslungen oder 
implizite, nicht intendierte Aussagen zu vermeiden, 
sollte im Zusammenhang von Modellierungen wo-
möglich von Schulmathematik anstelle von Mathe-
matik gesprochen werden. Die Realität bzw. der Rest 
der Welt wird unterteilt in die Beobachtungssprache, 
also einen Teil, der noch nicht die Realität selbst ist, 
und einen Teil, der mit den tatsächlichen Phänome-
nen identifiziert wird. 

Die Kritik der syntaktischen Sicht zeigt zudem, dass 
das Verhältnis von Mathematik und Realität eher als 
ein Kontinuum gedacht werden sollte, dessen Enden 
durch die im idealisierten Sinne gebrauchten Begriffe 

Mathematik und Realität markiert werden. So kön-
nen auf der Beobachtungsseite keine von jeder theo-
retischen und insbesondere mathematischen Deutung 
befreiten Erfahrungen gemacht werden. Ebenso ist 
auch der theoretische Teil der Sprache in einer empi-
rischen Theorie, wie sie für den Realitätsbezug von 
Mathematik notwendig ist, nicht frei von aus der Er-
fahrung entlehnten Begriffen, z. B. wenn Metabe-
griffe verwendet werden, deren Gebrauch auf Kon-
ventionen einer Forschergemeinschaft beruht (Put-
nam, 1962; Quine, 1957). 

Vor diesem theoretischen Hintergrund können nun 
die Aktivitäten genauer gefasst werden, durch die in 
Modellierungskreisläufen der Übergang von der rea-
len Welt zur Mathematik erfolgt. Als eine solcher 
Aktivitäten wird im PISA-Rahmenkonzept (OECD, 
2009) das Verbinden der Sprache, in der das reale 
Problem gefasst ist, mit der symbolischen und forma-
len Sprache der Mathematik aufgeführt. Wie diese 
Verbindung erfolgen kann, macht die syntaktische 
Sicht auf Theorien und Modelle deutlich. 

Ebenso können nun die im Modellierungskreislauf 
beschriebenen Teilkompetenzen gedeutet werden. 
Das mathematische Arbeiten (Schritt 4 im Modellie-
rungskreislauf nach Blum & Leiß, 2006) kann mit 
den L-Interpretationen identifiziert werden. Das Ma-
thematisieren als Übergang vom „Rest der Welt“ zur 
„Mathematik“ (Schritt 3, ebd.) und das Interpretieren 
als Übergang in die umgekehrte Richtung (Schritt 5, 
ebd.) wird mit der P-Interpretation in Verbindung ge-
bracht. Dabei sollte noch einmal daran erinnert wer-
den, dass die P-Interpretation nicht den Übergang 
zwischen Mathematik und der Realität markiert, son-
dern lediglich einen Übergang zwischen zwei Teilen 
einer Sprache. Es bedarf einer weiteren Interpreta-
tion, der D-Interpretation, um den Übergang von der 
Beobachtungssprache zu den Phänomenen herzustel-
len (Schritt 1, ebd.).  

Ein weiterer Unterschied in Beschreibung von Mo-
dellierungen mittels eines Modellierungskreislaufs 
und der Beschreibung vor dem Hintergrund von 
Carnaps syntaktischer Sicht besteht darin, dass in 
Carnaps Ansatz nur ein einziges Modell Teil der Mo-
dellierung ist, während mit Modellierungskreisläufen 
in der Regel zwei Modelle (Realmodell und mathe-
matisches Modell), mitunter auch drei Modelle (Situ-
ationsmodell) voneinander unterschieden werden. 

Vor diesem Hintergrund ist es nun ersichtlich, wa-
rum, wie Meyer und Voigt (2010) beobachten, be-
reits beim Schritt der Vereinfachung Zusammen-
hänge aus der Mathematik berücksichtigt werden 
müssen. Lernende arbeiten beim Schritt der Verein-
fachung zwar mit O-Termen. Diese müssen jedoch, 
wenn auch implizit, mit T-Termen in Verbindung ste-
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hen. Für Carnap wird diese Verbindung mittels Kor-
respondenzregeln, den Z-Postulaten, hergestellt. Sie 
machen den „Zwischenbereich“ (Voigt, 2011) aus. 

5.2  Methodologische Fragestellung 
Die Möglichkeit, methodische Werkzeuge abzulei-
ten, die es erlauben, Modellierungsprozesse ange-
messener und genauer als im Kontext von Modellie-
rungskreisläufen zu beschreiben (methodologische 
Fragestellung), soll nun anhand eines Beispiels ver-
deutlicht werden.  

Prediger (2009) verwendet einen Modellierungs-
kreislauf (nach vom Hofe et al., 2006, siehe auch vom 
Hofe, 2003) als theoretisches Konstrukt zur Be-
schreibung von Modellierungsprozessen beim Bear-
beiten der folgenden Schulbuch-Textaufgabe durch 
Lernende im Übergang von Klasse 5 zu 6: 

„Der afrikanische Graupapagei kann bis zu 40 cm 
lang werden, ein Flamingo etwa 200 cm. Wie viel 
mal größer ist der Flamingo gegenüber dem Graupa-
pagei?“ 
Abb. 3:  Textaufgabe aus Prediger, 2009, S. 6 

Dabei werde die im Text beschriebene Situation zu-
nächst strukturiert, indem z. B. die Ausgangsfrage 
umstrukturiert wird in die Frage „Wie oft passt der 
Papagei in den Flamingo?“. Dieses Situationsmodell 
werde dann in ein mathematisches Modell („40 · ? = 
200“) überführt. Der Übergang zwischen „Mathema-
tik“ und „Welt“ erfolgt in den Schritten „mathemati-
sieren“ und „interpretieren“. Nach Prediger (2009) 
bilden dabei Grundvorstellungen „Übersetzungs-
scharniere“, die es ermöglichen, mathematische 
Sachverhalten lebensweltlich zu interpretieren oder 
mathematische Konzepte zur Mathematisierung von 
Situationen zu nutzen. Der Begriff der Grundvorstel-
lung kann nun aus syntaktischer Sicht reformuliert 
und genauer gefasst werden: 

In syntaktischer Terminologie kann bei der Bearbei-
tung dieser Aufgabe der Bereich der Mathematik auf 
die Struktur eingegrenzt werden, die sich aus den na-
türlichen Zahlen in Verbindung mit der Multiplika-
tion ergibt. Auf der Beobachtungsseite können Sätze 
formuliert werden, wie etwa „wie oft passt die eine 
Länge in eine andere?“ oder „wie viel mal größer ist 
diese Länge gegenüber einer anderen?“. Die Verbin-
dung wird dann mittels einer partiellen Interpretation 
hergestellt. Diese Verbindung erfolgt durch mindes-
tens zwei Z-Postulate in einer P-Interpretation. Ein Z-
Postulat verbindet die Zahl 1 mit der beobachtbaren 
Länge 1 cm, ein weiteres interpretiert die Multiplika-
tion partiell mit einer zeitlich-sukzessiven Handlung: 
Eine empirische Länge wird sooft aneinandergelegt, 
bis sich die zum Vergleich herangezogene Länge 
ergibt. 

Grundvorstellungen sind demnach Z-Postulate, sie 
verbinden jedoch nicht die Mathematik mit der Welt, 
der Realität, dem Rest der Welt oder der Lebenswelt, 
sondern theoretische Begriffe der Mathematik mit 
empirischen Begriffen. Es handelt sich so verstanden 
um eine rein sprachliche Verbindung. Die Verbin-
dung zu realen Phänomenen wird erst in einer weite-
ren davon unabhängigen Interpretation, der D-Inter-
pretation hergestellt. 

Anders als bei Prediger würden Formulierungen wie 
etwa „40 · ? = 200“ oder „Wie oft passt der Papagei 
in den Flamingo?“ nicht als Modelle bezeichnet wer-
den. Es handelt sich hier einfach um Sätze, die im 
ersten Fall in ST formuliert sind und im zweiten Fall 
in SO, sofern man mit Papagei und Flamingo Längen 
meint. Aus syntaktischer Sicht gibt es hier lediglich 
ein Modell, das ist die Beschreibung einer Struktur 
mit den sprachlichen Mitteln aus SO. Für diese in SO 

beschriebene Struktur sind alle Sätze wahr, die in ST 
bezüglich der mathematischen Struktur (ℕ, ·) aufge-
stellt werden. Die Struktur besteht z. B. aus empi-
risch messbaren Längen (in ganzen Zentimetern) und 
deren Vergleich über eine sukzessive Handlung, z. B. 
Aneinanderlegen einer Länge bis die so zusammen-
gelegte Länge mit der zu vergleichenden Länge über-
einstimmt. Damit wird auch ersichtlich, wie Meyer 
und Voigt (2010) feststellen, warum bereits beim 
Schritt des Vereinfachens Zusammenhänge aus dem 
Bereich der Mathematik zu berücksichtigen sind: 
Wie schon beim Vereinfachen, so geht es auch beim 
Mathematisieren und dem mathematischen Arbeiten 
stets um dieselbe zugrundeliegende Struktur. 

Die Interpretation von (ℕ, ·) als sukzessive Handlung 
bleibt partiell, weil die mathematische Struktur (ℕ, ·) 
z. B. ebenso räumlich-simultan gedeutet werden 
kann, beispielweise dann, wenn es um die Beschrei-
bung von Flächeninhalten geht. Eine L-Interpretation 
von (ℕ, ·) wäre möglich als Addition gleicher Sum-
manden. Diese Interpretation ist vollständig und er-
folgt ausschließlich in ST. Die D-Interpretation im 
Zusammenhang mit dieser Aufgabe bleibt unklar. 
„Kann bis zu 40 cm bzw. 200 cm lang werden“ 
könnte auf alle jemals tatsächlich gemessenen Grau-
papageie bzw. Flamingos verweisen, wobei die ma-
ximale Länge dann mit dem jemals größten gemesse-
nen Vogel identifiziert wird. Oder es handelt sich hier 
um ein theoretisches Konstrukt, bei dem aus be-
stimmten Merkmalen dieser Vogelarten auf eine ma-
ximal mögliche Größe geschlossen wird. Ebenso un-
klar, bleibt, wie eine Länge in diesem Zusammen-
hang ermittelt wird. Die verwendeten Zahlen legen 
nahe, dass hier vermutlich eine Beobachtung mit ei-
nem Maßband (in ganzen Zentimetern) gemeint ist. 

Indem Grundvorstellungen als Regeln der Verbin-
dung von O- und T-Termen gefasst werden, kann 
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auch das Mathematisieren und das Interpretieren im 
Modellierungskreislauf im Sinne von Meyer und 
Voigt (2010) anhand von Z-Postulaten analysiert 
werden: Sie deuten individuelle Modellierungspro-
zesse, indem sie die Rationalität einer Argumentation 
innerhalb einer Modellierung mithilfe des Toulmin-
Schemas (Toulmin, 1996) rekonstruieren. In diesem 
Schema wird ein Datum über eine Regel mit einer 
Konklusion verbunden. Der Regelgebrauch kann da-
bei auch implizit erfolgen.  

Prediger (2009) zitiert aus einer Interviewstudie, wie 
der Schüler Anton, die Aufgabe zum Größenver-
gleich zwischen Graupapagei und Flamingo löst. An-
ton sagt relativ zu Beginn „1,60 m ist der größer, der 
Flamingo“. Seine Feststellung lässt sich rational wie 
folgt rekonstruieren: 

 Datum 1: „Der afrikanische Graupapagei kann 
bis zu 40 cm lang werden, ein Flamingo etwa 200 
cm.“ (Aufgabentext) 

 Regel 1 (Z-Postulat/Grundvorstellung): Ver-
gleich zweier Größen durch Subtraktion 

 Konklusion 1 / Datum 2: 200 – 40 = ? 

 Regel 2: Subtraktion (Kalkül in ST) 

 Konklusion 2 / Datum 3: 200 – 40 = 160 

 Regel 1 (Z-Postulat/Grundvorstellung): Ver-
gleich zweier Größen durch Subtraktion 

 Konklusion 3 / Datum 4: Der Flamingo ist 
160 cm größer. 

 Regel 3: 100 cm entsprechen messbar 1 m (Kal-
kül in SO) 

 Konklusion 4 / Datum 5: „1,60 m ist der größer, 
der Flamingo.“ (Anton) 

Prediger deutet Antons Feststellung und weitere Aus-
sagen in diesem Zusammenhang als die individuelle 
Konstruktion eines Situationsmodells. Die rationale 
Rekonstruktion zeigt jedoch, dass Antons Aussage 
nicht das bloße Ergebnis einer Strukturierung sein 
kann, die ausschließlich im „Rest der Welt“ stattfin-
det. Antons Aussage lässt sich nicht ohne Überset-
zungsschritte zwischen SO und ST deuten, auch wenn 
diese rudimentär sind und implizit bleiben. 

Während die Deutung einer Modellierung anhand ei-
nes Modellierungskreislaufs in wesentlichen Punkten 
von der Deutung in syntaktischer Terminologie ab-
weicht, ergeben sich jedoch auch ähnliche Befunde. 
So macht Prediger (2009) anhand von Grundvorstel-
lungen deutlich, dass es sich beim Strukturieren, Ma-
thematisieren und Interpretieren, anders als in den 
Bildungsstandards behauptet, um gegenstandsspezi-
fische Teilkompetenzen des Modellierens handeln 

muss, da bei jeder Übersetzungsaktivität gegen-
standsspezifische Wissenselemente benötigt werden. 
Aus syntaktischer Sicht kann dieser Befund theore-
tisch untermauert werden. Alle drei der genannten 
Teilprozesse setzen die Verwendung von Grundvor-
stellungen im Sinne von Z-Postulaten voraus. Antons 
Fallbeispiel zeigt jedoch, dass es nicht nur auf die 
Aktivierung von Grundvorstellungen ankommt. 
Seine implizit verwendete Grundvorstellung „Ver-
gleich zweier Größen durch Subtraktion“ interpre-
tiert die mathematische Struktur (ℕ, +) partiell. Diese 
passt jedoch nicht zur in SO formuliert Frage („wie 
viel mal …?“). Es müssen also Grundvorstellungen 
in Kombination mit T-Termen aktiviert werden. 

Anmerkungen 
1 Programme for International Student Assessment. 
2 International Commission on Mathematical Instruction. 
3 International Community of Teachers of Mathematical 
Modelling and Applications. 
4 Um diese These zu belegen, hat der Autor dieses Artikels 
die Literaturverzeichnisse aller Beiträge in den 14 bisher 
erschienenen ICTMA-Bänden gesichtet (wobei ICMTA 
für die „International Community of Teachers of Mathe-
matical Modelling and Applications“ steht). Dabei zeigt 
sich, dass in keinem dieser Beiträge auf einschlägige Ar-
beiten aus der Wissenschaftsphilosophie verwiesen wird. 
5 Auch, wenn die Mitglieder des Wiener Kreises für sich 
selbst die Bezeichnung Logischer Positivismus nicht ver-
wendet haben, wird in diesem Artikel nicht zwischen Lo-
gischem Positivismus und Logischem Empirismus unter-
schieden. Creath (2017) weist darauf hin, dass eine Unter-
scheidung zwischen beiden Begriffen entlang theoreti-
scher Annahmen und soziologischer Gesichtspunkte ohne-
hin nicht sinnvoll getroffen werden kann. 
6 Ob dabei die reduktionistischen Bestrebungen in den Na-
turwissenschaften zum Vorbild für Mathematiker gedient 
haben oder ob es sich genau umgekehrt verhalten hat, ist 
hier nicht von Belang. Zu vermuten ist, dass es sich gerade 
wegen der großen personellen Überschneidungen zwi-
schen Mathematikern und Naturwissenschaftlern um eine 
wechselseitige Beeinflussung gehandelt hat. 
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