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Zusammenfassung: Der Beitrag fokussiert ikoni-
sche Beweise in der Mathematik. Insbesondere wer-
den zahlentheoretische Beispiele zur Darstellung
von ganzen Zahlen als Summen von Quadraten dis-
kutiert und Anregungen fiir deren Einbettung im
Hochschul- und Schulcurriculum gegeben. Als
Grundlage dient die Sammlung von so genannten
,,Beweisen ohne Worte* von Roger B. Nelsen. Der-
artige Veranschaulichungen kénnen in der Lehre an
Schule und Hochschule als frihe Stufe des mathe-
matischen Argumentierens eingesetzt werden.

Abstract: The article is focusing on iconic proofs in
mathematics. In particular, number theoretical ex-
amples of the representation of integers as sums of
squares are discussed and ideas for the integration
into school education and higher education are
given. Hereby, the collection of so called “Proofs
without Words” of Roger B. Nelsen can be consid-
ered as basis. Those illustrations may be used in
school as well as for higher education teaching at
an early stage of mathematical reasoning.

1. Motivation

Mathematik ist eine (vielleicht die einzige) exakte
Wissenschaft. Der Preis fur diese Exaktheit basiert
nicht selten auf einem hohen Grad an Abstraktion.
Diese wiederum stellt eine groRe Hirde bei den
ersten ernsthaften Begegnungen mit Mathematik an
der Schule und der Hochschule dar (jenseits des
Rechnens) und betrifft somit eine wesentliche Frage
der Mathematik-Didaktik: Wie ist ein Stoff zu ver-
mitteln, so dass einerseits sinnvolle Hilfestellung fiir
das Erlernen des mathematischen Hintergrundes
geleistet wird, andererseits aber auch jedem Indivi-
duum eine selbstandige und kreative Herangehens-
weise ermdglicht. Wie beispielhaft darf die Behand-
lung einer Fragestellung sein, und wie abstrakt sollte
sie gerade im weiteren theoretischen Kontext sein?

Es ist zu bezweifeln, dass es eine endgiltige und
befriedigende Antwort auf dieses Dilemma gibt.
Begrindet liegt das in uns Individuen selbst. Wir
denken und erarbeiten uns mathematische Zusam-
menhédnge in unterschiedlicher Weise. Zudem ist
Mathematik aber auch zu facettenreich, als dass es
eine ein einzige oder nur wenige Strategien des Er-
kenntnisgewinns geben konnte.

Im Folgenden sollen die Mdglichkeiten von Illustra-
tionen zur Veranschaulichung mathematischer Zu-
sammenhédnge und deren Einbettung in ein Hoch-
schul- oder Schulcurriculum an einigen Beispielen
diskutiert werden. Das Werkzeug fir einen solchen
visuellen Zugang sind so genannte ,,Proofs Without
Words“, wie sie von Roger B. Nelsen seit iiber
zwanzig Jahren gesammelt und veroffentlicht wer-
den, zundchst in mathematischen Zeitschriften mit
einer breiten Leser_innenschaft wie Mathematics
Magazine oder American Mathematical Monthly,
dann auch in mittlerweile drei Biichern, herausgege-
ben von der Mathematical Association of America
(MAA) (siehe Nelsen, 1993, 2000, 2016). Diese in
deutscher Ubersetzung wortlosen Beweise transpor-
tieren in Bildern, manchmal wie ein Comic struktu-
riert, oft mit einer erkldarenden Formel versehen,
mathematische Aussagen unterschiedlichsten Ni-
veaus aus den verschiedensten Gebieten der Ma-
thematik. In Mathematikveranstaltungen an Hoch-
schulen treten solche so genannten ikonischen Be-
weise jedoch eher selten auf.

Hier bietet sich die ebene Geometrie als Themenge-
biet an. Der Mathematiker George Pdlya auferte
hierzu, ,,Geometrie sei die Wissenschaft des korrek-
ten Beweisens an inkorrekten Bildern‘. Pélya, wel-
cher insbesondere didaktischen Fragestellungen
aufgeschlossen war und etliche, viel zitierte Blicher
zu den Anféngen der Mathematik sowie des Lernens
und Lehrens derselben verfasst hat, wollte sicherlich
nicht die Bilder aus der Geometrie verbannen, son-
dern vielmehr auf deren Wert hinweisen. Illlustratio-
nen liefern keine allgemeingiltige Beweismethode,
durfen jedoch fir sich in Anspruch nehmen, Anre-
gungen fir rigorose formale Beweise zu motivieren.
Die Schwierigkeiten im Umgang mit ikonischen
Beweisen sind nicht zu unterschatzen. Ein Beweis
ohne Worte kann nicht das Denken vereinfachen,
aber vielleicht die Fantasie anregen und den Ehrgeiz
herausfordern, sich den mathematischen Inhalt
selbst zu erarbeiten. Das Lesen und Verstehen eines
formalen (schriftlichen) Beweises ist hingegen kein
kreativer Prozess. Vielleicht ist ein ikonischer
(wortloser) Beweis also ein Zwischending, weder
ein fertig vorliegender, lediglich zu konsumierender
Beweis einer mathematischen Aussage, noch eine
offene Vermutung, sondern ein Appetizer fir den
(oder einen) wegweisenden Gedanken zur Erkennt-
nis.




2. Einige konkrete Beispiele ikonischer
Beweise

Claudi Alsina und Roger B. Nelsen (2010) geben in
ihrer Einladung zu Beweisen ohne Worte Beispiele
aus der Kombinatorik (basierend auf dem Prinzip
des zweifachen Abzéhlens bzw. Bijektionen). Figu-
rierte Zahlen tragen ja bereits in ihrer Bezeichnung
ein Bild in sich. Wer bei Quadratzahlen nur an x2
und nicht an ein geometrisches Quadrat denkt, dem
verschlieit sich beim Lodsen quadratischer Glei-
chungen der geometrische Hintergrund der quadra-
tischen Erganzung. Bestenfalls kann diese formal
vollzogen werden; an der Schule wird oft genug
aber nur die Lésungsformel auswendig gelernt:

2
x’+ax+b=0 = xl‘zz—%i /a:—b;

und an der Hochschule wird auf den geometrischen
Hintergrund auch eher selten eingegangen (womdg-
lich in der Annahme, dass das Lésen quadratischer
Gleichungen Gegenstand der Schulmathematik ist).
Die Erganzung des Terms x? + ax zu einem Quad-
rat liefert bekanntlich:
a2 a
2 — — Y
X +ax—(a+2) (2)
Diese Idee besitzt eine einfache und einpréagsame
bildliche Entsprechung:
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Abb. 1: Ausschnitt aus dem Mathematics Magazine: Ein
,Beweis ohne Worte“ von Charles D. Gallant
(1983, S. 110).

Den Fall eines negativen a kann man ahnlich (wie
in Abb. 1) geometrisch herleiten.

Ein verwandtes Bild illustriert eine wesentlich be-
eindruckendere zahlentheoretische Erkenntnis: Die
Menge der Zahlen, die sich als Summe von zwei
Quadraten ganzer Zahlen darstellen lassen, ist mul-
tiplikativ abgeschlossen. So gilt etwa

5.25= (1% +22)- (3% +42?)
=(1-442-3?+(@2-4—-1-3)?
=10%? + 5% = 125.

Bereits in Diophants Arithmetica (ca. 3. Jhd.) finden
sich hierflr zahlreiche Beispiele; angesichts der
Komplexitét der nachstehenden, dies erklarenden

Formel ist davon auszugehen, dass der Grieche eher
einen geometrischen Beweis wie in Abbildung 2 vor
Augen hatte.
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Abb. 2: Ausschnitt aus dem Mathematics Magazine: Die
Veranschaulichung eines Beweises von Roger B.
Nelsen (1993, S. 180).

Darstellungen von Zahlen als Summen von Quadra-
ten werden an der Hochschule meist in der elemen-
taren Zahlentheorie untersucht, aber auch in der
algebraischen Zahlentheorie treten im Rahmen der
Teilbarkeitlenre im Ring der ganzen Gauli‘schen
Zahlen Quadratsummen auf und Diophants Formel
beschreibt in diesem Zusammenhang die Multipli-
kativitdt der Norm in diesem Ring. Heutzutage wird
diese Identitét tblicherweise im Zusammenhang mit
komplexen Zahlen (oder mit Hilfe von assoziierten
2 X 2-Matrizen) hergeleitet: Das Produkt zweier
komplexer Zahlen a + ib und ¢ + id (miti = vV—1)
berechnet sich als ac — bd + i(ad + bc) und fur
deren Betragsquadrate ergibt sich somit

(a®> +b?) - (c?+d?) = |a+ib|?|c +id|?
= |(a +ib) - (c + id)|?
= |ac — bd + i(ad + bc)|?
= (ac — bd)? + (ad + bc)?.

Natdrlich ist das kein Appell (an der Hochschule) an
dieser Stelle stehen zu bleiben, sondern die entspre-
chende Formel fir vier Quadrate zu entwickeln;
wahrscheinlich ist hier der abstrakte Weg mit Hilfe
der Quaternionen dem geometrischen Beweis vor-
zuziehen (siehe Stillwell, 2010, Kap. 20) was letzt-
lich zu einer Balance von Anschauung und Abstrak-
tion fuhrte.
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Prinzipiell ist es auch mdglich experimentell zu
entdecken, dass eine natlirliche Zahl n genau dann
eine Darstellung als Summe von zwei Quadraten
besitzt, wenn in ihrer Primfaktorzerlegung die Po-
tenzen von Primzahlen der Form p = 4m + 3aus-
nahmslos gerade sind (wenn solche Uberhaupt vor-
kommen). Weil Quadrate bei Division durch 4 den
Rest 0 oder 1 lassen, sind Primzahlen p = 4m + 3
tatsdchlich keine Summen von zwei Quadraten.
Dass Primzahlen der Form p = 4m + 1 hingegen
als Summe zweier Quadrate darstellbar ist, wurde
von Pierre de Fermat im 17. Jahrhundert entdeckt
und kommuniziert; wahrscheinlich konnte er dies
auch mit seiner unendlichen Abstiegmethode bewei-
sen. Alternativ l&sst sich dies etwa auch mit der
Arithmetik im Ring der ganzen Gaul3‘schen Zahlen
a + ib begriinden (vgl. etwa Opolka & Scharlau,
1980, Kap. 2). Die einzige gerade Primzahl ist so-
wieso eine Summe zweier Quadrate

2=1%+12
und die Darstellung ist eindeutig (bis auf Vorzei-
chen und Reihenfolge von Summanden). Damit
folgt obiges Darstellbarkeitskriterium mit Hilfe der
Diophant‘schen Formel zur multiplikativen Abge-

schlossenheit; hierbei ist noch zu beruicksichtigen,
was das folgende Beispiel illustriert:

32.(12+2%)=(3-1)2+ (3-2)?

Quadratische Faktoren multiplizieren sich in jedes
Quadrat der Summe hinein und haben insofern kei-
nerlei Einfluss auf die Darstellbarkeit als Summe
von Quadraten.

Weil das obige Kriterium nicht von der Primzahl 2
abhangt, lasst sich folgern, dass mit n auch 2n eine
Summe von zwei Quadraten ist und umgekehrt; tat-
sachlich gilt sogar, dass sich n auf genauso viele
Weisen als Summe von zwei Quadraten darstellen
lasst wie 2n. Diesen doch erstaunlichen Zusammen-
hang illustriert folgender ikonischer Beweis:
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Abb. 3: Ausschnitt aus dem Mathematics Magazine:
Dieser Beweis stammt von Shirley A. Wakin
(1984, S. 231).

In abstrakter Form lielRe sich dies so formulieren: Ist
n = a? + b? dann gilt ebenso

2n = 2a? + 2b?
= a? + 2ab + b? + a® — 2ab + b?
= (a +b)? + (a — b)?

Und umgekehrt folgt aus 2n = u? + v2 ganz ahn-

lich
(705
u—-v

wobei hier noch anzumerken ist, dass sowohl 5

als auch uTJ'"ganze Zahlen sind, weil u und v entwe-

der beide gerade oder beide ungerade sind (wegen
2n = u? + v?%). Diesen Sachverhalt konnte man in
einer Hochschulveranstaltung beispielsweise durch
Experimentieren zunachst vermuten und anschlie-
Rend durch Mustererkennung beweisen lassen. Der
geometrische Zugang scheint aber der einfachere zu
sein.

Wesentlich schwieriger zu behandeln sind Summen
von drei Quadraten. Wie zuerst GauB3 zeigte, lassen
sich genau die n # 4%(8m + 7) als Summen von
drei Quadraten darstellen. Hieraus folgt unmittel-
bar, dass sich alle natirlichen Zahlen als Summe
von vier Quadraten schreiben lassen, was vor Gauld
bereits Lagrange bewiesen hatte (siehe Scheid,
1991). Einen interessanten, wahrscheinlich nicht
allzu bekannten Zusammenhang zwischen derarti-
gen Quadratsummen liefert der nachstehende ikoni-
sche Beweis:

(@+b+P+@+b-cP+@-b++@-b-c)?
= (22)% + (2b)* + (2¢)?
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Abb. 4: Ausschnitt aus dem Mathematics Magazine: Ein
.Beweis ohne Worte”“ von K. Ann Drude & Sam
Pooley (1991, S. 138).

Wiederum liefert die geometrische Anschauung eine
Idee flir einen Zusammenhang zwischen unter-
schiedlichen Summen von Quadraten, welche sich
arithmetisch verifizieren l&sst. Durch einfaches Ra-
ten hingegen scheint sich die zugrundeliegende
Formel (von Studierenden) kaum entdecken zu las-
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sen. Und besser noch: Diese Illustrationen motivie-
ren, sich selbst kreativ zu betédtigen und einen sol-
chen bildlichen Beweis zu entdecken!

Hier ein Beispiel fur eine solche Illustration in die-
sem Kontext. Wir hatten oben schon angesprochen,
dass Quadrate bei Division durch 4 den Rest 0 oder
1 lassen. Die nachstehenden Bilder zeigen, dass die
Quadrate tatséchlich von der Form 4m oder 4m + 1
sind:

. 1122 212
P D le|e® e | e
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Das linke Bild behandelt den Fall eines Quadrates
einer geraden Zahl, also (2n)? =4 -n? + 0 wah-
rend das rechte fur das Quadrat einer ungeraden
Zahl die Formel 2n+1)?2 =4n?>+2-2n+1=
4-(m?+n)+1 liefert. Natiirlich ist dies durch
einfaches Rechnen sofort zu verifizieren, aber die
visuelle Einbettung mag eine zusétzliche Hilfe und
Motivation sein. Ein alternatives Diagramm hierzu
ist:

-1 w4l 2xd-d
- A A - A A x —
* * *

Diesem zweiten bildlichen Beweis kann man zudem
noch den schonen Sachverhalt entnehmen, dass die
ersten n ungeraden naturlichen Zahlen sich zum
Quadrat von n aufsummieren.

3. Rezeption ikonischer vs. formaler
Beweise

Im Mathematikstudium (und vielleicht auch schon
im Mathematikunterricht an der Schule) hdrt man
friher oder spéter die Legende, dass Carl Friedrich
Gaul’ als Volksschulkind die als Fleissaufgabe an-
gedachte Beschéftigung, die natirlichen Zahlen von
1 bis 100 aufzusummieren, zlgig wie folgt loste:

2-(14-+99+100) =142 +--+99+ 100
+1004+99 4 -+ 2+1
=101+ 101+ -+ 101 + 101 = 50 - 101,

woraus sich leicht die Summenformel
1
1+2+---+n=§n(n+1)

herleiten lasst. Der nachstehende ikonische Beweis
greift diese Idee auf:

Abb. 5: Ausschnitt aus dem Scientific American: Ein Be-
weis nach Martin Gardner (1973, S. 114).

Ublicherweise wird besagte Formel jedoch mit voll-
standiger Induktion bewiesen. Hierzu bemerken
David Tall et al. (2012, S. 38): “the generic pictori-
al and algebraic proofs made more sense to the
students because they gave a meaningful explana-
tion as to why the proof is true, whilst the formal
proof by induction is more obscure because it seems
to use the result of the proof (...) during the proof
itself.”

Der hierbei erwahnte algebraische Beweis kdnnte in
Anlehnung an Gaul wie folgt gefiihrt werden:

ZZn:jzzn:(j+n+1—j)=§n:(n+1)
j=1 j=1 j=1

=nn+1)

Die oben zitierte Einschatzung teilt Giuseppe Lon-
go (2012, S. 56): ,,More generally, proving a theo-
rem is answering a question, like Gauss' teacher's
question, about a property of a mathematical struc-
ture or about relating different structures; it is not
proving an already given formula.«

Natdrlich ist das Induktionsprinzip eine wichtige
Beweismethode und die Gauf ‘sche Summenformel
sicherlich ein sehr gutes Beispiel fir deren Anwen-
dung, allerdings verrat der Induktionsbeweis nicht
den Ursprung der Formel. In der mathematischen
Praxis ist in der Regel zuerst ein Zusammenhang
(wie etwa die obige Formel) zu erahnen und erst
dann kann ein rigoroser Beweis gefuhrt werden.
Insofern scheint es sinnvoll einem Induktionsbe-
weis, wenn mdglich, auch eine Erklarung zur Seite
zu stellen, die den Hintergrund des Sachverhaltes
beleuchtet. Die Gaul3‘sche Legende liefert mit dem
zugehorigen ikonischen Beweis einen solchen Bei-
trag.

Erich Ch. Wittmann und Jochen Ziegenbalg disku-
tieren ikonische Beweise an der Hochschule allge-
meiner. Zu deren Rigorositét, gerade auch im Ver-
gleich zu den tblichen formalen Beweise &ulern sie:
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,Die Muster zeigen, wie Zahlen geometrisch kon-
struiert sind, und offenbaren dadurch Eigenschaften,
die den Zahlen durch die Konstruktion (,,Erzeu-
gung”) aufgeprigt werden. Auf dieser Basis lassen
sich stichhaltige mathematische Beweise fiihren, da
die Operationen offensichtlich bei jedem derartigen
Muster unabhingig von seiner ,,GroBe durchfiihr-
bar sind. Selbstverstdndlich ware es kein stichhalti-
ger mathematischer Beweis, wenn die Richtigkeit
der Behauptung nur fir einige Félle verifiziert wir-
de. Dadurch, dass aber nicht auf einzelne Beispiele,
sondern auf allgemein ausfihrbare Operationen und
deren Wirkungen zurtickgegriffen wird, ist die All-
gemeingltigkeit gesichert. Man nennt Beweise
dieser Art deshalb operative Beweise.” (Wittmann
& Ziegelbalg, 2007, S. 38)

Allerdings sehen die Autoren ,,dass viele, die mit
operativen Beweisen erstmalig in Berihrung kom-
men, diese Form von beweisen nur schwer akzeptie-
ren kdnnen, weil sie im Gegensatz zu den gewohnten
Vorstellungen von Beweisen steht.** Diese mangeln-
de Akzeptanz sehen Wittmann und Ziegenbalg in
der schulmathematischen Pragung begriindet:

,,Als Ubung erhielten die Studierenden die Aufgabe,
die beiden Beweise zu vergleichen und zu bewerten.
Die Auswertung der Antworten zeigte deutlich, wie
stark viele Studierende von ihrer Schulzeit her auf
symbolische Beweise festgelegt sind und wie
schwer es ithnen fillt, sich auf ,,ikonische Beweise
einzustellen.“ (ebenda, S. 41)

Aber auch fiir die Schule haben ikonische Beweise
bereits einiges zu bieten. Fir den Unterricht in der
Sekundarstufe bieten sich neben den Quadratzahlen
beispielsweise die mit diesen verbandelten Drei-
eckszahlen an. Fir die Primarstufe verweisen wir
auf die bereits oben angerissenen operativen Bewei-
se, beispielsweise zu Eigenschaften von geraden
und ungeraden Zahlen mit so genannten Plattchen,
wie sie Erich Ch. Wittmann (2014, S. 214 ff.) be-
schreibt; hier wird auch kurz der interessante Bezug
zur Schule des Pythagoras hergestellt, in der ,,beim
Legen von Steinchen allgemeingliltige zahlentheore-
tische Muster entdeckt und bewiesen [wurden].* Der
Autor betont den Vorteil solcher und anderer opera-
tiver Beweise (die sich durch die Erforschung eines
mathematischen Problems ergeben, sich auf Opera-
tionen mit ,,quasi-realen” mathematischen Objekten
begriinden, die Darstellungsmittel der Lernenden
benutzen und sich in einer schlichten und symbol-
armen Sprache fuhren lassen) und weist auf die
Né&he zwischen diesen und formalen Beweisen hin
(ebenda, S. 226). Dieser Zugang zur Mathematik
lasst sich bereits in der Schule mit ikonischen Be-
weisen wunderbar realisieren.

Natdrlich wird dies auch bereits im mathematischen
Schulunterricht umgesetzt. Im Rahmen einer Auf-
gabe Kino sollen ,,die Schiilerinnen und Schiiler
zeigen, dass sie das Aufbauprinzip des gezeigten
Publikumsraumes verstanden haben, die zu Grunde
liegende Zahlstrategie erkennen und auf die basierte
Situationen anwenden konnen®, so schreiben H.
Achilles et al. (2007, S. 52) im Rahmen der Lern-
standserhebungen in Nordrhein-Westfalen. In die-
sem Zusammenhang werden Eckzahlen und insbe-
sondere Dreieckzahlen diskutiert, welche sich ge-
maR ihrer geometrischen Definition durch Plattchen
visualisieren lassen. Durch einfache Verschiebungen
der Plattchen lassen sich Identitaten zwischen bei-
spielsweise Dreieckzahlen und Rechtecken herlei-
ten.

Pladoyer

Diese Gedanken zu Beweise ohne Worte mit Blick
auf Quadrate in der elementaren Zahlentheorie lie-
Ren sich ohne weiteres noch ausdehnen. Mathemati-
sche Stichworte in diesem Kontext sind etwa die
pythagoréischen Tripel, GauR' Methode des Abzéah-
lens von Punkten mit ganzzahligen Koordinaten in
einem Kreis und Minkowskis Geometrie der Zahlen.
Weitere anregende Illustrationen zu den ver-
schiedensten Themen der Mathematik finden sich in
der deutschen Herausgabe der Sammlungen von
Roger B. Nelsen (2016). Einige davon gehen zuriick
auf Alfinio Flores, der sich auch intensiv mit den
didaktischen Mdglichkeiten ikonischer Beweise
auseinandergesetzt hat (siehe etwa Flores, 2002).

Ich schlieBe meine kurzen Ausfliihrungen zum Wert
von Anschauung in der Mathematik mit einem PI&-
doyer, in der Lehre an Schule und Hochschule, dort
wo es mdglich und sinnvoll ist, Illustrationen als
frihe Stufe des mathematischen Argumentierens
einzusetzen!

Anmerkungen

YIm Original: “Geometry is the science of correct reason-
ing on incorrect figures.” (Pélya, 1945, S. 75).
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