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Zusammenfassung: Zur Steigerung der Problemlo-
sekompetenz von Lernenden in der Schule und an der
Universitét gibt es unterschiedliche Ansatze. Im vor-
liegenden Beitrag wird ein solcher Ansatz préasentiert
und diskutiert, der auf dem genannten Gebiet bislang
wenig Beachtung gefunden hat: Die Arbeit mit kon-
kreten Losungsideen im Form von vorgegebenen Ab-
bildungen bei Aufgaben mit mehreren Losungsmog-
lichkeiten. Die vorgegebenen Abbildungen dienen als
Anregung fir heuristische Ideen, die weitergedacht
und zu méglichen Losungswegen ausgearbeitet wer-
den sollen. Die Methode wird am Beispiel eines
Problems aus der Geometrie vorgestellt und anhand
der Ergebnisse und Erfahrungen einer Erprobung
unter Studierenden diskutiert.

Abstract: Problem solving is an important part of
mathematics teaching that is difficult to implement.
Therefore, there are several approaches to foster the
problem solving competencies of students and teach-
ers. In this paper, another approach at fostering such
competencies that so far has received little attention
is presented and discussed: Working with multiple
solution problems and concrete solution ideas in the
form of figures given to the problem solvers. Those
figures hint at solutions that need to be elaborated by
the problem solvers, fostering the use of heuristics.
The method is presented using a geometric problem;
results and experiences of tests are discussed.

1. Einleitung — Begriffsklarung: Probleme,
Problemlésen, Problemlésekompetenz
und ihre Rolle im MU

Problemlésen ist ein wichtiger Bestandteil der Ma-
thematik und des Mathematikunterrichts iberall auf
der Welt (vgl. Térner et al., 2007; NCTM 2000). Al-
lerdings wird Ubereinstimmend berichtet, dass Prob-
lemldsen flr viele Lernende in Schulen und Hoch-
schulen teilweise sehr schwierig ist (z. B. Schoen-
feld, 1985; Hembree, 1992). Um Lernende beim Auf-
bau von Problemldsekompetenz zu unterstltzen,
werden unterschiedliche Ansétze wie Heurismentrai-
nings verfolgt.

In diesem Artikel wird ein spezieller Ansatz eines
Heurismentrainings zur Steigerung der Problemldse-
kompetenz prasentiert und diskutiert, der bislang we-
nig Beachtung gefunden hat: Die Arbeit mit konkre-
ten Losungsideen in der Form vorgegebener Abbil-
dungen bei Aufgaben mit mehreren Losungsmog-
lichkeiten (allerdings mit einem eindeutigen Ergeb-
nis). Diese Idee wird in Abbildung 1 am Beispiel des

Satzes des Pythagoras illustriert: Auf der Basis der
Vorlagen sollen Lernende angeregt werden, unter-
schiedliche Aufgabenldsungen zu erarbeiten und zu
reflektieren, in diesem Fall also verschiedene Be-
weise des Satzes zu formulieren. Es geht hier nicht
um sog. anschauliche Beweise, in denen der Verlauf
des Beweisens durch Abbildungen ,,erzahlt™ wird.
Stattdessen dienen hier die Abbildungen als Ideen,
die weitergedacht und ausgearbeitet werden sollen.

Im vorliegenden Artikel geht es wohlgemerkt nicht
um eine experimentelle Studie, in der die genannte
Methode mit anderen Verfahren zur Steigerung der
Problemlésekompetenz verglichen werden soll. Es
geht um eine Vorstellung der Methode und ihre Dis-
kussion anhand theoretischer Uberlegungen und em-
pirischer Beispiele.

2. Theoretischer Hintergrund

2.1 Grundlagen

Unter ,,Problemlésen verstehen wir die (nicht not-
wendigerweise erfolgreiche) Bearbeitung von Aufga-
ben, fir die kein vollstandiges Lésungsschema be-
kannt ist (Schoenfeld, 1985; Ddrner, 1979). Eines der
Ziele eines Lehrgangs zum Problemlsen — sei es in
der Schule oder an der Universitat — ist es, Lernende
auf unbekannte Situationen vorzubereiten. Dass das
Problemldsen fir viele Schilerinnen und Schiiler so-
wie Studierende schwierig ist, liegt schon in der De-
finition des Gegenstands, schlielich geht es um Auf-
gaben mit (teilweise) unbekannten Anforderungen.

Aus der Definition des Problembegriffs ergibt sich
bereits, dass fur den jeweiligen Problemldser kein
Ldsungsweg vorbestimmt ist. Viele Probleme ermég-
lichen mehrere Losungswege und bieten auf diese
Weise unterschiedlichen Bearbeitern jeweils eigene
Zugange bzw. einem Problemléser mehrere Herange-
hensweisen.

In der Forschung zum Problemlésen werden in der
Regel vier Bereiche genannt, in denen Schwierigkei-
ten von Lernenden ausgemacht werden kénnen und
die bei der Untersuchung und dem Training von
Problemlésekompetenzen  beriicksichtigt  werden
sollten (Schoenfeld, 1985): Vorwissen (resources),
Problemldsestrategien (heuristics), metakognitive
Fahigkeiten (control) sowie Uberzeugungen und Ein-
stellungen (beliefs).
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Abb. 1: visuelle Hilfen, um verschiedene Beweise des Satzes des Pythagoras zu finden

Das in diesem Artikel vorgestellte Konzept zum
Problemldsenlernen — die Arbeit mit Problemen mit
vielen mdglichen Losungswegen mittels entspre-
chender Hilfestellungen — fokussiert insbesondere
auf das Arbeiten mit Problemldsestrategien bzw.
Heurismen.

Unter Heurismen versteht man mathematische Tatig-
keiten und Ideen wie das Betrachten von Spezialfal-
len, das Betrachten von Symmetrien oder das Einfiih-
ren von Bezeichnungen und Hilfslinien. Sie kénnen
helfen, ein Problem besser zu verstehen und Fort-
schritte auf einem Weg zur Lésung ermdglichen. Im
Gegensatz zu Algorithmen sind sie deutlich vielseiti-
ger einsetzbar, liefern aber keine Losungsgarantie
(vgl. Rott, 2013, Kap. 4). Heurismen wurden durch
Pdlya (1945) im Bewusstsein der Mathematikdidak-
tik verankert, entsprechende Trainings wurden bei-
spielsweise von Schoenfeld (1985, Kap. 6), Koichu,
Berman und Moore (2007) sowie Collet (2009) ent-
worfen und wissenschaftlich begleitet.

Beispiele fir Heurismen (nach Bruder & Collet,
2011), die auch fur die Bearbeitung des hier behan-
delten Problems hilfreich sind und in Kapitel 3 im
Kontext dieses Problems erlautert werden, sind heu-
ristische Hilfsmittel wie

e das Einfiihren von Bezeichnungen,

e das Einfligen von Hilfslinien

e das Veranschaulichen durch informative Figuren
(Darstellung von Beziehungen und Informatio-
nen).

Hinzu kommen heuristische Prinzipien wie

e das Zerlegungs- und Erganzungsprinzip (zuei-
nander komplementare VVorgehensweisen),

e das Extremalprinzip (dazu zdhlen wir auch die
Suche nach Spezialfdllen und Randbedingun-

gen),

e das Symmetrieprinzip (Suche nach Symmetrien
zwischen den Elementen der durch die Problem-
stellung gegebenen Informationsmenge, in unse-
rem Problem bedeutet dies Suche nach Symmet-
rien in geometrischen Figuren)

e das Transformationsprinzip (bedeutet hier die
Unterstiitzung des Aspektwechsels, z. B. die sta-
tische oder dynamische Betrachtung einer Abbil-
dung)

e und das Ruckfihrungsprinzip (Zuruckfiihren auf
etwas Bekanntes).

Langfristig wird durch das hier vorgestellte Konzept
zum Problemldsenlernen aber nicht nur die Verwen-
dung von Heurismen trainiert, sondern auch eine An-
derung bzw. eine Verstarkung von Uberzeugungen
angestrebt. Unter Uberzeugungen bzw. Beliefs ver-
steht man Konstrukte fiir menschliche Kognitionen,
mit denen man zu beschreiben versucht, welche (in




der Regel) stabilen, subjektiven Annahmen Personen
tber sich und ihre Umwelt haben (vgl. Philipp,
2007). Beliefs filtern die Wahrnehmung und leiten
Handlungen (vgl. ebd.). Schoenfeld fasst pointiert
zusammen, inwiefern die bewusst oder unbewusst
herrschenden Uberzeugungen von Lernenden ihre
Arbeit an Problemen beeinflussen:

“One’s beliefs about mathematics can determine how
one chooses to approach a problem, which techniques
will be used or avoided, how long and how hard one
will work on it, and so on. Beliefs establish the con-
text within which resources, heuristics, and control
operate.” (Schoenfeld, 1985, S. 45).

Wer beispielsweise ,,gelernt” hat, dass Aufgaben im
Mathematikunterricht immer mit der zuletzt behan-
delten Regel geldst werden kdnnen, bricht die Bear-
beitung eines Problems, das sich nicht (direkt) mit ei-
nem bekannten Verfahren l6sen I&sst, vermutlich re-
lativ schnell ab (vgl. Schoenfeld, 1992). Wenn ein
Lernender glaubt, dass Aufgaben immer genau eine
richtige Lésung und einen korrekten Lésungsweg be-
sitzen, wird er nie nach alternativen Ldsungsmog-
lichkeiten suchen (ebd.), auch wenn man dabei viel
lernen und interessante Zusammenhange entdecken
kann (vgl. Polya, 1945).

Durch das hier beschriebene Problemldsetraining
wird eine Beliefdénderung angestrebt, indem betont
wird, dass mathematische Probleme oft mit unter-
schiedlichen Ansétzen geltst werden kénnen. Der
Einsatz von Problemen mit mehreren Losungswegen
kann verdeutlichen, dass es oft mehr als einen richti-
gen Ansatz fur mathematische Aufgaben gibt (vgl.
Schoenfeld, 1985) und dass das Wesen der Mathema-
tik etwas anderes ist als Schemata zu erlernen und an-
zuwenden (vgl. Leuders, 2003). Durch die Suche
nach (bzw. die Arbeit mit) verschiedenen L&sungs-
wegen zu demselben Problem kann die Problemldse-
fahigkeit entwickelt werden. Dadurch kann sich auch
die Uberzeugung, dass Problemldsen nicht nur fiir
mathematisch besonders Begabten erdacht wurde,
entwickeln bzw. verstarken.

2.2 Probleme mit verschiedenen Losungswe-
gen (multiple solution tasks)

Vielfach wurde auf den didaktischen Nutzen des Su-
chens und Findens mehrerer Ldsungswege fiir ein
Problem hingewiesen (siehe auch Leikin & Leyv,
2007), insbesondere betont Polya dies in seiner vier-
schritten Anleitung zum Problemldsen (in der Phase
der Riickschau fragt er ,,Kénntest Du fiir die Losung
auch einen anderen Weg finden?). Durch das Aus-
tauschen einzelner Schritte oder das Andern des gan-
zen Losungswegs konne man sehr viel flr spétere
Problemldseversuche lernen (dies wird u. a. auch von
Schoenfeld, 1985, Kap. 4, betont).

Der Einsatz von Problemen mit mehreren L&sungs-
moglichkeiten kann daher auch fiir das Lernen von
Mathematik in der Schule und der Hochschule sehr
fruchtbar sein. Durch die Betrachtung eines Lernge-
genstands aus verschiedenen Perspektiven konnen
mehrere mentale Reprasentationen aufgebaut und
verknupft werden und auf diese Weise zu flexiblem,
vielféltig einsetzbaren Wissen fuhren (Schukajlow,
2011). Ahnliche Uberlegungen finden sich auch
schon bei Winter (1989, Kap. 9). In diesem Zusam-
menhang kann die Arbeit mit solchen Aufgaben auch
aus dem Grund sehr fruchtbar sein, dass unterschied-
liche Lerntypen und Denkstile angesprochen werden
(vgl. Borromeo Ferri, 2010; Rehlich, 2010; Riding,
2001; Schwank, 2003).

Generell konnte in verschiedenen Studien gezeigt
werden, dass durch das Anfertigen verschiedener L6-
sungswege beim Problemldsen die Qualitat der Ma-
thematikstunden erhoht werden kann. Auf diese
Weise bleiben die Ideen von Schiilern nicht unbeach-
tet; generell kdnne eine entsprechend veranderte Dis-
kurskultur zu besseren Lernergebnissen der Lernen-
den beitragen (Levav-Waynberg & Leikin, 2006; Gu-
berman & Leikin, 2013).

Die Beschéaftigung mit verschiedenen Losungswegen
von Problemen erlaubt nicht nur Vernetzung mathe-
matischen Wissens und Konnens, sondern kann auch
als diagnostisches Mittel dafir dienen (Levav-Wayn-
berg & Leikin, 2009). Zusatzlich weist Krutetskii
(1976) darauf hin, dass Probleme mit verschiedenen
Losungsansatzen auch dafiir genutzt werden kénnten,
Flexibilitat im mathematischen Denken zu erkennen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die For-
schung in den letzten drei Jahrzehnten Fortschritte im
Bereich des Erwerbs von Problemlésekompetenzen
erreicht hat. Vieles bleibt aber noch zu tun, darunter
auch die Erforschung des Themas ,,die Angabe von
mehreren Losungswegen zu einem Problem* (Silver
et al., 2005). Hierzu soll mit der vorliegenden Studie
ein Beitrag geleistet werden.

2.3 Gestufte Hilfestellungen fir das Ldsen
von Problemen mit verschiedenen LO-
sungswegen

Wie gerade dargelegt wurde, gibt es viele Griinde, die
dafiir sprechen, im Unterricht Probleme mit verschie-
denen Losungswegen einzusetzen und mehrere Lo-
sungen von den Lernenden einzufordern. Dies im
Unterricht tatsachlich so umzusetzen, ist allerdings
nicht immer einfach: Einerseits lasst bei vielen Ler-
nenden die Neugier nach, sobald eine korrekte L6-
sung gefunden wurde, andererseits bleiben viele
Problemldser an ihren Ideen ,,hdngen™ und es bedarf
groRer Kreativitat, (ganzlich) andere Ldsungswege
zu entdecken (vgl. Leikin & Lev, 2013). Letzteres gilt
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insbesondere flir anspruchsvolle Probleme wie Wett-
bewerbsaufgaben. Bei einfacheren Problemen hinge-
gen kann das Anfertigen verschiedener Lésungswege
sogar in relativ kurzer Zeit erwartet werden, wie bei-
spielsweise Levav-Waynberg und Leikin (2009) in
einer Untersuchung mit einem geometrischen Prob-
lem zeigen konnten.

Da die Schwierigkeit von Problemen nicht objektiv
feststellbar ist, sondern vom jeweiligen Problemldser
abhéngt, bedarf es anderer Wege, Lernende an unter-
schiedliche Problemldsungen heranzufiihren. Eine
Maglichkeit hierzu sind gezielte Impulse und Hilfe-
stellungen (die natdrlich unterschiedlich konkret aus-
gepragt sein kdnnen), wie sie im Folgenden diskutiert
werden. Zundchst wird kurz erértert, dass entspre-
chende Hilfestellungen prinzipiell an drei verschie-
denen Stellen des Problemléseprozesses gegeben
werden konnen:

1) Nach einer ersten Bearbeitung kdnnen die L&-
sungsideen einer Klasse gesammelt und vergli-
chen werden. Mit gezielten Impulsen und even-
tuell ergdnzendem Input kann die Lehrkraft eine
abstrahierende Reflexion der Ldsungsansatze an-
leiten (z. B. Bruder, 2014, S. 37). Im Idealfall
wird danach mit den neuen Impulsen weiter ge-
arbeitet.

2) Wahrend der Arbeit an einem Problem kann die
Lehrperson den Lernenden mit Fragen und Be-
merkungen helfen, ihre eigenen Ideen und An-
satze auszuarbeiten und eventuell zusatzliche
Ansdtze zu entwickeln.

3) Vor der Bearbeitung eines Problems kdnnen be-
reits entsprechende Hilfen gegeben werden.
Durch (schriftlich) vorbereitete Impulse bis hin
zur Présentation von Musterlosungen konnen
Lernende zum Entdecken bzw. Nachvollziehen
unterschiedlicher Ansétze gebracht werden.

In den in diesem Artikel vorgestellten Uberlegungen
widmen wir uns der Mdglichkeit (3), Impulse bereits
vor dem Beginn der Arbeit an einem Problem zu pra-
sentieren. Ergebnisse aus der Forschung zur Arbeit
mit Hinweisen (,,prompts) und Musterlosungen
(,,worked-out examples™) zeigen eindeutige Ergeb-
nisse (vgl. Bannert, 2009; Renkl, 2005; Atkinson et
al., 2000): Die Arbeit mit Lésungshilfen und Muster-
I6sungen ist dann am effektivsten, wenn sie durch ak-
tives Partizipieren angereichert wird, beispielsweise
die Arbeit an Problemen (Rott & Gawlick, 2014;
Stark et al., 2000), die Bearbeitung zusatzlicher Be-
grundungs-Prompts (Stark et al., 2008) oder das An-
fertigen von Selbsterklarungen (Renkl, 2002). Reines
Lernen mit Losungsbeispielen ist im Gegensatz dazu
wenig erfolgreich, aber zumindest erfolgreicher als
gar kein Unterricht (Stark et al., 2000).

2.4 Forschungsintention

Das Ziel dieses Beitrags ist es, die Arbeit an Proble-
men mit mehreren angedeuteten Lésungswegen vor-
zustellen und zu diskutieren. Wir glauben, dass es
sich hierbei um eine Methode handelt, die gut geeig-
net ist, Lernenden wichtige Erkenntnisse tber das
Problemldsen zu vermitteln: Hierbei geht es inshe-
sondere um die Tatsache, dass es fiir Probleme in der
Regel nicht nur einen Losungsweg gibt, sondern dass
verschiedene Ideen und Ansétze zielflhrend sein
konnen. Zusatzlich lassen sich mithilfe dieser Me-
thode auch heuristische Ideen vermitteln.

Zunachst soll die theoretische Diskussion zusam-
mengefasst und zu einer Liste von Thesen zugespitzt
werden. Diese Thesen werden anschlieBend mithilfe
einer empirischen Erprobung zumindest ein Stiick
weit untersucht. Es geht hierbei —um das noch einmal
zu betonen — nicht um einen Vergleich der Wirksam-
keit der vorgestellten Methode mit anderen Heuris-
mentrainings o. &. Es geht lediglich um eine theorie-
gestitzte Erprobung der Methode.

Die bisherigen Uberlegungen zusammenfassend se-
hen wir folgende Vorteile der Vorgabe von mehr oder
weniger konkreten Losungsideen in der Form von
Abbildungen. Bereits kurzfristig sollten sich folgende
Beobachtungen einstellen:

e Das Finden von Ldsungswegen wird erleichtert,
insbesondere kdnnen durch die Vorgabe von L6-
sungsideen auch unerfahrene Problemldser eher
zu einer Losung gelangen (Clark et al., 2006).

e Das Finden verschiedener L6sungswege wird er-
leichtert, auch solche Problemldser, die ohne
Hilfe eine Ldsung finden konnen, aber dann
keine weiteren Losungsideen entwickeln, kénnen
durch angedeutete Losungsideen weitere An-
satze finden und ausfiihren.

e Mehr Lernende flihlen sich angesprochen (inte-
ressiert), an der Problemldsearbeit teilzunehmen,
da durch die Vorgabe von Lésungsideen — auf
heuristischer, aber auch auf inhaltlicher Ebene —
die Einstiegshurde gesenkt wird; insbesondere
werden auch Ldsungen auf verschiedenen
Schwierigkeitsniveaus ermdglicht.

Eher langfristig sollten sich folgende Auswirkungen
ergeben:

e Die Andeutung unterschiedlicher Lésungswege
regt dazu an, diese (evtl. erst nach der Bearbei-
tung des Problems) im Sinne von Pélyas (1945)
Rickschau zu vergleichen und zu reflektieren,
was zur Schulung der Problemldsefahigkeit bei-
tragen kann.
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e Die Lernenden kdnnen durch das Nachvollziehen
der Losungsansdtze verschiedene Heurismen
kennenlernen und evtl. erlernen (,,Lernen am
Modell*). In diesem Fall kann eine aktive Ausei-
nandersetzung mit den L&sungsansatzen (also
insbesondere das Erstellen eigener Losungen),
erganzt durch die Verkniipfung mit den (vorge-
gebenen) Bildern, auch ein ,,Behalten” und ,,Her-
vorrufen unterstiitzen (Clark & Paivio, 1991;
Paivio, 2014).

e Die Lernenden werden bewusst dazu angeregt,
verschiedene Losungswegen zu einer Aufgabe zu
suchen; das ist etwas, was im ,,normalen Unter-
richt* nur selten vorkommt. Dies kann mittel- bis
langfristig zu einer Anderung des Mathematik-
bildes bzw. der mathematikbezogenen Uberzeu-
gungen fuhren, die von Bildungsforschern als po-
sitiv eingeschéatzt wird.

Eine solche Vorgabe von Ideen kdnnte sich — eher
langfristig — allerdings auch nachteilig auswirken:

e Der Schwerpunkt der Problemldseprozesse ver-
lagert sich vom heuristischen zum mathemati-
schen Arbeiten; der Anteil ,,eigener” heuristi-
scher Ideen an der Problemldsung wird (in Bezug
auf Losungen, die man ohne Hilfe gefunden
hatte,) kleiner.

e Aufgrund des groflen Angebots an mdglichen
Losungswegen erhalten eigene Ideen vermutlich
weniger Raum, als wenn keine Abbildungen vor-
gegeben werden. Dies konnte v. a. bei leistungs-
fahigeren Lernenden zu einem Aktivitétsriick-
gang fuhren.

e Wird diese Art von Hilfestellung zu oft verwen-
det, konnte Lernende ein falsches Bild vom ma-
thematischen Problemldsen vermittelt werden.

Diese Thesen verdeutlichen, dass die Auswirkungen
des Arbeitens mit Lésungsideen in Form von Bildern
auf verschiedenen Ebenen unterschiedlich ausfallen
kdnnen: Sie kdnnen positiv oder negativ sein und sie
konnen kurzfristig oder langfristig wirken. Langfris-
tige, nachhaltige Auswirkungen der vorgestellten
Methode auf die Problemlésekompetenz und die
Uberzeugungen von Lernenden kénnen sicherlich
nur dann eintreten, wenn Lernende Uber einen langen
Zeitraum hinweg immer wieder mit Problemen und
zugehorigen Losungshilfen konfrontiert werden.
Eine entsprechende Untersuchung ist nicht das Ziel
der vorliegenden Studie. Untersucht werden sollen
stattdessen kurzfristige Auswirkungen, die sich di-
rekt beim Einsatz der Methode beobachten bzw. an-
schlieBend erfragen lassen; aber auch Uber die oben

erwahnten potentiellen langfristigen Auswirkungen
lasst sich nach einer Erprobung spekulieren — beides
wird im Diskussionsteil aufgegriffen. Beispielsweise
die folgenden Fragen lassen sich hierzu formulieren:
Bietet die Methode leistungsschwachen Problemlo-
sern angemessene Hilfestellungen? Werden Ler-
nende wirklich zum Finden mehrerer Losungswege
angeregt? Lasst sich eine gesteigerte Motivation der
Problemldsenden feststellen? Werden aber evtl. auch
eigene Losungsansatze der Lernenden unterdrickt
und insbesondere leistungsstarke Problemldser ein-
geschrankt?

3. Das Problem und einige mdégliche L6-
sungswege — mit Kommentaren

Die zu Uberprifende Annahme, die der vorliegenden
Studie zugrunde liegt, lautet also, dass L&sungsbei-
spiele, die bereits vor Beginn des Prozesses gegeben
werden, hilfreich beim Problemlésenlernen sein kén-
nen. Die Lésungen sollten allerdings nicht (fast) voll-
stdndig gegeben werden — die Vorgaben scheinen
dann besonders lernforderlich zu sein, wenn die Ler-
nenden selbst aktiv werden und sich Inhalte selbst er-
arbeiten missen. Daher prasentieren wir Losungsan-
sétze in Form von Abbildungen, die das Finden von
Ldsungen erleichtern, ohne diese Lésungen komplett
vorzugeben. Solche Ansétze und Ideen konnen auch
unerfahrenen Problemldsern zu Losungen verhelfen
(Clark et al., 2006) und ermdglichen das Kennenler-
nen von Heurismen (,,Lernen am Modell).

Fir die Analyse wurde ein bekanntes geometrisches
Problem gewahlt, das unter anderen beim Wettbe-
werb Tamas Varga in Ungarn 1992 fiir Schilerinnen
und Schiler der 7. Klasse gestellt wurde (Pogats,
1995, S.99, vgl. auch Schoenfeld 1985, S. 77-81).
Die Aufgabe lautet:

Der Mittelpunkt eines Quadrats mit der Seitenlange
2 cm sei ein Eckpunkt eines anderen Quadrats mit der
gleichen Seitenlénge.

Wie grol} ist der gemeinsame Teil beider Quadrate?

Das komplette Arbeitsblatt fur die Erprobung ist in
Abb. 2 dargestellt.

Fir die Erstellung des Arbeitsblattes mit seinen sechs
Bildern wurden Ideen aus vorher gesammelten bzw.
angefertigten L6sungsansatzen genutzt (Ambrus,
2006, 2007a, 2007b). Es gibt auBerdem weitere L6-
sungsmaoglichkeiten, siehe z. B. bei Ambrus (2007b,
Losung 3) oder Rott (2013, Kap. 9). Die Bilder wur-
den so gestaltet, dass sie im besten Fall Ideen fur
mehrere Ansdtze liefern kdnnen.




Die Aufgabe:

der gleichen Seitenléange.
Wie grol? ist der gemeinsame Teil beider Quadrate?

Der Mittelpunkt eines Quadrats mit der Seitenlange 2cm sei ein Eckpunkt eines anderen Quadrats mit

Erganze die folgenden Abbildungen mit relevanten Losungswegen:
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Abb. 2: Das Arbeitsblatt fir die Studierenden

Im Weiteren werden die Losungswege zu den sechs
Bildern auf dem Arbeitsblatt aufgezeigt bzw. aus
Platzgriinden teilweise auch nur angedeutet. Dazu
werden die jeweils benétigten Vorkenntnisse und die
zugehorigen Schulstufen aufgezeigt, in denen dieses
Wissen vorhanden sein sollte. Zusétzlich werden zu
jedem Ldsungsweg diejenigen Heurismen (vgl. Bru-
der & Collet, 2011, S. 37 ff.) kurz erldutert, die bei
dem konkreten Ansatz unseres Erachtens am hilf-
reichsten sind. Der Heurismus ,,Veranschaulichung
durch informative Figuren™ ist dabei natiirlich bei al-
len sechs Ansétzen von grof3er Bedeutung, durch das
Arbeitsblatt groRtenteils aber bereits vorgegeben und
nur noch teilweise von den Problemldsern auszufiih-
ren.

In zusatzlichen Kommentaren werden neben den hilf-
reichen Heurismen auch didaktische Anmerkungen
zu den Losungswegen angegeben.

Diese Diskussion der Losungswege basiert auf eige-
nen Losungen des Problems sowie auf entsprechen-
den Abhandlungen aus der Literatur. Beispielsweise
werden bei Pogats (1995) zwei Losungsmoglichkei-
ten erwéhnt, die beide die Drehsymmetrie (vierten
Grades) des Quadrats verwenden. Schoenfeld (1985)
erwahnt die Aufgabe im Zusammenhang mit einer
Diskussion tiber Heurismen bzw. konkret bei der Be-
trachtung von Spezialféllen.
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LOosung 1

Losungsskizze: Abbildungsgeometrisch lasst sich die
abgebildete Konfiguration als vierfache Rotation der
Ursprungsfigur um den Mittelpunkt des ersten Quad-
rats auffassen. Wegen der vierfachen Drehsymmetrie
des (stehenden) Quadrates ergeben sich im ersten
(stehenden) Quadrat vier zueinander kongruente, also
inshesondere flachengleiche Vierecke. Die gesuchte
Flache ist damit ein Viertel des Quadrates, also
1 cm?,

Vorkenntnisse: vierfache Drehsymmetrie des Quad-
rates, Erfahrungen mit Zerlegungen.

Stufe: 12 — 13 Jahre (7. Jahrgang)

Kommentar: Die Figur richtet die Aufmerksamkeit
auf die vierfache Drehsymmetrie von Quadraten und
macht es bereits jungen Schulerinnen und Schulern
(ab Jahrgang 5) — naturlich auf einem altersméafigen
Niveau — moglich, einen Beweis flr das Problem zu
erstellen. Mdgliche Heurismen in diesem Ansatz sind
das Symmetrieprinzip und das Erganzungsprinzip.

L6sung 2

Losungsskizze: Man zeigt, dass die Dreiecke OSC
und OMA nach dem Kongruenzsatz ,,SWW* kongru-
ent sind. Die Flache des gemeinsamen Teils (Fopas)
ist die Summe der Flacheninhalte von zwei Drei-
ecken (ASO und OMA):
2-k)-1 k-1
Fomas = Faso + Foma = > + >
21 k-1 k-1
) 2 "2 T
Alternativ kann die gesuchte Flache durch Wegneh-
men und Ergénzen der erwéhnten kongruenten Drei-
ecke auf einen Spezialfall zurtickgefuhrt werden (die
Kongruenz folgt wie vorher aber auch direkt aus der
vierfachen Drehsymmetrie des ersten Quadrates):

1

Foma + Faso = Foma + Fosc = Foac-

und der Flacheninhalt von Fgac ist ein Viertel des
Flacheninhalts des Quadrates.

Vorkenntnisse: Kongruenz von Dreiecken, Erfahrun-
gen mit Zerlegungen, Dreiecksflache (Drehsymmet-
rie des Quadrates um den Mittelpunkt der kompletten
Konfiguration um 90°, insh. dass die Strecken OM
und OS gleich lang sind). Aufschreiben und Umfor-
men von algebraischen Termen.

Stufe: 12 — 13 Jahre (7. Jahrgang)

Kommentar: Das Bild deutet (mindestens) die beiden
angesprochenen Ansétze an, lasst aber auch weitere
Ideen zu. Als Heurismen sind hier das Zerlegungs-
prinzip (Betrachtung von Teilfl&chen in der Konfigu-
ration) und das Extremalprinzip (Ruckfuhrung auf ei-

nen Spezialfall) bzw. das Transformationsprinzip (al-
gebraische Bearbeitung eines geometrischen Prob-
lems) sowie das Rickfuhrungsprinzip (z. B. auf die
Drehsymmetrie der Konfiguration, wenn sie schon
im ersten Losungsansatz erkannt wurde) nahelie-
gend.

Lésung 3

Losungsskizze: Die gesuchte Flache kann zerlegt
werden in zwei rechtwinklige Dreiecke und ein
Rechteck mit den Seitenlangen r und 1. Die beiden
Dreiecke sind (nach dem Kongruenzsatz ,,.SWW<)
kongruent zueinander, ihr Flacheninhalt betragt:
1-k)-1
Fars = 1201

Der Flacheninhalt des gemeinsamen Teils betragt da-

mit:

1-k-1
2

Alternativ kann durch ein ,,Umlegen” des Dreiecks
OTS (angedeutet durch den Pfeil) der gesuchte Fla-
cheninhalt auf einen (im Vergleich zu Lésung 2 an-
deren) Spezialfall des gemeinsamen Teils zuriickge-
fiihrt werden. Auch hier sieht man, dass der gesuchte
Flacheninhalt wieder ein Viertel der Flache des ers-
ten Quadrates ist.

F=2- +k-1=1

Die Kongruenz der erwahnten Dreiecke und auch das
Umlegen des Dreiecks OST lassen sich wieder direkt
mithilfe der vierfachen Drehsymmetrie des Quadra-
tes begrlinden.

Vorkenntnisse: Kongruenz von Dreiecken, Erfahrun-
gen mit Zerlegungen, Flache von Dreiecken (Dreh-
symmetrie des Quadrates), Aufschreiben und Umfor-
men von algebraischen Termen.

Stufe: 12 — 13 Jahre (7. Jahrgang)

Kommentar: Als Heurismen sind hier, wie bei der
Losung 2, das Zerlegungsprinzip, das Extremalprin-
zip, das Transformationsprinzip und das Ruckfiih-
rungsprinzip naheliegend.

LOsung 4

Ldsungsskizze: Durch das Einfligen der gestrichelten
Hilfslinie wird der gemeinsame Teil beider Quadrate
in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt.

k =r kann mithilfe der Dreiecke OSC und OMA
(siehe Losung 2) bewiesen werden.

Die Léange der Strecke g bzw. p I&sst sich mithilfe des
rechtwinkligen Dreiecks OTM mit dem Satz des Py-
thagoras ermitteln:

q=J12+(1-1r)2=J12+(1—-k)?=p




(k=r und p=q gilt auch aufgrund der vierfachen
Drehsymmetrie der Konfiguration)

Fir die Flache des gemeinsamen Teils gilt dann (nach
Umformungen):

_(2-kK-k p-q (2-k-k p°

N 2 +2_ 2 +2
_ (2k—k») + (2 -2k +k?)
N 2

Vorkenntnisse: Kongruenz von Dreiecken, Erfahrun-
gen mit Zerlegungen, Flache von Dreiecken (Dreh-
symmetrie des Quadrates), Satz des Pythagoras, al-
gebraisches Umformen.

Stufe: 14 — 15 Jahre (8., 9. Jahrgang)

Kommentar: Der gemeinsame Teil der zwei Quadrate
wird in diesem Fall noch einmal anders aufgeteilt als
in den beiden zuvor betrachteten Losungsansatzen.
Das Transformationsprinzip und das Zerlegungsprin-
zip fuhren damit zu einem weiteren LOsungsweg;
dasselbe gilt fur das Rickfihrungsprinzip (z. B. auf
die Drehsymmetrie oder auf kongruente Dreiecke aus
vorangegangenen Lésungsansétzen).

F

Ldsung 5

Losungsskizze: Sei T der Schnittpunkt der Geraden
durch OR und SQ. Sei P der angedeutete Punkt zwi-
schen S und Q, so dass der Winkel OPT = 90° ist. Au-
Rerdem sei a := Winkel SOP.

Die angegebene Formel RQ: 1 = QT: cot a lasst sich

in die Form 22 = — ymformen und folgt aus dem
QT cota

rechtwinkligen Dreieck TQR, was &hnlich zum

Dreieck OPS ist (Winkel RTQ ist auch gleich a).

Damit folgt auch, dass TQR und TOS d&hnliche

Dreiecke sind.

Mithilfe von Winkelbetrachtungen I&sst sich zeigen,

0S-0T 1
dass Fagrs = PR o und dass Farrq =

T R 1-2si . . .
QTRQ _ 1-2sImacose g1y Der gesuchte Flachenin-
2sinacos o

2
halt lasst sich damit bestimmen:

1-(1-2sinacosa) __ 1

F=Fpors —

F =
ARTQ 2sinacosa

Vorkenntnisse: Satz tiber die Winkelsumme in Drei-
ecken, Ahnlichkeit von Dreiecken, Winkelfunktio-
nen (Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens) und FI&-
cheninhalt von rechtwinkligen Dreiecken, trigono-
metrische Umformungen, algebraisches Umformen.

Stufe: 16 — 17 Jahre (10., 11. Jahrgang)

Kommentar: Die gesuchte Flache wird hier als Diffe-
renz von zwei Flachen bestimmt und die Angabe
RQ:1 = QT: cota auf dem Arbeitsblatt richtet die
Aufmerksamkeit auf die Verwendung von Winkel-
funktionen. Diese Losung mit Winkelfunktionen

sieht auf den ersten Blick komplizierter aus als die
vorigen Losungen, braucht aber nur elementare
Kenntnisse von Winkelfunktionen und trigonometri-
schen Umformungen.

Diese Losung hat ein Experte in Geometrie angefer-
tigt, der zeigen wollte, dass diese Aufgabe auch mit
diesem — hier ungewdhnlichen — Mittel (Verwendung
von trigonometrischen Zusammenhéngen) I6sbar ist.
Neuer Grundgedanke ist auch die angegebene Ergan-
zung des gemeinsamen Teils (Ergédnzungsprinzip)
und damit das Aufschreiben des gesuchten Flachen-
inhalts als Differenz von Flacheninhalten zweier
Dreiecken; dies stellt zugleich einen Aspektwechsel
dar, und damit eine Anwendung des Transformati-
onsprinzips.

Losung 6

Losungsskizze: Die beiden Dreiecke QRV und OSV
sind &hnlich (rechter Winkel sowie Winkel SON =
Winkel QVS). Mit x = |0V|, y=|QV| und k =
|[RQ|, p = |0S| = |OR| (Drehsymmetrie) folgt, dass

[RQ| — [RV| ( )E — X—p
|0S| Isv|’ y+2-k
. |4 R k
sowie 12 — B o0 (2) L = &
lov] — losl x p

Durch Einsetzen und Umformen erhdlt man:

2kp+p3-k? . kp?—k3+2k?
x:%soww:y:pz—
p?-k p?-k?

Damit folgt flir den gesuchten Flacheninhalt F:

_ _px  ky _ _ p?-(k-1)2+1
F=Foys—Fqrv="—-T=="-"—

Im rechtwinkligen Dreieck SON gilt mit dem Satz

des Pythagoras: 12+ (1 —k)?2 =p? und damit

p?—(k—-1)?=1. Es  folgt insgesamt:
p?—(k-1)2+1 1+1

F=——=—=1.
2 2

Vorkenntnisse: Ahnlichkeit von Dreiecken (evtl.
Strahlensétze), Flacheninhalt von rechtwinkligen
Dreiecken, Pythagoras, algebraisches Umformen.

Stufe: 15 — 16 Jahre (9., 10. Jahrgang)

Kommentar: Der gemeinsame Teil wird hier auch als
Differenz von den rechtwinkligen Dreiecken OVS
und QRV bestimmt, aber dabei werden andere mathe-
matische Kenntnisse verwendet als bei Losung 5.

Das bereits zuvor verwendete Erg&nzungsprinzip
kann auch hier zu weiteren Ldsungswegen flhren.
Das Erkennen der Ahnlichkeit der entsprechenden
Dreiecke und/oder das Verwenden des Strahlensatzes
kann hier aus heuristischer Sicht als Aspektwechsel
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(Transformationsprinzip) interpretiert werden. Es ist
natlirlich auch moglich unter Verwenden von der
Annlichkeit von anderen Dreieckspaaren am Bild
weitere (ahnliche) Losungen zu erarbeiten.

Zusammenfassung: Die sechs angedeuteten LO-
sungswege wurden so ausgewahlt, dass mit ihnen
eine moglichst breite Auswahl an Herangehenswei-
sen und Problemldsestrategien abgedeckt ist. In Lo-
sung 1 spielt die Drehsymmetrie die entscheidende
Rolle, die auch in den weiteren Losungsansatzen ver-
wendet werden kann. In den anderen finf Lésungen
geht es um das Zerlegen und Berechnen von Teilfl&-
chen, wobei es in den Losungen 2 — 4 um die Addi-
tion von Flachen geht, wahrend es in den Ldsungs-
wegen 5 und 6 um die Differenz von Flachen geht.
Die Losungen 2 und 3 lassen zudem eine Zuruckfth-
rung auf unterschiedliche Spezialfélle zu, in den L6-
sungen 4 — 6 werden zur Bestimmung der Fl&chenin-
halte zusatzlich der Satz des Pythagoras, trigonomet-
rische Funktionen und/oder Ahnlichkeit bzw. Strah-
lensatze ben6tigt.

4. Methode

Im vorliegenden Artikel wird das Arbeiten an Prob-
lemen mit mehreren angedeuteten Losungswegen am
Beispiel einer Aufgabe aus der Geometrie erprobt.
Die Geometrie bietet sich hierfiir an, da sich in die-
sem Bereich sehr viele geeignete Probleme finden
lassen: ,,Geometry is a goldmine for multiple solution
tasks.”“ (Levav-Waynberg & Leikin, 2009. S. 776)
Des Weiteren ist die Geometrie besonders geeignet,
um Hilfestellungen in Form von Abbildungen anzu-
bieten.

4.1 Die Erprobung (Teilnehmer, Umstande)

Die im Theorieteil diskutierte Methode, mithilfe von
Bildern angedeutete Lésungswege als Impulse zur
Anregung von Problemldseprozessen zu nutzen und
so verschiedene Losungswege anzuregen, wurde von
der Erstautorin mit Gruppen von Lehramtsstudieren-
den aus Ungarn und Deutschland durchgefihrt. Zu
drei Zeitpunkten wurde das oben vorgestellte Ar-
beitsblatt mit dem Quadrat-Problem und den sechs
Losungshilfen (s. Abb. 2) verwendet. Neben einer
empirischen Uberpriifung der oben aufgestellten
Thesen ging es um die Frage, inwieweit die angedeu-
teten Losungswege tatsdchlich zum Erstellen ver-
schiedener Losungswege flihren und wie diese Ar-
beitsform von den Studierenden aufgenommen und
reflektiert wird.

Bei den drei Gruppen handelt es sich um (1) 19 unga-
rische Studierende im 9. Semester (letztes Studiense-
minar), die das Seminar ,Mathematikdidaktik 3
(mathematikdidaktische Forschung) besuchten; um

(1) neun ungarische Studierende, ebenfalls im 9. Se-
mester, im gleichen Kurs; sowie um (111) zwolf deut-
sche Studierende im 4. Semester, die das Seminar
»Begabtenforderung* besucht haben. Die Studieren-
den aller drei Gruppen haben fir die Teilnahme Bo-
nuspunkte fir die Bewertung ihrer Seminararbeit
sammeln konnen. Die Vorkenntnisse der Studieren-
den kénnen sich aufgrund verschiedener Studienziele
(Studium in unterschiedlichen Landern, Lehramt fur
unterschiedliche Schulstufen etc.) unterscheiden. Die
mathematischen Voraussetzungen zu den oben skiz-
zierten Losungen des Problems sollten allerdings bei
allen Personen vorhanden sein, die eine Studienbe-
rechtigung erworben haben. Da es in der vorliegen-
den Studie nicht um einen Vergleich der Studieren-
den aus verschiedenen Landern oder unter verschie-
denen Studienbedingungen geht, werden die Grup-
pen im Folgenden nicht weiter unterschieden. Alle
Studierenden erhielten gleiche Vorgaben: Der Ar-
beitsauftrag lautete, moglichst viele Lésungswege
des Quadratproblems anhand der Abbildungen nach-
zuvollziehen und zu vervollstdndigen. Dabei wurden
sie aufgefordert, flir mindestens drei Abbildungen
korrekte Losungen anzugeben. Hierfiir hatten sie
zwei Wochen Zeit, es handelte sich um eine langfris-
tige Hausaufgabe, die schriftlich abgegeben werden
sollte. Zusétzliche Losungen, die nicht zu den Bil-
dern passen, wurden nicht eingefordert, da die Stu-
dierenden mit den vorhandenen Ldsungshilfen arbei-
ten sollten.

4.2 Auswertung

Die Arbeitsblatter und alle zusétzlichen Aufzeich-
nungen auf anderen Zetteln wurden fur die Auswer-
tung eingesammelt und gescannt. Fir jeden Studie-
renden wurde gezahlt (a) zu wie vielen der sechs Bil-
dern auf dem Arbeitsblatt er/sie Losungsversuche un-
ternommen hat und (b) wie viele Losungsversuche er
insgesamt unternommen hat (zu einem Bild konnten
mehrere unterschiedliche Ldsungsversuche abgege-
ben werden). Des Weiteren wurden (c) diese LO-
sungsversuche auf einer Skala von (1) bis (4) bewer-
tet, inwiefern sie mathematisch korrekt und vollstan-
dig waren (siehe Tabelle 1). Um einen besseren Uber-
blick tber Bearbeitungserfolge zu erhalten, kdnnen
die Kategorien (1) und (2) sowie (3) und (4) zu den
Oberkategorien ,.kaum erfolgreich® bzw. ,,erfolg-
reich™ zusammengefasst werden (vgl. Rott, 2013, S.
304).

Nach der Bearbeitung des Arbeitsblattes wurden die
Losungen besprochen. AbschlieBend wurde die Ar-
beit mit den angedeuteten Ldsungen in allen drei
Gruppen mindlich und/oder schriftlich reflektiert.
Diese Reflexionen wurden gesammelt und werden im
Folgenden analysiert.




Kategorie Allgemeine Beschreibung Aufgabenspezifische Operationalisierung

(0) Keine Be- Der entsprechende Losungsansatz Der entsprechende Teil des Arbeitsblattes bleibt
arbeitung wurde gar nicht bearbeitet leer oder enthélt nur Durchgestrichenes.

(1) Kein An- Der Losungsansatz wurde zumindest in  Keine sinnvolle Bearbeitung [wenn z.B. die Auf-
satz Teilen bearbeitet, wobei jedoch kein gabe nicht verstanden wurde]; evtl. Verwendung

sinnvoller Ansatz zu erkennen ist.

falscher Formeln, Missverstandnisse.

(2) Einfacher
Ansatz

Das Problem wurde zu Teilen korrekt
bearbeitet, dabei zeigen sich aber deut-
liche Mangel; wenn die Ldsung Erkl&-
rungen erfordert, fehlen diese.

AuBern der Vermutung ,.ein Viertel (in speziellen
Fallen); Skizzieren eines oder beider Spezial-
falle.

(3) Erweiterter
Ansatz

Das Problem wurde zu grof3en Teilen
korrekt bearbeitet; wenn die Lésung Er-
klarungen erfordert, sind zumindest
Ansitze dazu vorhanden.

Explizites AuRern der allgemeinen Vermutung
~immer ein Viertel (egal wie die Quadrate zuei-
nander liegen)“ mit einer lickenhaften oder teil-
weise fehlerhaften Begriindung.

(4) Korrekter
Ansatz

Das Problem wurde korrekt gelést und
diese LAsung angemessen begriindet.

AuBern der allgemeinen Vermutung und (An-
satze zur) Begrindung, beispielsweise Argumen-

tation mithilfe von Drehsymmetrie oder kongru-
enten Dreiecken.

Tab. 1: Die Skala zur Bewertung der Lésungsversuche (nach Rott, 2013)

L6ésung Nr. 1. 2. . 4, 5. 6.

n % n % n % n % n % n %
g?l))e':l‘j:]’;e Be-1 2 489 | 1 27 |1 27 |5 135 | 17 459 | 12 324
ggz Kein An-| o 1 1 2 3 1
%) Einfacher 16.2 135 16.2 16,2 270 18.9
2 o 1 4 5 4 7 6
f’%sitg”e'te”er 13 15 12 6 1 1
@) Korekter 64,9 838 811 70,3 27.0 48,6
o 11 16 18 20 9 17

Tab. 2: Ubersicht iiber 37 Bearbeitungen des Arbeitsblattes; von 100% abweichende Spaltenwerte beruhen auf Run-

dungsfehlern

5 Ergebnisse und Diskussion der Ergebnis-
sen

5.1 Auswertung der Arbeitsergebnisse

An dieser Stelle werden die Arbeitsergebnisse der
drei Erprobungen gruppenubergreifend vorgestellt
und anschlieRend diskutiert.

Der Ubersicht in Tabelle 2 kann entnommen werden,
dass die Studierenden insgesamt sehr intensiv mit
dem Arbeitsblatt gearbeitet haben. Insbesondere die
Losungen 2 und 3 wurden gruppeniibergreifend sehr
erfolgreich bearbeitet. Bei den ersten vier Losungen
liegt der Anteil der Problemléser, die eine gute Leis-
tung (Kategorie (3), (4)) geschafft haben, betréchtlich
héher als der Anteil der weniger erfolgreichen Stu-
dierenden. Dass die Bearbeitungen der Lésungen 5

und 6 am schlechtesten ausgefallen sind, kénnte ein
Reihenfolgeeffekt sein. Allerdings hatten die Studie-
renden flr die Bearbeitung des Arbeitsblatts zwei
Wochen Zeit. Und auch die Tatsache, dass zu Lésung
6 mehr Losungen abgegeben wurden als zu Lésung 5
spricht — wie die Sachanalyse in Kapitel 3 — eher fur
inhaltliche Schwierigkeiten (wie z.B. fehlende
Kenntnisse und die Tatsache, dass Flachenanteile
subtrahiert werden missen) bei der Bearbeitung die-
ser Losungsansétze.

Bei einigen (insbesondere deutschen) Studierenden
ist aufgefallen, dass sie nur beschrieben haben, was
auf den Bildern zu sehen ist, ohne zugehdrige Aussa-
gen auch nur ansatzweise zu begriinden. Aus den ab-
gegebenen Dokumenten wird leider nicht ersichtlich,
ob die Problemldser solche Stellen als trivial betrach-
tet und darum nicht weiter ausgefiihrt haben, oder ob
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sie an den entsprechenden Stellen nicht wussten, dass
etwas zu begriinden ist bzw. wie sie dies tun kdnnen.

Die meisten Bilder wurden so bearbeitet, wie es von
den Autoren antizipiert worden ist (siehe Kapitel 3).
Bei L6sung 5 haben einige Studierende einen zusatz-
lichen Ldsungsweg gefunden: unter Nutzung der
Ahnlichkeit von Dreiecken wird die gesuchte Flache
in ein Trapez und ein rechtwinkliges Dreieck aufge-
teilt und das Flachenverhéltnis korrekt bestimmt. Bei
Lésung 6 haben relativ viele der eher erfolgreichen
Studierenden nicht die intendierte Losung mithilfe
des Satzes des Pythagoras abgegeben, sondern mit-
hilfe der Ahnlichkeit von (anderen) Dreiecken argu-
mentiert, fir x und y andere Formel gesucht und auf
diese Weise den gemeinsamen Teil als Differenz der
zwei entsprechenden Dreiecke bestimmt.

5.2 Reflexion der Arbeitsergebnisse

Im Folgenden reflektieren wir kurz die Arbeitsergeb-
nisse, um einzuschétzen, wie die Hilfestellungen ge-
wirkt haben und wie konkret solche Hilfen sein soll-
ten.

Unsere bisherige Erfahrung mit dem ,,Quadrat®-
Problem ist folgende: Wenn Studierende — ohne Vor-
gabe von Abbildungen — den Arbeitsauftrag hatten,
moglichst viele Losungsansatze zu finden, wurden in
der Regel ein bis zwei Ldsungen erstellt. Nur hoch
interessierte und leistungsfahige Lernende fanden
teilweise drei, hdchstens vier Ldsungsideen. Solche
Erfahrungen gab es auch mit anderen geometrischen
Problemen unter vergleichbaren Bedingungen (z. B.
Ambrus, 2011).

Bei der hier diskutierten Arbeit mit Bildern haben die
Studierenden mehr Lésungsansatze gefunden: In al-
len drei Gruppen hat ein Grol3teil der Studierenden zu
mindestens drei Bildern korrekte oder fast korrekte
Losungsansatze angefertigt — einige Studierende ha-
ben sogar mehrere Ldsungen zu einem Bild erstellt.
Diese Beobachtung spricht fiir die Arbeit mit Lo-
sungshinweisen, wenn man eine Vielfalt von Lésun-
gen erzeugen mdchte.

Die Losungen 5 und 6 wurden (ber alle drei Gruppen
hinweg relativ schlecht bearbeitet. Bei dem 5. Bild
war die Losungshilfe — im Gegensatz zu den vorigen
Bildern — weniger direkt und erméglichte den Studie-
renden so, kreativer zu sein; dhnliches gilt fir Losung
6. In beiden Féallen sollte der gesuchte Flacheninhalt
nicht als Summe, sondern als Differenz von Fléachen
ausgedriickt werden — dies war anscheinend unge-
wohnt und hat zur niedrigen Lésungsquote beigetra-
gen.

5.3 Einschatzung der Arbeitsform durch die
Studierenden

Um die hier vorgestellte Methode, die Arbeit mit an-
gedeuteten Losungen, besser einschétzen und fortent-
wickeln zu kénnen, reicht eine Analyse der schriftli-
chen Arbeiten der Studierenden nicht aus. Aus die-
sem Grund werden im Folgenden die (teilweise
schriftlichen) Reflexionen der Studierenden zur Ar-
beit mit angedeuteten LAsungswegen ausgewertet.

Als erstes fallt auf, dass es den Studierenden schwer
fiel, die Methode an sich zu reflektieren. Hauptséch-
lich bezogen sich die Rickmeldungen auf das Ar-
beitsblatt bzw. auf konkrete Bilder. Beispielsweise
wurde von einigen Studierenden vorgeschlagen, bei
Bild 5 die gestrichelte Strecke zu entfernen, da sie ir-
refiihrend gewesen sei. Einige Studierende gaben an,
dass es ,,irrefiihrend* sei, wenn zu einer Abbildung
mehrere Lésungswege mdglich waren. Auch hétten
sie sich teilweise konkretere Hilfen gewiinscht, bei-
spielsweise dass gleichlange Strecken (z. B. p und g
in Bild 4 auf dem Arbeitsblatt) direkt mit demselben
Buchstaben bezeichnet wiirden.

Insgesamt wurde die Arbeit an dem Arbeitsblatt po-
sitiv aufgenommen: Einige Studierenden haben an-
gegeben, dass sie durch die Abbildungen zu verschie-
denen Losungswegen bzw. Lésungen inspiriert wur-
den. Auch wurde in einigen Texten betont, dass sie
so viele verschiedene Losungsansatze ohne die Hil-
festellungen gewiss nicht hatten erarbeiten kdnnen.
Eine Studentin, die fiir alle Bilder korrekte Lésungen
anfertigen konnte, schrieb: ,,Ich selbst — ohne Hilfe —
hétte nur an die Ansétze gedacht, die in den Bildern
2 und 3 angedeutet wurden.” Eine andere — weniger
erfolgreiche — Studentin, schrieb in der Einleitung ih-
rer Reflexion, dass es gut gewesen sei, die Losungs-
ansdtze nicht ,,aus dem nichts* ausdenken zu miissen,
da ihre Arbeit ansonsten gewiss dreimal so lange ge-
dauert hitte. Weiter schrieb sie: ,,Ich habe auch dar-
tiber nachgedacht, dass es sich lohnt, evtl. eine Auf-
gabe mit mehreren Losungswegen auch in der Schule
auszuprobieren. Ich fand spannend zu bedenken, dass
sogar dieselbe Aufgabe in verschiedenen Jahrgédngen
— mit immer héheren ,Werkzeugen‘ und immer kom-
plexer — geldst werden kann. Mir haben die Bilder
viel geholfen, vielleicht habe ich eine dhnliche Denk-
weise wie der ,Ersteller der Bilder.“ Mehrere Stu-
dierende haben angemerkt, dass es ,,interessant war,
andere Denkweisen kennenzulernen®, und dass diese
Arbeit ihnen Spal} gemacht hétte, auch wenn sie nicht
zu jedem Bild eine Losung gefunden hatten.

Vereinzelt gab es aber auch negative Rickmeldun-
gen: Ein sehr guter Problemldser fand das Problem
Uberhaupt nicht interessant. Er hat anscheinend we-
nig Zeit mit der Arbeit verbracht und nur Skizzen der
Losungen angegeben. Zu Bild 6 schrieb er am Rand
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des Blattes die Bemerkung, dass es zu lang und unin-
teressant sei, nach den vorangehenden Lo&sungen
noch an weiteren Lsungsansétzen zu arbeiten.

Insgesamt zeigen die Bemerkungen der Studierenden
aus allen drei Gruppen, dass sie die auf dem Arbeits-
blatt vorgestellte Problemlése-Methode mit Abbil-
dungen groRtenteils als hilfreich, inspirierend und in-
teressant empfanden — auch wenn sich die Mehrheit
konkretere und eindeutigere Hilfen bzw. Andeutun-
gen von Lésungswegen gewiinscht hatte.

Weitere AuBerungen der Studierenden lauteten wie
folgt:

e  Eswar interessant zu erleben dass man aus der-
selben Abbildung auch auf verschiedene L6-
sungsansatze zu kommen kann. Es ist gar nicht
leicht sogar aus konkret angegebene ,Losungsan-
fangen‘ die ganze Losung anzugeben. (Studie-
rende mit schlechterem Resultat)

e _Ich habe viel gelernt daraus, wie wichtig eine
entsprechende (gute) Abbildung ist.”“ (guter
Problemldser)

e Ich arbeitete gern mit den Bildern aber die Re-
flexionen waren zu viel.“ (guter Problemldser)

e ,Die Aufgabe mit den Abbildungen wurde mir
sehr lieb, aber VVorsicht mit den vielen Abbildun-
gen — die kdnnen diese Methode auch unbeliebt
machen. In meinem Schulpraktikum habe ich
diese Aufgabe mit zwei Abbildungen erprobt (al-
ternative Aufgabe fir eine Woche + Bespre-
chung nachher). Die Schiiler waren aktiv aber et-
was weniger begeistert wie ich.”“ (guter Prob-
lemlQser)

Wenn man die Reflexionen der Studierenden aller
drei Gruppen nach dem Erfolg ihrer Problembearbei-
tung sortiert, ergibt sich das folgende Bild: Die er-
folgreichen Studierenden, die mehrere korrekte Lo-
sungen angegeben haben, konnten deutlicher reflek-
tieren, inwiefern das Arbeitsblatt ihnen geholfen hat,
auf Ideen fir bestimmte Losungswege zu kommen.
Die weniger erfolgreichen Studierenden, die hichs-
tens zwei korrekte Losungen angegeben haben, ha-
ben in der Regel nur ihre individuellen Schwierigkei-
ten gesehen und sich starkere Hilfestellungen ge-
wiinscht.

6. Diskussion

Ziel des vorliegenden Artikels ist s, eine bislang we-
nig verbreitete Methode zum Problemldsenlernen,
die Arbeit mit konkreten Ldsungsideen in Form von
Bildern, vorzustellen, zu diskutieren und empirisch
zu erproben. Lernende werden mithilfe dieser Me-
thode dazu aufgefordert, verschiedene Lésungen zu
einem (im vorliegenden Fall geometrischen) Problem

zu finden. Wir erhoffen uns dadurch, eine Lerngele-
genheit fir die Anwendung und fir das Erkennen von
Heurismen zu schaffen, sowie die Lernenden zu einer
vertieften Auseinandersetzung mit Problemen und
dadurch mit ihren diesbezuglichen Beliefs anzure-
gen.

6.1 Diskussion der Thesen zum Einsatz von
Lésungshilfen

Im Folgenden reflektieren wir die Methode anhand
der Zusammenfassung des Literaturteils und der dar-
aus abgeleiteten Thesen in Abschnitt 2.4, wobei ins-
besondere die von uns als ,,kurzfristig wirkend* be-
zeichneten Thesen von Interesse sind:

e Das Finden von Lésungswegen wird erleichtert,
insbesondere kénnen durch die Vorgabe von L6-
sungsideen auch unerfahrene Problemléser eher
zu einer Losung gelangen (Clark et al., 2006).

Soweit wir das einschatzen kénnen, handelt es sich
bei den meisten Studierenden, die an der Erprobung
teilgenommen haben, nicht um erfahrene Problemlo-
ser. Geometrische Probleme, die vor dem hier be-
schriebenen Arbeitsblatt (und ohne entsprechende
Hilfen) eingesetzt wurden, haben ihnen teilweise
groBe Schwierigkeiten bereitet. Die Ergebnisse der
Erprobung zeigen, dass die Methode der L&sungshil-
fen in der Form von Abbildungen fr solche Studie-
renden eine gute Unterstiitzung beim Problemlésen
sein kann. Rein quantitativ wird aus Tabelle 2 er-
sichtlich, dass zu allen sechs Bildern mehrere kor-
rekte Ldsungen angefertigt werden konnten. Schaut
man auf die Studierendenebene, zeigt sich, dass fast
alle Teilnehmenden mindestens drei (fast) korrekte
Ansétze abgeben konnten.

Aus einer eher qualitativen Betrachtung heraus zei-
gen die Kommentare und Reflexionen der Studieren-
den, dass die Abbildungen beim Finden von L6-
sungswegen als hilfreich wahrgenommen wurden
und die Arbeit mit dem Arbeitsblatt insgesamt positiv
aufgenommen wurde. Letzteres kdnnte langfristig
eine positive Einstellung der Studierenden gegentiber
solchen Arbeitsauftragen im Speziellen und dem
Problemldsen im Allgemeinen fordern.

Es gibt Studierende, die sich andere, mehr oder sogar
konkretere Bilder und Lésungshilfen gewlinscht ha-
ben, hierzu ist aber Folgendes zu sagen: Es war nicht
unser Ziel, den Teilnehmenden die problemlésende
Tatigkeit komplett abzunehmen, das Problemldsen
sollte nur erleichtert und um zusatzliche Losungsan-
satze erweitert werden. Es bleibt aber festzuhalten,
dass es auch unter der (hochselektierten) Gruppe der
Mathematikstudierenden solche gibt, die anschei-
nend noch intensivere Hilfestellungen beim Problem-
I6sen bendtigen, um (eine) Losung(en) zu finden.

12



e Das Finden verschiedener Losungswege wird er-
leichtert, auch solche Problemldser, die ohne
Hilfe eine Losung finden kdnnen, aber dann
keine weiteren Losungsideen entwickeln, knnen
durch angedeutete Ldsungsideen weitere An-
sdtze finden und ausfihren.

Die Riuckmeldungen der Studierenden zeigen recht
deutlich, dass die Abbildungen dazu beigetragen ha-
ben, dass die Studierenden verschiedene Ldsungen
gefunden bzw. Losungswege eingeschlagen haben.
Ohne die Abbildungen hétten die Studierenden nicht
so viele Lésungsansatze gefunden und (zumindest in
Ansétzen) durchdacht.

Die erhohte Anzahl von Ldsungen gilt auch nicht
ausschlieBlich fir leistungsschwache Probleml-
sende: Beispielsweise betonte eine Studentin, die zu
allen sechs Bildern korrekte Ldsungen anfertigen
konnte (fr ein Bild sogar mehrere Lésungen), dass
sie ohne die Hilfestellungen auf dem Arbeitsblatt nur
die Losungswege, die in den Bildern 2 und 3 ange-
deutet werden, gefunden hétte. Dass gerade diese bei-
den Losungsansatze haufig gefunden werden, besté-
tigen unsere vielfaltigen Erfahrungen mit dem Prob-
lem (vgl. Ambrus, 2013; Rott, 2013).

e Mehr Lernende fiihlen sich angesprochen (inte-
ressiert), an der Problemldsearbeit teilzunehmen,
da durch die Vorgabe von Ldsungsideen — auf
heuristischer, aber auch auf inhaltlicher Ebene —
die Einstiegshiirde gesenkt wird; insbesondere
werden auch Ldsungen auf wverschiedenen
Schwierigkeitsniveaus ermoglicht.

Aus den von uns angegebenen Ldsungswegen und
dem jeweils benottigten Vorwissen (siehe Kap. 3)
wird sichtbar, dass es bei diesem Problem Mdglich-
keiten fur Lésungsansatze auf unterschiedlichem Ni-
veau bzw. von unterschiedlicher Komplexitét gibt.
Die Arbeit auf unterschiedlichem Niveau wurde auf
dem Arbeitsblatt mit den Bildern bewusst ermdg-
licht; beispielsweise in den ,,einfacheren Losungen
zu den Bildern 2 und 3 und bei den anspruchsvolleren
Erwartungen der moglichen Lésungen zu Bild. 5. Die
Ergebnisse der Erprobung zeigen, dass diese Ein-
schatzung im Allgemeinen richtig war: die von uns
als ,,einfacher” eingeschitzten und eher fiir untere
Schulstufen geeigneten Lésungswege wurden insge-
samt haufiger korrekt bearbeitet. Dies bedeutet aber
nicht dass die Arbeit am Blatt im Allgemeinen fir die
nicht leistungsstarken Studierenden nicht interessant
war.

Die meisten Studierenden zeigten sich neugierig und
interessiert — und das nicht nur wahrend der Bearbei-
tung, sondern auch bei der Besprechung: sie haben
bei den problemhaften Teilen nachgefragt und waren
sichtbar froh, endlich auch in diesen Fallen Ansatze

kennenzulernen, auch wenn sie bei der eigenen Ar-
beit dabei Schwierigkeiten hatten — wie auch die
mindliche AuBerungen zeigten. Eine weniger leis-
tungsstarke Studentin hat spater — nach der Bespre-
chung — sogar freiwillig die Methode — mit drei Ab-
bildungen — im Rahmen ihres Schulpraktikums mit
Schillerinnen und Schiilern ausprobiert und dartber
in der Gruppe berichtet.

Einige Studierende (mit unterschiedlichen Leistun-
gen) fanden aber diese Arbeit mit den Abbildungen
etwas langweilig — sie waren der Meinung dass es
uberfllssig ist, so viele Losungswege zum demselben
Problem kennenzulernen. Nach den Riickmeldungen
(schriftlich oder miindlich) waren diese Studierenden
mit ihrer Meinung in der Minderheit. Wir deuten
diese Beobachtung so, dass die VVorgabe der Hilfe mit
Abbildungen zum Erstellen von Ansatzen auf unter-
schiedlichem Niveau eine eher intensivere Auseinan-
dersetzung mit dem Problem bedeutete.

e Die Andeutung unterschiedlicher Ldsungswege
regt dazu an, diese (evtl. erst nach der Bearbei-
tung des Problems) im Sinne von Pdlyas (1945)
Rickschau zu vergleichen und zu reflektieren,
was zur Schulung der Problemlésefahigkeit bei-
tragen kann.

Die Qualitét der angegebenen Ldsungen zeigt, dass
viele Studierende grundsétzliche Schwierigkeiten ha-
ben zu entscheiden, was als korrekte Losung akzep-
tabel ist. Unabhangig von moglichen Grinden fir
diese Schwierigkeiten, die hier nicht diskutiert wer-
den soll, ware die Etablierung einer reflektierenden
Rickschau im Sinne Polyas also etwas sehr Win-
schenswertes, um Fehler und Missverstandnisse zu
thematisieren. Die Erprobungen konnten zeigen, dass
die Studierenden verschiedene Losungswege erstel-
len und diese beziiglich der verwendeten mathemati-
schen Methoden und ihres Schwierigkeitsgrads ver-
nunftig miteinander vergleichen kdnnen.

Die potentiellen langfristigen Auswirkungen (siehe
Abschnitt 2.4) kénnen anhand unserer Studie nur sehr
begrenzt diskutiert werden, da keine langfristige Er-
probung stattgefunden hat. Hierzu ist also weitere
Forschung notig. Zusammenfassend kann gesagt
werden, dass die Studierenden sich definitiv aktiv mit
dem Problemldsen auseinander gesetzt hatten, sie ha-
ben Losungswege (vollstandig oder in Teilen) nach-
vollzogen und dabei (mehr oder weniger erfolgreich)
Heurismen angewendet. Unsere Erfahrungen mit
Lehramtsstudierenden zeigen aber deutlich, dass
diese nicht gentigend auf das Problemldsen vorberei-
tet sind. Einerseits werden etwas anspruchsvollere
Aufgaben von ihnen oft gar nicht bearbeitet, da sie
keine Idee haben wie sie anfangen kénnten. Anderer-
seits werden in der Regel hochstens zwei Lésungs-
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wege angegeben (nur ganz selten mehr), wenn tber-
haupt mehr als ein Ldsungsweg angefertigt wird —
selbst wenn dies direkt gefordert ist und/oder die
Probleme nicht besonders anspruchsvoll sind.

Bei den Studierendenlésungen der vorliegenden Er-
probung ist einerseits sichtbar, dass auch mit Hilfe-
stellungen das Losen von Problemen weiterhin ,,zeit-
aufwindig™ und kognitiv anspruchsvoll bleibt, da es
nicht leicht ist, die Ansatze in den Bildern schnell zu
rekonstruieren bzw. zwischen den Losungsansatzen
zu wechseln. Andererseits versuchten die meisten
Studierenden mehrere Lésungswege zu rekonstruie-
ren bzw. zu vervollstdndigen, und haben damit Ideen
fur mindestens drei bis vier Lésungswege generiert
und teilweise ausgearbeitet, was (wie gesagt) ohne
Hilfestellungen nur selten vorkommt. Ihr Bild uber
mathematischen Problemldsen ist verschieden, ihre
AuRerungen zeigen aber, dass das Arbeiten mit unse-
rer Methode viele Studierende von der Wichtigkeit
geeigneter Strategien (z. B. richtige Abbildungen er-
stellen) iberzeugte.

Beim intensiven Arbeiten mit solchen Hilfestellun-
gen bei Problemldsen stellt sich die Frage, ob sich die
Befiirchtung einer Verlagerung vom heuristischen
zum mathematischen Arbeiten bewahrheitet.

Nach den vorhandenen Erfahrungen l&sst sich Fol-
gendes feststellen: Die Lésungsvielfalt — aber auch
die Schwierigkeiten, die sich in den verschiedenen
Ansatzen und den Reflexionen offenbart haben —
zeigt deutlich, dass die Studierenden problemldsend
tatig waren und heuristisch gearbeitet haben. Es wur-
den keine algorithmischen Programme ,,abgearbei-
tet, sondern es wurde probiert und nach Lésungsan-
satzen gesucht. Beispielsweise haben ein paar der
leistungsstarken Studierenden sogar mehrere Lo-
sungsansatze zu einzelnen Abbildungen angefertigt,
was fur heuristisches Arbeiten und daftr spricht, dass
solche (evtl. besonders kreative) Lernende durch die
Vorgabe von Lésungsideen nicht gehemmt wurden.
Insbesondere zeigt sich auch bei den weniger erfolg-
reichen Studierenden, die sich konkretere Hinweise
erhofft haben, dass sie eben nicht einfach auf be-
kannte Verfahren zur Ldsung der Aufgabe zurlick-
greifen konnten, sondern problemldsend tatig werden
mussten.

Dazu gehért auch die Frage, inwieweit die Hilfestel-
lungen ,,eindeutig® waren, (Wurden nur die von den
Forschern intendierten Losungswege beschritten?).
Besonders bei den Lésungen 5 und 6 wurde klar, wie
sehr die vorangehenden Gedanken die weiteren be-
einflussen (z. B. wollten die Studierenden wieder den
gemeinsamen Teil zerlegen, anstatt die Anderung des
Bildes zu betrachten und nach neuen Ansatzen zu su-
chen) und die Kreativitat einschranken konnen. Dies
konnte auch bei einem selbstandigen Problemldsen,

ohne vorgegebene Ansatze, bei der Suche nach wei-
teren Losungsansétzen der Fall sein und kénnte auch
das Erstellen weiterer Ansétze behindern — aber na-
turlich sind auch andere Ursachen hierfir méglich.
Es ist aber wichtig anzumerken, dass dieses Phano-
men erst nach drei bis vier Losungswegen erschien
(siehe z. B. Zerlegung statt Differenz von Flachen
usw.) und nicht alle Problemldser betraf.

6.2 Zum Einsatz der Methode in der Ausbil-
dung von Lehrpersonen

Die Erprobung der hier vorgestellten Methode hat ge-
zeigt, dass sie beim Problemldsen-lernen grundsétz-
lich eine gute Ergénzung bestehender Methoden sein
kann. Im Folgenden wollen wir diskutieren, warum
wir denken, dass unsere Methode insbesondere in der
Phase der Ausbildung von Lehrpersonen geeignet
sein konnte.

Aus der entsprechenden Forschung wissen wir, dass
der Einsatz problemhaltiger Aufgaben im Mathema-
tikunterricht der Schule stark mit dem entsprechen-
den Wissen und Kdnnen von Lehrpersonen korreliert
ist (z. B. Guberman & Leikin, 2013). Lehrpersonen,
die wenig eigene Erfahrung mit dem Problemlésen
besitzen, kénnen Problemléseprozesse ihrer Schile-
rinnen und Schiler nicht gut analysieren und diag-
nostizieren und die Lernenden entsprechend nicht
adaquat fordern. Zudem ist empirisch mehrfach ge-
zeigt worden, dass eine gewisse Form des reflektier-
ten Arbeitens mit Problemen eine ,,unabdingbare Vo-
raussetzung® und sogar ein ,,erklértes Ziel allgemein-
bildenden Unterricht ist (Leuders, 2003, 132 — 133).
Lehrpersonen mit wenig Erfahrung im Problemltsen
setzen aber weniger Probleme in ihrem Unterricht ein
— alleine schon weil sie weniger geeignete Aufgaben
und deren Ldsungen bzw. Bearbeitungsmdglichkei-
ten kennen und beim Problemldsen selbst unsicher
sind.

Insbesondere sollte (zukunftigen) Lehrpersonen ver-
mittelt werden, dass die meisten Probleme unter-
schiedliche Herangehensweisen und Losungswege
ermoglichen. Wenn Lehrpersonen davon tberzeugt
sind, dass (Schul-) Aufgaben in der Regel nur einen
korrekten Losungsweg besitzen oder dass mehrere
Losungen unndtig sind, werden entsprechende An-
satze und Bemihungen von Schiilerinnen und Schii-
lern nicht gewdrdigt; evtl. kann es sogar zu sachun-
angemessenen Riickmeldungen oder unfairen Bewer-
tungen kommen. Entsprechende Beliefs bei (ange-
henden) Lehrpersonen zu andern bzw. aufzubauen ist
ein langwieriger Prozess, wobei eine grundlegende
Anderung davon abhingt, wie stark entsprechende
Vorstellungen in die jeweilige kognitive Struktur ein-
gebunden sind (siehe z. B. Grigutsch et al., 1998, S.
10), und wie problematisch die jeweilige VVorstellung
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fir die Schulpraxis erscheint (Thompson, 1992).
Uberzeugungen zum Problemldsen sind in der Regel
stark vernetzt, daher sind intensive mathematische
Tatigkeiten notig, um solche Uberzeugungen zu &n-
dern — beispielsweise das Ldsen von Problemen, das
Lesen relevanter Fachliteratur oder eigene For-
schungsarbeiten, die (ber einen langeren Zeitraum
selbsttatig durchgefiihrt werden (z. B. Bernack et al.,
2011). Mit dem Einsatz der von uns vorgestellten
Methode wollen wir hierzu (insbesondere) in der 1.
Phase der Lehrerausbildung einen Beitrag leisten wo-
bei die (kiinftigen) Lehrpersonen sich nicht nur selbst
mit Problemen reflektierend beschaftigen sollten,
sondern auch eine weitere Moglichkeit fiir das Bear-
beiten von (geometrischen) Probleme kennenlernen
sollten. Solche Erfahrungen sind mehr als eine her-
kommliche Hilfestellung beim Problemldsen, da sie
das fachdidaktische Wissen der Studierenden erwei-
tern.

6.3 Zum Einsatz der Methode in der Schule

Auch wenn sich die hier dargestellten Uberlegungen
auf Studierende beziehen, lasst die Methode auch ei-
nen Einsatz in der Schule zu. Und tatsachlich haben
wir ein vergleichbares Aufgabenformat in einem
Schulbuch finden kdnnen. Das folgende Beispiel
(Abbildung 3) aus einem ungarischen Arbeitsheft fur
die Klassenstufe 5 illustriert recht gut, wie wir uns
konkrete Hilfestellungen und L&sungsanséitze vor-
stellen, die bereits vor dem eigentlichen Problemlo-
seprozess zur Verflgung gestellt werden. Die Schi-
lerinnen und Schiler werden angeregt, drei verschie-
dene Losungswege einer geometrischen Aufgabe
nachzuvollziehen und die leeren Stellen zu erganzen.
In Abb. 3 ist zugleich eine Schiilerlésung zu sehen.

Auf dieser Seite des Arbeitshefts bekommen die
Schilerinnen und Schiiler viele Hilfen; die verschie-
denen Losungsanséatze konnen damit leicht und rela-
tiv schnell erstellt werden. Das didaktische Ziel ist
das Erkennen und Vergleichen verschiedener An-
satze fir dieselbe Aufgabe. (In dem zitierten Arbeits-
buch gibt es Ubrigens insgesamt zwolf solcher Auf-
gaben mit direkten Hilfen zum Problemldsen; darun-
ter ist die zitierte die einzige, in der auch mehrere L6-
sungswege angeboten werden.)

Im ersten Ansatz wird das urspriingliche Rechteck
durch eine Hilfslinie in ein Quadrat und ein schmales
Rechteck aufgeteilt. Im zweiten Ansatz wird das ur-
sprungliche Rechteck zu einem Quadrat erganzt.

Beide Ansatze, die einander in gewissem Sinne &hn-
lich sind, lassen sich zu allgemeinen Strategien flr
geometrisches Problemldsen verallgemeinern. Der
dritte Ansatz fiihrt eher auf eine algebraische Losung.

Die Aufgabe:

Pisti faltet einen Papierhut. Er faltet ein Blatt Pa-
pier, dessen eine Seitenlange um 4 cm groRer ist
als die andere und dessen Umfang 144 cm betragt.
Wie grol? sind die Seitenlangen des Blattes?

1. L6sung:

Wenn von der langeren Seite
die 4 cm (die diese Seite langer
ist) weggenommen wirden,
hatte das so entstandene
Rechteck AEFD einen Um- ——
fangvon ................ .

144-8 (cm)=__136 (cm).

Die_ 136 cmistdie __ 4 -fache der Lénge
der Seite b.

Sogiltb=__136:4 (cm).

b=_ 34 cmja=_38 cm.

Uberpriifung: K =2-(a+b). K=__2.72=144 cm.

2. Losung: 7 ,
Wenn die kiirzeren Seitenum 4 «enp, c
cm verlangert wiirden, erhalten \
WIT oo, ) b 1’
144+8(cm) =__152  (cm). = ‘

Diese Zahl ist das 4  -fache der Lange der
langeren Seite.
Dann ist die langere Seite = __152:4 (cm) lang.

a=__ 38 cmb=_34 cm.

3. Losung: Sor
Wenn der Umfang des Blattes

durch 2 dividiert wird, erhalten b
wir die Hélfte des Umfanges:

A —'B

144 cm:2=_72 cm

a+b=_72 cm.
Daa> bist, ergibt sich 4 cm
72 cm — 4 cm = 68 cm,

und esistdas 2 -fache der Seite b.

Soergibtsichb=_68 cm:2, b=_ 34 cm.
a=b+4cm, a=__38 cm.

Wir haben bei den drei Lésungen dasselbe Resultat
bekommen. Die Seiten des Blattes von Pisti sind
34 cmund _ 38 cmlang.

Abb. 3: Ubersetztes Beispiel aus einem ungarischem Ar-

beitsheft (KI. 5), (Csordas et al., 2014, S. 65)
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Insgesamt sind die VVorgaben dieses Materials aller-
dings schon sehr konkret und bieten den Schiilern nur
wenige Mdglichkeiten fiir eigene Entdeckungen. Es
sind durchaus weniger konkrete VVorgaben und Hilfe-
stellungen denkbar: Hatte man nur die Abbildungen,
wiurden diese vermutlich nicht nur zum Verstandnis
der Aufgabe beitragen, sondern auch Impulse fir die
verschiedenen Losungsansétze geben.

6.4 Grenzen der Studie

Die Einschréankungen, denen die vorliegende Studie
unterliegt, wurden in den einzelnen Diskussions-
punkten bereits angesprochen und sollen hier zusam-
menfassend reflektiert werden: Die Anzahl der Pro-
banden unserer Studie ist nicht sonderlich grof? und
insbesondere wurde nur eine Aufgabe mit Ldsungs-
ansétzen in Bildform getestet. Auch wurden die Be-
liefs der Studierenden und mégliche Anderungen der
Beliefs — sofern das in einer Kurzzeit-Studie tber-
haupt maéglich ist — nicht systematisch erfasst.

Das Ziel der vorliegenden Studie war allerdings, die
Methode der Arbeit mit bildlichen L&sungshilfen
beim Problemldsen vorzustellen, theoretisch zu dis-
kutieren und ihre generelle Eignung zu untersuchen.
Diesen Zweck koénnen der vorliegende Artikel und
die zugehdrige empirische Untersuchung erfullen.
Zusétzlich sollte angemerkt werden, dass nicht alle
theoretisch diskutierten Punkte mit der hier beschrie-
benen Erhebung untersucht werden konnten — gerade
mogliche Effekt eines hdufigen und/oder langzeiti-
gen Einsatzes der vorgestellten Methode bleiben mo-
mentan zwangslaufig unbeantwortet.

6.5 Ausblick

Geplant sind weitergehende Erprobungen der vorge-
stellten Methode, wobei zunachst das Blatt mit den
Abbildungen auf der Basis der bisher gewonnenen
Erfahrungen modifiziert werden soll: Eine lokale Op-
timierung waren beispielsweise das Entfernen der
Strecke RS in Abb. 5, die oft als ,,ablenkend oder
LHirrefuhrend* kritisiert wurde. Der Hinweis zu Abb.
6 konnte weniger konkret sein, anstelle der vorgege-
benen Formeln konnte ,,Suche nach dhnlichen Drei-
ecken” als Hilfestellung ausreichen bzw. mehr eigene
Losungsideen ermoglichen.

Mdglich ware auch, die Abbildungsserie auf mehrere
Blatter zu verteilen und die Hilfen gestaffelt heraus-
zugeben bzw. nur einen Teil der Abbildungen einzu-
setzen. Mit letzterem kénnte man tberprifen, ob Ler-
nende (Studierende, aber auch Schiilerinnen und
Schiiler) nach einer solchen Anregung weitere eigene
Ldsungsansatze entdecken.

Auch soll der Einsatz des Arbeitsblattes bei kiirzeren
Bearbeitungszeiten erprobt werden. In der vorliegen-
den Variante hatten die Studierenden zwei Wochen

Zeit, Losungen zu den auf dem Arbeitsblatt prasen-
tierten Ideen zu finden und auszuarbeiten. In einem
Testlauf an einer deutschen Universitét gab es einen
Testlauf, in dem zwolf Studierende wahrend einer
Seminarsitzung 60 Minuten Zeit zu Verfugung hat-
ten. Abgesehen davon, dass die Zeit flur die meisten
Studierenden zu kurz war, um zu allen Bildern L&-
sungsideen auszuarbeiten, hat sich auch dieser Ein-
satz der Methode in Bezug auf die oben genannten
Thesen bewahrt: Bis auf eine Studentin, die eine L6-
sung sehr ausflihrlich ausgearbeitet hat, haben alle
Teilnehmenden am Ende des Seminars mehrere L6-
sungsansatze abgegeben (Mittelwert 3,25 Ansétze).

Angedacht ist auch eine experimentelle Studie, in der
das Verfahren im Vergleich zu einer Kontrollgruppe
auf seine Wirksamkeit untersucht wird (als klassische
Wirkungsstudie mit Pre-, Post- und Follow-Up-Test)
— was im vorliegenden Artikel nicht zur Debatte
stand. Theoretisch bietet sich auch der Vergleich die-
ses Verfahrens mit anderen Interventionen zum Prob-
lemldsen an, was eine entsprechende Wirkungsstudie
um weitere Experimentalgruppen erweitern wirde.

Besonders interessant sind im Zuge weitergehender
Untersuchungen — unabhéngig von einem Vergleich
mit anderen Methoden zum Problemldsenlernen —
vor allem auch die Beliefs der Probanden und der
mogliche Einfluss der vorgestellten Methode auf
diese Beliefs: Dies betrifft einerseits ganz allgemeine
Beliefs zur Mathematik sowie zu mathematischen
Denk- und Arbeitsweisen (Mathematik als Prozess o-
der als Produkt, mathematische Verfahren als ,, Tool-
Box“, vgl. Grigutsch et al., 1998). Andererseits konn-
ten auch konkrete Einstellungen zur mathematischen
Arbeit (im Studium) untersucht werden. Warum wur-
den insbesondere von den ungarischen Studierenden
hauptsachlich (fast) vollstandig korrekte, aber keine
halbfertigen Losungen abgegeben? Werden Aufga-
ben nicht bearbeitet, wenn keine Ldsungsidee vor-
handen ist? Oder trauen sich diese Studierenden auf-
grund der Aufgabenstellung (vgl. Abschnitt 3.2)
nicht, unfertige Losungen abzugeben? Oder, etwas
allgemeiner: Inwiefern wirkt sich das Arbeiten mit
Abbildungen, auf denen Lésungen angedeutet wer-
den, auf die Verhaltensweisen von Lernenden aus?
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