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Anderungsraten und Bestinde von heute
mit dem Infinitesimalkalkiil von gestern?

Ein historisch inspirierter Beitrag zur Vermeidung
vorschneller Fehlinterpretationen

von

Johanna Heitzer, Aachen

Kurzfassung: Lazare Carnot, Vater von Sadi Carnot und Kriegsminister unter Napoleon,
schrieb Ende des 18. Jahrhunderts seine Betrachtungen iiber die Theorie der Infinitesimal-
rechnung. Darin akzeptiert er eine unvollkommene Form der Gleichheit, um zu einem pra-
xistauglichen Umgang mit ,,dem Unendlichen und dem Nichts dazwischen‘ anzuleiten. Die-
ser Beitrag widmet sich der Frage, ob Carnots Herangehensweise eine Hilfe fiir die schuli-
sche Differential- und Integralrechnung ,,auf der Basis eines propddeutischen Grenzwertbe-
griffs* bieten kann, und zwar insbesondere im Zusammenhang mit ,,funktionalen Grofien
wie Anderungsraten und (re-)konstruierten Bestinden* (KMK Bildungsstandards Mathema-
tik Sek II, 2012, 22 f.). Wie hier gezeigt wird, sind letztere ndmlich weit einfacher ins Spiel
gebracht als tatsdchlich korrekt interpretiert. Ein von Carnot inspirierter, ingenieurmafig ge-
pragter und die Differenzialschreibweise ausreizender Zugang kann zum Verstindnis der
sinnstiftenden Kontexte beitragen.

Abstract: Lazare Carnot, Sadi’s father and one of Napoleon’s Ministers of War, wrote his
Reflexions on the Metaphysical Principles of the Infinitesimal Analysis at the end of the 18"
century. In it, he accepts an imperfect type of equality in order to handle “infinity and the
nothing in between” without conflicts. This article discusses the question of whether Car-
not’s approach might help school calculus “based on a propaedeutic understanding of limits”
particularly in the context of “functional quantities like rates of change and (re-)constructed
stocks” (KMK Bildungsstandards Mathematik Sek II, 2012, 22 f.). As is shown, it is indeed
much easier to bring up the latter than to interpret them correctly. An approach inspired by
Carnot, orientated towards engineering and exhausting the differential notation, can support
an understanding of these meaningful contexts.

1 Zur Genese des Themas

Als ich selbst Ende der 1990er Jahre in Analysis unterrichtet wurde, lernten wir die
Ableitung fast ausschlieBlich im Kontext der Tangentensteigung von Funktions-
graphen, das Integral fast ausschlieBlich im Kontext des Fldcheninhalts unterhalb
von Funktionsgraphen kennen, anwenden und interpretieren. Wichtige und — so-
fern man auch Physik als Fach hatte — griindlich behandelte Anwendungen waren
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meiner Erinnerung nach ausschlielich die Zusammenhénge zwischen Zeit, Weg
und Geschwindigkeit bzw. Zeit, Geschwindigkeit und Beschleunigung sowie Weg,
Kraft und Arbeit.'

Auf die Interpretation und Nutzung von Ableitungen mit starkerem Blick auf den
Begriff der Anderungsrate wurde ich im schulischen Kontext erst wieder durch ei-
nen Kollegen wihrend meiner ersten Unterrichtsjahre aufmerksam: Auch dieser
hatte Physik als zweites Fach und stellte im Unterricht den Zusammenhang zur
Fehlerfortpflanzungsrechnung in der Physik dar, beziechungsweise schuf fiir den
Mathematikunterricht schon einmal den Néhrboden. Er wihlte insbesondere geo-
metrische Beispiele und fragte zum Beispiel, wie stark sich bei einem Wiirfel ab-
héngig vom bereits erreichten Volumen eine kleine Verdnderung der Kantenldngen
auf eben dieses Volumen auswirke. Ich fiige hier zwei exemplarische Aufgaben
mit Losungsskizzen an, wie ich sie aufgrund dieser Berichte in meinem ersten
Leistungskurs eingesetzt habe.

Kugelvolumen und -radius: Fiir ein Gourmet-Essen sollen KartoffelkloBe von
6 cm Durchmesser geformt werden, so dass man pro KloB (bei einer End-
Dichte von 0,5 g/cm®) etwa 56,5 g Rohmasse verwenden sollte. Bestimme die
Abweichung fiir den Durchmesser, wenn man versehentlich 60 g verwendet,
niherungsweise mittels der Anderungsrate des Durchmessers abhingig vom
Volumen.

Losung 1(/lé/lassen mittels der Dichte in Volumina umgerechnet): d (V)z
(6V/m)"”, d'(V)~0,413-¥77 , d'(113)=0,0177, Ad~d'(V)-AV , hier:
0,0177 cm™-7 cm® ~ 0,124 cm

Kegelhohe und -volumen: Das kegelformige Innere eines Sektglases hat in 3 cm
Hohe den Radius 1 cm. Es soll bis zu einer Hohe von 9 cm gefiillt werden, so
dass es 8,482 cl Fliissigkeit enthélt. Bestimme die Abweichung fiir das Fliissig-
keitsvolumen, die sich bei félschlicher Fiillung bis 9,1 cm ergibt a) exakt und b)
niherungsweise mittels der Anderungsrate des Volumens abhiingig von der
Hohe.

Lésung: a) 0,286 cl, b) V(h):2—“7~h3, V(h)zg«hz, 1(9) =9 ~ 28,27,
AV ~V'(h)-Ah , hier: 28,27 cm?-0,1 cm = 2,827 cm® = 0,283 cl

Die beiden Beispiele sind iibrigens archetypisch fiir zwei grundsétzliche Klassen: dieje-
nigen, wo nach der Zeit abgeleitet bzw. liber die Zeit integriert wird, und diejenigen, wo
beides nach einer anderen Grofle geschieht. Die zweite Gruppe ist meines Erachtens in
der Interpretation und korrekten Anwendung ungleich schwieriger als die erste; unter
anderem aufgrund des dahinterliegenden Grenzwertbegriffs und der nicht immer einfa-
chen Kovarianzen. Darauf werde ich im Laufe des Beitrags mehrfach zurtickkommen.
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Um 2007 (als ich von der Schule an die Hochschule wechselte) riickten die allge-
meineren Sichtweisen — Ableitung ist Anderungsrate, Integral ist Bilanz — stirker
in den Vordergrund der Lehrpldne, der Schulbiicher und des Unterrichts. Meine
ersten Studierenden hatten Kontexte mit diesen Interpretationen im Unterricht
kaum oder gar nicht kennengelernt, waren aber in der didaktischen Auseinander-
setzung mit aktuellen Schulbiichern an der Hochschule mit diesen Themen kon-
frontiert. Die jetzigen Lehramtsstudierenden kennen derartige Aufgaben meist
schon aus dem eigenen Unterricht. In beiden Gruppen habe ich jedoch die Erfah-
rung gemacht, dass die tatsdchliche korrekte Interpretation von Ableitungen und
Integralen in vielen Kontexten alles andere als einfach ist.

Konkretes Beispiel ist der Vortrag eines Studenten iiber Anderungsraten und Bi-
lanzen im fachdidaktischen Seminar, der eine Aufgabe mit Sachkontext vorstellte
und dabei Ableitung bzw. Integral falsch interpretiert hatte. Es stellte sich heraus,
dass die Idee aus [Danckwerts/Vogel, 2006] stammte. In der Vorlage selbst ist al-
lerdings nichts unmittelbar falsch, denn dort wird die Frage nur gestellt und nicht
beantwortet. AuBBerdem hatte sich der Student eigenstindig an der umgekehrten
Fragerichtung versucht. Er gab uns die Grafik in Abbildung 1 und fragte nach den
Gesamtkosten eines Betonrohbaus von 5000 m* umbautem Raum.

Preis pro m® in €

400

300

100

Umbauter Raum in m?

200
800
1400
2000
9800

2600
3201
3800
S
5001
5601
6201
6801
7401
BOO
8601
92

Abbildung 1: Durchschnittspreis fiir Betonrohbauten abhidngig vom umbauten Raum

Dabei schwebte ihm als Losung ein Ablesen an der Grafik aus Abbildung 2 vor,
welche er durch ndherungsweise Integration gewonnen und (beziiglich der Ordina-
te falsch!) beschriftet hatte. Der Irrtum kommt daher, dass bei einem groferen
Rohbau ja bereits die ,ersten” Kubikmeter den neuen, niedrigeren Durchschnitts-
preis haben, und hat damit zu tun, dass die abhidngige Variable bereits eine gemit-
telte GroBe ist. Der Fehler ist verwandt mit einem weiteren haufigen Fehler bei der
Interpretation von Ableitung und Integral: Es wird nicht bedacht, iiber welche Gro-
Be tatsdchlich zu mitteln ist bzw. gemittelt wurde (vgl. Abschnitt 5.2). Bei der kon-
kreten Fehlinterpretation im Seminar (die erst nach meiner Bitte um sehr genaues
Hinschauen von den ersten Kommilitonen bemerkt wurde) zeigt sich, wie schwie-
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rig die Interpretation des Integrals hier tatséchlich ist, bzw., dass ihre Sinnhaf-
tigkeit im Kontext grundstzlich bezweifelt werden muss.”

Gesamtpreis in 1.000 €
1500
1250
1000
750
500

250

Umbauter Raum in m°

200

800
1400
6200
6800
7400
8000
8600
9200
9800

Abbildung 2: Studenten-Interpretation der zugehorigen Stammfunktion

2 Kernaussagen und Gesamtaufbau des Beitrags

2.1 Kernaussagen

Mein Fazit aus den entsprechenden Gespriachen mit Studierenden in den letzten
Jahren lésst sich etwa wie folgt zusammenfassen: Die allgemeinere Sichtweise von
Ableitungen als Anderungsraten und Integralen als Bilanzen ist ausgesprochen
vermittelnswert und erschliefit eine groe Auswahl interessanter Fragestellungen.
Tatsdchlich leuchtet den meisten der Nutzen von Differential- und Integralrech-
nung bei solchen Kontexten stirker ein, als wenn es ausschlielich um Steigung
und Flache bei Funktionsgraphen geht. Allerdings sind, vor allem wenn das Diffe-
rential bzw. der Integrand einmal nicht die Zeit ist, entsprechende Fragen sehr viel
leichter ins Spiel gebracht als korrekt beantwortet.

Ich halte die Schreibweise mit sehr kleinen Differenzen A [ fiir jede Grofie LI —
lange mit der Vorstellung ,,sehr klein, aber fest und von Null verschieden® — fiir ei-
ne gute Schreibweise im didaktischen Sinne. Ihr suggestives Potential tragt {iber
Differenzenquotienten hinaus bis zu den Ableitungs- und Integrationsregeln und
unterstiitzt Grunderfahrungen mit den Konsequenzen kleiner Verdnderungen bei
voneinander abhéngigen GroBen, welche sich unter anderem in der naturwissen-
schaftlichen Fehlerrechnung niederschlagen. Es sollte ausgeschopft werden.

2 Ein Student schlug zum Beispiel die Kosten eines Hauses vor, dessen angestrebte Ge-

samtgrofie wihrend des Bauens kontinuierlich grofer wird.
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Es ist ein vielzitierter (mindestens theoretischer) Konsens, dass der Grundkurs kein
abgespeckter Leistungskurs, sondern von grundsitzlich anderem Wesen und zum
Teil auch von anderen Paradigmen der Mathematik geprigt sein sollte. In der Ana-
lysis sehe ich den bedeutendsten solchen Wesensunterschied im Umgang mit dem
Infinitesimalkalkiil: Wird dessen Funktionieren bei ,,intuitiv richtiger Handhabung
nach iibermittelten Regeln® zur Kenntnis genommen, ingenieurmafig angewendet
und gern auch ein wenig bestaunt (GK), oder wird den dahinter liegenden und eng
mit dem Grenzwertbegriff verbundenen, exaktifizierbaren Unschérfen ein Stiick
weit auf den Grund gegangen (LK)?

In Grund- und Leistungskurs gleichermaflen wichtig ist die Erfahrung, dass die
korrekte Interpretation von Anderungsrate und Bilanz hiufig alles andere als trivial
ist und entsprechende Fragestellungen nicht uniiberlegt in den Raum geworfen
werden sollten. Zwischen Aufgaben, bei denen es sich um eine echte, kleine aber
nicht verschwindende Anderung handelt, und solchen, bei denen es tatséichlich um
die momentane bzw. lokale (bekannte oder erhaltene und dann zu interpretierende)
Anderungsrate geht, besteht ein essenzieller Unterschied.

Aufgaben des ersten Typs empfehle ich mehrfach auf eine Weise zu 16sen, die ich
,im Stil Carnots nenne, in Abschnitt 3.3 néher erldutere und hier nur grob umrei-
Ben mochte: Zunichst wird alles mit sehr kleinen, aber festen und von Null ver-
schiedenen Groflen A o durchgerechnet. Dann werden potenzierte Winzigkeiten
weggelassen; schlicht mit dem Argument, dass sich deren Wirkung erst viele Stel-
len weiter hinten niederschligt, als es die Genauigkeit der jeweils eingehenden
GroBen im Kontext hergibt. Auf diese Weise gewohnt man sich daran, Produkte
des Typs AJ-AO, Potenzen des Typs (AO)" mit n>2 und entsprechende
gemischte Terme wegzulassen. Dann werden Ergebnisse abgelesen. Die erstaunli-
che Erkenntnis ist: Geht es um den momentanen bzw. lokalen, ,,unendlich kleinen*
Fall, stimmen diese mit ,kontrolliertem Pfusch® gewonnenen Ergebnisse wieder
genau.

Geht man spdter — auch im Grundkurs — zur Nutzung solcher Ableitungs- und
Stammfunktionen iiber, die man ohne Kenntnis von Potenzreihen nicht mehr im
Carnotschen Stil herleiten kann (etwa von Wurzel- und Exponential- oder trigono-
metrischen Funktionen), ist das ein kithner und theoretisch nicht untermauerter
Schritt. Er bewéhrt sich allerdings in {iberzeugender Weise bei Anwendungen, die
messend iiberpriift werden kdnnen — in Schule und Hochschule.

2.2 Wichtige Bestandteile des Beitrags

Wie kann man den in 2.1 benannten potentiellen Schwierigkeiten begegnen und die
formulierten Ziele erreichen? Zu diesen Fragen soll mit den folgenden Hauptab-
schnitten des Artikels beigetragen werden.
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Abschnitt 3 kann als roter Faden einer Unterrichtsreihe gelesen werden, wie ich sie
zur lebendigen und ziigigen Behandlung des Wesentlichen mit Schiilerinnen und
Schiilern vorschlage: Zunichst wird der Blick auf den Begriff der Anderungsraten
und die Frage gelenkt, was genau diese eigentlich beschreiben. Das geschieht an
moglichst eindriicklichen, enaktiv erfahrbaren und ikonisch darstellbaren Beispie-
len. AnschlieBend wird ein Stiick Wissenschaftsgeschichte erzéhlt und in Kiirze
dargestellt, wie Lazare Carnot den von Leibniz und Newton entwickelten Kalkiil
interpretiert und zu vermitteln versucht hat. Schlielich wird in etwas modernerer
Schreibweise vorgefiihrt, wie Carnots Losung zu einer der anfangs motivierten
Anwendungsfragen ausgesehen hitte. Dabei kann liberzeugend auf die Anschau-
ung rekurriert werden: Man sieht (1), was warum vernachldssigt werden darf und
was als Anderungsrate {ibrig bleibt.

Hauptgegenstand von Abschnitt 4 sind Beispiele aus der fiir die Naturwissenschaf-
ten bedeutsamen Fehlerrechnung, und zwar in erster Linie solche, bei denen sich
das algebraische Vorgehen gut geometrisch veranschaulichen ldsst. Die dortigen
Schreibweisen und Schritte lassen sich als moderne Variante des Carnotschen
Umgangs mit Infinitesimalien lesen und haben einen entscheidenden Vorteil: Das
tolerierbare ,,Mall an Unvollkommenheit bei den vorkommenden Gleichungen
ergibt sich sachlogisch aus der Genauigkeit der eingehenden und daraus abgeleite-
ten GroBen. Zu entscheiden, was man gerade noch beriicksichtigen muss und was
man vernachléssigen darf, ist keine dubiose Kunst mehr, sondern klar erkenn- und
ergo gut erlernbar. In Kombination mit den geometrischen Veranschaulichungen
fiihrt diese Tatsache dazu, dass ein an Carnot orientierter Umgang mit den Diffe-
renzialen auch Ableitungs- und Integrationsregeln verstehen und anwenden hilft.
Beispiele hierzu finden sich, soweit nicht schon ein ,Nebenergebnis® der Fehler-
fortpflanzungsrechnung, in 4.2.

In Abschnitt 5 werden die losen Faden der Abschnitte 1 und 2.1 wieder aufgenom-
men und die personlichen Uberlegungen didaktisch eingeordnet. Eine stoffliche
Analyse spiirt den Ursachen der anfangs dargestellten Fehlinterpretationen nach
und liefert zugleich Ideen zu deren Auflésung. In 5.2 werden Haufigkeit, Art und
Darstellungsweise entsprechender Anwendungsaufgaben in aktuellen Oberstufen-
biichern und didaktischen Veréffentlichungen dargestellt. Es zeigt sich, dass der
Grat zwischen korrekter und fehlerhafter bzw. sinnfreier Interpretation hier oft
schmal ist. In 5.3 zeigt ein Blick in die mehr als hundertjédhrige Geschichte der In-
finitesimalrechnung an hoéheren Schulen, dass weder die konkurrierenden Zu-
gangsweisen noch die zugehdrigen Argumente génzlich neu sind.
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3 Infinitesimalrechnung nach Carnot im Unterricht’

Der nachfolgende Abschnitt kann als roter Faden einer Unterrichtsreihe zur Be-
handlung der Anderungsratenproblematik gelesen werden, wie ich sie fiir geeignet
und lebendig halte. Grundidee ist die Orientierung an der Zugangsweise in Lazare
Carnots Betrachtungen iiber die Theorie der Infinitesimalrechnung’, einem hoch
interessanten frithen Hochschullehrbuch zur von Newton und Leibniz nie systema-
tisch weitergegebenen Methode. Wihrend Carnots Beispiele iiberwiegend klas-
sisch geometrisch sind (Tangente an den Halbkreis, Flidcheninhaltsberechnung
beim Kreis entsprechend der heutigen ,,Streifenmethode” im Koordinatensystem,
zahlreiche weitere Beispiele im Ubungs- und Aufgabenteil), wird hier nun aller-
dings der Blick stark auf die Bedeutung von Anderungsraten bei dynamischen Pro-
zessen gelenkt. Auch die Schreibweise ist modernisiert.

3.1 Maglicher Einstieg in die Theorie der Anderungsraten

,Die Inflationsrate ist in diesem Monat weniger gestiegen als im letzten.* Dies Zi-
tat Richard Nixons im Wahlkampf 1972 eignet sich, Lernende kontextbezogen
iiber Anderungsraten und ihre Bedeutung ins Gesprich zu bringen: Hier musste der
amtierende Président auf eine hohere Ableitung zuriickgreifen, um eine positiv
klingende Aussage zu treffen! Die Inflationsrate ist selbst schon eine Ableitung,
nédmlich die (betragsmifBig, ergo positiv angegebene) des sinkenden Geldgegen-
wertes nach der Zeit. Sie steigt auch noch, nur jetzt weniger als zuletzt. Der Graph
der Inflationsrate lduft also mit leichter Rechtskriimmung, also Hoffnung auf ein
nicht mehr allzu weit entferntes Maximum, aufwirts. Der Graph des Geldgegen-
wertes lauft — ebenfalls rechtsgekriimmt — abwirts; das heifit er fallt auch noch
immer steiler, nur gibt es erste Anzeichen des Zulaufens auf einen Wendepunkt.

Das Beispiel ist interessant, aber noch vergleichsweise einfach zu interpretieren,
weil es sich durchweg um Anderungen mit der Zeit handelt: Die Inflationsrate
konnte man auch als Geldwertdnderungsgeschwindigkeit, ihre Ableitung als
-beschleunigung bezeichnen. Schwieriger wird es mit der Bedeutung von Ablei-
tungen und Integralen, wenn keine der beteiligten GroBen die Zeit ist: Pustet man
einen Luftballon auf, so wird man diesem pro Atemzug etwa die gleiche Volumen-
zufuhr AV erteilen. Der Radius des Luftballons wird dann von Zug zu Zug nicht

Dieser Abschnitt ist eine detailliertere Ausarbeitung von [Heitzer, 2013] und daher in
Struktur und Formulierungen stark daran angelehnt.

Réflexions sur la métaphysique du calcule infinitésimale wurde schon drei Jahre nach
Erscheinen von J. K. F. Hauff ins Deutsche iibersetzt. Mit dieser Version habe ich gear-
beitet und auch die dortige Wortwahl iibernommen — gestoen bin ich auf das Werk eher
zufdllig aus Interesse an der Geschichte der Mathematik im Allgemeinen und auf der
Suche nach interessanten franzdsischen Mathematikern anlésslich einer Staatsarbeit im
Besonderen.
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linear, sondern (von der Elastizitdtsdnderung der Ballonhaut und der damit abneh-
menden Luftkompression abgesehen) nur mit der dritten Wurzel des Volumens
wachsen. In welcher Weise miisste man die Luftportionen vergréfern, damit der
Radius linear wiichse?

+AV ; +AV ; +AV ;
— — —

Abbildung 3: Luftballon mit linear zunehmendem Volumen

+Ar ; +Ar ; +Ar ;
— — —

Abbildung 4: Luftballon mit linear zunehmendem Radius

Abbildung 5: Sintflut — frither (linear) und heute (quadratisch)

Oder stetiger: Als die Erde noch eine Scheibe mit Késeglockenhaube war, hatte der
enttduschte Schopfer es leicht mit der Sintflut. Fiir einen gleichformig steigenden
Wasserspiegel brauchte er es auch nur etwa gleichformig regnen zu lassen. Jetzt,
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wo die Erde eine Kugel ist, hitte er es schwerer: Mit steigendem Wasserspiegel
wiichsen der Radius und damit (quadratisch) die Oberfliche der Kugel. Um trotz-
dem gleichformig steigenden Wasserspiegel zu erreichen, miisste er es immer hef-
tiger regnen lassen. Nach welcher GesetzmiBigkeit?”

3.2 Ein interessantes Stiick Wissenschaftsgeschichte

Lazare Nicolas Marguerite Carnot
(1753—1823) !

v

Nicolas Léonard Sadi Carnot Lazare Hippolyte Carnot
(1796—1832) (1801—1888)

Marie Frangois Sadi Carnot Marie Adolphe Carnot
(1837—1894) (1839—1920)

Abbildung 6: Stammbaumausschnitt der franzosischen Familie Carnot

Von der Zeit der Begriindung der Infinitesimalrechnung bis ins 20. Jahrhundert
lebte ein erwdhnenswerter Teil der franzdsischen Familie Carnot. Einige Carnots
waren offenbar ebenso einflussreich wie begabt und zumeist sowohl politisch als
auch natur- bzw. ingenieurwissenschaftlich interessiert. Nach Marie Adolphe ist
das Mineral Carnotit benannt. Marie Francois Sadi war franzosischer Staatsprisi-
dent, bis er von einem Anarchisten erstochen wurde. Ihr Onkel Nicolas Léonard
Sadi gilt als Begriinder der Thermodynamik. Er soll nach seinem friihen Chole-
ratod mitsamt seinem Notizbuch begraben worden sein, was die Weiterentwick-
lung der theoretischen Physik erheblich verzogert haben mag. Zuvor jedoch fand er
den Wirkungsgrad der idealen Warmekraftmaschine. Dies soll hier nicht im Ein-
zelnen nachvollzogen werden.® Fest steht allerdings, dass die Herleitung einen
souverdnen Umgang mit diversen kovarianten Groen und deren voneinander ab-

Walther Lietzmann beginnt sein wiederholt aufgelegtes Buch "Lustiges und Merkwiir-
diges von Zahlen und Formen® mit einem auch hier passenden Zitat von Michael Stifel
aus dem Jahre 1553: ,,Solliche spéttliche Exempla woéllen oft mehr Wort haben denn die
niitzliche" (vgl. [Lambert 2007, 78]).

Eine an Sadis Denk- und Schreibweise angelehnte Herleitung des Carnot-Wirkungsgra-
des findet sich in [Hochstrat, 2012]. Sie wird auf Anfrage gerne zur Verfligung gestellt.
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hiingigem Anderungsverhalten erfordert (vergleiche die Abbildungen zum Carnot-
prozess). Sadi hatte an der von seinem Vater Lazare mitbegriindeten Ecole Poly-
technique unter anderem bei Poisson und Ampére studiert. Wie gleich ersichtlich
wird, mag er den Umgang mit Anderungsraten allerdings auch direkt von seinem
Vater gelernt haben.

Abbildung 7: Carnot-Prozess: Kovariante Groen Volumen und Druck,
Entropie und Temperatur

Lazare Nicolas Marguerite Carnot war Militdrstratege und Kriegsminister unter
Napoleon. Um die Jahrhundertwende zog er sich aus dem politischen Leben zu-
riick, griindete eine Familie und wandte sich verstirkt seiner wissenschaftlichen
Arbeit zu. Carnot war erfolgreicher Mathematiker. Lange Zeit sprach man zum
Beispiel vom Kosinussatz als ,,Satz von Carnot“, da dieser in dessen Geometrie der
Lage von 1803 formuliert ist. Grundlage dieses Beitrags ist sein schon 1797 ver-
fasstes Werk zur Infinitesimalrechnung, in dem er auf didaktisch interessante Wei-
se zum Umgang mit Leibniz’ und Newtons Kalkiil anleitet.

3.3 Infinitesimalrechnung nach Carnot ...

Carnots Theorie lautet in sehr groben Ziigen: Zur Losung mathematisch erfasster
Probleme fithre man neben ,,vom Ausdruck der Aufgabe selbst gegebenen Haupt-
groflen so genannte Hilfsgroflen ein, die den Vergleich der Hauptgroflen erleich-
tern und Grenzen haben, ,,von denen sie sich nur um unendlich kleine Groflen un-
terscheiden®. Man erhélt dann ,unvollkommene Gleichungen®, auf deren Seiten
zwar nicht exakt, aber ,.im letztem Verhiiliwis“ gleiche Ausdriicke stehen. Im letz-
ten Verhéltnis gleich (Schreibweise hier: = ) sind Ausdriicke, deren Quotient ,,der
Einheit beliebig nahe kommt®. Es gelten folgende Sétze:

1. Eine unvollkommene Gleichung wird durch Ergénzen oder Abziehen einer un-
endlich kleinen GroBe entweder richtig oder bleibt unvollkommen; sie wird
aber nicht falsch.
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2. Gleichungen, die nur HauptgroB3en enthalten, kénnen nicht unvollkommen sein,
sondern nur richtig oder falsch.

3. Eliminiert man aus einer unvollkommenen Gleichung durch Ergénzen oder Ab-
ziehen unendlich kleiner Groflen alle HilfsgroBen, so ist die resultierende Glei-
chung richtig.

3.4 ... am Beispiel der Volumen-Anderungsrate

HauptgroBen im Ballon/Sintflut-Beispiel sind: der Kugelradius », das Kugelvolu-
men ¥ und die vom jeweils aktuellen Kugelradius abhiingige Anderungsrate V'’
des Volumens, also die Volumenzufuhr, die zu linearer Radiusdnderung fiihrt. Da
das Krumme schon unveréndert schwer zu berechnen ist, gehen wir zunichst zu
Eckigem tiber: einem Wiirfel mit der Kantenldnge x, dem Volumen V' und der
von der jeweils aktuellen Kantenlinge abhiingigen Anderungsrate ¥’ des Volu-
mens. Als Hilfsgroen fithren wir eine um beliebig wenig vergroferte Kantenldange
X und das zugehorige Volumen V ein.

@ +£V i.l’ +£V ﬁ +£V ﬁ

Abbildung 8: Wiirfel mit linear zunehmendem Volumen

@ +Ax —l +Ax —l +Ax —|
— — —

Abbildung 9: Wiirfel mit linear zunehmender Kantenlénge

Dann gilt:
V-V=5%-x
z[x+()~c—x)]3 -x
=x3+3x2-(i—x)+3x-(5c—x)2+(5c—x)3—x3

=3x2 -(i—x)+3x-()?—x)2 +(5c—x)3
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LIV
V-V =3x"(3-x)
_rer
3x% - (¥-x)
Im vorletzten Schritt wurden die Potenzen der ,beliebig kleinen* Differenz
(F=x) weggelassen, weshalb es sich ab hier um eine Ndherung handelt und nur
noch Gleichheit im letzten Verhéltnis vorliegt. Dann aber gelingt durch das Be-
trachten zweierlei Gleichheiten im letzten Verhéltnis die Elimination der Hilfsgro-
Benund V' =3x? gilt wieder exakt. Kurz:

iV _pilv
Pl S g T R

1

Vv

X—X

In etwas vertrauterer Schreibweise, ndmlich mit Differenzialen fiir die kleinen
Verédnderungen, lautet dieselbe Rechnung:

AV = [)C+(A)c)]3 —x? =x +3x? -(Ax)+3x-(Ax)2 +(Ax)3 —x’
=3x? - (Ax) +3-(Ax)’ +(Ax)’

v
AV =3x"-(Ax)
AV
22 (A 1
3x (Ax)
iv iv
V' = AV = 3x?
Die rechte Gleichheit in der letzten Zeile kann man anhand derselben Wiirfelzerle-
gung begreifen, d3ie von Lehrmittelfirmen zur Visualisierung der binomischen
Formel fiir (a+5b)" angeboten wird: Ist Ax relativ zu x hinreichend klein, kann
man die ,,Stdbchen und den ,,Wiirfelwinzling* vernachldssigen. Die Volumenén-

derung entspricht den drei quadratischen ,,Scheiben®, folglich gilt AV = 3x?Ax
und dV =3x2dx oder auch V' =dV /dx =3x* dann wieder exakt.
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Abbildung 10: Visualisierung zur binomischen Formel (a + b)* = @® + 3a?b + 3ab* + b*

Ax
Abbildung 11: Visualisierung zu einer kleinen Anderung des Wiirfelvolumens ¥ = x*

Mit Differenzialen formuliert lautet die Argumentation:

(x+Ax)’ = & +3xAr+3x(Ax)” +(Ax)’
(x+Ax) —x* =3x2Ax+3x(Ax) +(Ax)’ ~3x%Ax.
Ubrigens sieht die Rechnung fiir eine Kugel mit Radius- und zugehdriger Volu-
meninderung bis auf den Faktor 4 /3-7 nicht wirklich anders aus. Die zugehdrige
Herleitung erklart auch, was gelegentlich einem Schiiler aufféllt: Warum die For-
mel fiir die Oberfliache einer Kugel durch Ableiten derjenigen fiir das Volumen
nach dem Radius entsteht — und analog die Formel fiir den Umfang eines Kreises

durch Ableiten derjenigen fiir den Flacheninhalt nach dem Radius (vgl. etwa
[Stein, 1988] und [Winter, 1989]).
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4 Zum didaktischen Potential der Sicht- und Schreibweise

Neben den meistgewihlten Einstiegen in die Differentialrechnung (iiber Ande-
rungsraten, das Tangentenproblem oder die Verlaufseigenschaften aus Anwendun-
gen gewonnener Kurven) werden zum Beispiel in [Tietze u.a., 2000] auch das
Newton-Verfahren und die Fehlerrechnung genannt. Der erste, iiber die Suche nach
Nullstellen motivierte Weg wird in [Tietze u.a., 2000] selbst ausfiihrlicher darge-
stellt. Hier soll es um den zweiten, aulermathematisch motivierten gehen, weil er
eng mit der Differenzialschreibweise zusammenhéngt, sich gut anschaulich stiitzen
lasst und die konkrete Bedeutung von Anderungsraten und Bilanzen bei vielen
kovarianten GroBenpaaren verstehen hilft.

Die geometrischen Deutungen der vorkommenden Groflen und Zusammenhénge in
den folgenden Beispielen dhneln solchen, wie sie schon Ende des ersten Jahrtau-
sends nach Christi Geburt fiir algebraische Zusammenhinge genutzt wurden (vgl.
etwa [Hairer/Wanner, 2011, S. 2 ff.]), nur dass einige der geometrischen Groflen
Differenziale sind. Die Schreib- und Vorgehensweise entspricht auerdem der, die
in Abschnitt 3 als ,,im Stile Carnots* vorgestellt wurde. Den Ansatz, in der Fehler-
rechnung geringfiigig an einzelnen Variablen zu ,,wackeln* und zu schauen, wie
sich die von dieser Variablen abhéingige Grofe dabei verdndert, findet man auch
bei Fermat und Hudde (siehe etwa [Sonar, 2011]).

4.1 Angewandt und anschaulich: Beispiele aus der Fehlerfortpflanzung

Wird die elektrische Spannung U (in Volt) als Produkt vom Widerstand R (in
Ohm) und der Stromstérke / (in Ampeére) bestimmt, und sind die Angabe beim
Ohmschen Widerstand sowie die Messung der elektrischen Stromstirke jeweils mit
relativen Ungenauigkeiten behaftet, so ergibt sich der relative Folgefehler AU fiir
die Spannung aus der Produktregel wie unten angegeben und veranschaulicht. Da-
bei wird das doppelt-kleine Glied AR-Al vernachléssigt. Dies lésst sich von na-
turwissenschaftlichen Standpunkt im angegebenen GroBenbeispiel leicht erkldren:
Weill man, dass der echte Wert des Ohmschen Widerstandes um hochstens + 1%
vom angegebenen, und der echte Wert der Stromstérke um hochstens + 5% von
der gemessenen abweichen, so lage der dem kleinen Rechteck entsprechende dop-
pelt-infinitesimale Fehler bei 0,0005-R-7, also zwei Nachkommastellen hinter
den hier als naturwissenschaftlich sinnvoll angegebenen. Kennt man die relativen
Fehler der eingehenden GroBlen R und / nur im Prozentbereich genau, so wird
man sinnvollerweise auch den relativen Folgefehler fiir die abhidngige Groflie U
nur im Prozentbereich und nicht plétzlich auf Hundertstelprozent genau angeben.
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R+ AR

o’
—r

AU
Abbildung 12: Geometrische Deutung einer Anderung des Produkts R - 1

So zeigt die Rechnung: 1% Fehler bei R und 5% Fehler bei / fiihren zu 6% Feh-
ler bei dem aus den EingabegréBen resultierenden Produkt U .

Gesetzméliger Zusammenhang: U =R-/
Relative Fehler: AR =0,01-R

Al =0,05-1
Fortgepflanzter Fehler: AU =~I1-AR+R-Al

=0,01-R-7+0,05-7-R
=0,06-/-R=0,06-U

Ein weiteres Beispiel, bei dem jedoch die EingabegroBen unterschiedlich stark in
das Resultat eingehen, liefert die Vorhersage der Fallstrecke beim freien Fall der
Dauer ¢ . Ist ¢ die Zeit in Sekunden und g die Erdbeschleunigung in m/s?, so folgt
daraus nach der angegebenen GesetzmaBigkeit die Fallstrecke s in m. Angenom-
men man kennt die (wegen der Erdabflachung leicht vom Ort sowie vom Unter-
grundmaterial abhéngige) Gravitationskonstante g nur auf 5%o genau und kann
die Zeit nur auf + 2% genau messen, dann ist der Vorhersagefehler fiir die doppel-
te Fallstrecke A(ZS) entsprechend der Abbildung im Wesentlichen durch die drei
,Platten” gegeben, von denen eine das Volumen t’Ag und zwei das Volumen
t-g-At haben. Einsetzen, Vereinfachen und Nutzen der Linearitit des Anderungs-
oder Differentialoperators liefern das Ergebnis: Fiir 2 % Fehler bei der Zeitmes-
sung und 5 %o Unsicherheit bei der Gravitationskonstantenangabe kann man die
Fallstrecke nur auf + 4,5 % genau vorhersagen.
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Gesetzmaliger Zusammenhang: s = % g-t
Relative Fehler: Ag =0,005-g
At =0,02-¢
Fortgepflanzter Fehler: A2s) = - Ag+2t-g-At
=0,005-g-1> +0,04-g-1*
=0,045-g-1*
=0,045-(2s)
As =0,045-s

Etwas schwieriger zu veranschaulichen ist der Folgefehler fiir eine Grof3e, die dem
Quotienten zweier selbst mit Fehlern behafteter Grofen entspricht. Einfachstes
Beispiel ist die Durchschnittsgeschwindigkeit v in m/s, wenn s den Weg in m und
t die Zeit in s angeben. In einer passenden Grafik miissen s als Flacheninhalt ei-
nes Rechtecks mit einer Kantenldnge ¢ und As als GesamtvergroBerung dieses
Flacheninhalts bei kleiner Verdnderung Af gedeutet werden. Zusétzlich ist zu be-
riicksichtigen, dass der Folgefehler am groften ist (0.B.d.A. positiv), wenn bei der
GrofBe im Zahler die maximale Abweichung nach oben und bei der im Nenner die
maximale Abweichung nach unten vorliegen. Die Rechnung zeigt fiir das angege-
bene Beispiel: Konnen der zuriickgelegte Weg auf 1 % und die dafiir benétigte Zeit
auf 2 % genau bestimmt werden, so ist die daraus errechnete Durchschnittsge-
schwindigkeit v mit einem Fehler von * 1,5 % behaftet.
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t At

S 5—As

Abbildung 14: Geometrische Deutung einer kleinen Anderung des Quotienten s/¢

GesetzmaBiger Zusammenhang: v = = ;
Relative Fehler: As = 0,01-s
At = 0,02-¢
Fortgepflanzte Fehler: -As = (v—=Av)- Ar—Av-t
~ v-At—Av-t
‘A
(daraus durch Umstellung:) Av = v-Al+As
t
s-At+t-As

t2

0,02-5-¢+0,01-5-¢
t2

= 0032
¢
= 0,03-v

Bei folgendem Beispiel konnen wir die Ableitungsregel nicht mehr ohne Weiteres
geometrisch ablesen, sondern benutzen umgekehrt unsere Kenntnis der Ableitun-
gen von Exponential- bzw. Logarithmusfunktion, um die Fehlerfortpflanzung von
einfachen Beispielen etwa auf die Altersbestimmung mit der C'*-Methode zu
iibertragen.’

Eine Moglichkeit die hier einfach benutzte Ableitung von Exponentialfunktionen
zu gewinnen, besteht im Betrachten von deren Potenzreihen und den Teilableitun-

7 Bei ihr wird der relative Anteil des radioaktiven C'* im Kohlenstoff eines organischen,

aber leblosen Materials gemessen, um durch Vergleich mit dem durch Atmungs- und
Stoffwechselprozesse konstant gehaltenen C'*-Anteil im lebenden organischen Material
die seit dem Tod vergangene Zeit (mit anderen Worten das Alter des Objekts) zu
bestimmen.
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gen der Potenzterme in deren Summanden, wobei von den noch veranschaulichba-
ren Fillen x, x* und x* auf die Form der Ableitungen hoherer Potenzen geschlossen
wird (Permanenzprinzip). In der unten angegebenen Formel stehe n fiir den C'*-
Anteil zu einer Zeit ¢. Darin steht [J fiir den Anfangsanteil zum Zeitpunkt des
Ablebens; B hingt wie angegeben mit der Halbwertszeit zusammen und beschreibt
die Schnelligkeit des Zerfalls. Bei C'* betrigt die Halbwertszeit etwa 5730 Jahre
(auch diese Angabe ist mit einer empirischen Schwankung versehen, die wir hier
jedoch vernachlissigen). Das fiihrt zu BM=1,21-10"%4"" und der Anfangsanteil
betriigt ziemlich genau [1=10""?. Kann man den C'*-Anteil im toten organischen
Material auf +3 % genau eingrenzen, so zeigt die Rechnung, dass der relative
Folgefehler fiir das berechnete Alter gar kein relativer ist, sondern fest, und aus-
schlieBlich von dem Prozentsatz der Schwankung und der Halbwertszeit des Mate-
rials abhingt. Dies liegt gerade an der Besonderheit der Exponentialfunktion, bei
der ein geometrisch wachsendes Argument zu arithmetisch wachsendem bzw. hier
fallendem Wert fiihrt (vgl. Abbildung 15).

tin 10% a
N

02 04 06 08 1
nin 10-12

Abbildung 15: Absolute Anderungen bei exponentiellem Zerfall:
Bei wiederholter Intervallverdopplung gleichbleibend

GesetzméBiger Zusammenhang: n = [ ™ mit W =ﬂ
%
t = i-ln (E)
| n
1
= —(ln U-In n)
|
Relativer Fehler: An = 0,03n
Fortgepflanzter Fehler: At = — ! An
L)
0,03

= m unabhéngig von ¢ (!)
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4.2 In dieser Schreibweise plausibel: Ableitungs- und Integrationsregeln

Im Abschnitt {iber die Kernaussagen des Beitrags wurde auf das suggestive Poten-
tial der Schreibweise mit sehr kleinen Differenzen A o fiir jede GroBe o hingewie-
sen. Es wird in anwendungsorientierten Lehrwerken kiithn und sorglos auf Diffe-
rentiale do iibertragen und hilft dort unter anderem, die Ableitungs- und Integrati-
onsregeln zu plausibilisieren und sicher anzuwenden, vgl. etwa [Kindt u. a., 2002].
Die Beispiele 1 und 3 aus der Fehlerfortpflanzung zeigen bei etwas allgemeinerer
Betrachtung zugleich die Herleitung von Produkt- und Quotientenregel fiir Ablei-
tungen.”®

Das folgende Beispiel zeigt die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion und
damit ein Beispiel der Kettenregel: Sei /(r) =3¢+2 die innere und g(h)=h* die
duBere Funktion.

11
O O] O
O O O
O O] O

~ ~——

3t 2 t At t At t At

Abbildung 16: Geometrische Deutung einer kleinen Anderung von (3¢ + 2)*

Die Grafiken veranschaulichen hier, was eine kleine Verdnderung Ar direkt fiir
die Anderung A/ und indirekt fiir die Anderung Ag fiir Folgen hat. Die Verinde-
rung der zusammengesetzten Funktion besteht bei Vernachldssigung der neun dop-
pelt kleinen Quadrate (At)2 aus 18 Streifen der Flache #-A¢ und 12 Stiicken der
Flache 1-At .

A[Gr+2? ]=2.Gt+2)-3-Ar+3-3-(Ar)?
~2-(3t+2)-3-At=18t-At+12-At

Benutzt man andererseits die Ableitungen der inneren bzw. dufleren Funktion und
setzt dies nach Kettenregel zusammen, ergibt sich die vorletzte Zeile unten, welche

¥ Analoge, schultaugliche Darstellungen finden sich auch in [Hairer/Wanner, 2011].
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in der mit Quotienten aus winzigen Verdnderungen geschriebenen Form die Sug-
gestivkraft der Differenzialschreibweise deutlich macht (,,Kiirzen* von A#).

g(h)=h? g'(h)=2h
h(8)=3t+2 h(t)=3
g(n(1))=t+2)° A(g(h(t)))zz-(3t+2)-_;-At
n(z) H(1)
Ag _Ag A
At Ah At

Auch die Regel zur Integration durch Substitution ldsst sich — wenn nicht unmittel-
bar aus der Kettenregel fiir Ableitungen gefolgert — mit einer Differentialschreib-
weise einsehen und fillt vielen Lernenden in der Schreibweise mit expliziten In-
tegranden leichter.

Das sei hier an noch einem relevanten Beispiel illustriert: Es gilt (fiir Integrations-
intervalle ohne 2)

J.(x—z).cos(xz—4x)dx=J. i

2
-cos(u)du =
2x—4

:%-sin(u)ﬂ::%sin(xz —4x)+e¢

mit u = x> —4x und folglich du =(2x—4)dx oder dx=du/(2x—4) .

5 Blick in den Schulalltag — didaktisch analysiert

5.1 Aufgaben aus aktuellen Schul- und Fachdidaktikbiichern

Ein systematischer Blick in die géngigen Oberstufen-Analysis-Biicher ergibt, dass
Anwendungsaufgaben zu Anderungsraten inzwischen sehr verbreitet sind, wobei
sich allerdings hochstens ein Fiinftel der Aufgaben nicht auf zeitliche Verdnderun-
gen beziehen — eine detaillierte Auflistung der Beispiele findet sich in [Cichon,
2014].

Bei den Beispielen, in denen die Eingabegrofe die Zeit ist, geht es bei der Ande-
rungsrate stets um eine Geschwindigkeit im direkt kinematischen oder iibertrage-
nen Sinne. Die Vorstellung vom Zusammenhang zwischen Verdnderungen und de-
ren Wirkungen ist dann meiner Erfahrung nach fiir Lernende vergleichsweise ein-
fach. Recht interessant sind allerdings bisweilen die Wortschopfungen in diesem
Zusammenhang. Vereinzelt wird kithn mit GréBen, deren Einheiten und den zuge-
horigen Kiirzungsmoglichkeiten sowie dem Ubergang vom Differenzenquotienten
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zur echten Ableitung umgegangen. Ich zitiere aus [Bigalke/Kdhler, 2011, S. 256],
in dem sich insgesamt viele und eindriicklich illustrierte Beispiele finden:

Berechnung der Manntage aus der Beschdftigtenzahl: Beim Bau eines Stau-
damms kann die Anzahl der eingesetzten Minner durch die Funktion
m(t) =800—2¢ beschrieben werden (¢ in Tagen, m in Personen), 0 <t < 400
[...] Wie lautet die Gleichung der Funktion M (t) , welche die Anzahl der
Manntage angibt, die bis zum Zeitpunkt ¢ zustande kamen?

Manntage = Mann - Tage AM =m- At
AM
Mann = Manntage / Tage =>m= v >m=M'
t

Nicht zeitabhingige Beispiele, die sich in Schulbiichern befinden, betreffen den
Luftdruck in Abhéngigkeit von der Hohe, den Fliissigkeitsstand in Abhéngigkeit
von der Temperatur bei Fliissigkeitsthermometern, die Masse in Abhéngigkeit vom
Fiillvolumen bei OlgefiBen (Ol ist kompressibel), das durchschnittlich erforderli-
che Kraftstoffvolumen in Abhéngigkeit von der mit einem Kraftfahrzeug zuriick-
gelegten Strecke, die Bohrkosten pro Meter bei einer Erdwarmebohrung in Abhén-
gigkeit von der bereits erreichten Bohrtiefe oder klassisch die bei einer Bewegung
erforderliche Kraft in Abhéngigkeit vom Weg. Eine ideenreiche Beispielliste findet
sich auflerdem in [Biichter/Henn, 2010]: Kosten eines Rohbaus abhingig vom Vo-
lumen des umbauten Raums’, Forderkosten bei Kupfer abhingig von der geforder-
ten Masse, Hohe des Rheins iiber NN abhingig von der Quell-Entfernung, absolute
Steuer in Deutschland abhingig vom Einkommen, verkaufbare Stiickzahl einer
Ware abhéngig von deren Verkaufspreis.

Mit Blick auf den Sinn und die korrekte Interpretation von Integrationen lassen
sich all diese Beispiele in zwei Typen einteilen, von denen der eine wiederum in
drei Untertypen zerfallt. Diese Typen werden hier beschrieben und an Beispielen
konkretisiert, um innerhalb der didaktischen Analyse auf die jeweiligen Fehler-
quellen und mogliche Lernhilfen zuriickzukommen:

Typ I: Zwischen eingehender und abhéngiger Grof3e ist mit Blick auf Integrationen
nur der Zuordnungsaspekt, nicht aber der Kovarianzaspekt relevant, weil im An-
wendungskontext gar kein Prozess denkbar ist, bei dem die eingehende Grofie eine
Folge moglicher Werte sukzessive durchlduft. Zu diesem Typ zdhlen von oben
(jeweils so, wie sie dort gegeben sind) der Kraftstoffverbrauch, die Betonrohbau-
ten, die Kupferforderung, die Steuer und die Verkaufsstiickzahl.

Diese Anregung war es, die meinen eingangs erwihnten Studenten zur genannten Fehl-
interpretation inspirierte. Er ging allerdings von dem aus, was bei [Biichter/Henn 2010]
die Anderungsrate wire — weil er dazu aktuelle Daten fand — und interpretierte das In-
tegral (falsch).
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Typ II: Die eingehende Grofle durchlauft dem Anwendungskontext nach durchaus
héufig sukzessive eine Folge moglicher Werte. Zum Typ II gehdren neben Luftbal-
lon- und Sintflutbeispiel alle in I nicht genannten Beispiele der obigen Aufzahlung:
Luftdruck von Héhe, Quecksilbersiulenstand von Temperatur, Olmasse von Fiill-
volumen in gegebenem Tank, Bohrkosten pro Meter von aktueller Bohrtiefe,
Rhein-Hohe von Quellentfernung und erforderliche Kraft von Weg. Bei diesen
Beispielen macht unser — jedenfalls mein — eng an reale Erfahrungen gekoppeltes
Vorstellungsvermogen es praktisch unmoglich, sich die Verdnderung der Ein-
gangsgrofle anders als mit der Zeit vorzustellen. Folgendes Beispiel entstammt aus
[Bigalke/Kohler, 2011, S. 255]:

Berechnung der Arbeit W aus der Kraft F: Ein Bagger hebt eine Ladung Kies
aus dem Fluss auf einen 9 m hohen Kahn. Beim Heben fliefit Wasser ab, so
dass sich die bendtigte Kraft stetig verringert, und zwar nach der Formel unten.
Wie lautet die Arbeitsfunktion W?

F(s)=50000-9000-+/s , wobei s: Hubweg in m; F: Kraft in N

Arbeit = Kraft - Weg, AW =F-As

Kraft = Arbeit / Weg :>F=%:>F=W’

Mit Blick auf potentielle Fehlinterpretationen ist fiir diesen Typ folgende Unter-
scheidung hilfreich:

a) Fir die im Kontext relevanten Groflen und gestellten Fragen spielt es keine
Rolle, in welcher Zeit die Verdnderung stattfindet. Dies gilt je nach Fragestel-
lung bei Luftballon, Quecksilbersiulenstand, Olmasse und Kraft in Abhiingig-
keit von Weg (siche etwa die Schulbuchaufgabe auf der vorigen Seite).

b) Es spielt eine Rolle, in welcher Zeit der Prozess ablauft, aber die Eingangsgro-
Be dndert sich proportional zur verstreichenden Zeit. Dies gilt fiir das Sintflut-
beispiel, wie oben beschrieben.

¢) Der zeitliche Verlauf spielt erneut eine Rolle, aber die Eingangsgrofe dndert
sich nicht proportional zur verstreichenden Zeit oder wir wissen das jedenfalls
nicht genau. Dies gilt je nach Fragestellung fiir die Beispiele Luftdruck von
Hohe, Rheinhohe tiber NN von Quellentfernung und Bohrkosten von erreichter
Bohrtiefe, wie hier im Hinfiihrungsteil zur Integralrechnung bei [Schmidt,
2011, S. 140]:

Erdwdrmebohrungen: Bei der Nutzung von Erdwédrme werden hdufig bis zu 3
km tiefe Bohrungen durchgefiihrt. Experten konnen die Kosten fiir eine Boh-
rung pro Meter in Abhédngigkeit von der erreichten Tiefe abschitzen. Damit
wollen Sie die Funktion ermitteln, die der Tiefe der Bohrung deren Gesamtkos-
ten zuordnet.
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Zur einfiihrenden Auseinandersetzung mit Anderungsraten und Bilanzen werden in
Schulbiichern hdufiger Beispiele herangezogen, bei denen die Eingangsgrofe nicht
stetig, sondern diskret ist: Zahl von Zuschauern, die pro Zeiteinheit in ein Fufiball-
stadion stromen, Zahl von Elektronen, die eine Stelle im Stromkreis passieren,
Kosten in Euro oder Cent in Abhingigkeit von einer Produktionsmenge etc. Das
Aufgreifen solcher Beispiele wird von fachlicher Seite oft kritisch gesehen, da ja
gerade dann keine Differenzierbarkeit vorliegt. Reflektierend praktizierende Lehr-
kréifte empfinden diese Beispiele jedoch meiner Erfahrung nach oft als sehr hilf-
reich beim Aufbau des Begriffs- und Vorgangsverstandnisses. Den vereinfachen-
den Modellierungsschritt beim Benutzen von Ableitungs- oder Integralfunktionen
konne man ja zusitzlich klar machen. Auch in [Danckwerts/Vogel, 2006] werden
solche Beispiele explizit als didaktisch wertvoll angesehen. Dabei wird hervorge-
hoben, dass zum Beispiel Ingenieure und Wirtschaftswissenschaftler diesen etwas
gewaltsamen Modellierungsschritt gerne und erfolgreich gehen.

Fiir die im Mittelpunkt dieses Beitrags stehende Fahigkeit zu entscheiden, ob Ab-
leitung und Integral in gegebenem Sachkontext eine sinnvolle Bedeutung haben
und gegebenenfalls welche genau, sind Aufgaben dieses Typs definitiv kein Prob-
lem, sondern im Gegenteil oft verstdndnisférdernd.

5.2 Didaktische Analyse: Hiufige Ursachen der Fehlinterpretationen

Die Fehlinterpretationen in Bezug auf Sinn und Bedeutung von Integralen in An-
wendungskontexten haben von der theoretischen Existenzfrage unabhéngige Griin-
de. Mindestens zwei von ihnen haben mit der Tatsache zu tun, dass Integrieren ne-
ben Bilanzieren — bei Division durch die Intervallbreite — auch Mitteln bedeutet.
Schwierig wird es, wenn die eingehende GroBe selbst eine gemittelte ist oder nur in
Form kleiner Mittelwerte vorliegt.

Die Laufvariable: Wirklich durchlaufen?

Bei den oben als Typ I gekennzeichneten Anwendungskontexten ist der Fehler sehr
grundlegend: Bei Betonrohbauten, Kraftstoffverbrauch und Kupfer-Forderpreisen
hingen die Werte der gegebenen Funktion vom Gesamtmal (Gebdudegrofle, Fahrt-
lange, Fordermenge) ab. Letzteres steht jedoch von Anfang an fest und die abhén-
gige Grofe hat vom ersten Kubikmeter, Kilometer bzw. Kilogramm an den gege-
benen Wert. Demnach liefern Integrationen hier keine im Kontext sinnvollen In-
formationen. "’

19 Ableitungen dagegen liefern Antwort auf Fragen des Typs: ,,Wie stark schwankt bei die-

sem GesamtmaB der zugeordnete Durchschnittswert bei geringfligigen Anderungen?
Wie sehr ,lohnt® es sich demnach bei diesem Gesamtmal, doch ein wenig grofer zu
bauen, weiter zu fahren oder mehr zu fordern?“



Anderungsraten und Bestinde von heute 325

Allerdings sind die Unterschiede zwischen Aufgaben, bei denen Integration kei-
nen, und solchen, bei denen sie einen Sinn ergibt, zum Teil so klein, dass man sehr
genau hingucken muss: Die Erdbohrungs-Aufgabe aus [Schmidt u. a., 2011] am
Ende von Abschnitt 5.1 dhnelt der mit den Betonbauten auf den ersten Blick sehr:
Preis pro Meter abhingig von Tiefe, Preis pro Kubikmeter abhéngig von Grofe.
Nur édndert sich der Bohrpreis pro Meter tatsdchlich wahrend des Bohrprozesses:
Der erste Meter ist deutlich billiger als der hundertste, auch wenn ich von Anfang
an weil}, dass ich hundert oder mehr Meter tief bohren werde.

Integrieren ist Mitteln. Aber tiber was?

Im Fall des oben beschriebenen Typs II hdngt die Schwierigkeit mit der Interpreta-
tion von Integralen, bei denen die Eingabegrofle nicht mehr die Zeit ist, mit einer
bekannten Verstdndnishiirde beim Mitteln zusammen:

Die Durchschnittsgeschwindigkeit, Teil I: Ein Transporter fahrt den Hinweg ei-
ner Lieferung wegen der schweren Ware mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von nur 60 km/h. Auf dem Riickweg kann er eine Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 90 km/h halten. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit wurde
die Gesamtstrecke zuriickgelegt?

Auf diese Frage ist die mit Abstand haufigste Antwort ,,75 km/h*, welcher ein na-
heliegendes, aber uniiberlegtes arithmetisches Mitteln zugrundeliegt. Die ,,Falle®
steckt darin, dass zwischen Durchschnittsgeschwindigkeiten gemittelt werden soll,
und damit zwischen Gréfien, die selbst schon Mittel sind; allerdings iiber die Zeit,
wihrend die Frage das Mitteln iiber Strecken nahe legt. Auf den Fehler kann mit
dem Tipp aufmerksam gemacht werden, man moge von einer selbst gewdhlten
Streckenlinge ausgehen und die benétigten Zeiten betrachten.!' Ebenfalls erhellend
kann das Betrachten eines Extremfalles sein. Es nutzt das Ad-Absurdum-Fiihren
einer falschen Annahme durch eine scheinbare Paradoxie nach [Winter, 1989]:

Die Durchschnittsgeschwindigkeit, Teil II: Ein Fahrer eines Transporters, der
auf Hin- und Riickweg einer Lieferung eine Durchschnittsgeschwindigkeit von
80 km/h erreichen soll, hat auf dem Hinweg aus verschiedenen Griinden nur
durchschnittlich 40 Kilometer pro Stunde zuriickgelegt. Wie schnell muss er
zuriickfahren, um das Soll noch zu erreichen?

Hier lautet die korrekte Antwort: Es ist unmoglich. Bei halber Soll-Geschwindig-
keit auf der halben Strecke hat der Fahrer die gesamte zur Verfiigung stehende Zeit

"' Etwa: Die Strecke sei 90 km lang. Dann werden fiir den Hinweg 1,5 Stunden benétigt

und fiir den Riickweg eine Stunde, insgesamt also 2,5 Stunden fiir 180 km, was einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 72 km/h entspricht. Warum weniger als 75 km/h?
Nun, der LKW ist ldnger 60 als 90 km/h gefahren.
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schon verbraucht und miisste zuriick gebeamt werden. Wer nicht lange nachdenkt,
antwortet aber vermutlich ,,120 km/h*.

Man muss nicht dumm sein, um in diese Falle zu tappen: Wie ein erhaltenes Kon-
zeptpapier beweist, ist der Fehler Galilei hochstselbst beim Auswerten seiner Da-
ten an der schiefen Ebene zunichst unterlaufen (vgl. [Heitzer, 1996] und [Mudry,
1987]). Erst als er diesbeziiglich klar sah, konnte er die widerstreitenden Annah-
men v~s und v~¢ wirklich trennen. In den Discorsi legt Galilei ihn in Zusam-
menhang mit dem freien Fall dem Sa/viati in den Mund, wenn dieser ,,folgert™, wa-
re bei doppelter Fallstrecke die Endgeschwindigkeit doppelt so gro3 wie bei einfa-
cher, dann gélte dies Verhiltnis auch fiir die zugehdrigen Durchschnittsgeschwin-
digkeiten.

Der Fehler wurde noch Ende des 20. Jahrhunderts von Langensiepen wiederholt,
und zwar just in dem Bemiihen, den Zugang iiber direkte diskrete Messwerte di-
daktisch auszugestalten (vgl. [Langensiepen, 1995]).

Das Problem ist: Solange der Zusammenhang zweier kovarianter Groflen unbe-
kannt und ergo interessant ist, konnen nur Durchschnittswerte ermittelt werden,
namlich Wertepaare und Differenzenquotienten. Wenn man dann darin irrt, wie die
Durchschnittswerte miteinander zu verrechnen sind, verfehlt man den gesuchten
Zusammenhang zwangsldufig und gelangt zu falschen Schliissen iiber das Integral.

Richtigstellung: Vom Mitteln iiber Mittelwerte

Um das Problem zu durchdringen noch ein direkter Vergleich anhand Abbildung
17.

Y

Abbildung 17: Zum Mitteln von Mittelwerten

Langensiepen und im ersten Anlauf Galilei mitteln bei der Bewegung lidngs der
schiefen Ebene aus ihren Messwerten ,.naiv nach
ERap)

5

v:

Es gilt jedoch
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vtV
VL2

fir v #v,,

denn v dndert sich nicht linear mit s (sondern linear mit ¢, ergo mit Js ). Korrekt
ist:
2s 2s 2w,
ty htty S8 v+,
i M

Vi+Vy o
12 fiirv, v, .

In diesem Fall mitteln sich die Geschwindigkeiten also harmonisch. Bei der Spann-
arbeit an einer Feder (und der Hubarbeit des Kiesbaggers aus der Schulbuchaufga-
be) ist es dagegen korrekt, die Durchschnittskréfte ,,naiv* arithmetisch zu mitteln,
weil sie tatsidchlich linear mit dem Weg wachsen: Es gilt

F:E+Q’
2
denn F' andert sich linear mit s . Demnach gilt:
7 - 0+D-s =le, F - D-s+D-(2s) _3 s
2 2 2 2
und F=—0+D2.(2S) =Ds =—E ;Fz .

Mit Blick auf die korrekte Interpretation von Integralen im Sachkontext lédsst sich
zusammenfassend sagen: Nur wenn die gegebene Grof3e diejenige ist, in Bezug auf
die man mittelt, wenn man bei der abhingigen GroB3e vom Durchschnitt spricht, ist
die BilanzgroBe eine im Anwendungszusammenhang sinnvolle. Mit anderen Wor-
ten: Die BilanzgroBe ist immer diejenige, die im Fall konstanter abhéngiger Grofe
dem Produkt aus abhingiger und gegebener Grofie entspricht.

Wie viel helfen die Einheiten?

Aus den oben genannten Griinden konnen die Einheiten Fehlinterpretationen ent-
larven oder die richtigen Interpretationen finden helfen: Wenn die Einheiten nicht
stimmen, kann die Interpretation nicht richtig sein. Zum Beispiel kann man natiir-
lich zu einer Bewegung das Integral der Geschwindigkeit langs des Weges bilden,
aber das Ergebnis (mit den Einheiten m?*s, also statt ,,Weg mal Geschwindigkeit™
etwa auch ,,Flache pro Zeit“) ist keine in Bezug auf den physikalischen Vorgang
hilfreiche Gréfe. Man kann den Flacheninhalt unter dem Zeit-Kraft-Graphen eines
mechanischen Prozesses ermitteln, aber das Ergebnis ist dann nicht die verrichtete
Arbeit, sondern (mit den Einheiten kg - m/s also auch ,,Masse mal Geschwindig-
keit*) gegebenenfalls der am Ende vorliegende Impuls. Dies gilt jedoch nur, wenn
die Kraft beschleunigend gewirkt hat; und man miisste dann bei diskreten Rech-
nungen auch entsprechend anders mit dem Mitteln der mittleren Kriafte umgehen.
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Umgekehrt sind allerdings stimmende Einheiten kein Beweis fiir die Richtigkeit
der Interpretation. Sie bleibt ndmlich dann falsch, wenn man den ersten Typ Fehler
gemacht und iiber Durchschnittswerte gemittelt hat, die de facto in keinem Prozess
tatséchlich nacheinander durchlaufen werden (vergleiche den Fall der Rohbauprei-
se oben).

5.3 Blick in die Unterrichtsgeschichte

Was das heutige Fiir und Wider der Frage nach der Behandlung der Infinitesimal-
rechnung in der Schule angeht, lohnt sich ein Blick auf die Diskussionen zu der
Zeit, als diese erstmals vorgeschlagen wurde. Diesbeziiglich liefern die Arbeiten
von [Kriiger, 2012] in Kombination mit denen von [Jahnke, 1990] bzw. [Zeimetz,
2009] einen sehr guten Uberblick. Hier erfolgt nur eine sehr grobe Zusammenfas-
sung.

Nach Kleins VorstoB3 und im Zuge der Meraner Reformen wurde um 1900 mit Ar-
gumenten diskutiert, die zu groflen Teilen bis heute Giiltigkeit haben.

Pro: Die Bedeutung der Infinitesimalrechnung sei so groB3, dass das ,,Kulturleben
der Gegenwart® ihre Kenntnis erfordere, sie sei Grundlage fiir verschiedene Studi-
enginge und entspriche einer echten Wissenschaftsorientierung anstelle eines zau-
bertrickartig vermittelten Kalkiils — Letzteres bezog sich vor allem auf die so ge-
nannte Schellbachsche Methode, von der unten noch kurz die Rede sein wird und
die zum Teil als Umgehung des ,,Infinitesimalrechnungs-Verbots* gesehen wurde.

Contra: Die Zeit sei zu knapp, der Gegenstand sei prinzipiell oder jedenfalls fiir
selbsttdtiges Lernen zu anspruchsvoll und fiele deshalb zwangsldufig auf reinen
Kalkiil zusammen, die Lernenden wiirden eher verunsichert als gebildet."

Als nachahmenswert konnte allerdings die Tatsache betrachtet werden, dass es eine
Erprobungsphase gab, wéhrend der das Ob und Wie den einzelnen Schulen und
Schulbuchautoren iiberlassen blieb. Die Darstellung in Schulbiichern ab 1925 er-
folgte entweder sorgsam auf geometrische Anschauung gestiitzt mit viel ,,graphi-
schem Differenzieren” oder kalkiilhaft in Form von Regeln zum ,unfallfreien*
Umgang mit Differenzialen. Dazwischen muss man sich bis heute ebenso ent-
scheiden, wie zwischen Tangentensteigungen (speziell, aber vertraut) und Ande-
rungsraten (allgemeiner anwendbar, aber reichlich neu) als Zugang. Natiirlich be-
steht in beiden Fragen auch die Mdglichkeit, sich gerade nicht zu entscheiden, son-
dern die Zuginge zu kombinieren und den damit verbundenen Zeit- und Ver-
gleichsaufwand in Kauf nehmen.

12 Natiirlich lagen hinter der inhaltlichen Diskussion auch ganz andere Motive, die etwa
mit der Manifestation sozialer Schichten mittels Bildungszugang oder der hoheren Be-
zahlung bestimmter Lehrkréfte zusammenhingen und eventuell ebenfalls nicht vollstin-
dig der Vergangenheit angehdren.



Anderungsraten und Bestinde von heute 329

Die ,,Schellbachsche Methode“ geht auf [Schellbach, 1860] zuriick. Sie wurde
ganz dhnlich schon 1630 von Fermat angewandt und verbreitete sich in der zweiten
Hilfte des 19. Jahrhunderts an Schulen, nachdem die in den preuBischen Lehrpla-
nen ab 1810 (d.h. etwa zur Zeit von Carnots Lehrbuch!) schon einmal verankerten
»Anfangsgriinde der Analysis wieder zuriickgenommen worden waren (vgl.
[Schumann, 2002]). Es handelt sich um eine rein algebraische Methode zur Be-
stimmung von Extremwerten. Sie kommt ohne Differenzenquotienten und Grenz-
wertprozesse aus und wird von Schellbach ,elementar® genannt. Von abweichen-
den Sprech- und Bezeichnungsweisen abgesehen kann sie als Spezialfall der Car-
notmethode fiir den Fall verschwindender Anderungsrate gesehen werden. Sie hat
mit dieser das Benutzen sehr kleiner Verdnderungsgroen d und vor allem das
Weglassen von deren Potenzen als entscheidenden Schritt gemeinsam: Ausgehend
von Argumenten x—d und x+d , bei denen die Funktionswerte gleich sind (also
links und rechts von der gesuchten Extremstelle), werden bei Vereinfachung der
Differenz f(x+d)— f(x—d) Potenzen von d ausgeklammert, um dann den
,wesentlichen Term™ gleich Null zu setzen. Letzterer ist nichts anderes als das, was
auch bei Carnot nach Elimination der Potenzen des sehr Kleinen iibrig bliebe.

6 Fazit

Die folgenden Abschlussbemerkungen dienen der Zusammenfassung und Einord-
nung. Sie zerfallen in zwei Teile, von denen sich der erste im engeren Sinne auf
das Beitragsthema bezieht, der zweite auf Aspekte der Rolle von Mathematik in
der Mathematikdidaktik, wie sie meines Erachtens an diesem Beispiel deutlich
werden.

Anderungsraten, Bestiinde und ein historisch inspirierter Infinitesimalkalkiil

Interessanter Weise beginnt Carnot selbst sein Buch mit einer didaktischen Analy-
se. Auf die Frage, was an der Infinitesimalrechnung eigentlich schwierig fiir die
Lernenden sei, findet er zwei Antworten, die bis heute nichts von ihrer Richtigkeit
und weitgehenden Vollstdndigkeit eingebiilit haben: erstens die Vorstellung von
und der Umgang mit ,,dem Unendlichen und dem Nichts dazwischen®, zweitens
das Ausdriicken der Bedingungen einer Aufgabe durch Gleichungen und das Ldsen
dieser Gleichungen. Weiterhin charakteristisch ist fiir Carnots Werk eine gewisse
pragmatische Ingenieursicht, die fiir mich von drei Tatsachen geprigt ist: dass die
lokalen Anderungsraten (wie Momentangeschwindigkeit oder Volumeninderung
pro Radiusénderung) ohne viel Kopfzerbrechen als HauptgroBBen gesehen werden,
dass das Weglassen der Potenzen des sehr Kleinen keinerlei Zweifel weckt und
dass das Funktionieren des Kalkiils eher dankbar hingenommen (und zwischen den
Zeilen durchaus bestaunt) wird, als tiefer hinterfragt.
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Natiirlich ist besonders Carnots erster Satz {iber unvollkommene Gleichungen aus-
gesprochen windig. Aber ist er windiger als das, was Lernenden heute als soge-
nannte / -Methode begegnet? Immerhin weist Carnots Sprache einen Weg, sich (in
von Neumanns Sinn, s. u.) an die Dinge zu gewdhnen, die man nicht restlos ver-
steht. Sie bringt zugleich eine pragmatische Anwenderhaltung und ein Staunen
iiber das Potenzial der Mathematik zum Ausdruck. Insofern enthélt Carnots Heran-
gehensweise fiir mich wertvolle Anregungen filir die Umsetzung der curricularen
Vorgabe vom propddeutischen Grenzwertbegriff. Die Unterschiede zwischen
Grundkurs- und Leistungskurs-Paradigmen (vgl. auch [Ableitinger/Heitzer, 2013])
spiegeln sich dann etwa in den nachfolgenden beiden Zitaten wider:

In der Mathematik versteht man die Dinge nicht. Man gewohnt sich nur an sie.
(John von Neumann, um 1940, zugeschrieben)

Das bloBe Wissen in der Mathematik, auf Anwendung berechnet, die Bekanntschaft mit
dazu dienenden Sitzen und Formeln, selbst mit dem Mechanismus, der zu solchen Sét-
zen fiihrt, ist zu richtigen Anwendungen noch nicht hinreichend, sondern der mathemati-
sche Geist, oder die mathematische Art zu denken, muf3 der Leitfaden sein.

(A. L. Crelle, 1845, zitiert nach [Jahnke, 1990])

Ich personlich messe dem Kalkiilhaften durchaus einen didaktischen Wert bei und
befiirworte die Behandlung von Anderungsraten und Bilanzen; allerdings nur, so-
fern — gar nicht einfach — deren jeweilige konkrete Bedeutung tatséchlich durch-
drungen wird. Es erscheint mir sinnvoll, den Blick fiir die Nicht-Trivialitdt der In-
terpretation von Ableitungen und Integralen in Sachkontexten zu schérfen und die
korrekte Interpretation an mdglichst unterschiedlichen Beispielen zu schulen. Denn
besonders, wenn die EingabegroBe nicht die Zeit ist, ist die Gefahr von Uber- und
Fehlinterpretationen grof3, und schon Nuancen von Unterschieden kénnen die eine
Bilanz-Aufgabe richtig, die andere griindlich falsch machen. Es wird schwierig,
wenn die bilanzierten Werte selbst schon Mittelwerte sind. Manchmal ist gar kein
Prozess denkbar, in dem die EingabegroBe tatséchlich sukzessive durchlaufen
wird. Manchmal wird nicht liangs der Grofe bilanziert, lings der zuvor gemittelt
wurde.

Mathematik in der Mathematikdidaktik

Am hier dargelegten Beispiel wird tliber die Rolle hinreichend intensiv beriicksich-
tigter Mathematik in der Mathematikdidaktik meines Erachtens folgendes deutlich:
Sie kann als Korrektiv dienen, wenn der tatsdchliche Schwierigkeitsgrad eines fiir
die Schule vorgesehenen Gegenstandes unterschétzt wird; sei es von Anfang an, im
Laufe der Zeit, infolge der (scheinbaren) Einfachheit des Formalismus oder im Zu-
ge verstindlicher Begeisterung fiir die Modellierungsmdglichkeiten. Sie kann da-
rauf aufmerksam machen, was hinter einem Satz oder einem Verfahren in der Tiefe
wirklich an Voraussetzungen, Erfahrungen und Uberzeugungen steckt und sein
Durchdringen demnach bedingt. Sie kann Zugéinge, Schreib- und Sprechweisen,
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Veranschaulichungen und Gedankenfithrungen nahelegen, die gute Chancen ha-
ben, bei der Vermittlung hilfreich zu sein. Dabei ist unter anderem der historische
Blick vielversprechend — sowohl auf die ersten Entdeckungen und Entwicklungen
als auch auf die ersten Vermittlungsversuche, und auch auf die Fehler.

Die Analyse des fachlichen Hintergrunds kann deshalb fiir Curricula, Unterricht
und Fachdidaktik u. a. folgende praktische Wirkungen haben:

e Einseitige Ausrichtungen des Unterrichts durch Uberbetonungen einzelner As-
pekte der Mathematik (etwa die der Struktur in den 60er und 70er Jahren — oder
der Modellierung heute) werden erkannt und neu ausgelotet.

e Fragen der konkreten Ausgestaltung der unterschiedlichen Paradigmen fiir
Grund- und Leistungskurse, unterschiedliche Schulformen oder Bildungsziele
erhalten Antworthilfen (vergleiche Abschnitt 2.1).

e Zu Verstindnisschwierigkeiten, Fehlvorstellungen und handfesten Fehlern
werden Ursachen in der tatséchlichen Komplexitdt oder auch in ungliicklichen
Vermittlungsweisen erkannt.

Wenn in Schul- und Didaktikbiichern oder gar zentralen Priifungen beim kreativen
Entwurf von Anwendungskontexten ,,iiber das Ziel hinaus geschossen* wird, kann
dies korrigiert werden. Umgekehrt konnen Beispiele und Schreibweisen aus der
(gegebenenfalls historischen) Mathematik der Ingenieure und Naturwissenschaftler
intellektuell ehrliche Modellierungsaufgaben konzipieren helfen (vergleiche Ab-
schnitt 4.1). Eine Auseinandersetzung mit dem fachlichen Hintergrund wie in Ab-
schnitt 5.2 zeigt eindriicklich, dass grobe Abrisse oder ,hingeworfene Modellie-
rungsideen® nicht immer reichen, dass man Fehler manchmal erst bei genauerer
und detaillierter Ausarbeitung aufspiiren und von korrekten Losungswegen unter-
scheiden kann.

Insofern ist die Analyse der fachimmanenten Systematik zwar sicher kein hinrei-
chender, aber ein notwendiger Bestandteil mathematikdidaktischer Investitionen.
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