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Um welche Flachen
geht es beim Sehnensatz?

Entdeckendes Lernen in der Lehramtsausbildung

von

Emese Vargyas & Ysette Weiss-Pidstrygach

Kurzfassung: Die Ahnlichkeitssitze am Kreis erlauben ein tieferes Verstindnis geometri-
scher Zusammenhinge, angefangen von rechtwinkligen Dreiecken bis hin zu kinematisch
erzeugten Kurven. Die Sétze iiber den Umfangswinkel und iiber sich schneidende Sehnen an
Kreisbogen sind nicht unmittelbar von der Betrachtung der entsprechenden Konfiguration
ersichtlich, gestatten gleichwohl durch Experimentieren das Erkennen von Struktur und geo-
metrischen Mustern. Wir zeigen an einigen Beispielen, wie eigenstindiges Untersuchen die-
ser mathematischen Zusammenhidnge im Kontext kanonischer Themen des mathematik-
didaktischen Studiums, wie u. a. Begriffsentwicklung, Problemldsen und Beweisen, ange-
regt werden kann. Ergédnzend zu diesen Themen skizzieren wir am Beispiel des Sehnensat-
zes einige fachdidaktische Sichtweisen zur Verwendung historischer Quellen in Bezug auf
Unterrichtsentwicklung.

Abstract: Theorems about inscribed angles in circles and intersecting chords allow a deeper
understanding of various geometric constellations from right angled triangles to kinematical-
ly generated curves. The similarity theorems in a circle are not immediately apparent from
the consideration of the respective configuration. However, by experimentation they reveal
deeper structure and beauty. We show how this content allows and inspires learning by dis-
covery in teacher education. Our examples are related to canonical themes in the study of
mathematics education, such as concept development, problem solving and the educational
aspects of proving. In addition to these topics, we use the example to give an introduction
into the development of learning environments involving the use of historical sources as a
tool.

1 Vorbemerkung

Schaut man in die curricularen Vorgaben verschiedener Bundesliander zum Ma-
thematikunterricht, kann man sich des Eindrucks nicht erwehren, dass die Lebens-
welt, aus welcher sie entwickelt wurden, der von Minecraft dhnelt: rechte Winkel
allenthalben. Wiirde nun unvermittelt Besuch aus Schiefland kommen, wiisste man
vielleicht gar nichts mehr mit ihm anzufangen; wie die Erfahrung der Flatlander
(Abott 2006) lehrt, sind Animositdten nicht auszuschlieBen. Aus Griinden der ma-
thematischen Weltoffenheit pladieren wir deshalb dafiir, nicht rechtwinklige,
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nichtsdestotrotz schone und tiefe Muster und Strukturen nicht ganz aus dem
Blickwinkel zu verlieren, und den Lehrerinnen und Lehrern der nidchsten Generati-
on ihre Existenz nicht zu verheimlichen und sie so vor dem Vergessen zu retten.

2 Einleitung

Die Ahnlichkeitssitze am Kreis driicken den geometrischen Zusammenhang der
Streckenabschnitte zweier sich und einen Kreis schneidender Geraden aus. Unter
Verwendung des Umfangswinkelsatzes und der Ahnlichkeit von Dreiecken kénnen
diese Sitze und eine ganze Reihe anderer schoner geometrischer Zusammenhénge
bewiesen werden. Den curricularen Vorgaben entsprechend findet man in vielen
Mathematikschulbiichern die Ahnlichkeitssitze, den Satz vom Umfangswinkel und
die Satzgruppe des Pythagoras allerdings auf die Spezialfille Satz des Thales und
Satz des Pythagoras reduziert. Ergéinzende geometrisch formulierte Sachverhalte
dienen vorrangig der Vorbereitung trigonometrischer Funktionen und der Algebrai-
sierung durch die Methoden der analytischen Geometrie und weniger der Entwick-
lung der fiir die Losung elementargeometrischer Aufgaben notwendigen geometri-
schen Intuition.

Der vorliegende Beitrag beschéftigt sich mit vielfaltigen Moglichkeiten der Einbe-
ziehung der Ahnlichkeitssitze am Kreis in die mathematikdidaktische Bildung zu-
kiinftiger Mathematiklehrerinnen und -lehrer.

Zuerst schauen wir uns kurz die derzeitigen Darstellungen und Einbettungen der
Ahnlichkeitssitze in einigen Mathematikschulbiichern an und diskutieren die damit
verbundenen Moglichkeiten der Entwicklung mathematischen Denkens und ma-
thematischer Fertigkeiten. Die Autorinnen dieses Beitrags sind davon iiberzeugt,
dass die oben beschriebene drastische Reduktion der Ahnlichkeitssitze am Kreis in
der Schulmathematik zu einer bedeutenden Einschriankung formulierbarer und er-
folgreich bearbeitbarer geometrischer Problemstellungen fiihrt. Aus den in Schul-
biichern noch vorhandenen Formulierungen und Beweisen der Sitze wird die kon-
zeptuelle Tiefe und Vielfalt von Entwicklungsmoglichkeiten nicht mehr ersicht-
lich. Werden die vielféltigen Mdglichkeiten der Entwicklung geometrischer Intui-
tion und geometrischer Strategien, die auf den Ahnlichkeitssitzen beruhen, zumin-
dest in fachdidaktischen Veranstaltungen entdeckt, aufgezeigt, umgesetzt und re-
flektiert, so liefert dies eine Basis fiir eine zu erneuernde Unterrichtsentwicklung
zu diesem Thema in der Schule. Der Beitrag gibt einige Anregungen, wie der Seh-
nensatz in verschiedene kanonische mathematikdidaktische Themen (Historische
Genese; Begriffsentwicklung; Problemldsen; Begriinden und Beweisen) integriert
werden kann und somit zukiinftigen Lehrpersonen seine Bedeutung fiir eine geo-
metrische (immer noch sehr reduzierte) Grundausbildung leichter erkennbar wird.
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3 Weg damit!?

Standen bei fritheren Revisionen curricularer Vorgaben konkrete Inhalte, die man
unbedingt unterrichten sollte, wie z.B. Neuere Geometrie (Bender 1982), Funktio-
nen und ihr Kalkiil (Schubring 2014, 248 f.) oder Mengenlehre (Fehr 1966) zumin-
dest als Motiv auf dem Plan, so konnte man dagegen die heutigen Bestrebungen —
dem Geist der Zeit und der Verkiirzung der Sekundarstufen geschuldet — durch ei-
nen offenen Arbeitsauftrag beschreiben: Es muss weniger werden und der Rest soll
iibersichtlich, einfach zentral abpriifbar und durch einfache Bezeichnungen an den
neuen Schubladen gut zu klassifizieren sein. Die erste solche zeitgeistige Ver-
schlankung der Rahmenbedingungen haben wir nun hinter uns. Ein Blick in die
Mathematikschulbiicher zeigt gleichwohl, dass erfahrene, den Inhalten der Schul-
mathematik wohl doch eng verbundene Autorinnen und Autoren kaum etwas wirk-
lich dem Entriimpeln preisgegeben haben. Einige Inhalte wurden — in Abhingig-
keit von der Enge der Beziehung — in Ubungen oder Exkurse verbannt, andere
konnen — was dem geschulten Auge nicht entgeht — selbststindig entdeckt werden.
Die Nachhaltigkeit von Reformen der Lehr- und Lernkonzepte, sowie inhaltlicher
Konzepte hiangt auch von der Bildung der Lehrpersonen und ihren Werten und
Normen ab. Welche Inhalte weiter unterrichtet werden, bleibt also auch deren Wis-
sen sowie deren Einsatz und Kreativitdt {iberlassen — und dariiber hinaus u. a. der
Eigendynamik zentraler Priifungen und didaktischen Stromungen.

Mit der Bildung zukiinftiger Lehrender beschiftigen sich u. a. auch die Standards
fiir die Lehrerbildung im Fach Mathematik von DMV, GDM und MNU aus dem
Jahr 2008. Die dort gegebenen Empfehlungen sind in zu entwickelnden Kompe-
tenzen formuliert, wie etwa ,,Die Studierende

o fiihren elementare Konstruktionen mit Lineal und Zirkel durch und begriinden
diese

e durchdringen geometrische Aussagen argumentativ in Begriindungen und Be-
weisen

e Dbeschreiben geometrische Abbildungen, insbesondere Kongruenzabbildungen,
Ahnlichkeitsabbildungen und Projektionen, fiihren sie konstruktiv durch und
nutzen sie beim Losen von Konstruktionsproblemen*

Wie wir im Folgenden zeigen, sind die Ahnlichkeitssitze am Kreis eine hervorra-
gende inhaltliche Grundlage zur Entwicklung dieser angestrebten Kompetenzen.

Die Darstellung dieser Inhalte als Beispiele mathematikdidaktisch reflektierten,
vielféltigen Unterrichtseinsatzes hat dariiber hinaus das Ziel, sie wieder Teil der im
Regelfall unterrichteten Schulmathematik werden zu lassen. Nicht jeder elemen-
tarmathematische Inhalt hat Potential zu vielfaltigen Entwicklungen mathemati-
scher Herangehensweisen und motiviert zur Beschiftigung mit Mathematik. Diese
Arbeit befasst sich also auch mit der iibergeordneten Frage, wie Lehrveranstaltun-
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gen zur Mathematikdidaktik einen Beitrag liefern konnen, elementarmathematische
Inhalte, die ein solches Potential besitzen, vor der nichsten Verschlankung zu be-
wahren. Inhalte, die Teil einer Geschichte sind, zum Grundrepertoire der Lehrerin
oder des Lehrers gehoren, die mit anderen Inhalten im Zusammenhang stehen oder
durch besondere Schonheit beeindrucken, haben eine reelle Chance trotz Bildungs-
reformen weiter oder wieder unterrichtet zu werden.

4 Entwicklung und Darstellung der Ahnlichkeitssiitze am Kreis
in Schulbiichern

Der Sehnensatz steht in enger Beziehung zu Zusammenhéngen im Sehnenviereck,
im rechtwinkligen Dreieck, Ahnlichkeit am Kreis, dem geometrischen Wurzelzie-
hen und dem Satz vom Umfangswinkel. Die Innenwinkelsumme im Dreieck, der
Basiswinkelsatz im gleichschenkligen Dreieck, der Satz des Thales und die Satz-
gruppe des Pythagoras werden in den meisten Lehrbiichern bewiesen und danach
als Problemldsemethode angewandt. Wenn iiberhaupt, werden Sehnensatz, Sekan-
tensatz und Sekanten-Tangentensatz als Anwendung des Ahnlichkeitskriteriums
gleicher Winkel und somit gleicher Seitenverhéltnisse entsprechender Dreiecke
behandelt.

5

Abbildung 1: Formulierung (links) und Beweis des Sehnensatzes (rechts)

Die Beweise werden auf der Grundlage bildlicher Darstellungen mit den notwen-
digen Hilfslinien und farbigen Kennzeichnungen gefiihrt (Abb. 1 links und Abb. 1
rechts). Die Beweisfiihrung besteht in der Ubertragung der ikonischen Darstellun-
gen in symbolische und in Termumformungen der gewonnenen Ausdriicke.

Das im Beweis benutzte Argument, welches von dhnlichen Dreiecken auf die ent-
sprechenden Seitenverhéltnisse schlieft, wird bei der Behandlung &hnlicher Figu-
ren in den entsprechenden Schulbuchkapiteln zum Thema Ahnlichkeit kaum prob-
lematisiert. Es werden i. d. R. nur dhnliche Dreiecke behandelt, die das Resultat ei-
ner zentrischen Streckung oder Stauchung sind oder welche durch parallele Gera-
den definiert sind (Abb. 2).
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Abbildung 2: Kanonische ikonische Darstellungen dhnlicher Dreiecke zur Vorbereitung der
symbolischen Darstellung durch Strahlensétze

Die Bedeutung einer breiten Vorbereitung und Motivation des Begriffs und der
Methode Ahnlichkeit ist in der mathematikdidaktischen Literatur vielfiltig disku-
tiert (siche z. B. Steinbring 1986 bzw. Fiihrer 2004). An dieser Stelle konnte die z.
B. im Rahmenlehrplan des Landes Rheinland-Pfalz formulierte Idee, als Vertie-
fung dhnliche Figuren durch Verkettung einer zentrischen Streckung mit Kongru-
enzabbildungen aufeinander abzubilden, eine Motivation erfahren: die entspre-
chenden Abbildungen der Dreiecke im Kreis sind die Komposition einer Streckung
und einer Geradenspiegelung an der eingezeichneten Winkelhalbierenden (Abb. 3
links).
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Abbildung 3: Abbildungsgeometrische Herleitung der Ahnlichkeit der Dreiecke (links),
typische Anwendung des Tangenten-Sekantensatzes (rechts)

Die beim Beweis notwendigen mathematischen Titigkeiten sind Ubersetzungen
geometrischer Aquivalenzen wie Ahnlichkeit und Kongruenz in algebraische Glei-
chungen, Umformungen der Terme der Gleichungen, um zu neuen Gleichungen zu
kommen, sowie Interpretationen algebraischer Zusammenhinge in geometrischen
Kontexten. Die Satze werden durch Kontexte, in denen es um Vermessungen und
Bestimmung fehlender GroBen geht, angewandt. Die hier gegebenen Zusammen-
hinge sind dabei schon durch Skizzen in geometrische Zusammenhénge iibersetzt,
der Text dient zur Angabe der gegebenen und zu berechnenden Gréfien. Eine typi-
sche Anwendung des Sehnen-Tangentensatzes dieser Art haben wir dem Lehrbuch
Neue Wege (Lergenmiiller & Schmidt 2011) entnommen (Abb. 3 rechts). Die An-
wendungen sind gleichwohl eher Einkleidungen als Nutzung der geometrischen
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Methoden Ahnlichkeit oder Flichenumformung durch Quadrieren. Eine Entwick-
lung des Sehnensatzes als geometrisches Werkzeug erfolgt kaum.

Die Begriffsentwicklung des Sehnensatzes als Teil der mathematischen Sprache
und Theorie ist vorwiegend deduktiv: Einfithrung von Bezeichnungen und kenn-
zeichnenden Merkmalen, darauf basierende Kalkiilentwicklung oder Klassifikation
mithilfe dieser Merkmale, illustrierende Beispiele. Die Vorteile deduktiver Darstel-
lungen (z.B. Ubersichtlichkeit der Begriffsentwicklung, Klarheit der Definition
und der Konstruktion des Objekts und der zuldssigen Operationen) kommen viel
stirker zum Tragen, wenn im Unterricht auch iiber Plausibilitét, logisches Schlie-
Ben, Offensichtlichkeit von Annahmen, Aquivalenz von Aussagen und Beschrei-
bungen usw. diskutiert wird. Die Satzgruppe des Pythagoras und die Ahnlich-
keitssétze am Kreis bieten hervorragende Moglichkeiten, einen Diskurs zu philo-
sophischen und historischen Fragestellungen zum Beweisen in der Mathematik in
das Mathematiklehramtsstudium und so vielleicht auch in die Schule zu bringen.
Zur Satzgruppe des Pythagoras gibt es zahlreiche historische und philosophische
Beitrdge, die als weitere Materialien in einen fachdidaktischen Exkurs zur Ge-
schichte des Sehnensatzes einbezogen werden kdnnen. Als sehr geeignete Beispie-
le seien hier Benno Artmanns historische Kontextualisierungen und Kommentare
der mathematischen Konzepte der Biicher des Euklid (Artmann 1999) und Peter
Baptists Beitrag zum dsthetischen Reiz des Satzes des Pythagoras (Baptist 1996)
genannt.

5 Geschichte der Mathematik im Unterricht am Beispiel des
Sehnensatzes

In den Mathematiklehrbiichern findet man zahlreiche Beweise des Satzes des Py-
thagoras, fast immer auch den Euklidischen Beweis [EE Buch I Satz 47] als Aus-
schnitt einer Ubersetzung der historischen Quelle.

Dadurch kénnen Vorstellungen von einer sich nicht verdndernden Mathematik, die
zu verschiedenen Zeiten von Mathematikern entdeckt und interpretiert wird, ent-
stehen (siehe auch Nickel 2013). Dieses Bild einer starren, fertigen Mathematik
kann auch durch die in Mathematikvorlesungen vorherrschende deduktive Darstel-
lung mathematischer Ideen entstanden sein und fordert nicht den Anspruch spite-
ren lebendigen, erkundenden Mathematikunterrichts (Weiss-Pidstrygach et al.
2013). Solche Einstellungen zur Mathematik kénnen in einer mathematikdidakti-
schen Veranstaltung in einem fécheriibergreifenden Diskurs aufgegriffen werden
und zur Reflexion vorhandener Vorstellungen der Studierenden von Mathematik
beitragen. Dies kann durch eine philosophische Kontextualisierung z.B. durch Pla-
tons Ideenlehre oder auch durch eine mathematikhistorische Problemstellung, die
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sich z.B. mit einer Lehrbuchdarstellung auseinandersetzt, geschehen. Beispiele fiir
historiographisch inspirierte Problemstellungen sind:

e Welche Informationen kénnen wir aus Bezeichnungen und Kontextualisierun-
gen erhalten? (Indiogine & Kulm 2009)

e Ist,,Whig* Historiographie im Unterricht zuldssig? (Fried 2001)
e Haben die alten Griechen quadratische Gleichungen gelost? (Jahnke 1991)

e Unterscheiden sich Ubersetzungen eines mathematischen Textes? Was wissen
wir iiber die Intentionen verschiedener Ubersetzer und Kommentatoren? (Ver-
gleich der Ubersetzungen von Euklids Elementen durch Heath, Thaer und Fitz-
patrick in Schonbeck 2003)

e Sollte sich Begriffsentwicklung im Unterricht an historischen Entwicklungen
orientieren? (Toeplitz 1927)

Die hier genannten Literaturempfehlungen wurden von uns in fachdidaktischen
Lehrveranstaltungen erfolgreich eingesetzt. Sie konnen Grundlage fiir einen Ex-
kurs iiber drei Seminarsitzungen bis zu einem Lektiirekurs {iber ein ganzes Semes-
ter bilden. Diese konzeptuelle Entwicklung mathematikhistorischer und mathema-
tikphilosophischer Beziige ist komplex und bedarf deshalb einer gewissen interdis-
ziplindren Vorbereitung. Jede dieser Fragestellungen erlaubt jedoch auch eine Ein-
schrankung der anfanglich breit angelegten Diskussion auf Herleitung, Beweis und
Anwendung der Ahnlichkeitssitze am Kreis in der antiken Mathematik.

Eine einfachere Art mathematikhistorische Fragestellungen in das mathematikdi-
daktische Studium zu integrieren, wére die Beschiftigung mit historischen Quel-
len, ausgehend von Darstellungen in Mathematikschulbiichern. Eine Fragestellung,
welche Lehramtsstudierende bei Euklid die Losung fiir eine Geometrieaufgabe su-
chen lasst, ist die Frage, um welche Flachen es sich bei den Produkten der Sehnen-
abschnitte handelt. Im Mathematiklehrbuch Neue Wege (Lergenmiiller & Schmidt
2011, S. 63 f.) wird der Sehnensatz, wie im vorigen Absatz skizziert, mit Hilfe von
Ahnlichkeit bewiesen. Die anschlieBende Visualisierung zeigt die im Sehnensatz
beschriebene Gleichheit der Produkte der Sehnenabschnitte als gleichgro3e Recht-
eckflachen (Abb. 4).

Vom Satz des Pythagoras wissen die meisten Schiilerinnen und Schiiler, sowie
Studierende, dass diese Flachengleichheit durch Zerlegen einer Figur und Zusam-
mensetzen in Form der gewiinschten Figur durchgefiihrt werden kann. Handlungs-
orientiertes Motivieren des Beweises einer Fliachengleichheit setzt das Versténdnis
der expliziten Flichenumformung voraus, wobei Zerlegungsgleichheit fiir entde-
ckendes Lernen mit einem Puzzle oft intuitiver zu realisieren ist als Ergidnzungs-
gleichheit. Die Skizze in Abbildung 4 ist nur eine Visualisierung der Flichen-
gleichheit und sagt nichts iiber die fiir die Realisierung notwendigen Operationen.
Die Frage nach den Fliachen im Sehnensatz ist durchaus naheliegend und ein guter
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Anfang, nach einer Interpretation der Produkte als Fldchen und einem Beweis
durch Flichenumwandlung zu suchen.

= SC-SD

Abbildung 4: Visualisierung des Sehnensatzes in Produktform (nach Neue Wege, Klasse 9)

Wie man sich selbst {iberzeugen kann, ist die Antwort auf die Frage nicht offen-
sichtlich und ein eigenstindiger Beweis nicht einfach, so dass fiir viele Studierende
die Suche nach einer Losung im Internet naheliegend ist. Eine Erwdhnung der
Quellen der behandelten elementargeometrischen Sétze in mathematikdidaktischen
Veranstaltungen fiihrt direkt zu einer Losung: Der heute als Sehnensatz bekannte
Zusammenhang wird in Euklids Elementen im Buch III Satz 35 bewiesen. Die
Proportionenlehre und damit die Grundlagen fiir einen Ahnlichkeitsbeweis werden
erst in Buch V eingefiihrt. Die Suche nach einem Flachenbeweis fiihrt also in die-
sem Fall direkt zu einem Beweis in der historischen Quelle. Die Beschiftigung mit
dem Sehnensatz anhand des historischen Textes gibt nicht nur die Mdglichkeit ma-
thematisches Verstindnis zu vertiefen, sie regt auch zur Reflektion iiber die Ent-
wicklung von Mathematik an.

Der Euklidische Sehnensatz (EE 111.35) benutzt sowohl den Satz des Pythagoras
(EE 1 Satz 47) als auch Zusammenhénge, die heute durch binomische Formeln be-
schrieben werden (EE II Satz 5). Die Herleitung des Satzes des Pythagoras unter-
scheidet sich kaum von den Darstellungen in den Schulbiichern. Die verbale Form
und die Bezeichnungen der Strecken durch Endpunkte stellen kein Problem fiir die
Studierenden dar, da sie in Euklids Elementen von einer Skizze in Form der be-
kannten Mathematikschulbuchdarstellung begleitet werden. Letzteres haben wir
wiederholt in fachdidaktischen Veranstaltungen beobachten konnen. Eine alleinige
Beschiiftigung mit dem Satz des Pythagoras anhand einer Ubersetzung der histori-
schen Quelle konnte allerdings bei den Studierenden zu der Vorstellung fiihren,
dass sich die heutigen Denk- und Herangehensweisen im Geometrieunterricht
kaum von denen des Euklids unterscheiden. Eine neue Einsicht entsteht dagegen
durch die Beschiftigung mit Satz 5 aus Buch II. Die Auseinandersetzung mit der
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verbalen Form des geometrischen Zusammenhangs zwischen verschiedenen Fla-
chen macht deutlich, wie stark unsere heutigen Beweisverfahren durch die Darstel-
lung von Flachen als algebraische Terme und deren Umformungen geprégt sind.
Die Erfahrung, dass verschiedene algebraische Beschreibungen ein und denselben
geometrischen Zusammenhang beschreiben konnen, ist fiir viele Studierende neu.

Der Beweis des Sehnensatzes bei Euklid stellt fiir die meisten Studierenden eine
mathematische Herausforderung dar. Er nutzt Axiome und Sétze, die auf drei Bii-
cher verteilt sind und seine Logik scheint einem Leser, dem der einfache Ahnlich-
keitsbeweis vertraut ist, eher umstdndlich und schwer nachvollziehbar. Das Ver-
stindnis, dass ein Beweis als der einfachere angesehen werden kann, wenn er nur
Methoden nutzt, die auf weniger Bedingungen aufbauen, kann eine neue Einsicht
auf mathematische Einfachheit und Offensichtlichkeit geben (siche auch Barbin
2000). Die Frage nach den Flichen beim Sehnensatz kann also zur problemorien-
tierten Beschidftigung mit der historischen Quelle Euklids Elemente fithren, wobei
Darstellungen mathematischer Inhalte anzutreffen sind, die im Vergleich zur mo-
dernen bekannten Darstellung im Mathematiklehrbuch

e sowohl in Herleitung und Darstellung sehr dhnlich sind (EE I Satz 47),

e in der Herleitung &hnlich sind, sich jedoch in der Darstellung stark unterschei-
den (EE II Satz 5),

e sich in Darstellung und Herleitung stark unterscheiden (EE III Satz 35).

Das skizzierte fachdidaktisch motivierte, mathematikhistorische Projekt kann bei
entsprechender Vorbereitung und zuriickhaltender Begleitung des Lehrenden ein
Lernen unterstiitzen, dass im hohen MaBe durch eigene aktive Erfahrungen und
selbstindige entdeckerische Unternehmungen gepragt ist (siche Winter 1991).

Hilfreiches Vorwissen fiir die selbstdndige Beweissuche und Reflexion zur Dar-
stellung in Euklids Elementen ist ein Uberblickswissen zu Inhalten und mathemati-
schen Methoden der ersten Biicher der Elemente des Euklid.

Die Visualisierung in Abbildung 4 birgt die Frage, warum die Flachen gleich sind
und wie sie durch Flichenumwandlung ineinander tiberfiihrt werden konnen. Da-
mit die Flachengleichheit von den Studierenden als Phdnomen wahrgenommen
wird und sich das Bediirfnis nach dem Versténdnis der Flacheninhaltsumformung
entfalten kann, sollte in der mathematikdidaktischen Veranstaltung hinreichend
Zeit und Moglichkeiten zur Diskussion und zur Entwicklung von Zusammenarbeit
eingeplant werden. Gemeinsame Présentationen, Essays, Hausarbeiten eignen sich
gut, die Zusammenarbeit zu diesem Thema zu strukturieren. Das Thema bietet
auch vielfiltige Moglichkeiten der Vertiefung, die in Bachelor- oder Masterarbei-
ten realisiert werden konnen.
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Die ndchsten Abschnitte sind der Behandlung dieser Inhalte als Beispiele entde-
ckenden Lernens zu kanonischen Themen mathematikdidaktischer Veranstaltungen
gewidmet.

6 Begriffsentwicklung und Problemlésen am Beispiel des Seh-
nensatzes

Den theoretischen Rahmen fiir die in diesem Abschnitt angewandten Modelle zur
Entwicklung mathematischer Begriffe im Unterricht bilden Arbeiten der franzosi-
schen Schule um Douady (Douady 1997, Artigue et al. 2001) und tatigkeitstheore-
tische Ansitze (Weiss-Pidstrygach 2011).

6.1 Mathematische Begriffe als Untersuchungsgegenstand und als Problem-
losemethode

In diesem Unterabschnitt stellen wir am Beispiel des Sehnensatzes Uberlegungen
an, zu denen Studierende im Rahmen der mathematikdidaktischen Sachanalyse ei-
ner Unterrichtsplanung gelangen konnen. Wir beginnen mit einer Begriffsentwick-
lung iiber mehrere Unterrichtseinheiten fiir die Schule und widmen uns dann As-
pekten des lokalen Ordnens. In beiden Fillen werden die Ahnlichkeitssétze als Teil
der mathematischen Sprache und Theorie entwickelt. Wir diskutieren an dieser
Stelle Aspekte, die sich am Beispiel der Ahnlichkeitssitze besonders schon erar-
beiten lassen, wie Variation der Herleitung und Vernetzung der Ahnlichkeitssitze,
weitere Beispiele sind in (Weiss-Pidstrygach 2012) zu finden. Beim lokalen Ord-
nen liegt der Fokus auf der Variation der Formulierung der Ahnlichkeitssitze, Va-
riation der Beweismethoden und Anwendungen und den dafiir notwendigen Fer-
tigkeiten.

Danach betrachten wir die Begriffsentwicklung der Ahnlichkeitssitze als Prob-
lemlosemethode. Hier stehen Hilfslinien, Variationen der Einbettung in andere ge-
ometrische Figuren, Einbeziehung anderer Kontexte im Vordergrund. Unter Ent-
wicklung des mathematischen Begriffs Ahnlichkeitssiitze am Kreis verstehen wir
ein Wechselspiel zwischen Sprachentwicklung und Methodenentwicklung (siche
Douady 1997). Die zugrunde liegende einfache Strategie ist dabei, moglichst nur
Bezeichnungen einzufiihren, deren Bedeutungen auch fiir die Losung konkreter
Probleme genutzt werden kdnnen, sowie moglichst solche Aufgaben zu stellen, de-
ren Losungsmethode formalisiert und iibertragen werden kann (und dadurch nicht
wie ein Zaubertrick aussieht).

6.2 Der Sehnensatz als Teil der mathematischen Sprache und Theorie

Die Ahnlichkeitssitze am Kreis eignen sich hervorragend dazu zu zeigen, dass die
Mathematik weniger hierarchisch aufgebaut ist, als es die meisten Mathematikvor-
lesungen vermuten lassen wiirden. Die Herleitung des durch die Ahnlichkeitssétze
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beschriebenen geometrischen Zusammenhangs ist auf verschiedene Weisen mog-
lich (Abb. 5).

Umkreis von Vielecken

— Innkreis von Vielecken
Satz vom Sehnenviereck

Satz vom Tangentenviereck

jom7 7y

Kongruenzsitze
Winkelsumme im Dreieck
Basiswinkelsatz

Satz des Pythagoras
Kathetensatz
Hohensatz

Satz des Thales Ahnlichkeitssitze Quadri
. . adrieren
Umfangswinkelsatz — Sehnensatz _>. . u :
Sehnen-Tangenten-Satz Sekantensatz Mittlere Proportionale

Sekanten-Tangenten-Satz

Abbildung 5: Verschiedene Moglichkeiten der Herleitung und Vernetzung des Sehnensatzes
mit anderen Themen des Geometrieunterrichts

Die Satzgruppe des Pythagoras kann vor den Ahnlichkeitssitzen behandelt werden
und die fiir den Ahnlichkeitsbeweis notwendige Umformulierung der Flichen-
gleichheit in eine Gleichheit von Seitenverhédltnissen motivieren (vgl. Weiss-Pids-
trygach 2014).

Die Ahnlichkeitssitze am Kreis konnen auch direkt als Anwendung des Umfangs-
winkelsatzes (siche Abb. 1 rechts) oder im Kontext der Herleitung der Eigenschaf-
ten eines Sehnenviereckes bewiesen werden (Abb. 6).

Sei y fest gewahit, und a dynamisch variabel.
fir alle Winkel a ist dann a + y = 180°.
Damit a konstant.

Abbildung 6: Argument ,,Sehnenviereck®

Auch iiber Spiegelungen und Streckungen kann man den Sehnensatz begriinden
(Abb. 7). Um die vielfaltigen Moglichkeiten der Entwicklung des mathematischen
Zusammenhangs Sehnensatz sichtbar zu machen, bietet es sich an, die verschiede-
nen Genesen der geometrischen Gebilde Sehnenviereck, Viereck mit Umkreis, Seh-
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nenabschnitte im Kreis und dhnliche Dreiecke an sich kreuzenden Geraden in di-
daktischen Sachanalysen zu entwickeln. Dabei bieten diese unterschiedlichen Kon-
textualisierungen und Herleitungen vielfache Mdglichkeiten, die verschiedenen
Darstellungen des Sehnensatzes in Zusammenhang zu setzen und zu formalisieren.
Zur Erkennung des in verschiedenen Interpretationen dargestellten Zusammen-
hangs ist Einheitlichkeit in Bezeichnungen, Entwicklung von einheitlichen ikoni-
schen Prototypen und Nutzung von Farben zur Mustererkennung hilfreich. Wie
Abbildung 7 zeigt, ist auch beim Erkunden verschiedener Moglichkeiten der Her-
leitung entdeckendes Lernen leicht zu inspirieren. Die Verwendung von Dynami-
scher Geometrie Software (DGS) erdffnet zusdtzliche Moglichkeiten, Lernende mit
sehr unterschiedlichen Voraussetzungen einzubeziehen. Das Spektrum an mathe-
matisch sinnvollen, zu Erfolgen fiihrenden Tétigkeiten reicht vom Probieren, expe-
rimentellen Variieren, Aufstellen von Vermutungen, Betrachten symmetrischer
Spezialfille, Arbeiten in Koordinaten, Betrachten abbildungsgeometrischer Invari-
anten (Abb. 7) bis zum Beweisen.'

Abbildung 7: Spur der Auflenkreise (A,B,A")
nach Spiegelung und Streckung des Dreiecks ABC

Die in Abbildung 8 skizzierten vielzdhligen Moglichkeiten der Variation von Defi-
nitionen, Herleitungen und Vernetzungen der Ahnlichkeitssitze am Kreis bieten
eine breite Grundlage zur Entwicklung eigenstéindigen Unterrichtens.

' Schéne Anregungen zum Arbeiten mit DGS finden Studierende — und Lehrende — in

dem inspirierenden Buch von Dorte Haftendorn (Haftendorn 2010).
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_ 9
P fest, zu zeigen ~ 1i= ' sodass
Pi-qi = konst. Pi - q; = marx.

=3
won e
Tl

Yo

Abbildung 8: Beispiele zur Variation der Problemstellung

Weitere Moglichkeiten am Beispiel der Ahnlichkeitssitze Variation als Methode
zur Unterrichtsentwicklung auszuprobieren, sind Unterrichtsplanungen zu Formu-
lierungen, Darstellungen und Beweisen der drei Sétze als Variation des Zusam-
menhangs zweier sich und einen Kreis schneidender Geraden. Hier sind vor allem
Strukturen des lokalen Ordnens zu beachten, um die Invarianten der Variationen
sichtbar und gut nachvollziehbar werden zu lassen (Abb. 9 und Abb. 10).

2
rs=p-g= R
Héhensatz rs=p-g=0

A

Sehnensatz Sehnen-Sekanten-Satz

Abbildung 9: Variation der Lage des Punktes P
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Abbildung 10: Variation der Ausgangsobjekte durch ,,Wackeln®, hier des Kreises

Eigenstindiges entdeckendes Untersuchen moglicher Variationen einer geometri-
schen Konstellation mit dem Ziel der Erhaltung des strukturellen Zusammenhangs
oder der Eroffnung einer neuen Sichtweise auf die Struktur setzt Verstindnis der
Methode Variation voraus. An dieser Stelle sollte deshalb Variation als Methode
zum Entwickeln mathematischer Begriffe und mathematischer Strategien reflek-
tiert und vertieft werden. Anregungen zum Entwickeln eigener weiterer Variatio-
nen konnen Studierende u. a. bei George Polya (z.B. Polya 1969) und Hans Schupp
(z. B. Schupp 2002) finden.

6.3 Der Sehnensatz als Problemlosemethode

In diesem Unterabschnitt wollen wir uns einigen Anwendungen des Sehnensatzes
widmen. Wir werden auch hier anhand des Sehnensatzes Fragestellungen eines ka-
nonischen mathematikdidaktischen Themas diskutieren — Konstruieren und Prob-
lemlésen im Geometrieunterricht. Dabei beschrinken wir uns auf Anwendungen,
welche die im vorigen Abschnitt erfolgte Begriffsentwicklung fortsetzen und auf
Probleme, in denen der Sehnensatz in einem neuen Kontext als Problemldoseme-
thode auftritt und entwickelt wird.

Eine schone Anwendung des Sehnensatzes, die man in Schulbiichern findet, ist der
Beweis des Hohensatzes als Spezialfall des Sehnensatzes (Abb. 9, oben Mitte).

Abbildung 11: Skizze zum Beweis des Hohensatzes iiber Ahnlichkeit
der zwei schraffierten Dreiecke
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r
\(\4 [ y,

Abbildung 12: Skizze zum Beweis des Hohensatzes iiber Zerlegungsgleichheit
der Rechtecke

An dieser Stelle treffen zwei Zuginge aufeinander: die durch Ahnlichkeit bewiese-
ne Aussage iiber Seitenverhiltnisse (Abb. 11) und eine Aussage zur Flichen-
gleichheit verschiedener Figuren (Abb. 12). Hier sollten vertragliche Bezeichnun-
gen und Farben verwendet werden, um die Ubertragung von einem Kontext in den
anderen zu erleichtern. Es bietet sich auch an, durch Einbeziehung des Satzes 5 aus
Euklids Buch II antike Methoden zum Nachweis von Flichengleichheit mithilfe
eines Gnomons zu wiederholen.

Siehe auch EE Il Satz 5

FIn:nt= Flhlau+ F Igr['ln

Abbildung 13: Herleitung des Hohensatzes als Spezialfall des Sehnensatzes mit einer
Sehne als Durchmesser und der anderen Sehne orthogonal zum Durchmesser (links)
und Skizze EEII Satz 5 (rechts).

Eine Diskussion zum Zusammenhang dieser Technik mit dem Losen quadratischer
Gleichungen findet man in vielen Texten zur geometrischen Algebra (siche auch
Artmann 1999). Aus der Flachengleichheit (Abb. 13 rechts), dem Sehnensatz und
der Konstruktion der entsprechenden Sehnen fiir ein gegebenes rechtwinkliges
Dreieck MSA (Abb. 14) kénnen wir nun unmittelbar auch den Satz des Pythagoras
folgern.
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2 ] 2 ‘h
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Abbildung 14: Verschiedene Mdglichkeiten der Herleitung und Vernetzung des
Sehnensatzes mit anderen Themen des Geometrieunterrichts

Die Losung dieser Aufgaben beruht auf dem Darstellungswechsel zwischen geo-
metrischen (Ahnlichkeitsargumente, Flichenumwandlung) und algebraischen
(Aufstellen von Gleichungen und Termumformungen) Sichtweisen. Zum reflek-
tierten Formalisieren dieser Vorgehensweisen betrachten wir die folgende Aufga-
be: ,,Gegeben seinen drei Strecken der Lénge p, ¢ und r. Konstruiere eine vierte
Strecke, deren Léange s die Gleichung p - ¢ = r - s erfiillt.” Die verschiedenen Lo-
sungswege verdeutlichen nochmals den Perspektivwechsel (Abb. 15).

o s=717

Abbildung 15: Konstruktion mit Gnomon (oben),
Konstruktion mit Ahnlichkeit (unten links), Konstruktion mit Sehnensatz (unten rechts)
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Bei einer dynamischen Konstruktion mithilfe des Sehnensatzes koénnen durch die
Nutzung von Spuren von Punkten und geometrischen Orten (in Abb. 16 Mittel-
punkt des Sehnenkreises) iiberraschende Muster zum Vorschein treten. Die Frage
nach der tieferen Ursache kann weitere selbststdndige Untersuchungen der Studie-
renden initiieren (siche auch Miiller-Sommer 2004).

P : q = konstant = 2,58

Abbildung 16: Entdeckung einer Familie von Sehnen bei gegebenen Streckenabschnitten
und s, sowie Lange g vorgegeben (links), Entdeckung von Eigenschaften der Mittelpunkte
der durch drei Punkte definierten dazugehdorigen Kreise (rechts)

Ein Kontext, der durch implementierte Makros in Dynamische Geometrie Syste-
men ins Spiel kommt, ist hyperbolische Geometrie. Durch Inversion der gegebenen
Geraden am gegebenen Kreis kann die Vermutung gewonnen werden, dass die In-
version winkeltreu ist (Abb.17).

Abbildung 17: Entdeckung der Winkeltreue der Inversion am Kreis
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Der Sehnensatz ldsst sich zur Verallgemeinerung des Kathetensatzes auf den nicht-
rechtwinkligen Fall anwenden (Artmann et al. 2003, vgl. Abb. 18). Ein tieferes
Versténdnis dieser algebraischen Termumformung wird in dem zitierten Beitrag
durch eine Losung mit einer Inversion am Kreis mdglich. Dadurch wird ersichtlich,
dass auch Abbildungen, die Geraden nicht erhalten, trotzdem zu neuen Einsichten
in die Dreiecksgeometrie verhelfen konnen.

Beweisskizze

(r+s)s=r-s+ s

Nach dem Sehnensatz

res=h+0h-10

(r+s)-s=h"—1+s
=h?+ ¢

= a

p+a@)-gq=a’=(r+s) s

Abbildung 18: Verallgemeinerung des Kathetensatzes

Das folgende Problem ist ein Klassiker und hat viele schone Beweise: ,,Sei H der
Hoéhenschnittpunkt eines Dreiecks ABC und 4, B’ und C' die Fullpunkte der Ho-
hen. Zeige, dass |AH|~|HA'| = |BH| ~|HB'| = |CH|~|HC'| “ Wir fithren einen Beweis
mithilfe des Sehnensatzes. Zeichnet man den Thaleskreis liber AB, so ist in ihm
nach dem Sehnensatz |AH | -|HA'| = |BH ~|HB'| (Abb. 19 Mitte). Zeichnet man den
Thaleskreis iiber BC, so folgt |BH| -|HB' = |CH| ~|HC’| .

B A c

Abbildung 19: Skizze zur Aufgabe zum Hoéhenschnittpunkt (links),
Beweisidee (Mitte, rechts)
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Viele schone Anwendungen und weiterfilhrende Geometrieaufgaben findet man
bei Specht & Strich (2001). In der Geometrie sind Problemlésen und Beweisen
sehr eng miteinander verbunden. Dabei werden Konstruktionsaufgaben oft durch
Riickwirtsarbeiten gelost und setzten das Verstdndnis von Zusammenhéngen vo-
raus, die erst durch Hilfslinien sichtbar werden oder auch in anderen Kontexten al-
gebraisch formalisiert wurden. Begriinden und Beweisen geometrischer Sachver-
halte sind oft reich an verbalen Erklarungen, Visualisierungen und leicht nachvoll-
ziehbaren algebraischen Termumformungen und oft elementarer als analytische
Beweise (siche auch Peters 1985). Die Perspektivwechsel zwischen Analyse und
Synthese, Konstruktion und Berechnung sind wichtige Elemente der Unterrichts-
entwicklung und kénnen beim Ldsen geometrischer Problemstellungen besonders
klar reflektiert und nachvollzogen werden (siche auch Weiss-Pidstrygach 2011).

7 Begriinden und Beweisen am Beispiel des Sehnensatzes

Die Satzgruppe des Pythagoras ist ein dankbarer Inhalt, um das Thema Begriinden
und Beweisen in fachdidaktischen Veranstaltungen zu diskutieren. Zahlreiche Ma-
terialien und Literatur kdnnen hier die Grundlage fiir eine detaillierte didaktisch
motivierte Sachanalyse von Beweisen des Satzes des Pythagoras — sowohl durch
Flichenumwandlung als auch durch Ahnlichkeit — sein. Die zahlreichen Materia-
lien konnen gleichwohl auch dazu fiihren, dass Herleitung und Beweisfiihrung un-
reflektiert {ibernommen werden und somit die aktive selbststindige Auseinander-
setzung mit der Argumentation, Kontextualisierung und Darstellung unterbleibt.
Der Sehnensatz bedient weniger automatisierte Denkroutinen. Im Folgenden geben
wir daher einige Beweise des Sehnensatzes, welche nicht weniger als der Satz des
Pythagoras zur Illustration didaktischer Ansitze geeignet sind. Durch die Herlei-
tung des Hohensatzes und des Satzes des Pythagoras aus dem Sehnensatz (s. 0.)
konnen diese Beweise auf den Satz des Pythagoras und den Hohensatz iibertragen
werden.

Wir beginnen mit dem Ahnlichkeitsbeweis, den wir schon bei der Darstellung der
Ahnlichkeitssidtze am Kreis in Schulbiichern erwihnt haben (Abb. 1). Dieser Be-
weis kann unmittelbar auf den Sekantensatz und den Sekanten-Tangentensatz iiber-
tragen werden. Er eignet sich deshalb besonders gut zur Demonstration der Metho-
de Varia-tion. Wir schreiben die Beweisschritte so auf, dass sie trotz der variierten
Bedingungen beziiglich der Schnittpunkte der Geraden, bei den Beweisen der drei
Satze die gleichen bleiben:

o Umformulieren der Flichengleichheit in eine Aussage von gleichen Seitenver-
héltnissen,

e Finden der Dreiecke, deren Seiten die Aussage betrifft,
e Beweis der Ahnlichkeit der Dreiecke,
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e Aufschreiben des Beweises in umgekehrter Richtung, beginnend mit der Ahn-
lichkeit der Dreiecke.

/CAP= /PDB
ZPCA = /DBP

= AACP~ ADBP

T
>4
P s

Also rT-s=p-q

Abbildung 20: Beweis des Sehnensatzes

/CAP= /PDB
= AACP~ ADBP
/PCA = //DBP

Sekantensatz

Abbildung 21: Beweis des Sekantensatzes als Variation des Ahnlichkeitsbeweises
des Sehnensatzes

LTAP= /PIB
ZPTA = /TBP

= AATP~ ATBP

Also |H12:"‘°'3

Sekanten-Tangentensatz

Abbildung 22: Beweis des Sekanten-Tangentensatzes als Variation des Ahnlichkeits-
beweises des Sehnensatzes
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Mit dem nichsten Beweis widmen wir uns wieder unserem Ausgangspunkt eigen-
standiger entdeckender Beschéftigung Studierender mit dem Beweis des Sehnen-
satzes — der Frage nach der Flachengleichheit der im Lehrbuch Neue Wege abge-
bildeten Rechtecke.

Der in Abschnitt 5 angesprochene historische Exkurs in Euklids Elemente, fiihrt zu
einem Beweis, der den folgenden Gnomon verwendet.

a+b2_ a—b\?2
(s

Abbildung 23: Satz 5 Buch 2 der Elemente Euklids

A  a MP b B

Die Visualisierung des darauf beruhenden Fldchenbeweises entspricht nicht der im
Lehrbuch angegebenen Darstellung (Abb. 4), und bedarf Hilfslinien, die nicht ka-
nonisch und unmittelbar einsichtig sind (Abb. 24).

P-q+ = Flgp /+ Flue
p-g+ Flgp+ Flyp = Flgp+ Flye

“‘ D p-q+ Flyp= Flug
A " ' Analog folgt:
e y

Abbildung 24: Visualisierung von Euklids Beweis

-8+ Flyrp= Flyp

pa Flyp=Flyp=p-q=1-3

Nun konnten unsere Leserinnen und Leser berechtigt einwenden, dass erkundendes
Lernen doch nicht primér das Nach(er)forschen aus historischen Quellen zum Ziel
hat. Jene bitten wir hiermit, nach eigenen Beweisen der Flachengleichheit durch
Flachenumwandlung zu suchen ... Wir haben dies auch getan und haben den fol-
genden Beweis gefunden — der uns aus der Literatur nicht bekannt ist.

Ein kanonischer und im Falle des Satzes des Pythagoras leicht nachvollziehbarer
Beweis der Fliachengleichheit der beiden Rechtecke der Schulbuchabbildung ist ein
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Beweis durch Flachenscherung. Der folgende Scherungsbeweis des Sehnensatzes
ist etwas komplizierter — die Rechteckfliche wird zerlegt und dann in zwei Teilen
geschert. Wir fiihren die Scherung fiir den Fall aus, dass eine der Sehnen der
Durchmesser ist. Dies bedeutet keine Einschrinkung: Im Falle zwei beliebiger
Sehnen scheren wir das Rechteck {iber der ersten Sehne zu einem Rechteck iiber
dem Durchmesser und scheren dieses dann weiter zu dem Rechteck iiber der zwei-
ten Sehne.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei die Sehne AB gleichzeitig der Durch-
messer unseres Kreises. Uber die Sehnenabschnitte 4P und CP konstruieren wir
die Rechtecke APKL und CPUV mit|PB|=|PK|=¢ und |PD|=|PU|=r,d. h.es
ist Fl pg; = p-q und Flpyp =7-s. Zu zeigen ist Fl pp; = Flpypc .

ds d,y

Abbildung 25: Visualisierung der Produkte als Flacheninhalt von Rechtecken (links).
Durch Scherung erhalten wir das flichengleiche Parallelogramm PUV'C’ (rechts).

Der Kreis C (P,q) schneide die Strecke PC’ in K'. Durch eine weitere Scherung
erhalten wir, dass Flpgry = Flpy i (Abb. 26).

Es bleibt noch zu zeigen, dass Fl,y; =Fl, g . Da Fl = Flp,,, miissen
wir die Flachengleichheit der Parallelogramme L'T"UA" und V'C'K'T’ beweisen.
Wir betrachten dafiir das Parallelogramm PA'EC'". Sollte der Punkt 7" auf der Dia-
gonalen PE liegen, so wire Fl, .y = Fly g
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Abbildung 27: Nachweis der Fliachengleichheit durch Gnomon

Da PA orthogonal zu dj ist, ist der Winkel E4P ein rechter, also ist
m(EAP) =90°. M

Laut Konstruktion ist auch A’'P orthogonal zu DC und gleichzeitig parallel zu
EC. Deshalb ist EC ebenfalls orthogonal zu DC und damit ist

m(PCE) =90°. )
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(1) und (2) ergeben m(E//ﬁ’)+m(P/C75 ) =180°". Damit ist AECP ein Sehnenvier-
eck und folglich ist nach dem Umfangwinkelsatz

m(C4P) = m(CEP). 3)

Auch ACBD ist ein Sehnenviereck, deswegen ist (wieder nach dem Umfangswin-
kelsatz) auch

m(cap) = m(PDB) . (4)
Laut Konstruktion sind die Dreiecke BPD und KPU kongruent (SWS), damit ist
m(PDB) = m(PUK) . (5)

Aus (3), (4) und (5) folgt nun die Gleichheit der Winkel PUK und CEP, was die
Parallelitdt von UK und EP zur Folge hat:

UK || EP. (6)
Da die Strecken KP und UT gleichlang und parallel sind, ist KUT'P ein Parallelo-
gramm, damit sind auch UK und T'P parallel zueinander:

UK||TP. @)

Aus (6) und (7) folgt nun, dass 7" auf der Strecke PE liegt. Betrachten wir den
Gnomon A'EC'P, so folgt die Flachengleichheit der Parallelogramme L'T"UA" und
V'C'K'T.

Andere Ideen liefern andere Beweise — in denen Fldchengleichheit dann aber nicht
mehr explizit elementargeometrisch begriindet ist —, z. B. einen Beweis, der die
Idee der Herleitung des Satzes des Pythagoras aus dem Sehnensatz nutzt (Abschn.

5.3) — wir nennen ihn den algebraischen Beweis mithilfe des Satzes des Pythagoras
(Abb. 28).

|CP|-|PD| = (|IDM'| + ) - (|IDM'| — z) =

s /N DM = DM MM (- | MM =
A B4 B |AMP? — o = (1AM] + 1) - (|AM] - v) =
A |AP| - |PB|
(o)

Abbildung 28: Algebraischer Beweis mithilfe des Satzes des Pythagoras

Der nichste Beweis greift die derzeitig am héufigsten trainierten Fertigkeiten der
meisten Schiilerinnen und Schiilern bzw. Studierenden auf — er benutzt das Arbei-
ten in Kartesischen Koordinaten.
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Wie in der analytischen Geometrie iiblich, wahlen wir uns ein Koordinatensystem,
in welchem sich die geometrischen Verhiltnisse besonders gut darstellen lassen
und zu einfachen algebraischen Gleichungen fithren. Auch hier kénnen wir wieder
den Durchmesser als eine der beiden Seiten annehmen (die Argumentation ist die
gleiche wie beim Scherungsbeweis). Wir wiahlen den Ursprung als Mittelpunkt des
Kreises und wihlen die Sehne, welche den Durchmesser bildet, auf der x-Achse.

Der Beweis erfolgt durch die Koordinatisierung des Kreises und der Sehnen-
schnittpunkte durch Gleichungen (Abb. 29). Der Beweis der Gleichheit der Pro-
dukte wird durch Nutzung der Kreisgleichung und des algebraischen Ausdrucks
der Ahnlichkeit der Steigungsdreiecke gefiihrt.

Zu zeigen: \/{-f'n —xp)? +yh - \/{.m —zpP+yh =
B(.I‘[g. yu) \/(1 - 'rn"’)z : \/(.l‘p+ 1)2

Unter der Voraussetzung, dass

0(0,0

C(-1,0) D(1,0) Fi+ya=1 sh+yp=1
und

|y_;;\ . |.I‘1;— .J‘p|

A(za,ya) =
lyal  |za—zp|

Abbildung 29: Beweis mithilfe der analytischen Geometrie durch Koordinatisierung

Den nun anschlieBenden letzten Beweis haben wir bei Heinrich Bubeck (Bubeck
1994) gefunden und mochten ihn hier um seiner Eleganz willen anfiihren. Er ver-
einigt viele Aspekte in sich und ermoglicht auch ein konstruktives Versténdnis der
im Lehrbuch Neue Wege zu findenden Visualisierung durch Flidchen. Der Beweis
benutzt die dritte Dimension und den leicht einzusehenden Fakt, dass der Schnitt
einer Ebene mit einer Kugel einen Kreis ergibt.

Gegeben seien eine Kugel und eine Ebene, welche sie im Aquator schneidet und
einen GroBkreis erzeugt (Abb. 30). In diesem Kreis seien zwei sich schneidende
Sehnen gegeben. Wir konnen jede dieser Sehnen als Stiick einer Schnittgeraden
unserer ersten Ebene und einer zu ihr orthogonalen Ebene betrachten. Jede der or-
thogonalen Ebenen schneidet auch unsere Kugel und erzeugt je einen Kreis. Diese
Kreise sind unterschiedlich grof3, unsere Sehnen bilden die Durchmesser der bei-
den Kreise. Die unabhéngige Anwendung des Hohensatzes bzgl. der Sehnenab-
schnitte in den beiden orthogonalen Kreisen fithrt zum Quadrat der gleichen Hohe
— dem Abstand des Schnittpunkts der Sehnen vom Schnittpunkt der orthogonalen
Kreise.
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L s
R TN & B

Abbildung 30: Beweis mithilfe des Hohensatzes iiber die dritte Dimension

8 Resiimee

Mathematikdidaktische Lehrbiicher konnen aus einer methodischen Perspektive
geschrieben werden: Theorien zur Begriffsentwicklung, dem Problemlésen und
Beweisen werden vorgestellt und im Anschluss werden Klassifikationen durch
(isolierte) Beispiele illustriert. Dies ist eine auch in der Péddagogik bzw. den Bil-
dungswissenschaften tibliche Herangehensweise.

Wir sind einen anderen Weg gegangen: Ausgehend von einem mathematischen In-
halt und der mathematischen Auseinandersetzung mit relevanten Sachverhalten,
Beispielen und Anwendungen diskutierten wir verschiedene Mdglichkeiten der
Kontextualisierung und konzeptuellen Entwicklung. Dabei traten Begriffsentwick-
lung, Problemldsen und Beweisen nicht als verschiedene didaktische Theorien auf,
sondern initiierten unterschiedliche Auseinandersetzungen mit einem zusammen-
héngenden mathematischen Inhalt. Die fachdidaktische Entwicklung des elemen-
targeometrischen Themas setzte bei der Formulierung, der Losungsskizze und dem
Beweis des Sehnensatzes in einem Schulbuch an. Gegenstand der curricularen, ma-
thematischen und methodischen Betrachtungen waren Fragestellungen, die sich ei-
ne Lehrperson bei der Auseinandersetzung mit der Schulbuchdarstellung stellen
konnte resp. sollte, sowie didaktische Einordnungen dieser Fragestellungen.

Maglichkeiten zum entdeckenden Lernen durch Studierende sind u. a. beim eigen-
standigen Erkunden verschiedener moglicher Antworten auf die Frage: ,,Warum
mochte und wie kann ich den Sehnensatz unterrichten? und dem Aufdecken ihrer
eigenen Vorlieben gegeben.

Der von uns gewihlte geometrische Inhalt zur Gestaltung kanonischer Themen
fachdidaktischer Veranstaltungen kann natiirlich variiert werden. Wir haben die
Ahnlichkeitssitze am Kreis gewihlt, weil sie sehr nah an der Satzgruppe des Py-
thagoras liegen und trotzdem zu Einsichten fiihren, die aulerhalb rechtwinkliger
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Denkweisen liegen. Der geometrische Inhalt ist uns — mit der Formulierung von
Hans Schupp — Mittel zum Zweck (Schupp 2014).
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