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Kurzfassung: Im vorliegenden Aufsatz werden so genannte mathematische Darstellungen
als Zeichenspiele im Sinne von Wittgenstein betrachtet. In diesen Zeichenspielen entsteht
Bedeutung als Resultat der regelkonformen Verwendung von Inskriptionen. Mithilfe der an-
gesprochenen Sichtweise konnen viele Phdnomene der Mathematik wie etwa die Moglich-
keit der multiplen Représentation von so genannten mathematischen Objekten rein konstruk-
tiv erklirt werden. Im Zuge der nachfolgenden Uberlegungen werden Vorteile dieser Sicht-
weise theoretisch erldutert und anhand von Beispielen fiir die Praxis des Mathematikunter-
richts nutzbar gemacht.

Abstract: In this paper the so-called mathematical representations are considered as sign-
games in the meaning of Wittgenstein. In these sign-games, meaning appears as a result of
the use of inscriptions due to given rules. By means of this approach, many phenomena of
mathematics such as the possibility of multiple representations of so-called mathematical
objects can be explained in a purely constructive way. In the course of the following consid-
erations, advantages of this view are theoretically explained and made available for the prac-
tice of mathematics teaching by given examples.

1 Einleitung

In den Ubungen zu einer Vorlesung iiber die Didaktik der Analysis stellte ich fol-
gende provokante Frage: ,,Woher weill der Funktionsgraph, was die Funktionsglei-
chung, und umgekehrt, die Funktionsgleichung, was der Funktionsgraph tut?‘ Er-
ginzt wurde diese Fragestellung durch eine Abhandlung iiber eine konstruktive Er-
klarungsweise des Zusammenwirkens der verschiedenen Darstellungen der kom-
plexen Zahlen aus Brunner (2013, S. 64). Ziel der Fragestellung war es, den Stu-
denten/innen konstruktive Erklarungsweisen im Zusammenhang mit Phdnomenen
wie etwa der multiplen Reprisentation so genannter mathematischer Objekte (hier
eben speziell der Darstellungen Funktionsgleichung und Funktionsgraph des Ob-
jekts ,,Funktion) ndher zu bringen. Ich nahm zwar an, dass sich die Studierenden
mit dieser Fragestellung schwer tun wiirden. Mag auch sein, dass die Frage besser
formuliert hétte werden konnen. Ich war in Summe aber doch iiberrascht, wie we-
nig die Studenten/innen letztlich mit der Frage anfangen konnten. Was ich als
Antworten bekam, war nach meiner Deutung ,,Platonismus® in Reinkultur. Im
Kern war es immer folgende Erklarungsweise: ,,Es gibt das Objekt ,Funktion®,
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welches eigentlich wirksam ist. Um iiber dieses Objekt etwas erfahren zu kdnnen,
muss man die zugeordneten Darstellungen des Objekts ,Funktion® untersuchen. In
unserem Fall eben die Funktionsgleichung und den Funktionsgraphen. Warum soll-
ten diese Darstellungen aber etwas voneinander wissen?“ Nach meiner subjektiven
Sicht scheint der angesprochene Platonismus die mathematische Sozialisation der
angesprochenen Studenten/innen weitgehend gepragt zu haben. Der ,,Glaube® an
existente implizit wirksame abstrakte Objekte scheint in ihnen fest verankert zu
sein. Mit der Moglichkeit der bewussten konstruktiven Herstellung von Bedeutung
im Zusammenhang mit mathematischen Darstellungen hatten sich die angehenden
Lehrer/innen nach eigenen Angaben noch nicht befasst.

Genau dafiir soll im Folgenden geworben werden. Durch die Beschéftigung mit
den Verwendungsmoglichkeiten der involvierten Inskriptionen soll im Mathema-
tikunterricht die Herstellung von Bedeutung im Zusammenhang mit mathemati-
schen Darstellungen anhand von konkreten Beispielen sichtbar gemacht werden.
So wie sich etwa ein vertieftes Verstindnis fiir die Funktionsweise einer Maschine
als vorteilhaft fiir deren Bedienung erweisen wird, so wird sich ein vertieftes Ver-
standnis fiir die Funktionsweise mathematischer Darstellungen positiv auf das ma-
thematische Handeln der Schiiler/innen auswirken.

Im vorliegenden Aufsatz wird nach einer Einfithrung in das Zeichenspiel nach
Wittgenstein anhand von Beispielen u. a. untersucht, wie im Sinne von Wittgen-
stein Bedeutung durch die jeweiligen Verwendungsregeln von Inskriptionen ent-
steht, wie neue Bedeutung durch die Kombination oder Ersetzung von Inskriptio-
nen geschaffen wird oder welche Regelfortschreibungen bzw. Regelverdnderungen
im Zusammenhang mit den jeweiligen Bedeutungserweiterungen erforderlich sind.
Es wird veranschaulicht, dass viele Phanomene der Mathematik auf die vorge-
schlagene Art und Weise rein konstruktiv und ohne implizit wirksame Objekte gut
erklart werden konnen. Von besonderer Bedeutung ist im angefiihrten Kontext die
Untersuchung des Zusammenspiels von Inskriptionen aus verschiedenen ,,Zeichen-
systemen® (hier v. a. aus den Zeichensystemen ,,Algebra“ und ,,Geometrie®).

Vieles aus den Ausfiihrungen kann als Vorlage fiir den Schulunterricht verwendet
werden. Anhand von Beispielen wie den angefiihrten kann den Schiilern/innen eine
alternative bzw. erginzende konstruktive Sicht auf mathematische Darstellungen
und in der Folge auf mathematische Objekte ermdglicht werden. Auch Leh-
rer/innen kénnen unter Umstdnden Anregungen aus den Erlduterungen gewinnen
und so das Repertoire ihrer Erklarungsweisen/Deutungsweisen im Zusammenhang
mit den Phanomenen der Mathematik erweitern.
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2 Mathematik als Zeichenspiel

Die im vorliegenden Artikel eingenommene Sichtweise ist jene von Mathematik
als Zeichenspiel. Sie geht auf Wittgenstein zuriick. Der Begriff des Zeichenspiels
ist dabei an jenem des Sprachspiels angelehnt. Fiir Wittgenstein haben Worter kei-
ne Bedeutung an sich. Thre Bedeutung wird durch deren Gebrauch im Sprachspiel
geregelt (vgl. Meyer, 2010, S. 59). Nach Meyer (2010, S. 59) definiert Wittgen-
stein in diesem Sinne selbst nicht, was er als Sprachspiel versteht. , Er gebraucht
das Wort, indem er Beispiele anfithrt und den Umgang mit ihm beschreibt. Auf
diese Weise verleiht er ihm Bedeutung® (Meyer, 2010, S. 59-60). Wittgenstein
folgert (vgl. Meyer, 2010, S. 60):
Wenn die Bedeutung eines Wortes sein Gebrauch ist, dann konnen wir auch sagen, dass
die Bedeutung eines Wortes die Art und Weise ist, wie mit ihm in einem Sprachspiel
kalkuliert wird. ,,Ich sagte, die Bedeutung eines Wortes sei die Rolle, die es im Kalkiil
der Sprache spiele® (ich verglich es mit einem Stein im Schachspiel). Und denken wir
nun daran, wie mit einem Wort, sagen wir z. B. ,rot“ kalkuliert wird. Es wird angege-
ben, an welchem Ort sich die Farbe befindet, welche Form, welche Grofe der Fleck oder
der Korper hat, der die Farbe trégt, ob sie rein oder mit anderen vermischt, dunkler oder
heller ist, gleich bleibt oder wechselt, etc. etc. Es werden Schliisse aus den Sétzen gezo-
gen, sie werden in Abbildungen, in Handlungen iibersetzt, es wird gezeichnet, gemessen
und gerechnet.

Nach Wittgenstein erhalten auch Sdtze ihre Bedeutung auf diese Weise. ,,Es gibt
keinen alleinstehenden Satz. ,,Denn was ich Satz nenne, ist eine Spielstellung in ei-
ner Sprache” (Wittgenstein, 1984a, S. 172). Betrachtet man Sétze ebenso wie Wor-
ter in einem grofleren Zusammenhang, so ist es im Sinne des obigen Zitats wieder
der Gebrauch, der die inhaltliche Bedeutung bestimmt (Meyer, 2010, S. 61). Im
Zusammenhang mit bedeutungstheoretischen Aussagen von Frege erlautert Witt-
genstein mit Bezug auf Mathematik und dem Schachspiel seine Entdeckung von
,Bedeutung durch Gebrauch“ (Epple, 1994, S. 127):

Fiir Frege stand die Alternative so: Entweder wir haben es mit Tintenstrichen auf dem
Papier zu tun, oder diese Tintenstriche sind Zeichen von etwas, und das, was sie vertre-
ten, ist ihre Bedeutung. Dal} diese Alternative nicht richtig ist, zeigt gerade das Schach-
spiel: Hier haben wir es nicht mit den Holzfiguren zu tun, und dennoch vertreten die Fi-
guren nichts, sie haben in Freges Sinn keine Bedeutung. Es gibt eben noch etwas drittes,
die Zeichen koénnen verwendet werden wie im Spiel.

Da in den mathematischen Sprach- bzw. Zeichenspielen neben phonetischen auch
rein skripturale (non-phonetische) Elemente verwendet werden, wird im vorliegen-
den Artikel der Begriff ,,Zeichenspiel gegeniiber jenem des ,,Sprachspiels® der
Vorzug gegeben. Der Begriff ,,Zeichenspiel” findet sich iibrigens bereits bei Witt-
genstein (1984b, S. 257):

Ich will sagen: Es ist der Mathematik wesentlich, dass ihre Zeichen auch im Zivil ge-

braucht werden. Es ist ihr Gebrauch aulerhalb der Mathematik, also die Bedeutung der
Zeichen, was das Zeichenspiel zur Mathematik macht.
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Obwohl Wittgenstein selbst vom Sprachspiel oder Zeichenspiel spricht, ist er nicht
der Meinung, dass Mathematik ein Spiel ist (Wittgenstein, 1978, S. 171).

Es ist sehr oft behauptet worden, die Mathematik sei ein Spiel, dem Schach vergleich-
bar. In einem Sinne ist diese Behauptung offensichtlich falsch: die Mathematik ist kein
Spiel in der gewohnlichen Bedeutung dieses Wortes. In einem anderen Sinn ist sie of-
fensichtlich wahr: es gibt eine gewisse Ahnlichkeit. Nun sollte man aber nicht Partei er-
greifen, sondern vielmehr eine Untersuchung anstellen. Manchmal ist es eben niitzlich,
die Mathematik mit einem Spiel zu vergleichen, und manchmal ist es irrefiihrend.

Wittgenstein spricht im Zusammenhang mit Spielen von ,,Familiendhnlichkeiten®.
Gemeint sind Ahnlichkeiten, durch welche die Sprachspiele untereinander ver-
wandt sind. Solche Ahnlichkeiten macht Wittgenstein anhand von Spielvergleichen
sichtbar (Wittgenstein, 2003, S. 56):

Betrachte z. B. einmal die Vorgénge, die wir ,,Spiele nennen. Ich meine Brettspiele,
Kartenspiele, Ballspiel, Kampfspiele, usw. Was ist allen diesen gemeinsam? — Sag
nicht: ,,Es muf} ihnen etwas gemeinsam sein, sonst hieen sie nicht ,Spiele‘“ — sondern
schau, ob ihnen allen etwas gemeinsam ist. — Denn wenn du sie anschaust, wirst du zwar
nicht etwas sehen, was allen gemeinsam wire, aber du wirst Ahnlichkeiten, Verwandt-
schaften, sehen, und zwar eine ganze Reihe. Wie gesagt: denk nicht, sondern schau! —
Schau z. B. die Brettspiele an, mit ihren mannigfachen Verwandtschaften. Nun geh zu
den Kartenspielen iiber: hier findest du viele Entsprechungen mit jener ersten Klasse,
aber viele gemeinsame Ziige verschwinden, andere treten auf. [...] Und so konnen wir
durch die vielen, vielen anderen Gruppen von Spielen gehen. Ahnlichkeiten auftauchen
und verschwinden sehen. Und das Ergebnis dieser Betrachtung lautet nun: Wir sehen ein
kompliziertes Netz von Ahnlichkeiten, die einander iibergreifen und kreuzen. Ahnlich-
keiten im Grof3en und Kleinen.

Durch die Betrachtung von mathematischen Darstellungen als Zeichenspiele riickt
der Gebrauch der mathematikiiblichen Inskriptionen in den Vordergrund. Im Sinne
von Wittgenstein entsteht in diesen Zeichenspielen Bedeutung durch die Regeln
der Inskriptionsverwendung. Der Vermittlung und Verdeutlichung der geltenden
Regeln muss daher im Unterricht entsprechend viel Aufmerksamkeit geschenkt
werden.

Der im vorliegenden Aufsatz verwendete Regelbegriff ist ebenfalls an jenem von
Wittgenstein orientiert. Im Sinne von Wittgenstein werden Regeln ,,nicht durch die
logische Summe ihrer Beispiele explizit definiert (Hoffmann, 2007, S. 1). Hoff-
mann (2007, S. 1) schreibt weiter:

Die Regel wird durch eine nicht weiter hintergehbare Ahnlichkeit gegeben, die unter den
zu ihrer Definition angegebenen Beispielen besteht. Diese Ahnlichkeit wird durch jedes
neu hinzukommende Beispiel fortgeschrieben, verengt, verdndert oder auch erweitert.
[...] Das Erlernen von Regeln beinhaltet daher immer zwei Punkte: Einerseits die Er-
kennung ihrer Anwendungskriterien in konkreten Situationen, d.h. die Subsumption ei-
ner Erfahrung unter der jeweiligen Regel. Andererseits die spezifische Fortschreibung,
die Verdnderung, die Verengung oder Erweiterung der Regel aufgrund jeder neuen Er-
fahrung.
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Korrekte Regelanwendung ist im Zusammenhang mit Mathematik nicht einfach.
Man muss beispielsweise wissen, welche Regeln in welchen Kontexten der Ver-
wendung von Inskriptionen iiberhaupt Giiltigkeit besitzen. Zusétzlich muss man
erkennen, welche Anwendungskriterien in einer konkreten Situation die Verwen-
dung einer bestimmten Regel rechtfertigen. Dariiber hinaus ist im Zusammenhang
mit Mathematik die Beachtung von Regeln alleine schon aufgrund der vielen mog-
lichen Beispiele, die alle zumindest partiell verschiedene Regelverwendung ver-
langen, nicht einfach. Regeln miissen also stdndig nicht nur fortgeschrieben, son-
dern auch verengt oder erweitert werden. Die Féahigkeit korrekter Regelauslegung
erfordert in der Mathematik also die Subsumption vieler verschiedener Spezialfal-
le. Regelanwendung ist also selbst nicht durch eine allgemein giiltige Regel be-
schreibbar.

3 Zur Inskriptionsverwendung

Zunichst etwas Grundlegendes. Mathematische Inskriptionen miissen schreibre-
gelkonform sein. Nicht jede beliebige Linie kann etwa als ,,gerade Linie” verwen-
det werden. Auch in der Mathematik miissen Inskriptionen Schreibtypen wie etwa

a,a,a,a,aa

entsprechen. Im Zusammenhang mit diesen Schreibtypen geht es aber nicht nur um
Schreibregeln, es geht auch um Wiedererkennung. Um eine empirisch vorkom-
mende Inskription als Verkdrperung eines generellen Typus identifizieren zu kon-
nen, geht es nach Kramer (2009, S. 101) um eine Wiedererkennungsleistung, die
auf der Vernachldssigung von Aspekten der sinnlichen Erscheinung beruht. Eine
Theorie, die in diesem Zusammenhang von Bedeutung sein konnte, ist die der
,Prototypen nach Lakoff (1987). Wahrscheinlich erlernt man Herstellungsweisen
von Inskriptionen, indem man sich an Prototypen orientiert.

3.1 Zur Vermittlung des Wittgenstein’schen Konzepts ,,Bedeutung durch
Inskriptionsgebrauch“

Im Schulunterricht kann relativ leicht vermittelt werden, dass Inskriptionen gene-
rell und speziell in der Mathematik keine feste Bedeutung haben. Beispiel: Der an-
gefiihrte Strich (Abb. 1) kann ein Zeichen fiir eine bestimmte Lange, fiir eine be-
stimmte Breite, fiir schwarz, fiir die Trennung von oben-unten, fiir eine Bewegung
von links nach rechts, fiir eine Geste, fiir unendlich viele Punkte usw. sein. Ein
Zeichen zu sein kann nach dem Sprachgebrauch des vorliegenden Artikels als
,.Bedeutung erhalten durch® interpretiert werden. Ein Strich kann eben in gewissen
Kontexten Bedeutung genau dadurch erhalten, dass er etwa als Trennlinie verwen-
det wird.
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Abb. 1: Der angefiihrte Strich kann auf unterschiedlichste Art und Weise Bedeutung
erhalten.

Auch in der Mathematik haben Inskriptionen keine feste Bedeutung. Der oben an-
gefiihrte Strich hat etwa als ,,Strecke® eine andere Bedeutung als als ,,Strahl“ oder
,»QGerade. Die Inskription ,,2413* hat im Sechsersystem eine andere Bedeutung als
etwa im Fiinfer- oder Zehnersystem. Die gleichen vier schreibregelkonformen Stri-
che etwa einer Handzeichnung konnen als Quadrat, als Rechteck, als Parallelo-
gramm, als Raute oder als Deltoid verwendet werden. Die Inskription o kann als
Kreis, als runde Scheibe (das Innere beinhaltend), als rundes Loch (das Innere
nicht beinhaltend), als Kegelschnitt, als Jordankurve, als Zeichen fiir ,,Verkettung™
usw. verwendet werden (Beispiel von Stjernfelt, 2007). Es lieBen sich hier unzahli-
ge weitere Beispiele anfithren. Im Zusammenhang mit all diesen Beispielen kon-
nen die unterschiedlichen Verwendungsregeln benannt oder gegebenenfalls von
den Schiilern/innen in reflektierender Riickschau beobachtet werden. Beim obigen
Beispiel des angefiihrten Striches als ,,Strecke®, ,,Strahl* oder ,,Gerade* sind es et-
wa Verwendungsregeln wie: In allen drei Féllen wird der Strich als ,,gerade®, ,,oh-
ne Breite* und ,,ohne Hohe* verwendet. Als Strecke wird er als ,,Lénge* oder als
kirzeste Verbindung zweier Punkte* verwendet. Als Strahl wird er als ,,von ei-
nem Anfangspunkt ausgehend®, ,,ohne Ende* und als ,,orientiert™, als Gerade wie-
derum ,,ohne Anfangs- und Endpunkt“ und als ,,unendlich lang* verwendet. In der
Mathematik bedingen also Bedeutung und Inskriptionsverwendung einander. Be-
griffe (Objekte, Gegenstinde) wie die angeflihrten koénnen daher zunéchst einmal
als Bezeichnungen fiir Inskriptionen und deren Gebrauch betrachtet werden. Erst
durch die Verwendung und die dabei geltenden Regeln werden Inskriptionen zu
mathematischen Objekten. Dies kann den Schiiler/innen leicht vermittelt werden.

Eine Moglichkeit, das Konzept ,,Bedeutung durch Gebrauch* zu veranschaulichen,
ist auch jene von Analogien aus der auBermathematischen Erfahrungswelt der
Schiiler/innen. Wittgenstein hat etwa selbst eine Fiille von Spielvergleichen ge-
bracht. Er veranschaulicht etwa das obige Konzept anhand der Spielfiguren im
Schachspiel (aus Epple, 1994, S. 127):
Wenn ich sage: ,Jetzt werde ich mir eine Konigin anschaffen mit ganz furchtbaren Au-
gen, die wird alles aus dem Feld schaffen, so werden Sie lachen. Es ist egal, wie ein

Bauer aussieht. Es ist vielmehr so, dass die Gesamtheit der Spielregeln den logischen
Ort des Bauern ergibt.

Mithilfe von Vergleichen im Zusammenhang mit Alltagserfahrungen der Schii-
ler/innen kann die Tatsache, dass Inskriptionen, Spielfiguren, Spielkarten, Gegen-
stinde usw. keine feste Bedeutung haben, sondern deren Bedeutung von den jewei-
ligen Verwendungsregeln abhdngt, leicht veranschaulicht werden. Beispiele: Mit
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denselben Spielkarten kann man nach unterschiedlichen Regeln Rommé, Canaster
oder Bridge spielen. Ein Holzstock kann als Besenstil, als Trennstiick zwischen
zwel Wettkampfparteien, als Bruchstrich eines in den Sand geschriebenen Bruches,
als Zeigestab usw. verwendet werden. Ein Stiick Karton kann als Regenschirm
verwendet werden usw. Beim Schachspiel kdnnte man ,,Dame® und ,,Kénig™ oder
bei verschiedenen Kartenspielen ,,Unter” und ,,Ober” ohne Probleme vertauschen.
Wenn die Spielenden damit einverstanden wéren, bereitete dies keine Probleme.
Analog konnte das Verkehrszeichen ,,Vorrang geben® etwa mit jenem fiir ,,Stopp*
getauscht werden. Usw. Es kann aber auch leicht vermittelt werden, dass sich ma-
thematische Verwendungen von Inskriptionen von aullermathematischen unter-
scheiden kdnnen. Es gelten jeweils unterschiedliche Regeln. Beispiel: Die Inskrip-
tion ,,6/8“ wird als Bruch nach vollkommen anderen Regeln als als Taktbezeich-
nung verwendet.

Das Wittgenstein’sche Konzept ,,Bedeutung durch Gebrauch* kann nicht nur durch
inner- und auBermathematische Beispiele, sondern auch durch Sprechweisen wie
,,Wir verwenden diese Inskription(en) so und so* oder ,,Wir verwenden diese In-
skription(en) als ,Begriff (Objekt, Gegenstand) so und so* im Zusammenhang mit
Prozessen der Erarbeitung neuer Lerninhalte und der reflektierenden Riickschau zu
einem festen Bestandteil des Unterrichts gemacht werden. Auf diese Weise werden
Inskriptionen ohne Referenz verwendet. Die mathematischen Inskriptionen sind
die Inskriptionen selbst in einer Verwendung nach bestimmten Regeln. Dies ist bei
einem anderen Sprachgebrauch nicht so. Schreibt man etwa am Anfang des Geo-
metrieunterrichts ,,Linien haben keine Breite” (genau so habe ich das in Schulbii-
chern wie etwa Kraker, Plattner, Preis, 2010, S. 40 gefunden), so konnen die tat-
sdchlich verwendeten Linien nicht die Linien der Mathematik sein. Es wird eine re-
ferentielle Sicht auf ideale, abstrakte mathematische Linien eingefiihrt. In diesem
Sinne konnen ,,Sprechweisen der Verwendung® anstelle von ,,Sprechweisen der
Existenz* helfen, die Inskriptionen selbst als verwendete Inskriptionen im Zeichen-
spiel auftreten zu lassen.

3.2 Zur Referenz der Inskriptionen

,,Ublicherweise* werden mathematische Inskriptionen als Darstellungen gesehen.
Sie représentieren abstrakte, implizit existente mathematische Objekte (Gegenstan-
de). Diese abstrakten Objekte sind aber nicht beobachtbar. Dem gegeniiber sind
Verwendungen von Inskriptionen und die dabei geltenden Regeln beobachtbar, be-
schreibbar, vergleichbar, kommunizierbar und hiufig auch nachahmbar. Es bleibt
im Normalfall auch gar nichts anderes {ibrig, als die ,,realen” Inskriptionen zu be-
obachten, diese zu vergleichen und iiber diese zu sprechen. Durch die Konzentrati-
on auf Inskriptionen und deren Gebrauch kann vieles (moglicherweise alles) ohne
die Metaphysik (oder zumindest Metapher oder Sprechweise) existenter mathema-
tischer Objekte erkldrt werden. Erklarungsweisen werden so moglicherweise fiir
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Schiiler/innen naheliegender und nachvollziehbarer. Beispiel: Die Erklarungswei-
se, dass die gleichen vier schreibregelkonformen Striche jeweils nach gleichen und
unterschiedlichen Verwendungsregeln der involvierten Inskriptionen als Quadrat,
als Rechteck, als Parallelogramm, als Raute oder als Deltoid gedeutet werden kon-
nen und erst durch die Verwendungsregeln zu einem dieser Objekte werden, er-
scheint fiir Lernende wahrscheinlich nachvollziehbarer als die Erkldarungsweise,
dass diese Inskriptionen gleichzeitig verschiedene mathematische (abstrakte, exis-
tente) Objekte repriasentieren. Durch deren Beobachtbarkeit konnen die jeweiligen
Regeln, Regelgleichheiten und Regelunterschiede der Inskriptionsverwendung von
Schiilern/innen selbst herausgefunden werden. Es miissen nicht Regeln unsichtba-
rer Inskriptionen ,,erahnt” werden. Die Betonung der Beobachtbarkeit der Inskrip-
tionsverwendungen und der geltenden Regeln kann auch der géngigen Meinung,
,dass Mathematik abstrakt ist, entgegenwirken. Nach Ddrfler (2006) hiangt die
Sichtweise, ,,dass Mathematik abstrakt ist“ eng mit jener von mathematischen In-
skriptionen als Représentationen von abstrakten mathematischen Objekten zusam-
men. Sie ist nach Dérflers Meinung eine der Hauptursachen fiir Angste und Frust-
rationen der Schiiler/innen.

Im vorliegenden Aufsatz wird ofters die Schreibweise ,,Begriffe (Objekte, Gegen-
stinde)” verwendet. Es wird damit angedeutet, dass man in den gegebenen Zu-
sammenhéingen zumindest Begriffe bendtigt. Ob man zum Betreiben und Vermit-
teln von Mathematik aber auch abstrakte mathematische Objekte und/oder Gegen-
stinde bendtigt, wird hier nicht explizit diskutiert. Die bisherigen Ausfithrungen
und speziell die Ausfilhrungen im Zusammenhang mit dem Phénomen der multip-
len Darstellung mathematischer Objekte (Abschnitt 4) konnen aber als Beitrag zu
dieser Diskussion verstanden werden.

3.3 Konsequenzen der Inskriptionsverwendungen

Die Verwendungen von Inskriptionen sind realitétsstiftend (vgl. Brunner, 2015).
Sie haben Konsequenzen. Es werden durch sie Regeln implementiert und andere
Verwendungen ausgeschlossen. Verwendet man etwa eine Linie als ,,gerade so
kann sie nicht gleichzeitig etwa als ,,rund“ verwendet werden. Verwendet man
Striche im Zusammenhang mit einem Rechteck ohne ,,Breite”, so muss man sich
etwa bei der Berechnung der Fldche um die Strichbreite keine Gedanken machen.
Die mathematischen Zeichenspiele sind durch einen festen Regelrahmen bestimmt.
Dieser Regelrahmen bestimmt das Mogliche. Wie bei den Regeln eines Spiels darf
es dabei keine Ungeklértheiten geben. Wittgenstein (2003, S. 77) schreibt: ,,Es ist
doch kein Spiel, wenn es eine Vagheit in den Regeln gibt“. Insofern miissen Spie-
lende, welche die Regeln kennen und mit ihnen vertraut sind, immer entscheiden
konnen, ob Verwendungen etwa von Spielfiguren erlaubt sind oder nicht. Daneben
ist der Umgang mit dem Rahmen der moglichen Handlungen fiir den Spielerfolg
entscheidend. Will man gut spielen, so muss man den Rahmen des Moglichen der
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jeweiligen Rollen der Spielfiguren (Spielkarten usw.) ausschopfen kénnen. Ahnli-
ches geschieht beim Betreiben von Mathematik. Inskriptionen {ibernehmen Rollen
in den Zeichenspielen der Mathematik. Beispiel: Die Rolle eines Strichs als ,,Hohe
im Dreieck™ wird durch die Regel ,,von einer Seite normal in die gegeniiber lie-
gende Ecke* festgelegt. Die Ausformung der Rolle ist keine rein private Angele-
genheit. Sie muss in Ubereinstimmung mit der ,,community of practice* erfolgen.
Es darf auch in der Mathematik keine Vagheiten hinsichtlich der Regeln geben.
Die Zuordnung von Inskriptionen und Rolle muss vorgegebenen Regeln gentigen.
Auch in den Zeichenspielen der Mathematik muss man, um erfolgreich sein zu
konnen, den Rahmen der moglichen Handlungen mit den jeweiligen Inskriptionen
auszuschopfen imstande sein.

Viele Konsequenzen der implementierten Verwendungsregeln werden erst mithilfe
von Experimenten sichtbar. Dabei kann das epistemologische Potential der mathe-
matischen Zeichenspiele nur entfaltet werden, wenn man zur kreativen operativen
Nutzung derselben imstande ist. Nur so kann man diese zur Herleitung von Kennt-
nissen verwenden. Die Ergebnisse der durchgefiihrten Experimente kdnnen dabei
durchaus iiberraschend sein. Es ist beispielsweise nicht von Vornherein einsichtig,
dass Dreiecke in Halbkreisen immer rechtwinklig sind oder bei rechtwinkligen
Dreiecken die Summe der Quadrate iiber den Katheten dem Quadrat iiber der Hy-
potenuse entspricht. Die durch zielgerichtetes und kreatives Operieren gewonnenen
Kenntnisse stimmen im Gegensatz zu Kenntnissen, die empirisch gewonnen wur-
den, immer. Die Ursache liegt in der Regelhaftigkeit der Verwendung schreibre-
gelkonformer Inskriptionen. Im Gegensatz zu empirischen Experimenten der Na-
turwissenschaften gibt es keine Unbestimmtheiten. Fithrt man mit schreibregelkon-
formen Inskriptionen bestimmte Experimente regelkonform durch, so fiihrt dies
unausweichlich zu bestimmten Ergebnissen. Diese Ergebnisse sind Kenntnisse, die
Vorhersagen im Zusammenhang mit bestimmten Verwendungen nach den Regeln
bestimmter Zeichenspiele erlauben. In unserer Sprache konnte man sagen, es sind
Regeln, die in der Folge unser mathematisches Handeln im Umgang mit entspre-
chenden mathematischen Zeichenspielen anleiten konnen. Beispiele: Verwendet
man in einem Dreieck zwei Striche als gleich lang, so ldsst sich daraus regelkon-
form folgern, dass zwei Winkel gleich grof} sein miissen. Verwendet man hingegen
drei Striche als gleich lang, so wird man durch geeignete Transformationen und
Uberlegungen in der Folge feststellen, dass alle Winkel gleich groB, nimlich 60°
sein miissen und Umkreismittelpunkt, Schwerpunkt und Héhenschnittpunkt in ei-
nem Punkt zusammenfallen. Wiirde man die Ziffernreihenfolge im Zusammenhang
mit den Zahlzeichen etwa so verdndern: ,,1, 0, 3, 2, 5, 4, 7, 6, 9, 8, so wire eine
natiirliche Zahl genau dann gerade, wenn ihre Entziffern 1, 3, 5, 7, 9 wéren. Ver-
wendet man f{x) = x* — 9x + 18x nach den geltenden Regeln des Riemann-
Integrals und integriert man dieses Polynom von 0 bis 6, also iiber die Nullstelle
N(3|0) hinweg, so wird man die Erfahrung machen, dass die so erhaltene Flache
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das Mal3 0 hat. Man wird also feststellen, dass man, sofern man eben die Fldche
zwischen Kurve und x-Achse berechnen will, das Intervall bei der Nullstelle teilen
und den Betrag der Mal3zahl des unter der x-Achse liegenden Flachenstiicks neh-
men muss. Die Erfahrung dieser Form von Unausweichlichkeit fallt niemandem
automatisch zu. Sie erfordert groBe Vertrautheit mit den Regeln und Verwendun-
gen der Inskriptionen in den mathematischen Zeichenspielen.

ADbb. 2: Der Satz von Desargues anschaulich dargestellt. Zwei Ebenen schneiden sich
in einer Geraden (Grafik dhnlich wie bei Hilbert, Cohn-Vossen, 1932, 1996; erstellt
mit GeoGebra).

Die Zuordnung der Verwendungsregeln hat groBes epistemologisches Potential.
Beim Beweis des Satzes von Desargues iiber zwei in einer Perspektive liegende
Dreiecke werden etwa nach der Methode von Staudt exakt die gleichen Inskriptio-
nen nach anderen Regeln als bei anderen Beweisen verwendet. Inskriptionen, die
zunidchst als ,,Dreieck in der Ebene®, , Punkt in der Ebene oder ,,Gerade in der
Ebene* verwendet wurden, werden nun in rdumlicher Perspektive verwendet (Abb.
2).

3.4 Inskriptionen und Zeichensysteme

Man kann nicht nur die Mathematik generell sondern auch jede mathematische
Darstellung als Zeichenspiel betrachten. In Anlehnung an das ,,Darstellungssys-
tem" nach Peirce (vgl. Hoffmann, 2005, S. 11) kann man diese Zeichenspiele auf-
grund der verwendeten schreibregelkonformen Inskriptionen zu Zeichensystemen
zusammenfassen. In solchen Zeichensystemen existieren Regeln und Konventio-
nen fiir die Erstellung von Inskriptionen. Es gibt Regeln fiir die Verwendungen der
Inskriptionen und durch die erforderliche Akzeptanz dieser Regeln eine Art eigener
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Realitét. Es gibt Regeln fiir das Operieren mit den Inskriptionen. Es ist festgelegt,
welche Transformationen zugelassen sind und welche nicht. Mit der Verdnderung
des Systems konnen sich auch diese Regeln verdndern. Innerhalb des Systems gibt
es einen Regelrahmen, durch welchen die moglichen Handlungen bestimmt wer-
den. Der bestehende Handlungsrahmen kann nur ausgeschopft werden, wenn man
zur kreativen operativen Nutzung desselben imstande ist. Die Begriffe ,,Darstel-
lungssystem* bzw. ,,Zeichensystem* miissen sicher noch besser erforscht werden.
Es gibt aber bei den Zeichenspielen der Geometrie oder jenen der Algebra so etwas
wie Familiendhnlichkeiten bzgl. der Erstellung der Inskriptionen, der Verwen-
dungsmoglichkeiten der Inskriptionen oder der zugelassenen Transformationen. Im
vorliegenden Aufsatz wird im Wesentlichen nur zwischen dem Zeichensystem
,Geometrie“ und dem Zeichensystem ,,Algebra“ unterschieden. Vom Zeichensys-
tem ,,Stellenwert” wird im Zusammenhang mit Zahlzeichen gesprochen.

4 Bedeutungsherstellung durch Inskriptionskombination und
Inskriptionsersetzung

Im Zusammenhang mit mathematischen Inskriptionen verdienen nicht nur die In-
skriptionen selbst Beachtung. Eine besondere Rolle spielt auch das Zeichenblatt.
Die Bedeutung der Inskription in Abbildung 3 kann wiederum durch die ,,Verwen-
dung als*“ (Strecke, Strahl, Gerade) festgelegt werden. Wofiir steht aber das Zei-
chenblatt? Zur Sensibilisierung der Schiiler/innen kénnen Verwendungsmoglich-
keiten des Zeichenblatts erkundet werden. Es geht hier um Fragen wie: Wird das
Zeichenblatt als Ebene mit unendlicher Ausdehnung oder als gar nichts verwendet?
Falls die Inskription fiir eine Gerade steht, kann es sich dann nur um eine Ebene
mit unendlicher Ausdehnung handeln? Falls es sich um einen Ausschnitt aus dieser
Ebene mit unendlicher Ausdehnung handelt, kann dieser Ausschnitt dann auch eine
endliche Ausdehnung haben, miisste dann der Strich aber nicht bis zu den Zei-
chenblattrandern verldngert sein? Wie muss die Verwendung des Striches erfolgen,
damit er ,,Ebenheit™ formuliert? Ohne Hohe? Ist die Bedeutung des Zeichenblatts
also nicht Teil der Inskriptionsverwendung? Gibt es nun schon eine Lage der Ge-
rade? Wie wirkt sich die Leserichtung ,,von links nach rechts* aus? Fallt die Gera-
de etwa? Usw. Ein genereller Gesichtspunkt verdient in diesem Zusammenhang
auch noch Beachtung. Kramer (2012, S. 80) betont im Zusammenhang mit der
Zweidimensionalitdt der Flache einen Aspekt, der ,,im phonographischen Schrift-
verstandnis unterbelichtet, wenn nicht sogar ausgeblendet™ ist.
Mediales Charakteristikum des Sprechens ist die Sukzession der Laute in der Zeit. Im
Rahmen des phonographischen Schriftversténdnisses wurde diese zeitliche Linearitét
umstandslos auf das rdumliche Nebeneinander der Buchstabenfolgen iibertragen. Uber-
sehen ist damit allerdings, dass zu Texten kondensierte Schriften von der Zweidimensi-
onalitit der Fliche Gebrauch machen und sich damit dem ,Linearititsdogma® der
Schrifttheorie keineswegs fiigen.
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Mathematische Inskriptionen werden nicht nur von links nach rechts gelesen. Man
liest sie quasi in alle erforderlichen Richtungen und das wiederholend. Auch dieser
Aspekt ist leicht beobachtbar und thematisierbar.

Abb. 3: Es kann nicht nur die Verwendung der angefiihrten Linie, es konnen
auch Verwendungsmoglichkeiten des Zeichenblattes als Ebene diskutiert
werden.

Eine Moglichkeit Bedeutungsherstellung sichtbar zu machen, ist die ,,Entflech-
tung® der Zeichenspiele. Man nimmt Inskription nach Inskription hinzu. So kann
an konkreten Beispielen Bedeutungsherstellung detailliert sichtbar gemacht bzw.
von den Schiilern/innen selbst beobachtet werden. Diese Methode kann sowohl in
reflektierender Riickschau auf bereits Gelerntes, als auch beim Erarbeiten neuer
Lerninhalte angewandt werden. Im Folgenden sind nun konkrete Beispiele ange-
fithrt.

4.1 Inskriptionen aus einem Zeichensystem

Zunichst ein Beispiel zur Bedeutungsherstellung mithilfe von Inskriptionen der
Geometrie. Durch die Kombination von Inskriptionen und die weitere Festlegung
von Regeln konnen neue Bedeutungen geschaffen werden. In Abbildung 4 werden
drei Linien miteinander kombiniert. Verwendet man alle drei Linien als unendlich
lang, ohne Breite, ohne Hohe und zwei der Linien als orthogonal zueinander ste-
hend, so sind neue Bedeutungen gegeniiber Abbildung 3 herstellbar. Alle drei Li-
nien werden als ,,Geraden® verwendet, zwei heiflen nun aber ,,Achsen®. Es treten
neue skripturale Phinomene auf (hier in den gewohnten mathematischen Sprech-
weisen formuliert): Schnittpunkte, Achsenabschnitte, Winkel. Es ist auch so etwas
wie die Lage der Geraden herstellbar. Die Gerade geht hier etwa durch die Quad-
ranten 1, 3 und 4, aber nicht durch 2. Verwendet man die dritte Linie als Strecke,
so kann diese Linie auch als kiirzeste Verbindung von Anfangs- zu Endpunkt ver-
wendet werden usw. Dieses geometrische Zeichenspiel kann nun im Sinne des Zei-
chensystems ,,Geometrie“ auf die gewohnte Weise erweitert werden. Mit jeder
neuen Inskription wird die Anzahl der Regeln erhdht. Es konnen neue Bedeutun-
gen hergestellt und so die Gestaltungsmoglichkeiten stédndig vermehrt werden.
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]

ADbb. 4: Durch die Kombination von Inskriptionen entstehen neue beobachtbare
skripturale Phdnomene. Die Namensgebung ist als Basis der Begriffsbildung Teil
der Bedeutungsgebung.

An dieser Stelle sei eine wichtige Komponente im Zusammenhang mit der Bedeu-
tungsgebung hervorgehoben: die Einfithrung der Sprechweisen. Beispiele wie das
obige konnen gut in dieser Hinsicht im Unterricht verwendet werden. Die herstell-
baren skripturalen Phdnomene konnen zundchst ohne Namen behandelt werden.
Durch eine derartige voriibergehende ,,Entkopplung™ von skripturalem Phénomen
und Namen/ Begriff kann die Funktion von Namen bzw. von Begriffen fiir die
Schiiler/innen verdeutlicht werden. Beispiel: Durch die beiden neuen Linien (Ach-
sen) konnen vier verschiedene Bereiche des Zeichenblattes in der Verwendung als
Ebene (also in unendlicher Ausdehnung) unterschieden werden. Hier kann etwa
erkundet werden welche Vorteile die Benennung und Nummerierung der Bereiche
bringt. Analog konnen andere herstellbare skripturale Phdnomene identifiziert, be-
schrieben und in der Folge mit den iiblichen Namen versehen werden. Es kann in
der Folge auch anhand konkreter skripturaler Phdnomene der Weg vom Namen
zum Begriff skizziert werden.

Auf gleiche Art und Weise kann der Ausbau anderer Zeichensysteme entflochten
werden. Schritt fiir Schritt kann wieder beobachtet werden, wie durch die Hinzu-
nahme von Inskriptionen neue Bedeutungen hergestellt werden. Dabei kann man
fallweise auch auf die ,,Anféange* der Zeichensysteme zuriickgehen. Beim Stellen-
wertsystem kann beispielsweise von Strichlisten ausgehend die Wirksamkeit der
Biindelung von Strichen und damit die Uberfiihrung eines additiven in ein multi-
plikatives System beobachtet werden. Beim gewohnten Stellenwertsystem erhalten
die Inskriptionen (Ziffern) ,,0¢, ,,1%, ,,2° usw. ihre Bedeutung in den Zahlzeichen
durch deren Verwendung nach den Regeln verschiedener Positionsspiele. Auch
hier ist ein zentrales Element der Erweiterung der Bedeutung die Kombination von
Inskriptionen (Ziffern). Der schrittweise Bedeutungsausbau durch die Schaffung
neuer Zahlzeichen erfordert Regelfortschreibungen und Regelverdnderungen. Bei-
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spiel: Einerseits bleibt auch bei der Kombination von mehreren Ziffern in den
Zahlzeichen die Regel ,,0“ vor ,,1* vor ,,2° usw. im Zusammenhang mit der letzten
Stelle wirksam, andererseits benoétigt man neue Regeln wie etwa ,,Zahlzeichen mit
n Ziffern folgen nach Zahlzeichen mit m Ziffern falls n > m*. Bei der Verwendung
der Zahlzeichen als Zahlen geht der Ausbau der Zahlenmengen mit der Kombina-
tion von Zahlzeichen und der Ersetzung derselben mithilfe von Operationsregeln
einher. Es wird u. a. in diesem Sinn neue Bedeutung hergestellt:

5=6-1=-2+7=40:8=4,7+0,2+0,1=6,6—1,6 = usw.

Beim Umrechnen von Zahlzeichen eines Stellenwertsystems in ein anderes geht es
wiederum um Zeichenersetzung. Aufgrund von geénderten Inskriptionsanzahlen
(beim Sechsersystem kommen beispielsweise nur die Ziffern ,,0%, ,,1%, ,,2, ,,3%,
4%, ,,5¢ vor) sind auch hier Regelanpassungen erforderlich. Fiir die Schiiler/innen
gibt es im Zusammenhang mit dem Ausbau des Dezimalsystems und der Zahlen-
mengen neben den angefiihrten viele weitere Beobachtungsmdglichkeiten. Hier ei-
ne ungewohnliche. Es kann beispielsweise Zeichendkonomie zum Kriterium der
Beobachtung gemacht werden. Beispiele fiir Fragestellungen: Welchen Vorteil hit-
te es, wenn Computer intern nicht mit dem Zweier- sondern mit dem Zehnersystem
rechnen wiirden? Welche Additionen kénnen durch Multiplikationen ersetzt wer-
den und welche Vorteile bringt die Multiplikation?

Ein weites Feld fiir Beobachtungen im Zusammenhang mit der Herstellung von
Bedeutung bietet die Algebra. Im Hinblick auf zu erreichende Ziele wie etwa der
Losung von Gleichungen wird genau die Verwendung der involvierten Inskriptio-
nen nach den Regeln der Algebra zum bedeutungsgebenden Element. Dies kann
den Schiilern/innen mithilfe von Beispielen vermittelt werden. Beispiel: a(b + ¢) =
ab + ac. Durch diese Vorschrift wird die Verwendung der Inskriptionen a, » und ¢
genau im gegebenen Fall geregelt. Von links nach rechts gelesen ist dies eine Re-
gel fiir das Klammerauflsen, von rechts nach links eine Regel fiir das Heraushe-
ben eines gemeinsamen Faktors. Die involvierten Inskriptionen kénnen im Zei-
chenspiel der Algebra aufgrund der Zielorientiertheit, es soll etwa eine Gleichung
gelost werden, genau im Hinblick auf eine derartige Regel Bedeutung erhalten. Ein
Beispiel: Wegen

ab+ac _a(b+c) ab+ac

=b+c und b-2

a a a
gilt c=-2.

4.1.1 Das Bild der Rolle als Hilfe im Unterricht

Wie bereits angedeutet kann die Bedeutung der Inskriptionsverwendungen in den
jeweiligen mathematischen Zeichenspielen mit dem Bild der ,,Rolle* beschrieben
werden. Inskriptionen spielen Rollen in den mathematischen Darstellungen. Die
Rolle ist die Verwendung der Inskriptionen nach den geltenden Regeln. Sie be-
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stimmt die Bedeutung im Zeichenspiel. Gerade das Bild der ,,Rolle” kann Schii-
lern/innen leicht bewusst gemacht werden. Es kann gut als Erklarungshilfe einge-
setzt werden. Schiiler/innen sind es gewohnt, Rollen zu spielen: als ,,Pfadfinder*,
,Klassensprecher, , Klassenordner”, ,,Schauspieler usw. Auch diese ,,alltagli-
chen” Rollen sind regelbestimmt. Die Rolle von Inskriptionen in der Mathematik
wird durch das jeweilige Zeichenspiel bestimmt. Die geltenden Regeln kénnen von
den Schiilern/innen benannt werden. Beispiel: Rolle eines Striches als ,,Schwereli-
nie im Dreieck®: ,,vom Halbierungspunkt der Seite in die gegeniiber liegende
Ecke®. Speziell in der Algebra kann die Rolle von Inskriptionen gut thematisiert
werden. Beispiel: Wegen (a + b)? = a® + 2ab + b? bleibt bei (a + 3z)? die Rolle von
a gleich, 3z muss aber in der Rolle von b, also dergestalt a*> + 2a(3z) + (3z)* ver-
wendet werden. ,,3z erhdlt im gegebenen Kontext genau durch die angefiihrte Rol-
le Bedeutung. Héufig beziehen sich Zeichenspiele der Mathematik gerade im Hin-
blick auf bestimmte Rollen aufeinander. Rollen von Inskriptionen in einem Zei-
chenspiel kénnen durch ein anderes Zeichenspiel sichtbar gemacht werden. Bei-
spiel: Im Zeichenspiel a* = b haben «a, x und b verschiedene Rollen. Will man log,b
verstehen, so muss man zunéchst die spezielle Rolle von x in a* = b verstehen.

4.1.2 Die Vermittlung von Typen als didaktische Herausforderung

Neben der ,,Rolle* sind auch Typen im Zusammenhang mit der Bedeutungsherstel-
lung wichtig. Die einzelnen Darstellungstypen kénnen nach Brunner (2013) als
Aquivalenzklassen iiber Inskriptionen, die im Hinblick auf deren Verwendung ge-
bildet werden, betrachtet werden (Abb. 5):

1. 2+3i~3+7i~a+bi

2. USW.

Abb. 5: Die angefiihrten Inskriptionen gehdren im Hinblick auf die Verwendung als
Komplexe Zahl*“ (1.) als ,,Dreieck” (2.) zur gleichen Aquivalenzklasse.

Die Bedeutung der Inskriptionen ist bei den angefiihrten Beispielen (Abb. 5) genau
im Hinblick auf den Typ die gleiche. ,,Verschiedene* Inskriptionen werden nach
gleichen Regeln verwendet. Speziell im Zusammenhang mit den Inskriptionen der
Algebra sind Typisierungen von grofer Bedeutung. Die Vermittlung von Typen er-
folgt im Wittgenstein’schen Sinn durch die Erlduterung des Inskriptionsgebrauchs.
Man fiihrt entsprechende Beispiele an und beschreibt den Umgang mit ihnen. Erste
Beispiele haben dabei die Funktion von Prototypen. ,,Sie tragen den Typ schon in
sich“. Er muss von den Lernenden aber erst freigelegt werden. Beispiel:
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2—-z 1
4—-z2 2+z
Die Erlauterung der Inskriptionsverwendung besteht vor allem in der Besprechung

der wirksamen Regeln. Im vorliegenden Fall geht es dabei um Transformationsre-
geln wie die folgenden:

2-z  (2-z) 1
4—z2 (2+4z)(2-2) 2+z

Die Bedeutung der Inskriptionsverwendung liegt im gegeben Fall in der Moglich-
keit des Kiirzens. Die Ubertragung der Inskriptionsverwendung und damit die Her-
stellung der gleichen Art von Bedeutung in einem anderen Fall von Inskriptionen
der gleichen Aquivalenzklasse kann anfinglich unter Umstiinden sehr einfach sein
und nur aus einer Zeichenersetzung (,,Namensénderung) wie z = ¢ bestehen.

2-z 1 3-¢c 1

4-z2 24z 9-¢* 3+c
Allgemeinheit im Sinne des Typs ist dabei keine Angelegenheit von bestimmten
Inskriptionen. Sie ist eine Angelegenheit der Inskriptionsverwendung. Man kann

2—-z 1

4-z2 24z

genauso allgemein wie
a-b 1
a*-b*> a+b

verwenden.

Typfreilegung ist eine Art der Bedeutungsherstellung durch Inskriptionsgebrauch.

Wie bereits erwéhnt ist eine Methode der Typfreilegung der reflektierende Ver-

gleich mit Prototypen. Man kann jede der beiden obigen Darstellungen als Prototy-

pen betrachten:

a-b 1 2—-z 1 a-c 1 2a-b 1
2a+b
_3¢=2p 1 A+(-b-c) _ 1 u
9c¢*—4b> 3c+2b 16—(b+c)2 4+(b+c)

a>-b*> a+b 4-z2 24z a’*-c* a+c 4a?-b?

SW.

Die Verwendungsregeln miissen jeweils von Beispiel zu Beispiel nicht nur fortge-
schrieben, sondern auch verdndert bzw. erweitert werden. Beim angefiihrten Bei-
spiel muss etwa eine weitere Regel in Form des folgenden Zwischenschrittes be-
achtet werden:
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44(-b=c) _ d4=(b+c) _ 1
16=(b+c) 16-(b+c)* 4+(b+c)

Bei der Ubertragung von Verwendungen muss auch stéindig auf die Einhaltung von
Regeln anderer Verwendungen der gleichen Inskriptionen geachtet werden. Beim
nachfolgend angefiihrten Beispiel muss die Ubertragung der angefiihrten Inskripti-
onsverwendung etwa auch unter Beachtung der geltenden Regeln, die im Zusam-
menhang mit den Verwendungen als Bruch oder Integral stehen, erfolgen:

a=a+c_c~j2—xdx:jﬂdx
x2+2x+1 x*+2x+1
4.2 Inskriptionen aus mehreren Zeichensystemen

4.2.1 Elementare Beispiele

Im Schulunterricht wird die Algebra meist nicht axiomatisch, sondern referentiell
eingefiihrt. Variablen verweisen auf Zahlenmengen. Man geht von den Zahlen-
mengen aus, untersucht Rechenregeln, untersucht den Umgang mit Ausdriicken,
die Variablen enthalten, und Wege zur Losung algebraischer Gleichungen. Durch
die referentielle Einfithrung ist Schiilern/innen leicht vermittelbar, dass durch die
Kombination von Inskriptionen des Zeichensystems ,,Stellenwert™ in der Verwen-
dung als ,,Zahlen” mit Inskriptionen des Zeichensystems ,,Geometrie* geometri-
sche Gebilde algebraisierbar werden. Man hat dadurch zwei involvierte mathemati-
sche Zeichensysteme: Geometrie und Algebra. Man kann eines zur Beschreibung
des anderen verwenden. Dieser vertraute Zusammenhang kann leicht durch einfa-
che Beispiele sichtbar gemacht werden (Abb. 6).

4

Abb. 6: Durch die Kombination von MaBizahlen mit Inskriptionen der Geometrie werden
geometrische Zusammenhénge algebraisierbar. Es kann die MaBzahl ¢ berechnet werden.

Durch die nun mégliche Algebraisierung kann ¢ als Maf3zahl der Lénge berechnet
werden. Es kann aber nicht nur ein Zeichensystem zur Beschreibung des anderen
eingesetzt werden. Zeichensysteme konnen zur gegenseitigen Beschreibung ver-
wendet werden. Wiederum zwei einfache Beispiele: Der Zusammenhang des Dis-
tributivgesetzes (a + b)c = ac + bc kann geometrisch dargestellt werden (Abb. 7).
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a b

Abb. 7: Durch die Kombination von Inskriptionen entspricht die algebraische Darstellung
(a + b)c = ac + bc im Hinblick auf die Rechtecksflichen der abgebildeten geometrischen
Darstellung

Erkenntnisse in einem System kdnnen zu solchen im anderen System fiithren. Be-
deutung in einem System kann auf Bedeutung im anderen System hinweisen. Be-
trachten wir die einfache Figur in Abbildung 8. Mithilfe eines einfachen geometri-
schen Experiments (Rechteck mit gestrichelten Linien) kann man erkennen, dass
der Umfang von y unabhéngig ist. Es gilt: ,,u = 2x + 2z. Dies ist ein Hinweis da-
fiir, dass diese Einsicht auch algebraisch herstellbar sein muss: ,z + y + (z — y) +
(x—y)+y+x=2z+2x"

y

Abb. 8: Ein einfaches Experiment (gestrichelte Linien) fiihrt zu einer algebraischen
Erkenntnis: u = 2x + 2z. Umgekehrt kann eine algebraische Transformation zu einer
geometrischen Erkenntnis fiihren.

4.2.2 Reelle Zahlen und der Funktionsbegriff

Bei der Einfithrung der reellen Zahlen ist in der Schulmathematik das Zusammen-
wirken von algebraischen und geometrischen Zeichenspielen von besonderer Be-
deutung. Die reellen Zahlen werden in der Schule im Normalfall weder axioma-
tisch, noch mithilfe von Intervallschachtelungen, Chauchyfolgen oder Dedekind-
schen Schnitten eingefiihrt. Freudenthal (Danckwerts, Vogel, 2006, S. 33) emp-
fiehlt folgende Vorgangsweise:

Man betrachte die reellen Zahlen als etwas Gegebenes, auf der Zahlengeraden. [...]
Man analysiere die Zahlengerade mittels unendlicher Dezimalbriiche. Man fordere oder
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deduziere aus den unendlichen Dezimalbriichen topologische Eigenschaften der reellen
Zahlen, sobald man sie wirklich verwendet. [...] Dal man sie (die reellen Zahlen) auch
als Chauchyfolge oder als Dedekindscher Schnitt definieren kann, ist ein theoretischer
Luxus.

Trotz der Tatsache, dass die reellen Zahlen so im Schulunterricht im Sinne von
Freudenthal als etwas Gegebenes, also als abstraktes mathematisches Objekt er-
scheinen, lassen sich so gut wie alle schulrelevanten Verwendungen von Zahlzei-
chen als reelle Zahlen konstruktiv und anhand der Inskriptionsverwendungen be-
obachtbar herleiten. Die Dezimalbriiche konnen mithilfe von Inskriptionskombina-
tion und Inskriptionsersetzung, Regelfortschreibung und Regelerweiterung kon-
struktiv hergeleitet werden. Bei der Zahlengeraden werden geometrische Inskripti-
onen und Zahlen kombiniert. ,,1* wird als Lange gedeutet. Die Marken fiir die irra-
tionalen Zahlen sind mithilfe von geometrischen Konstruktionsmethoden (Beispiel:
J2 ist als Diagonale eines Quadrats der Seitenlédnge 1 konstruierbar) oder mithilfe
von Néherungsverfahren wie Heronverfahren oder Newtonverfahren exemplarisch
setzbar. Die Zahlengerade wird so fiir die Schiiler/innen zu einer ,,Darstellung® der
reellen Zahlen.

Das Zusammenspiel von Funktionsgleichung und Funktionsgraph (Eingangsfrage)
kann ebenfalls zu vielfaltigen Beobachtungen im Zusammenhang mit den Inskrip-
tionsverwendungen, den involvierten Regeln und damit der Herstellung von Be-
deutung genutzt werden. Beim Funktionsgraphen werden wiederum Inskriptionen
der Zeichensysteme Geometrie und Zahlen kombiniert. Wie bei der Zahlengeraden
werden die reellen Zahlen als Punkte auf nun zwei Koordinatenachsen veranschau-
licht. Es werden dadurch auch Verwendungen der Achsen festgelegt. Aufgrund der
Konstruktion der reellen Zahlen wird etwa jedes beliebig kleine Intervall der x-
Achse als Ort unendlich vieler Punkte verwendet. Vieles wird nun aufgrund der
beschriebenen Inskriptionskombination quantifizierbar und durch die Veranschau-
lichung der reellen Zahlen als Punkte auf den Koordinatenachsen auch algebrai-
sierbar. Es ist nun mdoglich, Paare aus x- und y-Werten als Punkte der Ebene zu
deuten. Man kann dariiber hinaus den Abstand von Punkten oder die Linge von
Strecken berechnen, die Grofe von Winkeln bestimmen, Schnittpunkte von Gera-
den bestimmen usw. Es sind auch hier wieder Beobachtungen im Zusammenhang
mit Verwendungsregeln der Inskriptionen moglich. Beispiele: Einige der Verwen-
dungsregeln miissen adaptiert bzw. verdndert werden. War urspriinglich bei der
Zihlwortreihe ein zeitlich ,,vorher-hinterher* fiir die Position bestimmend, so ist es
nun ein rdumliches ,,weiter links-weiter rechts“ bei der x-Achse und ein , hoher-
tiefer™ bei der y-Achse. Durch das Zusammenspiel der Zeichensysteme Geometrie
und Algebra sind auch Regeliibersetzungen notig. Beispiel: Eine Gerade wird ge-
ometrisch etwa als ,,gerade” verwendet. Was heiflt nun ,,gerade® algebraisch? Die
Bedeutung ,,gerade” muss zundchst in eine geometrische Herstellung gebracht
werden, die gut algebraisierbar ist.
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Abb. 9: Geradheit kann durch die angefiihrte geometrische Herstellung algebraisiert werden.

Zwei beliebige Punkte sind immer auf der derselben ,,geraden” Gerade, wenn im
zugehorigen ,,Steigungsdreieck” immer dasselbe Verhéltnis ,,Gegenkathete/Anka-
thete” gegeben ist. Die Bedeutung ,,gerade” wird so letztlich zur konstanten Stei-
gung ,.k“ in .y = kx + d*.

Das Zeichensystem der Algebra kann nun durch die beschriebenen Inskriptions-
kombinationen zur Erzeugung geometrischer Gebilde genutzt werden. Funktions-
graphen konnen als unendliche Punktfolgen mithilfe von algebraischen Mitteln
hergestellt werden. Algebraische Gleichungen der Form ,,y = f{x)* werden dabei als
Zuordnungsvorschrift verwendet. Die Zuordnung erfolgt nach der Regel: ,,jedem x-
Wert wird genau ein y-Wert zugeordnet™. Diese Verwendungsregel wird als Eigen-
schaften einer so genannten ,,Funktion® interpretiert. Sie hat Konsequenzen wie:
die Abbildung y = f{x) ist eineindeutig, X ist eine unabhingige Variable, y ist eine
abhingige Variable, ,,y = d* ist eine ,,Funktion” aber ,x = d* (d € IR) ist keine
Funktion. Da es aber ,,real* nicht moglich ist, unendlich vielen x-Werten jeweils
einen y-Wert mithilfe einer Tabelle zuzuordnen, benétigt man Mittel der Vorher-
sage um Tendenzen des Kurvenverlaufs festzulegen zu konnen. Hier kommt die
Differentialrechnung ins Spiel. Geometrisch geht es in diesem Zusammenhang um
die Frage, wie man Tangenten in Punkten von Funktionsgraphen herstellen kann.
Eine mogliche geometrische Herstellungsweise der Tangente ist jene mithilfe von
Sekanten (Abb. 10).
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Abb. 10: Diese geometrische Methode besteht in der Herstellung der Tangente im Punkt P
aus Sekanten durch P.

Wieder kann durch Inskriptionskombination die obige geometrische Herstellungs-
weise auf die bekannte Art algebraisiert werden. Es kommt zur Herstellung des
Differentialquotienten (Abb. 11). Im Zusammenhang mit dem Differentialquotien-
ten ist auch beobachtbar, dass ein Zeichensystem (in unserem Fall jenes der Algeb-
ra) zur Exaktifizierung eines Zeichenspiels in einem anderen Zeichensystem (hier
der Geometrie) benutzt werden kann.

Yy

Y2

Yo

e
I 2 :

Abb. 11: Durch die bekannte Algebraisierung wird der Differentialquotient hergestellt.
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Wie bereits erwihnt benétigt man Vorhersehbarkeiten um Kurvenverldufe angeben
zu konnen. Man typisiert hierfiir bestimmte skripturale Phdnomene. Beispiele: Es
gibt Punktfolgen, fiir welche der Kurvenlauf bei der gewohnten Leserichtung (von
links nach rechts) steigend ist; Punktfolgen, fiir welche der Kurvenverlauf fallend
ist; Punkte, in welchen die Kurve die x-Achse schneidet; tiefste Punkte von Kur-
ventélern; hochste Punkte von Kurvenbergen, Punktfolgen von Rechtskriimmun-
gen usw. Aufgrund der Konstruktion der Funktionsgleichung reicht es nun, die ent-
sprechenden Stellen und Intervalle dieser skripturalen Phinomene auf der x-Achse
zu bestimmen. Durch das Zusammenwirken der beiden Systeme ist es nun mog-
lich, die Stellen und Intervalle der beschriebenen skripturalen Phdnomene algebra-
isch zu bestimmen. Bekannterweise ist etwa der Punkt (xo|y,) der Spitze eines Kur-
venbergs findbar, indem man dieses skripturale Phinomen mithilfe der Phdnomene
,,Tangente ist in xq parallel zur x-Achse* und ,,Rechtskriimmung® {ibersetzt, diese
neuen Phianomene wiederum in algebraische Gleichungen f'(xy) = 0 und f"(x,) < 0
iibersetzt und diese Gleichungen 16st. In den gegebenen Zusammenhéngen sind in
Ergénzung der beschriebenen viele weitere Beobachtungen durch Schiiler/innen
etwa im Zusammenhang mit der Begriffsbildung moglich. Beispiel: Wie bereits
erwahnt sind zur Identifizierung der skripturalen Ph&nomene Namen hilfreich
(Nullstelle, Hochpunkt, Tiefpunkt, Wendepunkt usw.). Bereits durch die Subsu-
mierung der algebraischen Herleitungsmethoden der betreffenden Punkte unter
diesen Namen werden dieselben zu Begriffen. Man konnte sich etwa in reflektie-
render Riickschau weiter tiberlegen, was im Laufe der Zeit noch an Subsumierba-
rem dazu gekommen ist.

Konstruktive Erweiterungen in einem Zeichensystem weisen auf Verwendungser-
weiterungen in einem anderen System hin. Beispiel: Geht man etwa von einem Po-
lynom wie ,.x2 + 5x — 6* aus, so bietet eine kleine Anderung wie f{x) = x> + 5x — 6
die Verwendungsmoglichkeit der algebraischen Darstellung als Funktionsgraph.
Weitere kleine Anderungen wie x> + 5x — 6 = 0 oder x> + 5x — 6 > 0 konnen auch
wieder in Verwendungen des Funktionsgraphen iibersetzt werden. Konstruktive
Erweiterungen haben natiirlich grofles epistemologisches Potential.

4.2.3 Anspruchsvollere Beobachtungsméglichkeiten

Das Niveau des Beobachtungsanspruchs kann natiirlich durch die verwendeten
Beispiele und die Beobachtungskriterien beliebig erhoht werden. Eine anspruchs-
vollere Beobachtungsmoglichkeit wire jene Dorflers (vgl. 2010 oder 2015, S. 40):
In den Definitionen der Stetigkeit oder Differenzierbarkeit von reellen Funktionen
treten die Funktionen selbst gar nicht auf. Sie treten nur als Hinweise der Form £, g,
...in Erscheinung.

Fiir diese Definitionen und die daran anschlieBenden Sétze und Beweise sind die ver-

schiedenen Darstellungen von Funktionen (Graph, Formel, Tabelle, Funktionalglei-
chung) génzlich ohne Bedeutung. [...] Soll jedoch die Stetigkeit einer speziellen Funkti-
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on nachgewiesen werden, so braucht man irgendeine Darstellung, etwa die Reihendar-
stellung der Exponentialfunktion.

Im Zusammenhang mit dem Zahlenbegriff kann die Untersuchung des Zusam-
menwirkens der verschiedenen Darstellungen der komplexen Zahlen ,,a + bi%,
Gauf’sche Zahlenebene, Matrizendarstellung, Riemann’sche Zahlenkugel erhel-
lend sein. Dieses Zusammenwirken kann gut auf konstruktive Weise erklért wer-
den (vgl. Brunner, 2013, S. 64). Die Vorteile der Vernetztheit der Darstellungen
konnen auf diese Weise konstruktiv sichtbar gemacht werden. Es wird so versteh-
bar, dass Darstellungserweiterungen ofter auch mit Einbuflen von Moglichkeiten
verbunden sind. Beispiel: Neben all den Vorteilen, die durch die Kombination der
Inskription ,,a*“ € R zu ,,a + bi“ (a, b € R) und durch die Ersetzung von i* = —1 re-
sultieren, wie etwa: die Rechenregeln der reellen Zahlen lassen sich anwenden, al-
gebraische Abgeschlossenheit (jede algebraische Gleichung vom Grad grofer 0 be-
sitzt eine Losung iiber C; Fundamentalsatz der Algebra), jede auf einer offenen
Menge einmal komplex differenzierbare Funktion ist dort von selbst beliebig oft
differenzierbar (anders als in R) usw., man bezahlt auch einen Preis fiir die errun-
genen Vorteile. Beispiel: Man kann die komplexen Zahlen nicht mehr anordnen.
Nach Daorfler (2015, S. 37) ist dariiber hinaus der Isomorphismus der verschiede-
nen Zeichensysteme (Darstellungssysteme) der komplexen Zahlen nur die algebra-
ische Formulierung der beobachtbaren Tatsache, dass jedem Zeichen eines Sys-
tems eineindeutig ein Zeichen des anderen Systems entspricht. Er schreibt:
Dieser Bezug ist meist von der Form, dass jedem Zeichen eines Systems eineindeutig
ein Zeichen des anderen Systems entspricht oder zugeordnet werden kann derart, dass
jeweils relevante Beziehungen ineinander {ibergehen. Algebraisch gesprochen liegt eine
Isomorphie vor und es ist wichtig zu sehen, dass die beiden (oder eben mehrere) Zei-
chensysteme insofern unabhéngig sind, dass die Relationen oder Verkniipfungen der
einzelnen Zeichen innerhalb des jeweiligen Systems erklart sind. Bei den komplexen
Zahlen ist das ganz deutlich zu sehen: die Verkniipfungen wie Addition oder Multiplika-
tion sind innerhalb jedes der Darstellungssysteme fiir die dort gegeben Zeichen definiert
und festgelegt. ..

Die Beispielserie zur Bedeutungsherstellung durch Inskriptionsgebrauch wire be-
liebig fortsetzbar.

5 Fazit

Im vorliegenden Aufsatz wurde anhand von Beispielen veranschaulicht, dass das
Wittgenstein’sche Konzept ,,Bedeutung durch Gebrauch® und in der Folge das
Konzept ,,Herstellung von Bedeutung mithilfe regelkonformer Inskriptionsverwen-
dung® sinnvoll im Mathematikunterricht thematisiert und als Sicht- und Sprech-
weise zu einem festen Bestandteil des Unterrichts gemacht werden kann. Die damit
zusammenhdngende Umdeutung von mathematischen Darstellungen als Herstel-
lungen steht fiir eine alternative oder ergdnzende Sicht auf Mathematik und den



228 M. Brunner

Mathematikunterricht. Wahrend Darstellungen zumindest indirekt fiir ein Lernen
von Mathematik als Prozess des Erforschens und Verstehens abstrakter mathemati-
scher Objekte stehen, stehen Herstellungen fiir Lernprozesse des Einarbeitens und
Erforschens der Verwendungs- und Wirkungsweisen mathematischer Inskriptionen
und Zeichensysteme. Bei beiden Sichtweisen muss im Hinblick auf das mathemati-
sche Tun sowieso Vertrautheit mit der Verwendung der mathematischen Inskripti-
onsverwendungen erworben werden. Im Fall der Sichtweise von mathematischen
Inskriptionen als Herstellungen werden die mathematischen Inskriptionen aber
weitgehend (oder zur Ginze) ohne Referenz auf abstrakte Inskriptionen verwendet.
Mathematisches Tun wird damit direkt gestalt- und beobachtbar. Dies sollten auf
jeden Fall auch Lehramtsstudierende erfahren. Damit wéire der Mathematik in der
Schule gedient.
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