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Bildsame Schonheit
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mathematikdidaktischen Bildungsdiskurs
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Kurzfassung: Mit Schonheit und Kunstformigkeit werden Aspekte von Mathematik ange-
sprochen, die jenseits von Anwendungs- und Niitzlichkeitserwidgungen den Blick auf die
Beziehung von Individuum und Gegenstand richten. Die mathematikphilosophische Unter-
suchung dieser Phdnomene zeigt, dass sich die immer wieder in der mathematischen Wis-
senschaftspraxis beschriebenen Schonheitserfahrungen mit Mathematik durch eine spezifi-
sche Verbindung objektimmanenter Eigenschaften sowie epistemischer und emotionaler Er-
lebnisse auszeichnen und die Mathematik weiterhin in vielen Aspekten als besondere Kunst-
form aufgefasst werden kann und sollte. Im vorliegenden Beitrag konnen auf dieser Grund-
lage Bildungsanldsse sowohl in der reflektierten Rezeption schoner Mathematik und dem
mathematisch-kiinstlerischen Schaffen anderer als auch im eigenaktiven kiinstlerisch-
kreativen Umgang mit Mathematischem lokalisiert werden. Die &sthetische Dimension all-
gemeiner Bildung stellt sich dabei auch fiir den Mathematikunterricht als zu Unrecht ver-
nachldssigte, fruchtbare Erweiterung bestehender Konzepte mathematischer Bildung dar.

Abstract: The beauty of proofs and theorems as well as treating mathematics as an art are
concerning the relationship between the individual and mathematical objects beyond their
applicability. Based on general research in the philosophy of mathematics aesthetic value
judgment in mathematical practice is describable as an interplay of properties being inherent
in the objects on the one hand and epistemic and emotional experiences on the other.
Against this background the following paper shows expectable impact on the subjects Bild-
ung by becoming aware of mathematical beauty and the process of its production as well as
by working creatively. By this the aesthetical dimension of Allgemeinbildung turns out to be
a fruitful but neglected extension of common concepts of mathematical Bildung.

1 Zum Vergessen der adsthetischen Dimension

,»Dieser rein spekulative Aspekt des menschlichen Geistes, der in der Mathematik vor-
nehmlich nach GesetzmiBigkeiten und innermathematischer Asthetik Ausschau hilt,
[...] darf bei den Uberlegungen zur Bildung junger Menschen nicht vergessen werden.
(Graumann 1993, S. 196)

Dass der Beschéftigung mit dem Schonen und der Kunst ein eigener Bildungswert
zukommt, ist spitestens seit Schillers 27 Briefen Uber die dsthetische Erziehung
des Menschen (erstmals erschienen 1795) eine géingige Auffassung im deutsch-
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sprachigen Bildungsdiskurs. Ebenso ist es mindestens in der mathematischen Wis-
senschaftspraxis ein Gemeinplatz, Mathematik mit dsthetischen Attributen zu bele-
gen und die eigene Wissenschaft als Kunstform aufzufassen — man denke nur an
das beriihmte Zitat des britischen Mathematikers G.H. Hardy, der in seiner Apolo-
gy die Schonheit zum ersten Priifstein der Mathematik erhebt, den Mathematiker
mit Malern und Dichtern vergleicht und hdsslicher Mathematik keinen dauerhaften
Platz in der Welt zubilligt (Hardy, 1940, S. 85). Dennoch wird in aktuellen Arbei-
ten zur mathematischen (Allgemein-)Bildung das &sthetische Moment der Mathe-
matik und des Mathematiktreibens allenfalls mit Blick auf die Kreativitét einbezo-
gen. Auf die mogliche Bildungsrelevanz umfassender mathematisch-asthetischer
Erfahrungen wird nicht explizit eingegangen, obgleich bereits ein vorldufiger Ab-
gleich aus mathematikésthetischer Perspektive auf den ersten Blick Ankniipfungs-
punkte zu verschiedenen Allgemeinbildungstheorien aufzeigt (vgl. Spies, 2013b).

Eine Ausnahme bildet hier Graumann (1993), dessen eingangs zitierter Forderung,
das é&sthetische Moment ,,im Nachdenken iiber Bildung nicht zu vergessen* (S.
196), im Folgenden nachgegangen werden soll. Dazu wird keine alternative ma-
thematikdidaktische Bildungstheorie ausgearbeitet, sondern die Forderung wortlich
genommen und aufgezeigt, wie vor mathematikésthetischem Hintergrund beste-
hende Theorien an bestimmten Stellen ausdifferenziert bzw. vorhandene Hinweise
expliziter werden konnen.

Die Mathematikisthetik, wie auch die allgemeine philosophische Asthetik, kennt
dabei zwei verschiedene Blickrichtungen: Zum einen kann das Phidnomen &stheti-
scher Werturteile fiir Mathematisches in den Blick riicken und damit die Rezipien-
tensicht im Vordergrund stehen. Interessant sind aus dieser Perspektive etwa Fra-
gen nach der Art mathematischer Schonheitsurteile oder damit eng verbunden nach
der Moglichkeit #sthetischer Erfahrungen mit Mathematik." Zum anderen fiihren
Vergleiche von schaffenden Mathematikern mit Malern, Dichtern oder Komponis-
ten auf die Frage nach Parallelen von Mathematik und Kunst und nach dem Ge-
niecharakter eben dieser Produzenten mathematischer Kunstwerke.” So unter-
schiedlich die Fragestellungen der beiden Perspektiven auch sind, so kreuzen Sie

Anders als im Rahmen zeitgendssischer bildender Kunst ist im Bereich der Mathematik
das Attribut ,,schon® weiterhin die zentrale, positiv belegte dsthetische Wertung. Ein ge-
nauer Blick zeigt, dass mindestens Mathematiker ihre Erlebnisse mit eben dieser ma-
thematischen Schonheit einer &dsthetischen Erfahrung in anderen Bereichen dhnlich be-
schreiben (vgl. 2.1).

NaturgeméalB kann die Frage nach dem Kunstcharakter von Mathematik nicht eindeutig
und abschlieend beantwortet werden, was nicht zuletzt am fehlenden einheitlichen
Kunstbegriff der allgemeinen Asthetik liegt. Die Untersuchung von Parallelen lohnt sich
dennoch, da sie eine spezifische Beschreibung der Mathematik und der mathematischen
Wissenschaftspraxis liefert (vgl. Spies, 2013a, Kap. 8).
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sich doch an verschiedenen Stellen, etwa wenn zu entscheiden ist, ob es sich bei
den stilbildenden Elementen in der Mathematik tatsdchlich um &sthetische Attribu-
te handelt. Auch im Rahmen von Bildungstheorien, die sich dem Asthetischen all-
gemein annehmen, wird beiden Perspektiven eine Bildungswirksamkeit zugespro-
chen. So subsummiert beispielsweise Klafki seiner ,,dsthetischen Bildungsdimensi-
on“ sowohl ,dsthetische Wahrnehmungserfahrungen® als auch das ,,asthetische
Gestalten* (Klafki & Braun, 2007, S. 170).

Wenn also im Folgenden der Forderung Graumanns nachgegangen wird, sollen
daher ebenfalls beide Forschungsrichtungen der Mathematikésthetik auf eine mog-
liche Rolle im mathematikdidaktischen Bildungsdiskurs untersucht werden. Dazu
wird zunidchst skizziert, wie dsthetische Werturteile und der Kunstcharakter der
Mathematik zum Reflexionsmoment werden konnen (Abschnitt 2), um dann auf-
zuzeigen, welche Rolle die Kiinstlerdhnlichkeit mathematischen Schaffens im Ma-
thematikunterricht und im Bildungsdiskurs spielen kann (Abschnitt 3).?

2 Schonheit als Reflexionsmoment

Wenn Mathematiker etwa in populdrwissenschaftlichen Beitrdgen oder Vorlesun-
gen vor einem nichtmathematischen Publikum die Schonheit der Mathematik nicht
nur behaupten, sondern auch begriinden wollen, dann geschieht dies hiufig anhand
von Beispielen gepaart mit einer Liste von Eigenschaften, die fiir die Schonheit
dieser Beispiele verantwortlich gemacht werden. Dabei sind die angefiihrten Ei-
genschaften meist ebensolche schwer greifbaren Begriffe, wie der der Schonheit
selbst. Dies liegt nicht zuletzt darin begriindet, dass der mathematische Schon-
heitsbegriff — wie dies fiir dsthetische Werturteile im Allgemeinen gilt — ein schwer
zu fassendes, facettenreiches Konstrukt ist. Im Folgenden soll und kann daher we-
der eine der bestehenden Listungen als grundlegend ausgewéhlt werden, noch eine
geschlossene (Arbeits-)Definition gegeben werden. Als Grundlage sollen vielmehr
die Ergebnisse einer systematischen Zusammenschau und Analyse einer Vielzahl
solcher Begriindungsansitze® herangezogen und hier nur soweit skizziert werden,
wie es fir die folgende Verortung im Bildungsdiskurs notwendig ist.

Da es also um die Verortung im Rahmen normativer Theorien zum Lehren und Lernen
von Mathematik geht, miissen auch die Ergebnisse zundchst normativer Art sein, so dass
die Frage nach der unterrichtspraktischen Umsetzung hier nicht konkret ausgearbeitet
wird.

Die hier verwendeten Ergebnisse liegen in ausfiihrlicher Form in Spies (2013a) vor.
Dort sind auch die jeweils herangezogenen Einzelpositionen ausfiihrlich zitiert und dis-
kutiert, so dass hier aus Griinden der knapperen Darstellbarkeit auf Einzelnachweise
verzichtet wird. Fiir die Konkretisierung der Eigenschaftskomplexe an Beispielen der
Schulmathematik siehe Spies (2012) und Schelldorfer & Spies (2013).



176 S. Spies

Als Beispiele fiir Trager mathematischer Schonheit werden haufig Beweise oder
Theoreme, aber auch ganze Theorien und besondere Argumentationsgénge ange-
fithrt. Hardy (1940) beispielsweise spricht allgemein von den ,,Mustern der Ma-
thematiker* (,,the mathematicians patterns®, S. 85) und deren Schonheit’ und bietet
damit einen Begriff, der den Rahmen moglicher Trager explizit 6ffnet. Insbesonde-
re mit Blick auf bildungsrelevante mathematisch dsthetische Werturteile, also sol-
che liber Schulmathematik ist es zweckméBig sich Hardy folgend nicht auf eine be-
stimmte Gruppe moglicher Trager festzulegen. Wenn im Folgenden also von scho-
nen Stiicken der Mathematik die Rede ist, geht dies liber Beweise und mathemati-
sche Theorien hinaus und schlieft explizit auch fiir die Schulmathematik relevante-
re mathematische Muster, wie z. B. anschauliche mathematische Begriindungen,
priaformale Beweise oder Problemlosestrategien ein.

2.1 Aspekte mathematischer Schonheit

In der Analyse und Zusammenschau der herangezogenen Beitrdge aus Mathema-
tikphilosophie und Wissenschaftspraxis tauchen bestimmte Charakteristika immer
wieder auf. Wenn diese auch je nach Autor unterschiedlich gewichtet werden und
in verschiedenen Kombinationen auftreten, so konnen dennoch Gemeinsamkeiten
festgestellt werden und die Einzeleigenschaften zu den vier Eigenschaftskomple-
xen Tragweite oder Relevanz, Okonomie oder relative Einfachheit, epistemische
Transparenz sowie die emotionale Wirksamkeit zusammengefasst und in ihrem ei-
genen Facettenreichtum expliziert werden:

Tragweite als &sthetisches Moment umfasst insbesondere das Potential eines
Stiicks Mathematik in Bezug auf einen grofleren innermathematischen Zusammen-
hang. Dabei kann einerseits die Relevanz eines Resultates selbst und seine inner-
mathematische Vernetzung eine Rolle bei der &sthetischen Bewertung spielen. In
diesem Sinne werden etwa diszipliniibergreifende Zusammenhénge, wie beispiels-
weise zwischen Geometrie und Algebra im Zusammenhang mit mathematischer
Schonheit genannt. Andererseits wird ein Beweis auch dann als besonders schon
empfunden, wenn die zugrunde liegende Heuristik iiber den aktuellen Fall hinaus
Anwendungen findet oder wenn ein elementares Konzept in besonderer Weise an-
schlussfihig ist fiir weitere Verallgemeinerungen. Die Tragweite allein macht je-
doch nicht die mathematische Schonheit eines Gegenstandes aus, sondern tritt hiu-
fig gemeinsam mit anderen Eigenschaften oder in Beziehung zu diesen auf. So ist
sie z. B. eine wichtige Bezugsgrofe im Rahmen der Okonomie als einem der pro-
minentesten mathematisch-dsthetischen Kriterien.

5 Fiir eine Abgrenzung der ,,Muster der Mathematiker von anderen Mustern im Span-

nungsfeld von Mathematik und Kunst etwa im Rahmen Konkreter Kunst siche Spies,
2013a, Kap. 1.1.
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Okonomie: Hier geht die Tragweite in Relation zu einer besonderen Einfachheit in
das mathematische Schonheitsurteil ein. Unter Einfachheit wird dabei keine abso-
lut angebbare Grofle verstanden, vielmehr geht die Einschitzung, dass ein mathe-
matischer Gegenstand besonders einfach ist, mit seiner Zuganglichkeit fiir das wer-
tende Subjekt einher. Insofern ist die Kiirze oder Einfachheit zunéchst eine struktu-
relle Bedingung fiir eine ganzheitliche Art subjektiver epistemischer Wahrneh-
mung, fiir das Fassen etwa einer Argumentationsstruktur als Ganze. In diesem Sin-
ne wird sie auch negativ durch das Nichtvorhandensein méglicher Wahrnehmungs-
bzw. Verstindnishindernisse bestimmt. In diesem Fall wird das Verhéltnis von
Einfachheit und Komplexitdt dsthetisch wirksam. Naturgemil ist die Einschit-
zung, wie zuganglich, und damit einfach, ein Stlick Mathematik ist, stark vom wer-
tenden Subjekt, seinen Vorerfahrungen und seinen Vorlieben abhéngig. Die umfas-
sende subjektive Zuginglichkeit geht dann wiederum in Relation zu anderen in-
haltlichen oder strukturellen Eigenschaften in das mathematische Schonheitsurteil
ein. Um diesen relativen Charakter zu betonen, wird treffend von Okonomie als
Eigenschaft schoner Mathematik gesprochen.

Epistemische Transparenz greift die hdufig in Anschlag gebrachten Metaphern aus
dem Bereich des Visuellen und damit die Beziehung von dsthetischer und episte-
mischer Qualitét eines Stiicks Mathematik auf. So liberzeugen schone Argumenta-
tionsgdnge in ihrem strukturellen Aufbau durch eine besondere Klarheit oder
Transparenz. Damit sind eine deutlich nachvollziehbare Dramaturgie und fiir den
Leser leicht durchschaubare Schliisse gemeint. Ein schoner Beweis etwa fiihrt
nicht allein dazu, die Giiltigkeit der bewiesenen Aussage anzuerkennen, sondern
vielmehr dazu, die Aussage und ihre Zusammenhédnge tiefer zu verstehen. Dartiber
hinaus steht mit ,,Aha!-Erlebnissen* eine bestimmte Art des Verstehens im Zent-
rum des Interesses, Erfahrungen also, in denen sich das Wissen um das ,,Warum®
eines mathematischen Sachverhaltes und um seine grundlegenden Strukturen, einer
Enthiillung gleich, scheinbar plétzlich einstellt. Das (vollstdndige) unmittelbare
Verstehen — quasi ,,von einem Moment zum néchsten® — wird als tiefgreifendes Er-
lebnis beschrieben. Ob sich jedoch eine solche epistemische Transparenz einstellt,
héngt sowohl von der strukturellen Beschaffenheit des betrachteten Gegenstandes
als auch von der Verfasstheit des Rezipienten ab. Der mathematischen Schonheit
kommt somit ein das schlichte Verstehen libersteigender, spezifisch epistemischer
Wert zu, der sich erst im Zusammenspiel von Subjekt und Objekt offenbart.

Emotionale Wirksamkeit: Schone Stiicke der Mathematik 16sen generell bei den
produzierenden wie auch bei den rezipierenden Personen eine Fiille von Emotionen
aus. Dies kommt insbesondere durch eine emotional gefarbte Sprache im Zusam-
menhang mit &sthetischen Werturteilen zum Ausdruck. Neben den allgemein zu
beobachtenden Zeugnissen emotionaler Betroffenheit im Umgang mit (besonders
schoner) Mathematik werden bestimmte Gefiihle ausdifferenziert und immer wie-
der genannt, die wiederum héufig die bisher beschriebenen Eigenschaftskomplexe
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qualifizieren. So werden beispielsweise Uberraschung und Erstaunen iiber die vor-
gefundene innermathematische Tragweite oder Okonomie zum Ausdruck gebracht.
Eine schone mathematische Argumentation vermittelt dariiber hinaus den Eindruck
von Unausweichlichkeit, einer mit der epistemischen Transparenz einhergehenden
emotionalen Wirkung schoner Mathematik. Im tiefen Verstehen oder einem Aha!-
Erlebnis stellt sich gleichzeitig zum rationalen Erfassen das Gefiihl ein, dass ein
Resultat oder ein bestimmter Schluss nun unumgénglich® ist. In der Analyse zeigt
sich immer wieder die besondere Bedeutung der emotionalen Komponente fiir den
dsthetischen Charakter eines Stiicks Mathematik, was die Vermutung nahe legt,
dass erst durch die emotionale Wirksamkeit aus einer etwa epistemischen Eigen-
schaft, wie einfache Zugénglichkeit oder Transparenz, eine im eigentlichen Sinne
dsthetische wird.

Diese skizzenhafte Vorstellung der Charakteristika bestdtigt zum einen den Ein-
druck von der mathematischen Schonheit als schillerndem und facettenreichem
Konstrukt, 1dsst aber zum anderen und insbesondere auch die dsthetisch wirksame
Beziehung von objektimmanenten Eigenschaften und subjektivem epistemischem
und emotionalem Erleben deutlich werden.

Die aus der mathematischen Forschungspraxis stammenden Charakteristika scho-
ner Mathematik sind nicht an hochschulmathematische Inhalte gebunden und prin-
zipiell auch fiir Schiiler erfahrbar, wie die Untersuchung einzelner Beispiele und
erste unterrichtspraktische Umsetzungen zeigen (vgl. Praxis der Mathematik in der
Schule, Heft 54, 2013). Dennoch verweist der Facettenreichtum darauf, dass — wie
bei allem Kunstschénen — das Erkennen der mathematischen Schénheit der Ubung,
Anleitung und Gewdhnung bedarf. Im Fall von Kriterien wie Okonomie und
Tragweite sind ein instruktives Aufzeigen an Beispielen und zusétzliche Informati-
onen {iber das konkrete Problem hinaus notwendig. Eigenschaften wie epistemi-
sche Transparenz oder emotionale Wirksamkeit dagegen konnen sicher nicht im
klassischen Sinne gelehrt werden, sondern bediirfen insbesondere des eigenstindi-
gen erforschenden Umgangs mit den Gegenstéinden. Gegenstand von Demonstrati-
on und Erfahrung kénnen dabei nicht nur Beweise und Theoreme im engeren Sin-
ne, sondern allgemeiner auch mathematisches Argumentieren und Begriinden —
einschlieBlich praformal-inhaltlicher Beweise — sowie das Losen von Problemen
und die Reflexion dieser Prozesse sein (vgl. auch Dreyfus & Eisenberg, 1986, S.
41).

Die Subjektorientierung und die eigentiimliche Wechselbeziehung von Emotionen,
Intuition und Rationalem in den verschiedenen Facetten der mathematischen

®  Die Unumginglichkeit eines Argumentationsgangs kann auch in gewissem Sinne als

Bedrohung empfunden werden und ist insofern nicht generell positiv konnotiert (vgl.
Papert, 1988, S. 115).
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Schonheit zeigen aulerdem tragfihige Gemeinsamkeiten mit Beschreibungen &s-
thetischer Erfahrungen in anderen Bereichen und geben einen ersten Hinweis auf
den Bezug zu Fragen mathematischer Bildung: Hier wie dort steht mindestens die
Beziehung von Subjekt und Gegenstand im Fokus. Wie die spezifisch durch die
Rezeption schoner Mathematik initiierte Beziehung bildungswirksam werden kann,
soll im Folgenden am Beispiel der Reflexion iiber das Asthetische der Mathematik
dargestellt werden.

2.2 Reflexion iiber die Geschmacksfrage hinaus

Das Nachdenken iiber das eigene Handeln und Denken sowie iiber die dazu Anstof3
gebenden Gegenstinde wird spétestens seit der Aufklarung in den verschiedensten
(Allgemein-)Bildungskonzepten sowohl als Mittel auf dem Weg zum gebildeten
Biirger als auch als Bildungsziel gehandelt. Unter dem Stichwort Reflexion findet
es so nicht nur Eingang in aktuelle Allgemeinbildungskonzeptionen (vgl. etwa Fi-
scher, 2012), sondern geht insbesondere auch in eine Reihe von Ansétzen zur ma-
thematischen Bildung als zentrales Moment ein (vgl. bspw. Bauer, 1990, Leng-
nink, 2005, Neubrand, 1990 oder Skovsmose, 1998). So verschieden diese Ansétze
beziiglich ihres bildungstheoretischen Hintergrunds, ihrer Zielgruppe und ihrer
Zielsetzung sind, so dhnlich sind sie sich doch im jeweils gewéhlten Mittel: Um zu
konkretisieren, inwiefern das Reflektieren iiber das Mathematiktreiben, die Ma-
thematik sowie deren Anwendungen in den Unterricht einflieBen kann, werden je
nach bildungstheoretischem Hintergrund und Zielsetzung sich je nach Ansatz in
Teilen unterscheidende Kataloge von Reflexionsebenen aufgestellt.

Die aufgelisteten Ebenen unterscheiden sich dabei untereinander beziiglich des je-
weiligen Reflexionsgegenstandes. Dieser kann in Konzepten und Zusammenhén-
gen der Mathematik im engeren Sinne sowie dem Umgang mit diesen bestehen,
aber auch in der Beziehung von Mathematik und Lebenswelt oder in der Bezie-
hung des handelnden Individuums zur Mathematik.” Mittels moglicher, das Reflek-
tieren auf der jeweiligen Ebene anregender Fragen konnen diese Ebenen dann wie-
derum weiter ausdifferenziert werden. Vor dem Hintergrund, dass in der mathema-
tischen Wissenschaftspraxis dsthetische Attribute géngige Wertkategorien darstel-
len®, ist es jedoch erstaunlich, dass die Frage nach Schonheit und Eleganz von Ma-
thematik im Rahmen der genannten Theorien ebenso wenig explizit gemacht wird,
wie die nach Geschmack und Gefallen oder nach dsthetischen Erfahrungen.

Fiir eine genau Verortung verschiedenster immer wieder genannter Ebenen im Mathe-
matik-Welt-Subjekt-Gefiige siche Lengnink (2006), S. 343.

Neben schaffenden Mathematikern selbst, belegen auch wissenschaftssoziologischer
Studien diesen Befund (vgl. Heinz, 2000, S. 145ft.).
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Die mathematische Schonheit zeigt sich wie oben dargestellt als einerseits dem
Gegenstand anhéngig und andererseits ,,im Auge des Betrachters® liegend. Sich ih-
rer bewusst zu werden bedeutet somit, Eigenschaften eines Stiicks Mathematik
wahrzunehmen, die {iber logische Korrektheit hinausweisen, und auflerdem den ei-
genen Verstehensprozess und insbesondere die damit verbundene Gefiihlslage in
der Rezeption in den Blick zu nehmen. Ein mathematisch-dsthetisches Erlebnis
kann somit verschiedene Reflexionsebenen ansprechen und diese dariiber hinaus in
spezifischer Weise in Verbindung setzen. Anhand der begrifflichen Einteilung
nach Bauer (1990) soll dies im Folgenden exemplarisch skizziert werden.

Inhaltsreflexion

»~Reflexion im Gegenstand meint einen liber mathematische Automatismen und Mecha-
nisierungen hinausgehenden bewussten, verstdndigen, kompetenten Umgang mit ma-
thematischen Themen.* (Bauer, 1990, S. 8)

Zu einem iber das (unreflektierte) Anwenden von Rezepten hinaus gehenden Um-
gang mit Mathematik gehort auch das Erkennen von Strukturen und Mustern, das
Vollziehen von Darstellungswechseln, die Auswahl von Heurismen, wie das
Symmetrisieren oder das Bilden von Analogien (und damit das Erkennen innerma-
thematischer Vernetzungen) oder auch die Entscheidung zwischen logisch gleich-
wertigen Strategien. Mithin sind dies kreative, ein mindestens im weiteren Sinne
mathematisch-dsthetisches Gespiir voraussetzende Fahigkeiten (vgl. dazu auch Ab-
schnitt 3). Barth stellt beispiclsweise vor, wie eine solche Inhaltsreflexion selbst
bei dem schulmathematischen Standardbeispiel fiir schematisches Arbeiten, dem
euklidischen Algorithmus, das reine ,,Wie“ in den Hintergrund riickt und die
,»Schonheit im Unterricht zum Blithen® bringen kann (Barth, 2013, S. 14f.).

Gegenstandsreflexion

,,Reflexion {iber Entwicklungslinien, Strukturmerkmale, Erscheinungsformen, Grundla-
genfragen der Mathematik. Die Reflexion richtet sich auf das Wesen der Disziplin Ma-
thematik.” (Bauer, 1990, S. 6)

Zu dieser Reflexionsebene gehdrt zum einen die klassische Geschmacksbildung im
Sinne einer mathematikésthetischen Sozialisation und damit die Diskussion von
Fragen wie ,,Was gilt gemeinhin als schone Mathematik?*“ und das Kennenlernen
von ,Klassikern® der Mathematikasthetik’. Zum anderen sind der Gegenstandre-
flexion naturgemél Fragen der Mathematikésthetik als Teildisziplin der Philoso-
phie der Mathematik zuzurechnen: Wie wird/wurde Mathematisches in Malerei
oder Musik wirksam und umgekehrt (vgl. hierzu die Beitrdge in Lauter & Wei-
gand, 2007)? Ist Mathematik eine Kunstform bzw. was hat sie mit den klassischen

°  Hierzu zihlen u. a. die Eulersche Formel (e ™+ 1 = 0) aber auch prinzipiell schulmathe-

matisch zugéngliche Beispiele, wie die euklidischen Widerspruchsbeweise fiir die Irrati-
onalitiit von V2 oder die Unendlichkeit der Primzahlmenge.
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Kiinsten gemeinsam? Wie zeigen sich verschiedene Stile oder Stilepochen und
welche Rolle spielen sie?'’ Diese letztgenannte Frage kann beispielsweise dann
thematisiert werden, wenn stilistisch unterschiedliche Wege zur Verfiigung stehen,
wie etwa in der Mittelstufengeometrie im Falle der Gegeniiberstellung von Kon-
gruenz- und Abbildungsbeweisen oder im Rahmen der Schulanalysis am Beispiel
der Einfiihrung der Ableitung iiber die momentane Anderungsrate einerseits oder
geometrisch tiber die Idee der lokalen Linearisierung.'' Bei beiden Beispielgebie-
ten handelt es sich jeweils um zwei Zugénge, die sich sowohl beziiglich der ma-
thematischen Stilepoche, in der sie entstanden sind, als auch beziiglich der indivi-
duellen Strategien, die jeweils zur Geltung kommen, unterscheiden. Die Beispiele
zeigen dariiber hinaus, dass eine solche Gegenstandsreflexion und ein damit ein-
hergehendes Bewusstsein fiir verschiedene mathematische Stile auch von Relevanz
fir Mathematiklehrkrifte ist, handelt es sich doch jeweils um Inhalte, in denen cur-
ricularer Spielraum besteht und damit eine begriindete Entscheidung fiir das eine
oder andere Vorgehen notwendig wird.'?

Bedeutungs- bzw. Sinnreflexion

»~Reflexion liber Moglichkeiten und Grenzen mathematischen Denkens, {iber die Bedeu-
tung der Mathematik und iiber den Sinn einer Beschéftigung mit Mathematik.* (Bauer,
1990, S. 7)

Schonheit und Kunstformigkeit werden héufig als Legitimation und Motivation der
reinen Mathematik angefiihrt'® und miissen somit auf dieser Reflexionsebene ge-

' Neben der Beschreibung persénlicher Stile einzelner Mathematiker oder Mathematiker-

gruppen (Denk- bzw. Arbeitsstile) ist in der Mathematikphilosophie und -geschichte
auch das Phidnomen zu beobachten, Stilepochen auszuweisen; nicht selten auch unter
Riickgriff auf die in der Kunstgeschichte gingigen Bezeichnungen. Stile werden dabei
als sich zeitlich ablésende Arbeits- und Denkweisen gesehen. Ahnlich dem Vorgehen in
der Kunstgeschichte erlauben Ansétze zur Stilgeschichte der Mathematik die Zusam-
menfassung und Beschreibung von Phédnomenen innerhalb der Mathematikgeschichte
vor dem Hintergrund bestimmter dsthetischer bzw. kunstdhnlicher Eigenschaften (vgl.
Spies, 2013a, Kap. 6.2)

Fiir eine Gegentiberstellung aus mathematischer bzw. mathematikdidaktischer Sicht sie-
he Schmidt-Thieme & Weigand (2009, S. 208ff.) bzw. Danckwerts & Vogel (2006,
Kap. 3). Eine ausfiihrliche Diskussion der stilistischen Unterschiede wiirde hier den
Rahmen sprengen.

Ein Beispiel fiir die Wirksamkeit der bewussten (subjektiven) Entscheidung fiir das
Vorgehen gemél eines bestimmten Stils im Rahmen des Lehrens von Mathematik stel-
len die Kleinschen Vorlesungen zur ,,Elementarmathematik vom héheren Standpunkte*
dar (vgl. Allmendinger & Spies, 2013).

Dies ist beispielsweise ein Grundthema in Hardys 4 mathematician’s Apology (1940), in
der sich der bekennende Pazifist insbesondere gegen die Anwendbarkeit seiner mathe-
matischen Erkenntnis fiir Kriegszwecke richtet und stattdessen die Signifikanz der von
ihm betriebenen reinen Mathematik auf deren besondere Schonheit zuriickfiihrt.
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wissermalien als Gegenspieler zu den hdufig im Zentrum stehenden Fragen um die
auBermathematische Anwendung zur Geltung kommen. Moglichkeiten, solche Re-
flexionen anzubahnen, bestehen beispielsweise in der Riickschau des eigenen krea-
tiven Problemloseprozesses (vgl. 3.1) oder in der Dokumentation eigenstindiger
Begriffsbildungsprozesse (vgl. 3.2). Denkbar ist aber auch der direkte Vergleich
gemeinsamer inhaltlicher Themen in Kunst und Mathematik, wie es etwa Heitzer
(2007) am Beispiel der Behandlung von Spiralen in Mathematik und Kunst entlang
jeweils relevanter Spannungsfelder vorstellt, obgleich zu beachten ist, dass hier na-
tiirlich auch Momente der vorhergehenden Reflexionsebenen eingehen:
~Anschaulichkeit und Strenge, Konkretisierung und Abstraktion, Einzelfall und Verall-
gemeinerung, kithner Entwurf und detaillierte Ausfilhrung sind kontrdre Aspekte, mit

denen und mit deren fruchtbarer Diskrepanz sich sowohl Kiinstler als auch Mathemati-
ker auseinanderzusetzen haben.* (Heitzer, 2007, S. 65)

Ahnlich der Ausschérfung dieser Reflexionsebene bezogen auf die auBermathema-
tische Anwendung der Mathematik (vgl. etwa die kontextorientierte und lebens-
weltorientierte Reflexion nach Skovsmose, 1998) bedarf die mathematikésthetische
Bedeutungsreflexion eines Uberblicks iiber den konkreten mathematischen Gegen-
stand hinaus und damit gezielte Hilfestellungen und Informationen durch die Lehr-
kraft. Dies verweist wiederum auch auf Grenzen solcher Reflexion im Mathema-
tikunterricht.

Selbstreflexion bzw. Reflexion iiber die Bedeutung der Mathematik fiir die eigene
Person:

,,Auf der Basis rationaler und ,reflexiver Uberlegungen wird die Mathematik in die ei-
gene, individuelle Wertstruktur eingebettet.” (Bauer, 1990, S. 7)

Auf dieser Ebene kann auch das mathematisch-dsthetische Erleben der Schiilerin-
nen und Schiiler zum Gegenstand des Nachdenkens werden und etwa durch Fragen
nach der epistemischen Transparenz und emotionalen Wirksamkeit angeregt wer-
den: War die Losung erstaunlich einfach fiir Dich? Warum erstaunt Dich das? Hat-
test Du ein Aha!-Erlebnis? Was hat es in Dir bewirkt? Dazu gehoren auch direkte
Geschmacksfragen wie ,,Findest Du diesen Losungsweg schon bzw. schoner als
jenen?*  Warum hast Du Dich fiir diese Darstellungsform bzw. diesen Losungsan-
satz entschieden?*. Mit solchen Fragen wird nicht allein dem dsthetischen Werten
Raum gegeben. Vielmehr wird der groe Spielraum subjektiver Entscheidungen in
einer vermeintlich vollstdndig logisch determinierten Wissenschaft sichtbar, was
wiederum zur Reflexion iiber das Wesen der Mathematik anregt. Gelegenheiten zu
solcher Selbstreflexion konnen beispielsweise durch die Rezeption und den an-
schlieBenden bewussten Vergleich zweier logisch gleichwertiger Losungen dessel-
ben Problems entstehen.

Ein Beispiel, wie eine solche Selbstreflexion angeregt werden kann, zeigt die, in
Abb. 1 dargestellte Aufgabe aus ,,Das Mathematikbuch 7 (2010). Im Vergleich
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von drei unterschiedlichen Beweisen fiir den Satz {iber die Innenwinkelsumme im
Dreieck wird neben der Frage nach korrekten Argumentationsgéngen (Inhaltsrefle-
xion) explizit auch nach dem subjektiven Gefallen und insbesondere nach Griinden
fiir diese Urteil gefragt. Hier konnen mathematisch-asthetische Eigenschaften wie
subjektive Zuginglichkeit und damit das Argument der Okonomie ebenso hinein-
spielen wie Erlebnisse von epistemischer Transparenz. Diese konnen im Gespréach
mit der Lehrperson z. B. durch Informationen iiber die Tragweite der verschiede-
nen Beweisideen ergéinzt werden. Dabei muss das Urteil explizit nicht einhellig
ausfallen. So ist durchaus denkbar, dass diesem Schiiler die Argumentation von
Christine iiber die Algebraisierung und das Lésen von Gleichungen zugénglich ist
und ihm die Verwendung der bekannten Technik fiir ein geometrisches Problem
gefallt, wihrend fiir jene Schiilerin dieser Schritt ein Verstdndnishindernis darstellt
und ihr daher die Argumentation von Kevin eine Okonomieerfahrung ermoglicht.
Wieder ein anderer kdnnte aber auch durch Sabines Losung einen tiefen Einblick
in die Zusammenhinge im Dreieck, z. B. die Ahnlichkeit von einem Dreieck zu
seinem Mittendreieck, erhalten und auf dieser Grundlage diese Argumentation vor-
ziehen.

Kevin:

Meine Lisung ist einfacher: Ich zeichne das gleiche Dreieck noch einmal daneben.
Da sieht man sofort, dass o genauso grof ist wie o und y so grofl wie y'

o, f und y' ergeben zusammen 180°.

Sabine:

Ich teile mein Dreieck in vier kongruente Dreiecke, indem ich die Seitenmittelpunkte mit-
einander verbinde. Da die vier Dreiecke kongruent sind, muss o’ so grof sein wie o und B’
50 groB wie . Da die Winkelsumme auch gleich grofi sein muss, ist y" so grofi wie y. Alle
drei bilden eine Gerade, also 180°.

T [ [ || Christine:
o+, =90° | o und 4’ bilden zusammen die Ecke eines Rechtecks
Y () o+ y,=90° | v4 und y," sind Wechselwinkel
= B+ =907 | B und y,' bilden zusammen die Ecke eines Rechtecks
Vi (1) B +y; = 50° | vz und y," sind Wechselwinkel
1 0 o +yp+ B4y =90°+90° |folgt aus (1) und (1)
d o+ Bk yy oy =180° | zusammengefasst
o+ +y=180° It =y

Diskutiert die drei Argumentationen. Welche gefallt euch am besten? Was geféllt euch
daran? Gibt es Stellen, an denen Argumentationsschritte nicht schilissig sind? Gibt es
Liicken in den Argumentationen?

Abb. 1: Beweise fiir den Satz iiber die Innenwinkelsumme im Dreieck als Anlédsse
zur Selbstreflexion (aus:Das Mathematikbuch 7, S.70 f.)
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Solche personlichen Urteile iiber Mathematik explizit mit dem individuellen all-
gemeinen Schonheitsbegriff von Schiilerinnen und Schiilern in Bezichung zu set-
zen, kann etwa {iber die Auseinandersetzung mit der entsprechenden Mathematik
vorausgehenden explizite Fragen gelingen, wie sie Goy fiir eine Unterrichtseinheit
iiber platonische Korper vorschlégt:

,,1. Was ist Schonheit? Versuchen Sie eine personliche ,Definition® zu finden.

2. Begegnet Thnen Schonheit auch im Schulkontext, in einem anderen Fach/Unterricht?
Inwiefern und warum fanden Sie die ,Sache schon?

3. Hat auch Mathematik fiir Sie schone Seiten? Wenn ja: Wann bzw. bei welchem The-
ma haben Sie Mathematik als ,schon‘ erlebt? Versuchen Sie fiir sich zu klaren, warum
Sie damals das Empfinden von Schonheit hatten.” (Goy, 2013, S. 20)

Auf diese Weise kann ,,die Mathematik [explizit] in die eigene, individuelle [dsthe-
tische] Wertstruktur eingebettet werden, wie Bauer (1990, S. 7) es fiir die Ebene
der Selbstreflexion fordert.

Die Darstellung zeigt, dass der &sthetische Charakter als integrale Eigenschaft der
Mathematik Reflexionsanlidsse auf den verschiedensten Ebenen schafft, die insbe-
sondere iiber die Reflexion der Mathematik als ,,Werkzeugkasten“ fiir auflerma-
thematische Anwendungen hinausgehen. Dabei bedarf es nicht der Ergéinzung der
vorhandenen Kataloge um eine weitere Ebene der ,,dsthetischen Reflexion®. Viel-
mehr ldsst sich die mathematikésthetische Perspektive subsummieren und hilft da-
bei, die jeweiligen Ebenen weiter auszudifferenzieren. In Ergédnzung zur mittelba-
ren Betroffenheit von Menschen durch die auermathematische Anwendung von
Mathematik, wird so die unmittelbare, das subjektive epistemisch und emotionale
Erleben betreffende, Beziehung von Mensch und Mathematik zum Reflexionsge-
genstand und somit bildungswirksam.

3 Kireativitiit in der Mathematik (nach-)erleben

,,/Auch darin hebt sich die Mathematik vor den anderen Wissenschaften heraus, daf} in
ihr das kiinstlerische Element nicht durch Riicksicht auf die raue Wirklichkeit gehemmt
ist. Schon in dieser Hinsicht ist der Mathematiker vergleichbar mit einem frei nach sei-
ner Begabung und Eingebung gestaltenden Kiinstler.” (Hasse, 1952, S. 18)

Der Vergleich von mathematischen mit kiinstlerischen Schaffensprozessen ist eine
zentrale Begriindungsebene fiir den Kunstcharakter der Mathematik. Wie es der
Mathematiker Helmut Hasse hier auf den Punkt bringt, wird dazu insbesondere der
regelgebende Charakter und damit die Moglichkeit zur freien kreativen Gestaltung
im mathematischen Schaffen betont. Ein Vorzug, der sich unter anderem aus dem
abstrakten, zunichst nicht der Beschreibung realer Zusammenhénge verpflichteten
Charakter der reinen Mathematik ergibt. Damit einhergehend wird auflerdem die
Notwendigkeit einer gewissen Begabung und eine Sensibilitit fiir die mathema-
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tisch-dsthetischen Qualititen der so gestaltend wirkenden Mathematiker unterstellt.
Hier liegt dann wiederum der Vergleich mit dem kiinstlerischen Genie nahe.

3.1 Mathematische Erfindung und dsthetisches Gefiihl

Die wohl beriihmteste introspektive Beschreibung des Mathematiktreibens in die-
sem Sinne gibt Henri Poincaré in einem Vortrag vor Pariser Psychologen, der unter
dem Titel Die mathematische Erfindung in der Sammlung Mathematik und Metho-
de (Poincaré, 1914) erschienen ist: Das Losen mathematischer Probleme wird als
ein Wechselspiel von bewusster und unbewusster Arbeit in verschiedenen Phasen
beschrieben. In den Phasen bewusster Arbeit kommt es zur disziplinierten Anwen-
dung bekannter Regeln, zur Systematisierung der Voraussetzungen sowie zur logi-
schen Uberpriifung und Einordnung der Intuitionen aus dem Bereich des Unbe-
wussten. In den unbewussten Arbeitsphasen kommt es zu freien, nicht regelgeleite-
ten Kombinationen aus denen das ,,sublime Ich* auf der Grundlage eines ,,wahrhaft
dsthetischen Gefiihls* (Poincaré, 1914, S. 48) diejenigen Moglichkeiten auswéhlt,
die ,,niitzlich und schon zugleich® (ebd. S. 49) seien. Diese wiederum bahnen sich
dann hdufig unerwartet den Weg ins Bewusstsein. Poincaré gibt dazu einige plasti-
sche Beispiele solcher ,,plotzlichen Erleuchtungen™ aus seinem eigenen sehr er-
folgreichen mathematischen Schaffensprozess (ebd. S. 44ff.). Diese Beschreibun-
gen Poincarés greift Jaques Hadamard spéter in der vielbeachteten Arbeit The Psy-
chology of Invention in the Mathematical Field auf und fasst sie treffend zusam-
men:

,,We have reached the double conclusion: that invention is choice, that this choice is im-
peratively governed by the sense of beauty.” (Hadamard, 1945, S. 31)

Auf Hadamard gehen auch die vielbemiihten Bezeichnungen der identifizierten
Phasen mathematischer Erfindung zuriick: ,,/. Prdparation, 2. Inkubation, 3. Illu-
mination, 4. Verifikation (in deutscher Ubersetzung zitiert nach Weth, 1999, S.
12).

Poincaré selbst greift zur Veranschaulichung des beschriebenen Auswahlprozesses
an anderer Stelle wiederum auf den Vergleich mit der kiinstlerischen Auswahl- und
Gestaltungsfreiheit eines Malers zuriick:
,,Die Suche nach dieser eigentiimlichen Schonheit [...] bringt uns dazu, diejenigen Tat-
sachen zu wihlen, welche am geeignetesten dazu sind, diese Harmonien zu vervollstin-
digen, so wie der Kiinstler unter den eigenartigen Gesichtsziigen seines Modells diejeni-

gen auswahlt, welche das Portrit vervollstdndigen und ihm Leben und Charakter verlei-
hen.” (Poincaré¢, 1914, S. 13)

Auch erinnert die Poincarésche Vorstellung an die Arbeit des kiinstlerischen Ge-
nies wie sie etwa Immanuel Kant in der Kritik der Urteilskraft beschreibt, obgleich
dort der Vergleich von Mathematikern und Kiinstlern explizit nicht gezogen wird
(vgl. Spies, 2013a, Kap. 7). Poincaré dagegen unterstreicht die Parallelen, in dem
er die Fahigkeit zu solchem mathematischen Schaffen als besondere Gabe be-
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schreibt: Wem die nétige édsthetische Intuition nicht gegeben sei, der konne besten-
falls mathematische Schliisse Schritt fiir Schritt nachvollziehen und damit die Ma-
thematik verstehen und anwenden. Gleichzeitig betont er aber auch die Moglich-
keit, im (erneuten) Nachvollziehen bereits bekannter mathematischer Ideen dhnli-
che Erfahrungen machen zu konnen, wie in der mathematischen Erfindung selbst:
,,Bei Wiederholung eines erlernten mathematischen Beweises kommt es mir vor, als hét-
te ich ihn selbst erfunden; das ist nur eine Illusion, aber selbst dann, wenn ich nicht stark

genug bin, selbst zu schaffen, so finde ich doch den Beweis von neuem, wihrend ich ihn
wiederhole.” (Poincaré, 1914, S. 39)

In Uberlegungen zur mathematischen Bildung kann der beschriebene kunstihnli-
che Charakter mathematischen Arbeitens nun auf verschiedene Arten einflieBen:
Zum einen kann es im Sinne einer Wissenschaftsorientierung bezogen auf die wis-
senschaftlichen Arbeitsweisen, aber auch eines Wissens um die Kulturleistung Ma-
thematik und eines tragfahigen Bildes von Mathematik darum gehen, diese Art des
mathematischen Schaffens kennenzulernen und rezeptiv zu erleben. Zum anderen
verweisen solche Beschreibungen aus der mathematischen Wissenschaftspraxis
auch auf die Relevanz des Asthetischen im eigenen Problemldseprozess von Schii-
lerinnen und Schiilern, was wiederum die Bildung durch aktives mathematisch-
dsthetischen Gestalten in den Blick nimmt. Beide Facetten werden im mathematik-
didaktischen Diskurs als bildungsrelevant gehandelt und kdnnen im Folgenden
iiber den Riickbezug auf Mathematik-Kunst-Vergleiche konkretisiert werden.

3.2 Kiinstlerisches Schaffen im Mathematikunterricht

Die Phasen der mathematischen Erfindung und insbesondere die Rolle des Astheti-
schen im mathematisch-kreativen Schaffensprozess konnte in empirischen Unter-
suchungen unter Mathematikern bestatigt werden (vgl. Burton, 2004, S. 63ff. oder
Srirarman, 2009, S. 25). Unter der (nicht unumstrittenen) Grundannahme, dass Ma-
thematiklernen auch in Prozessen des Nacherfindens geschieht, liegt die Ubertra-
gung auf den schiileraktiven Umgang mit Mathematik im Unterricht nahe und
verweist auf Stichworte wie Problemlésekompetenz oder Kreativitit. Beides sind
prominente und vieldiskutierte Themen der Mathematikdidaktik und sollen daher
im Folgenden nur unter der Perspektive ihrer Bildungswirksamkeit gemeinsam mit
der Beziehung zur Mathematikésthetik betrachtet werden.

Poincaré und Hadamard folgend sind innovative mathematische Problemldsungen
die Folge eines unbewussten Auswahlprozesses auf der Grundlage eines ,,wahrhaft
dsthetischen Gefiihls“. Dem Asthetischen kommt somit im Rahmen des mathema-
tischen Schaffens neben einer ,,motivationalen* und ,,evaluativen* auch eine ,,ge-
nerative® Funktion zu (vgl. Sinclair, 2006, S. 59ff.). Eine Beobachtung, die Sinclair
folgend auch auf das schulische Losen echter Probleme iibertragen werden kann:

,»[S]tudents might have more success in problem solving — and here I refer to truly prob-
lematic problems — if they could engage their ,sense of order . (Sinclair, 2006, S. 66)
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Anzumerken ist hier, dass in Ausfilhrungen von Mathematikern zu den dstheti-
schen Qualititen ihrer Gegenstinde immer wieder das Gegensatzpaar Ordnung und
Chaos als Spezialfall der asthetisch wirksamen Spannung von Einfachheit und
Komplexitit genannt wird. So schreiben etwa Davis und Hersh, dass ,.ein Gefiihl
starken, personlichen &sthetischen Vergniigens [...] dem Phidnomen [entspringe],
das man mit Ordnung aus dem Chaos umschreiben kann* (Davis & Hersh, 1994, S.
176) und stellen dies an einer Reihe verschiedener Beispiele dar. Nicht zu verges-
sen ist aber, dass es nicht diese Gegensétzlichkeiten allein sind, die mathematische
Schonheit evozieren, sondern diese vielmehr auf das Zusammenspiel einer Reihe
von verschiedenen Eigenschaftskomplexen zuriickgeht (vgl. 2.1), so dass der von
Sinclair hervorgehobene ,,Sinn fiir Ordnung™ eben nur einen Teil des ,,wahrhaft ds-
thetischen Gefiihls* ausmacht."* So verweist auch Goldin (2000) auf die Rolle wei-
terer, insbesondere affektiver Momente im Problemloseprozess, die gleichzeitig
zur Begriindung mathematikésthetischer Werturteile angefiihrt werden. Dazu zahlt
neben dem Erstaunen iiber die unerwartete Kombination von Informationen insbe-
sondere das Aha!-Erlebnis im Losungsmoment, ausgelst durch ein 6konomisches
Vorgehen oder eine innermathematische Vernetzung:

,,The problem solver’s imagistic representations may have been drastically reconstruct-

ed, with new insights resulting. A formal expression may have been greatly simplified,

through an elegant algebraic technique. A far-reaching structural relationship with an-
other problem may have been detected.* (Goldin, 2000, S. 216)

Aussagen wie diese weisen nicht nur darauf hin, dass eine Schulung des mathema-
tisch-dsthetischen Gespiirs, wie sie etwa durch Reflexion im oben beschriebenen
Sinne (vgl. 2.2) geschehen kann, die Problemlosekompetenz stirken kann, sondern
auch darauf, dass dieses ,,wahrhaft dsthetische Gefiihl* ein (zunédchst unbewusster)
aber nicht unwichtiger Teil kreativen Mathematiktreibens ist. Sollen Schiilerinnen
und Schiiler also — wie es etwa der Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe I in NRW
fordert — im heuristischen Tun die Mathematik als ,kreatives und intellektuelles
Handlungsfeld* (vgl. Kernlehrplan SI, NRW, 2004, S. 11) erleben, so spielen dabei
mathematisch-dsthetische Gefiihle eine nicht unwesentliche Rolle. In diesem Sinne
gehort neben dem auf die Poincaré-Hadamardschen Phasen zuriickgehende ,,Ge-
stalt principle* auch ein eben diese Dimension in den Blick nehmendes ,,Aesthetic
principle® nach Sriraman und Dahl zu den padagogischen Prinzipien, die Kreativi-
tat im Unterricht befordern sollen (zitiert nach Brinkmann & Sriraman, 2009, S.
61f.). Und fiir Burton triagt die Auffassung von Mathematik als &dsthetischer Diszip-

4" Mit Blick etwa auf Schénfelds Erhebung erfolgreicher Heurismen (in den ersten Univer-

sitdtssemestern), zu denen etwa Symmetrisieren oder der Beginn mit einfachen Spezial-
féllen gehoren (vgl. Schoenfeld, 1985, S. 80 f.), scheint dieser Aspekt mathematikésthe-
tischer Erfahrungen jedoch bezogen auf das Losen elementarmathematischer Probleme
von besonderer Relevanz zu sein.
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lin wesentlich dazu bei, im Mathematikunterricht eine ,,mathinking atmosphere* zu
schaffen (vgl. Burton, 2004, S. 182ff.). Ein mathematisch-kiinstlerisches Handeln
ermdglichender Unterricht lebt den vorstehenden Ergebnissen zur Kunstférmigkeit
der Mathematik zufolge von

e divergenten Aufgabenstellungen (Der Freiheitsgrad von methodischem Vorge-
hen, Stil und Motiv unterscheidet den Kiinstler vom Handwerkerls),

o einer produktiven Fehlerkultur (Fehler und Irrwege gehdren Poincaré folgend ja
gerade zur ErschlieBung des Problemfeldes in der ersten Phase bewussten Ar-
beitens),

e Zeit und Gelegenheit, sich nach einiger vermeintlich nicht zielfithrender Be-
schiftigung zundchst einem anderen Problem zu widmen — auch Schiilerinnen
und Schiiler brauchen die beschriebene ,,Inkubationszeit® als Phase der unbe-
wussten Arbeit'® — , wozu auch die Verantwortung fiir den eigenen Arbeitspro-
zess gehort,

o der Wertschitzung mathematikésthetischer Werturteile und Intuitionen als
Auswahlkriterium bestimmter Losungsansitze und -varianten'’ (Das ,,wahrhaft
asthetische Gefiihl“, welches in der Phase unbewussten Arbeitens die Auswahl
trifft, darf erstens nicht durch ein einseitiges Bild von Mathematik als steriler
rein logischen Gesetzen gehorchender Wissenschaft gehemmt werden und
muss zweitens beispielsweise durch die bewusste Reflexion in der Riickschau
oder auch durch Selbstzeugnisse der Lehrperson geschult werden (vgl. Spies,
2012) sowie der motivationalen Kraft, die den Moment des Aha! im mathema-
tisch-adsthetischen Erlebnis begleitet (vgl. auch Liljedahl, 2005, S. 228ff.).

Diesen aus der Beschreibung kiinstlerisch-mathematischen Tuns abgeleiteten un-
terrichtspraktischen Voraussetzungen lassen sich viele der ,,Merkmale einer allge-
meinbildenden Unterrichtskultur”, wie sie Heymann (1996, S. 264 ff.) auflistet,
zuordnen. Demnach hat ein Mathematikunterricht, der mathematisch-
kiinstlerisches (Nach-)Erfinden fordert, bereits durch seine organisatorische Anlage

Was den Wert handwerklichen Kénnens fiir kiinstlerisches Schaffens nicht herabsetzen
soll: Fiir mathematisches (Nach-)erfinden ist es eine ebenso notwendige Voraussetzung,
die grundlegenden Konzepte zu kennen und Techniken zu beherrschen, wie fiir die
kiinstlerische Produktion.

Leone Burton betont dariiber hinaus, dass die Mathematiker ihrer Interviewstudie anga-
ben, jeweils mehrere Probleme parallel zu bearbeiten und zwischen diesen wechselten,
wenn der Arbeitsprozess an einer Stelle stockte (vgl. Burton, 2004, S. 125f.).

Dies ersetzt selbstverstandlich nicht die Verifikation der auf dieser Grundlage gefunde-
nen Losung. Dies betont Poincaré selbst: ,,Man muf3 die Resultate dieser Inspiration aus-
arbeiten, aus ihnen die unmittelbaren Folgerungen ableiten, sie ordnen, die Beweise re-
digieren und vor allem sie priifen.“ (Poincaré¢, 1914, S. 45)
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das Potential, insbesondere zu den von Heymann (1996) aufgestellten sozialethi-
schen und personenbezogenen Aufgaben allgemeinbildender Schulen (,,Entfaltung
von Verantwortungsbereitschaft®, ,,Einiibung in Verstdndigung und Kooperation®,
»Starkung des Schiiler-Ichs®, S. 249 ff.) sowie zur Entwicklung eines tragfahigen
Mathematikbildes beizutragen. Aus der Sicht der dsthetischen Bildung ist die Re-
levanz kiinstlerisch-kreativer Tétigkeit insbesondere fiir die Subjektbildung nicht
erstaunlich. So ist ,,die produktive Auseinandersetzung mit Kunst und mit als ds-
thetisch — oftmals als schon — qualifizierten Gegenstandsbereichen™ (Bilstein &
Zirfas, 2009, S. 20) eine immer wieder stark gemachte Dimension dsthetischer Bil-
dung, deren Bildungswert insbesondere in einer Verdnderung der Selbstwahrneh-
mung des schaffenden Subjektes und seines ,,Ich-Welt-Entwurf[s]* (Parmentier,
1993, S. 311) begriindet liegend angenommen wird (vgl. Parmentier, 1993, S.
310ff.).

Abgesehen vom expliziten Fokus auf das mathematisch-dsthetische Gefiihl kann
der Wert einer solchen Unterrichtskultur auch ohne den Riickgriff auf die Kunst-
formigkeit der Mathematik begriindet werden — Heymann selbst ist hier das beste
Beispiel. Vielleicht bietet aber der Grundgedanke, Schiilerinnen und Schiilern
kiinstlerisch-kreatives mathematisches Denken und Tatigsein zu ermdglichen, ein
einfaches und natiirliches Korrektiv fiir die praktische Unterrichtsgestaltung — An-
regungen bei den Kollegen der klassischen kiinstlerisch-musischen Fécher einge-
schlossen.

3.3 Mathematik als ,,geistige Schopfung® erfahren

,Jeder Schiiler sollte erfahren, da3 Menschen imstande sind, Begriffe zu bilden und dar-
aus ganze Architekturen zu bilden” (Winter, 1995, S. 39)

Mit dieser Konkretisierung der zweiten seiner drei Grunderfahrungen, die Mathe-
matikunterricht ermdglichen soll, um allgemeinbildend zu sein, verweist Winter
auf den bildenden Wert der Wahrnehmung von Mathematik als Kunstform. Als
Beispiele, die Schiilerinnen und Schiilern einen solchen Blick auf die Mathematik
erlauben, fiihrt er u. a. den Nachweis der Unendlichkeit der Primzahlmenge und
der Irrationalitdt von V2 bzw. der Inkommensurabilitit von Seite und Diagonale im
Quadrat an (vgl. Winter, 1995, S. 40). Wenn Winter auch nicht explizit auf den
mathematisch-dsthetischen Wert der gewihlten Beispiele hinweist, so ist die Aus-
wahl aus mathematikésthetischer Perspektive nicht erstaunlich und daher mindes-
tens bemerkenswert, denn es handelt sich um zwei der immer wieder angefiihrten
Paradebeispicle besonders schoner Mathematik (vgl. z. B. Hardy, 1940). Um Gele-
genheiten zur zweiten Winterschen Grunderfahrung zu schaffen, scheint also die
Auswahl nach dsthetischen Kriterien, wie sie unter 2.1 skizziert wurden, hilfreich.

Dabei lohnt sich nicht nur ein Blick in die (naturgemal subjektiv gefdarbten) popu-
larwissenschaftlichen ,,Kunst-Sammlungen* (vgl. etwa Basieux, 2003), sondern
auch die Durchsicht ,alltidglicher Aussagen, Argumentationen und Problemldsun-
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gen mit der Frage, wo Eigenschaften wie Okonomie oder Tragweite besonders gut
aufgezeigt werden konnen oder Aha!-Erlebnisse und emotionale Beteiligung der
Schiilerinnen und Schiiler angeregt werden konnen, mithin was der Lehrperson
selbst mathematisch-dsthetische Erfahrungen beschert: Eine Quelle solcher mog-
licherweise &sthetisch wirksamer und gleichzeitig elementar zugénglicher Mathe-
matik sind m.E. etwa die Zusammenhénge von ausgezeichneten Punkten, Linien
und Kreisen im Dreieck. Fiir Schiilerinnen und Schiiler kann dabei schon die bspw.
mit Hilfe einer Geometriesoftware gemachte Beobachtung, dass sich die Mittel-
senkrechten immer in einem Punkt schneiden und dieses der Mittelpunkt des Um-
kreises ist, zu Erstaunen fiihren. Die zugehorige Beweisidee (,,Jeder Punkt auf der
Mittelsenkrechte einer Strecke ist zu den Streckenendpunkten gleichweit entfernt
....") hat das Potential zu einem Aha!-Erlebnis und dem auch von Poincaré be-
schriebenen Eindruck zu fithren, dass nun der Rest des Beweises nur noch ,,runter-
geschrieben® werden muss (Phase der ,,Illumination®). Die Moglichkeit zur Erfah-
rung der (lokalen) Tragweite einer solchen Idee bietet dariiber hinaus der Eindeu-
tigkeitsnachweis des Winkelhalbierendenschnittpunkts bzw. Inkreismittelpunkts.
Fiir den Lehrer, die Lehrerin ist es in diesem Themenbereich eher das Wiedererin-
nern an komplexere Zusammenhénge, wie sie in Eulergerade und Feuerbachkreis
und den zugehdrigen Beweisen manifest werden. Nicht umsonst schldgt Winter
diesen Themenkomplex auch unter Berufung auf die innermathematische Asthetik
als wertvoll im Rahmen der Lehrerbildung vor (vgl. Winter, 2007).

Introspektive Beschreibungen wie die Poincarésche legen die Vermutung nahe,
dass iiber das direkte mathematikésthetische Erlebnis im nacherfindenden Umgang
mit solchen Kunstwerken der Mathematik hinaus auch der Blick auf die Entste-
hungsgeschichte der Unterrichtsinhalte und insbesondere die Arbeitsweise der gro-
Ben Kiinstler des Fachs zu bildsamen Erfahrungen im Sinne Winters beitragen
konnen. Dabei kann das explizite Hervorheben paralleler Arbeitsweisen in Mathe-
matik und bildender Kunst sinnstiftend werden. Schiralli (2006) beschreibt in die-
sem Sinne die Tatigkeiten von Mathematikern wie folgt, wobei er den Begriff ,,pat-
terns® in Anlehnung an Hardy (1940) sehr weitgefasst fiir die Gegensténde der Ma-
thematik verwendet, und spricht nahezu all diese Tétigkeiten ebenso auch den
Kiinstlern bzw. Kunstwissenschaftlern zu:
~Mathematicians often: wonder at the patterns discerned in experience; analyse patterns
— noticing, noting, associating patterns and elements of patterns; represent patterns, i.e.
describe them in formal terms; manipulate patterns; create novel or original symbolic
patterns; imagine the possibilities of patterns; connect pattern possibilities, i.e. analyse,
classify and theorise patterns, thereby creating larger, more comprehensive patterns.

Mathematicians also: demonstrate, i.e. prove (or describe) the necessity (or nature) of
patterned relationships using other patterns, viz. the patterns of logical operations.

In so doing, mathematicians: compute, i.e. perform operations on patterned relationships
using other patterns, viz. arithmetical, algebraic and so forth.
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Finally, mathematicians: appreciate the historical and contemporary achievements of
other mathematicians; evaluate the achievements of other mathematicians.” (Schiralli,
2006, S. 110 f., Hervorhebungen im Original)

Im Mathematikunterricht konnen diese Tatigkeiten nun einerseits durch den Riick-
griff auf (Selbst-)Darstellungen aus der Mathematikgeschichte zutage treten. Ein
Beispiel hierfiir sind die Beschreibungen wie sie Poincaré zur Motivation und Her-
leitung seines Phasenmodells voranstellt. Eindriicklicher als solche meist anekdoti-
schen Erzdhlungen versprechen dariiber hinaus ,,authentische Erfahrungen mit Ma-
thematik® (Habdank-Eichelsbacher & Jahnke, 1999, S. 95) anhand historischer
Originalquellen zu sein, gepaart mit einem Vergleich zum heutigen Vorgehen.

Andererseits konnen sich die von Schiralli fiir mathematische Wissenschaftspraxis
und Kunst beschriebenen Tétigkeiten aber auch im eigenaktiven, entdeckenden
Umgang der Schiilerinnen und Schiiler selbst mit der Mathematik zeigen: So
kommt es etwa in Phasen der eigenstéindigen Begriffsbildung zu Erfahrungen mit
mathematischen Mustern, die zum ,,wundern®, ,,analysieren” und ,,manipulieren*
ebenso einladen, wie zum Erfinden neuer Bezeichnungen und Symbole oder zum
Herstellen von Verbindungen zu bereits bekanntem. Nicht umsonst wird hier ex-
plizit die Moglichkeit zu ,,schopferischem Tun“ und damit mindestens im Kleinen
kiinstlerisches Schaffen auch im Mathematikunterricht gesehen (vgl. etwa Vollrath,
1987, oder Weth, 2007). Zur Umsetzung ist sowohl Vollrath folgend an die Suche
nach und Beschreibung von bestimmten Mustern an kleinen abgesteckten Fragen
zu denken, als auch an die eigenstindige Bildung zentraler Begriffe der Oberstu-
fenmathematik initiiert durch ,,Intentionale Probleme*, wie es Hullmann (2003)
vorschlédgt. Im letzteren Ansatz bietet insbesondere die konsequente Begleitung des
Arbeitens durch Lerntagebiicher eine weitere Chance: Mindestens im Nachgang
kann in den Aufzeichnungen, die kiinstlerischen Tétigkeiten im Arbeitsprozess
aufgespiirt und auch als solche benannt werden (Bedeutung- bzw. Gegenstandsre-
flexion, vgl. 2.2). Solche ,,prozedurale Metakognition* (Sjuts, 2003, S. 19) hitte
dann nicht nur eine lernférdernde Wirkung, sondern konnte es Schiilerinnen und
Schiilern im Mathematikunterricht ermdglichen, bewusst zu reflektieren, ,,dass
Menschen [dass sie selbst] in der Lage sind, Begriffe zu bilden* und die Mathema-
tik mit Recht als Kunstform charakterisiert wird.

4 Uber die pragmatische Dimension hinaus!

In den vorangegangenen Abschnitten konnten Beispiele fiir die Anschlussfahigkeit
des dsthetischen Moments der Mathematik an verschiedene Konzepte von Allge-
meinbildung durch Mathematik gegeben werden. Dabei konnte mindestens skiz-
zenhaft dargestellt werden, dass ein explizites Einbeziehen von mathematischer
Schonheit und dem Kunstcharakter der Mathematik die Moglichkeit birgt, sowohl
verschiedene Ebenen des Reflektierens zu ergénzen und auszuschérfen, als auch
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Anlésse zu ,,Grunderfahrungen® und den Anlass sowie ein natiirliches Korrektiv
fiir eine ,,allgemeinbildende Unterrichtskultur bietet. Es wurde also in der Begriff-
lichkeit Klafkis die ,,dsthetische Bildungsdimension® ins Zentrum geriickt und ge-
zeigt, dass auch im Mathematikunterricht Bildungsgelegenheiten sowohl im Sinne
L.asthetischer Wahrnehmungserfahrungen® als auch im Sinne des ,,dsthetischen Ge-
staltens (Klafki & Braun, 2007, S. 170) geschaffen werden kdnnen.

Dass die Fragen nach Kunstcharakter und dsthetischem Erleben in den géngigen
Ansétzen bisher dennoch nicht beriicksichtigt werden, liegt vermutlich an den vor-
rangig herangezogenen Grundzielen, die der Mathematik nahezu ausschlie8lich die
Maoglichkeit zusprechen, einen Beitrag zur ,,pragmatischen Dimension® allgemei-
ner Bildung (vgl. Klafki & Braun, 2007, S. 166ff.) zu leisten. So wird mit der
Schulung mathematischer Kreativitdt und Problemloseféhigkeit traditionell das
Ziel formaler Geistesbildung verbunden. Konzepte, die das Reflektieren in den
Vordergrund stellen, haben dagegen héufig dezidiert gesellschaftsorientierte
Grundziele wie ,,Citizenship® (vgl. Skovsmose, 1998) oder ,,Miindigkeit (vgl.
Lengnink, 2005), die moglicherweise zundchst den Verdacht nahelegen, dass die
»Schongeisterei” hier keinen Beitrag leisten konne. Inwiefern dem aus mathema-
tikésthetischer Perspektive zu widersprechen wire — beispielsweise mit dem Hin-
weis auf Subjektbildung als Ziel dsthetischer Bildung im Allgemeinen, Bemerkun-
gen zur ,,Stiftung kultureller Kohdrenz* (Heymann, 1996, S. 65ff.) auch durch ein
moglichst umfassendes Mathematikbild oder dem Verweis darauf, dass ein Wissen
um Bedingungen und Méglichkeiten mathematischer Schaffensprozesse notwendig
ist, um mit den Experten mathematikaffiner Disziplinen zu kommunizieren (vgl.
Fischer, 2012, S. 12ff.) — bleibt zu diskutieren.
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