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Zusammenfassung: Wenn Schiiler*innen mathema-
tische Aufgaben bearbeiten, kann ein Darstellungs-
wechsel z. B. dazu verhelfen, dass sie neue Bearbei-
tungswege erkennen. Mithilfe der Abduktion wird
untersucht, inwiefern Lernende bereits entwickelte
Bearbeitungsideen (mit oder ohne Anderungen) auf
andere Darstellungen (ibertragen kénnen. Ausge-
hend von Situationen, in denen ein Wechsel der Dar-
stellung nicht wie erwartet zu gelingen scheint, wer-
den hierfiir denkbare Erkenntnisprozesse beim Dar-
stellungswechsel rekonstruiert. Im Fokus steht die
Herausarbeitung der Prozesse des Umdeutens und
Neudeutens beim Darstellungswechsel.

Abstract: When students are asked to work on math-
ematical tasks, a change of representation e. g. can
help them to perceive new solution processes. The
abduction schema is used to investigate how learn-
ers can transfer their developed ideas to alternative
representations, either with or without changes.
Based on situations in which a change of representa-
tion does not initially appear to work as expected,
conceivable processes involved in changing repre-
sentation are reconstructed. The focus is on examin-
ing the processes of re-interpretation and new-inter-
pretation in changing representations.

1. Einleitung

We teach mathematics most effectively when we un-
derstand the effects on students' learning of external
representations and structured mathematical activities.
(Goldin & Shteingold, 2001, S. 19)

Zu Beginn sei eine Interviewsequenz zum Umgang
mit Darstellungen, bei der Bearbeitung von Aufgabe
A, ndher betrachtet.

AUFGABE A

Warum ist es beim Plusrechnen egal, ob ich 3 + 5 oder
5 + 3 rechne? Ist das bei anderen Zahlen auch egal? —
Begriinde.

Bei der Bearbeitung nutzt die Schiilerin Peggy gelbe
und blaue Holzwirfel (enaktive Darstellungsform)
und es entwickelt sich die der Tabelle 1 zu entneh-
mende Interaktion.! Peggy verwendet drei blaue
und funf gelbe Holzwiirfel, um die (symbolisch) ge-
gebene Aufgabe damit darzustellen (enaktive Dar-
stellungsform). Nachdem sie mit der einen Hand die
blauen und mit der anderen Hand die gelben Wiirfel
umschlieflt, schiebt sie alle Wiirfel farbig gemischt

zusammen. AnschlieBend trennt sie die Wirfel wie-
der nach Farbe raumlich voneinander und nimmt er-
neut alle blauen in die eine und alle gelben Wiirfel in
die andere Hand. Wahrenddessen hat sie die Seiten,
auf denen die farbigen Wiirfel liegen, getauscht. Die
Abfolge der Materialhandlungen ist nachgestellt in
Abbildung 1 zu erkennen.

1.1 ja okay, dann mache ich das gerade mit
Peggy | den Steinen. (nimmt sich 3 blaue und 5
gelbe Wiirfel aus der Materialkiste)

ich nehme mir jetzt drei von den blauen
(hdélt sie in der rechten Hand) .. und flinf
von den gelben (legt sie einzeln auf den
Tisch, s. Abb. 1a, 6 sec) so.

(umschliefdst je die Steine einer Farbe mit
einer Hand, rechts blau, links gelb, hebt
sie je kurz an) ich habe die drei und die

1.2-1 | mhm

1.3 und wenn ich die zusammen lege-
Peggy | (schiebt die Wiirfel zusammen, s. Abb. 1b)
... sind es- ist es- wird es ja dasselbe raus-
kommen. wenn ich- (sortiert die Wiirfel
nach Farbe, indem sie die blauen Wiirfel
nach links legt, s. Abb. 1c, 2 sec)

die blauen plus die gelben Steinchen,
wird ja die acht (schiebt beide Mengen et-
was zur Seite) rauskommen, weil es-, die
Menge verandert sich ja dadurch nicht.

1.4-1 | mhm

1.5 und wenn ich die gelben (hebt die blauen
Peggy | an, schiebt die gelben nach links) plus die
blauen Steinchen (legt sie rechts neben
die gelben; schiebt sie dann leicht zusam-
men, s. Abb. 1a) wird ja auch- auch acht
entstehen.

(hélt die Wiirfel wieder farblich getrennt
unter den Hdnden, nun mit getauschten
Farben im Vergleich zur Situation zuvor) ..
die Menge wird ja nicht vertauscht.

Tab.1: Peggys Losungsansatz mittels der ,enaktiven Karte“2
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Abb. 1: Nachgestellte Materialhandlung von Peggy

Peggy wahlt also vermutlich fiir die verschiedenen
Summanden der Terme aus der Aufgabenstellung je
Wiirfel in einer anderen Farbe. Die Operation der
Addition kann als Zusammenschieben der Wiirfel zu
einer Gesamtmenge, als Grundvorstellung des Ver-
einigens, verstanden werden. In dem Vorgehen,
dass die Steine danach wieder farblich getrennt wer-
den, aber in umgekehrter Anordnung (Wechsel, wel-
che Farbe links bzw. rechts vor ihr liegt), lasst sich
das Vertauschen der Summanden erkennen. Insge-
samt bleiben es gleich viele Steine (,,die Menge wird
ja nicht vertauscht” T1.5) — wodurch das gleiche Er-
gebnis verdeutlicht sein kdnnte.
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Abb. 2: Karte mit ikonischem Bearbeitungsansatz

Im weiteren Interviewverlauf erhalt Peggy eine iko-
nische Darstellung (s. Abb. 2) und soll mit dieser er-
neut die Aufgabe bearbeiten. Aus fachlicher Per-
spektive konnte hier eine analoge Bearbeitungsidee
naheliegen: Pro Reihe der verschiedenfarbigen Kast-
chen konnten die Summanden drei und funf (obere
Reihe) sowie funf und drei (untere Reihe) erkannt
werden. Diese tauschen in der unteren im Vergleich
zur oberen Reihe die Seiten in ihrer Anordnung und
werden je Reihe addiert, indem man sie zusammen
als Reihe betrachtet. Entsprechend des vorherigen
Vorgehens (Wiirfelmengen farblich von einer zur an-
deren Seite zu wechseln) lieRe sich erwarten, dass
Peggy ihre vorher generierte Idee auf die neue Dar-
stellung Ubertragt. Peggy scheint ihre Bearbeitungs-
idee hingegen nicht auf die ikonische Darstellung zu
Ubertragen, denn sie duBert dazu: ,man nimmt,
(deutet auf die hellen, dann auf die dunklen Kdst-
chen) die-, die helleren Zahlen plus oder die dunkle-
ren Zahlen plus” (T2.1). Sie entscheidet sich fir die
helleren und somit fir die Aufgabe ,drei plus drei”
(T2.1). Die von Peggy zuvor selbst eingebrachte Idee,
die Summanden als Mengen aus verschiedenfarbi-
gen Elementen darzustellen (gelbe und blaue
Steine), wird in der Auseinandersetzung mit der
»ikonischen Karte” (Abb. 2) also explizit nicht mehr
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genutzt. Auch wenn ein vergleichbares Vorgehen
mit den hell- und dunkelgrauen Kastchen fachlich
gesehen nahezu identisch moglich ware. Mit dem
Wechsel der Darstellung scheint hier eine Anderung
der Bearbeitungsidee einherzugehen.

Ausgehend von solchen Phanomenen, in denen
beim Wechsel von Darstellungen innerhalb eines Be-
arbeitungsprozesses eine aus fachlicher Sicht gese-
hen naheliegende Ubertragung einer beobachtba-
ren Bearbeitungsidee® nicht realisiert wird, werden
Erkenntnisprozesse im Darstellungswechsel be-
trachtet. In der mathematikdidaktischen Diskussion
wird dem Wechsel und der Vernetzung von Darstel-
lungen als Lernprinzip und Hilfsmittel im Mathema-
tikunterricht eine groBe Bedeutung beigemessen;
nicht zuletzt aufgrund der Abstraktheit des Faches
Mathematik und der darin enthaltenen Inhalte und
Begriffe (s. u. a. Duval, 2006; Meyer & Tiedemann,
2017; Prediger & Wessel, 2012; Shvarts & Chu-
machenko, 2011). Auch das Einstiegszitat von Goldin
und Shteingold (2001) weist auf die hohe Relevanz
des Einsatzes von Darstellungen fiir effektives (wenn
auch nicht zwangslaufig das effektivste) Lernen hin.
Gleichzeitig muss beim Einsatz von Darstellungen
beachtet werden, dass dieser mit Anforderungen
seitens der Lernenden verbunden ist, da beispiels-
weise die zu nutzenden mathematischen Strukturen
zunachst darin erkannt werden mussen. Dies gilt ins-
besondere, da Darstellungen (wie auch Materialien)
verschieden deutbar und auch nutzbar sind (u. a. Lo-
renz, 1993; Meyer & Tiedemann, 2017; Pape &
Tchoshanov, 2001; Schipper, 2003; Shvarts & Chu-
machenko, 2011). Neben der mathematischen Deu-
tung der (vorgegebenen) Darstellung selbst ist auch
die Beziehung der Darstellung zur jeweiligen Situa-
tion (z. B. mathematisches Thema/Begriff, Aufga-
benstellung, mathematisches Argument o. A.) zu er-
kennen, was ebenfalls als komplex anzusehen ist (s.
u.a. Prediger & Wessel, 2012; Schipper, 2003;
Shvarts & Chumachenko, 2011; Voigt, 1993). Mit
dem Wechsel der Darstellung gehen also komplexe
Prozesse einher.

In der vorliegenden Studie wurde der Einsatz von
verschiedenen Darstellungen als moglicher Unter-
stlitzungsansatz fiir die Bearbeitung von Aufgaben
gewadhlt. Mit Blick auf die beschriebene Komplexitat
im Umgang mit Darstellungen ergibt sich der Fokus,
im Wechsel von der einen zur anderen Darstel-
lung(sform) die Bearbeitungsprozesse ndher zu be-
trachten. Daflir werden die Reaktionen der Lernen-
den rekonstruiert und hinsichtlich moglicher unter-
scheidbarer Erkenntnisprozesse im Umgang mit ver-
schiedenen Darstellungen und deren Einfluss auf
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den bisherigen Arbeitsprozess analysiert. Dazu wird
im Theorieteil die Unterscheidung von Darstellungs-
formen und der Einsatz von Darstellungen samt de-
ren Wechsel und Vernetzung theoretisch diskutiert
(s. u.a. Bruner, 1973; Meyer & Tiedemann, 2017,
Prediger & Wessel, 2012). Zur Rekonstruktion und
moglichen Unterscheidung der Bearbeitungspro-
zesse wird die Abduktion als Schlussform sowie das
Schema der Abduktion verwendet (s. Meyer, 2015,
2021). Nach den theoretischen Darlegungen wird
die Ausgangssequenz beispielhaft naher analysiert
und interpretiert, um die Unterscheidung der ver-
schiedenen Prozesse daran anschaulich zeigen zu
kénnen.

2. Theoretischer Hintergrund

Im Folgenden werden die Unterscheidungen sowie
die Bedeutungen verschiedener Darstellungsformen
und der Wechsel und die Vernetzung von Darstellun-
gen als mathematikdidaktischer Hintergrund pra-
sentiert. Daran anschlieBend wird die Abduktion als
logische Schlussform (und in Abgrenzung zur Deduk-
tion und Induktion) aus philosophisch-logischer Per-
spektive zur Rekonstruktion von Deutungsprozessen
(zunachst der Lernenden beim Erkennen mathema-
tischer Strukturen in Darstellungen und spater in Ab-
schnitt 3 der Interpret*innen bei ihrer Arbeit) einge-
flhrt.

2.1 Darstellungsformen, -wechsel und -vernet-
zung

Mathematische Objekte sind abstrakt und bedirfen
Reprasentanten, um sie (be-)greifbar zu machen
(u. a. Duval, 2006). Die hierfiir genutzten Darstellun-
gen kdnnen wiederum verschiedenen Darstellungs-
formen zugeordnet werden und so beispielsweise
als konkrete Gegenstidnde/Handlung mit diesen, als
Bilder oder Symbole auftreten. Hinsichtlich verschie-
dener Darstellungsformen unterscheidet Bruner
(1973) ,,drei Systeme der Informationsverarbeitung
[...], mittels derer sich die Individuen Modelle ihrer
Welt entwerfen, namlich mittels Handlung, bildli-
cher Darstellung und Sprache” (S. 49). Er bezeichnet
diese ,Arten der Reprasentation [...] als enaktive,
ikonische und symbolische Repradsentation” (S. 53).
Unter die symbolische Darstellungsform fallen nach
Bruner Darstellungen von ,,Dinge[n] durch Zeichen-
gebilde” (1973, S. 53). Die symbolische Darstellungs-
form umfasst fiir ihn neben der Sprache in Form von
Worten auch mathematische Symbole (Bruner,
1973). Diese recht weit gefasste symbolische Dar-
stellungsform lasst sich ,,ausdifferenzier[en] in sym-
bolisch-numerische, symbolisch-algebraische und

verbale Darstellungsformen” (Prediger & Wessel,
2012, S. 28). Im Kontext des Funktionsbegriffs trennt
auch Laakmann (2013) die sprachlich/narrative von
der symbolischen Darstellungsform, indem er
»textlich, graphisch, tabellarisch und symbolisch” (S.
1) als fur die Mathematik relevante Darstellungsfor-
men nennt und zudem auf die Rolle der Handlungs-
orientierung hinweist, wodurch ebenfalls der enak-
tive Aspekt von ihm bericksichtigt wird. In diesem
Beitrag wird insbesondere die Trennung zwischen
mathematischen Zeichen (auch numerisch) als sym-
bolische Darstellungsform und Worten, Phrasen,
etc. als sprachlich/narrative Darstellungsform ge-
nutzt. Somit wird hier zwischen enaktiver, ikoni-
scher, symbolischer und sprachlich/narrativer Dar-
stellungsform unterschieden. Aber auch innerhalb
derselben Darstellungsform kann es verschiedene
Darstellungen geben (z. B. enaktiv mit verschiede-
nen Gegenstdanden oder ikonisch als zwei unter-
schiedliche Bilder).

Die Sprache hat dabei eine doppelte Funktion: Zum
einen kann die Sprache selbst als (verbale, narrative)
Darstellungsform fiir die Reprasentation mathema-
tischer Objekte gesehen werden. Zum anderen
kommt die Sprache in der Auseinandersetzung mit
Darstellungen zum Tragen, da sie als ,Lernmedium”
(Meyer & Tiedemann, 2017, S. 39) aufgefasst wer-
den kann und als Vermittler oder Bindeglied in der
Beschéaftigung mit (verschiedenen) Darstellungen
und damit als notwendige Voraussetzung gilt (s. a.
Laakmann, 2013; Meyer & Tiedemann, 2017; Predi-
ger & Wessel, 2012). Dies wird spater dahingehend
relevant, da es um eine Interviewsituation mit ho-
hem sprachlichem Anteil geht. Der Einsatz von und
der Wechsel zwischen Darstellungen kdnnen zudem
wiederum eine Entlastung der Sprache und somit
eine mogliche Hilfestellung in der Auseinanderset-
zung mit und der Kommunikation tGber mathemati-
sche Objekte sein. Denn es kann auf Bilder, Material,
Handlungen o. A. verwiesen werden oder diese kdn-
nen in der Kommunikation tGber mathematische In-
halte genutzt werden.

Die Betonung des Nutzens von verschiedenen Dar-
stellungsformen und des Wechselns zwischen ihnen
ist beispielsweise aus der Behandlung des Funktions-
begriffs bekannt (dort haufig als Tabelle, Graph und
Gleichung benannt, fiir einen Uberblick s. Miiller-
Philipp, 1994; s. a. Laakmann, 2013). Nach Leisen
(2005) kann sich der Einsatz von Darstellungen und
insbesondere der ,,Wechsel der Darstellungsformen
[...] als der didaktische Schlissel zum fachlichen Ver-
stehen [erweisen] und ist ein Anlass zur fachlichen
Kommunikation” (S.10). Wie die bisherigen
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Beschreibungen zeigen, sind Darstellungen ,einer-
seits Trager mathematischer Begriffe, andererseits
sind sie Mittel der Kommunikation in und Gber Ma-
thematik” (Laakmann, 2013, S. 23) und bieten sich
dariber hinaus auch als Werkzeuge fiir Erklarungen
oder Begriindungen an (u.a. Pape & Tchoshanov,
2001; Schipper, 2003). Das Nutzen von verschiede-
nen Darstellungsformen bietet Lernenden die Mog-
lichkeit, mathematische Zusammenhange lber ver-
schiedene Wege zu erkennen, indem sie sich tber
die Darstellungen (wie beispielsweise Hinzunahme
von Bildern u. a. Noll et al., 2020) aktiv mit mathe-
matischen Inhalten auseinandersetzen. Der Einsatz
von verschiedenen Darstellungen wird somit als hilf-
reich in der Literatur hervorgehoben.

Prediger und Wessel (2011) verwenden bevorzugt
den Begriff ,,Darstellungsvernetzung” statt -wechsel,
,um dem Facettenreichtum der darin zusammenge-
fassten Tatigkeiten und Kompetenzen besser ge-
recht zu werden, auf die in bisherigen Forschungen
ein unterschiedlicher Fokus gesetzt wurde. Darstel-
lungsvernetzung umfasst demnach die Kompeten-
zen bzw. Tatigkeiten Unterscheiden, Ubersetzen,
Wechseln, Zuordnen, in Beziehung setzen von bzw.
zwischen unterschiedlichen Darstellungen” (S. 168).
So kénnen der Wechsel zwischen und erst recht das
Vernetzen von Darstellungen als Quellen fiir eine
neue Auseinandersetzung mit dem Inhalt und/oder
fir ein tieferes und flexibleres (mathematisches)
Verstandnis bei Lernenden angefiihrt werden (s. a.
Duval, 2006; Laakmann, 2013; Prediger & Wessel,
2012). Goldin und Shteingold (2001) weisen zudem
darauf hin, dass Darstellungen nicht isoliert zu ver-
stehen sind, was die Notwendigkeit des Einsatzes
mehrerer Darstellungen und Darstellungsformen
und somit auch des Wechselns und Vernetzens be-
tont. , Beispielsweise ermdglichen es die grafischen
Darstellungen, mathematische Strukturen und Be-
ziehungen zu erfassen und erst dann sprachlich aus-
zudricken” (Meyer & Prediger, 2012, S. 6). Dadurch
wird die Moglichkeit gegeben, den mathematischen
Inhalt mit anderen Aspekten oder Begriffen als den
Fachworten zu verstehen. So kann die Vernetzung
z. B. von ikonischen und sprachlichen Darstellungen
gewinnbringend eingesetzt werden. Aber auch fir
die Vermittlung zwischen mathematischen Symbo-
len (etwa Zahlen) und der Erfahrungswelt von Kin-
dern bedarf es Darstellungen (bzw. Veranschauli-
chungsmitteln) und Darstellungswechseln (Stein-
bring, 1994).

Es sei angemerkt, dass in diesem Artikel primar der
Begriff des Darstellungswechsels verwendet wird,
da im Arrangement der Erhebungssituation explizit
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zwischen verschiedenen Darstellungen (insbeson-
dere zwischen verschiedenen Darstellungsformen)
gewechselt wird (s. Sektion 3). Inwiefern dabei auch
Aspekte der Darstellungen miteinander vernetzt
werden, steht nicht im Fokus der Betrachtung.

Darliber hinaus stellen Darstellungen auch gewisser-
maRen einen Lerngegenstand und ihre Deutung eine
Herausforderung dar, was beim Einsatz von Darstel-
lungen zu berticksichtigen ist. Denn sie ,sprechen”
eine mehrdeutige Sprache (s. fur theoretische und
empirische Mehrdeutigkeit u. a. Steinbring, 1994;
Voigt, 1993). Gleichzeitig bedarf es dieser Mehrdeu-
tigkeit fir den Einsatz, Wechsel und/oder das Ver-
netzen von Darstellungen, denn um Darstellungen
beispielsweise flir den Mathematikunterricht nut-
zen zu kénnen, missen sie als an sich reale Ob-
jekte/Zeichnungen/... inhaltsspezifisch mathema-
tisch deutbar sein und auch von Lernenden so ge-
deutet werden (z. B. Hinzufligen von Gegenstanden
als Addition) (Steinbring, 1994; Voigt, 1993). Es exis-
tiert aber ,,nicht die einzige oder die richtige Ausle-
gung” (Steinbring, 1994, S. 16) fiir eine Darstellung.
Voigt (1993) betont bei dem Lesen von Darstellun-
gen die Moglichkeit eines , Anders-Verstehen[s]”
(S. 150) von insbesondere bildlichen Darstellungen
seitens der Lernenden. Andere Deutungen kénnen
dann andere mathematische Deutungen, aber auch
auBermathematische Deutungen sein. So kénnen
beispielsweise Oberflichenmerkmale (wie z. B. die
Farbe) bis hin zu mathematischen Beziehungen er-
kannt werden (Gudladt, 2023). Anders formuliert:
Da das Deuten von Darstellungen ein aktiver Prozess
ist, kdnnen in der sozialen Gemeinschaft auch (viele)
andere Deutungen entstehen. Ahnlich, wie der Um-
gang bzw. Einsatz von Arbeitsmaterialien und An-
schauungsmitteln erst erlernt werden muss, gilt dies
ebenfalls fur den Einsatz von (anderen) Darstellun-
gen (Lorenz, 1993; Pape & Tchoshanov, 2001; Schip-
per, 2003; Voigt 1993). Eine Darstellung , lesen” bzw.
yverstehen” zu kdnnen und das in der jeweiligen Si-
tuation, in der sie eingesetzt bzw. genutzt wird oder
werden soll, ist also ein komplexer Prozess (Meyer,
2021; Mller-Philipp, 1994; Prediger, 2013).

Die Leistung des Deutens von Darstellungen hin-
sichtlich des aktuellen mathematischen Inhaltes
wird umso grofRer, wenn wie in diesem Beitrag meh-
rere verschiedene Darstellungen betrachtet werden.
Denn in solchen Situationen werden Prozesse des
einzelnen Deutens, aber auch des aufeinander Be-
ziehens von Deutungen verschiedener Darstellun-
gen relevant (u. a. Prediger & Wessel, 2012).
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Mit dem Fokus dieses Artikels auf Phanomene beim
Wechsel von Darstellungen, sollen die dabei rekon-
struierbaren Erkenntnisprozesse herausgearbeitet
und unterschieden werden, um die damit verbunde-
nen Anforderungen besser nachvollziehen zu kon-
nen.

2.2 Die Abduktion als Schlussform — Erkenntnis-
theoretische Perspektive

Die Abduktion istin Anlehnung an Meyer (2021) eine
Schlussform, die es ermoglicht, Entdeckungspro-
zesse bzw. den kreativen Anteil in Bearbeitungspro-
zessen zu beschreiben und damit besser fassen zu
koénnen. In Abgrenzung dazu lasst die Induktion hin-
gegen eine Priifung statt einer Entdeckung beschrei-
ben und die Deduktion ldsst eine Begriindung be-
schreiben (s. hierzu Meyer, 2021). Letztere beiden
werden zur besseren Abgrenzbarkeit kurz vorge-
stellt, bevor der Fokus auf die Abduktion gelegt wird
(fur Details zu den Schlussformen s. Meyer, 2007,
2021).

In allen drei Schlussformen spielen die Elemente
,Fall”, ,Gesetz* und , Resultat” eine entscheidende
Rolle — die Unterscheidung liegt darin, was gegeben
ist bzw. worauf geschlussfolgert wird (Meyer, 2010,
S. 38ff). Das Gesetz, welches in der Analyse im Fokus
stehen wird, lasst sich pointiert in konditionaler
Form umgangssprachlich als ,Wenn ..., dann ...“-For-
mulierung notieren. Im Antezedens (ugs. ,Wenn-
Teil”; formal: F(x;)) wird ein Pradikat F auf alle Sub-
jekte einer bestimmten Grundmenge bezogen. Im
Konsequens (ugs. ,Dann-Teil“; formal: R(x;)) wird das
Pradikat R ebenso auf alle Subjekte der betreffenden
Grundmenge bezogen. Im Fall F(xo) und Resultat
R(xo) wird dann das konkrete Subjekt xo in den Blick
genommen (s. Abb. 3). Soll beispielsweise das Kom-
mutativgesetz entdeckt werden, so konnte das kon-
kret betrachtete xo das Zahlenpaar 3 und 5 sein (als
Elemente aus der Grundmenge der natlrlichen Zah-
len —zumindest bezogen auf den ersten Kontakt mit
diesem Gesetz). Das Fallpradikat konnte dann lauten
,die Reihenfolge von ... wird verandert” und das Re-
sultatspradikat ,das Ergebnis der Addition von ...
bleibt gleich”.

Die Deduktion beschreibt den logischen ,,Schluss von
einem Fall und einem gegebenen Gesetz zu einem
Resultat” (Meyer, 2010, S. 38). Ist das Kommutativ-
gesetz bekannt, so liel3e es sich deduktivanwenden,
indem die Aufgaben 3 + 5 und 5 4+ 3 zu berechnen
sind. Das bekannte, bereits zu den Aufgaben assozi-
ierte Kommutativgesetz verhilft nun die Ergebnis-
gleichheit von 3 4+ 5 und 5 + 3 zu folgern.

,Bei der Induktion handelt es sich um den Schluss
von einem gegebenen Fall und einem gegebenen Re-
sultat zu einem Gesetz” (Meyer, 2010, S. 40). Das er-
weckt den Anschein, dass man ein neues Gesetz ent-
deckt. Eine ,genauere Analyse des Schemas hilft je-
doch, diese Auffassung zu widerlegen. Denn um das
Gesetz aus Fall und Resultat schlieRen zu kdnnen,
bedarf es der Kenntnis des Zusammenhangs zwi-
schen diesen beiden Pramissen” (Meyer, 2010,
S. 40). Anders formuliert: Dass das Vertauschen der
Reihenfolge der Summanden (Fall) ursachlich fir das
gleichbleibende Ergebnis (Resultat) ist, muss zuvor
erkannt worden sein, um dies als Pramissen eines
Schlusses zusammenbringen zu kénnen. Die Abduk-
tion (s. u. und in der Analyse in Sektion 4) wird zei-
gen, dass bereits hiermit das Erkennen eines Geset-
zes als Zusammenhang zwischen den Pramissen voll-
zogen wird und die Rolle der Induktion nicht auf die
Generierung oder Assoziierung von Gesetzen bezo-
gen werden kann. ,,Der Nutzen einer Induktion be-
steht [hingegen] darin, dass man hiermit bereits vor-
handene Gesetze Uberpriifen kann“ (Meyer, 2010,
S. 41).

Die Abduktion, verstanden als kognitiver Prozess,
beginnt bei der Beobachtung eines liberraschenden,
zunachst erkldarungsbediirftigen Phanomens (beim
Mathematiklernen bspw. das gleiche Ergebnis 8
zweier Additionsaufgaben 3 4+ 5 und 5 + 3). Bezo-
gen auf das Abduktionsschema (s. Abb. 3) liegt zu-
nachst, mit Fokus auf die zugrundeliegende kogni-
tive Generierung, nur das Phanomen als gegebene
Pramisse vor. Mit der Suche nach einer das beobach-
tete (erklarungsbediirftige) Phdnomen potenziell er-
klarenden Ursache werden anschliefend hypotheti-
sche Uberlegungen angestellt (hier bspw., dass le-
diglich die Reihenfolge der Summanden vertauscht
wurde). Dabei tauchen, bezogen auf das Abdukti-
onsschema, Gesetz und Fall zur Erklarung des Pha-
nomens quasi zeitgleich auf: Der Fall F(xo) ist zum ei-
nen bereits im Antezedens F(x;) des Gesetzes (als Be-
standteil der betrachteten Grundmenge) enthalten
und wird zum anderen durch das Gesetz erschlos-
sen. Bezogen auf das Beispiel konnte ein mogliches
Gesetz lauten: ,Wenn man bei der Addition zweier
Summanden die Reihenfolge der Summanden
tauscht, dann dndert sich das Ergebnis nicht“. Darin
enthalten waére der Fall, dass ,,die Zahlen 3 und 5 in
den Termen 3 + 5 und 5 + 3 vertauscht sind”.

Wenn das Gesetz erkannt ist, |asst sich das vormals
erklarungsbedirftige Phdanomen als ein Resultat
R(xo0) des Gesetzes realisieren: Die Ergebnisgleichheit
von 3 + 5 und 5 + 3 ist eine konkrete Realisierung
der Ergebnisgleichheit bei der Vertauschung
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beliebiger Summanden. Somit bekommt das Phano-
men relativ zum Gesetz einen neuen logischen Sta-
tus und wird als Resultat bezeichnet. Um diesen Pro-
zess der Relation von Phdanomen und Gesetz zu be-
ricksichtigen, werden in nachfolgenden Abdukti-
onsschemata stets beide Begriffe verwendet. Dieser
Wechsel von Phdanomen zum Resultat ldsst sich im
Abduktionsschema zudem durch eine Verschiebung
des Schlussstriches darstellen (s. Abb.3 — gestri-
chelte Linie bzw. durchgezogenen Linie).

Wurde das Phanomen als Realisierung des Konsequ-
ens des Gesetzes identifiziert, so stellt die Abbildung
nicht mehr die kognitive Generierung bzw. den
(moglichen) ,,Gedankengang desjenigen [...], der
eine Abduktion vollzieht, sondern vielmehr die Rati-
onalitat der sich in der Interaktion 6ffentlich zeigen-
den Darstellung einer Abduktion: Die Plausibilisie-
rung einer Hypothese” (Meyer, 2010, S. 47) dar. ,,Die
Abduktion ermoglicht es also, eine [hypothetische]
Erklarung ausgehend von beobachteten Phianome-
nen zu finden” (Meyer, 2010, S. 43). In solchen Situ-
ationen nutzen wir das Gesetz quasi als Pramisse,
um den Fall als Erklarung plausibel zu machen.

Phanomen [ Resultat: —— R(xo)
Gesetz: vj: F(xj) = R(xj)
Fall: F(x0)
Abb. 3: Schema der kognitiven Generierung (gestrichelte Li-

nie; das beobachtete Phanomen ist die einzige gege-
bene Pramisse) sowie der Gffentlichen Plausibilisie-
rung (durchgezogene Linie; der Schlussstrich befindet
sich unter dem Gesetz, das Phanomen wurde bereits
als Resultat des Gesetzes identifiziert) einer Abduktion
(s. Meyer, 2010, 2015)

In der vorliegenden Studie bendtigen wir beide Vari-
anten der Abduktion: Zunichst werden AuRerungen
von Schiler*innen rekonstruiert, die das Gesetz als
Pramisse bei der 6ffentlichen Plausibilisierung von
Entdeckungen verwenden (s. Meyer, 2007). An-
schlieBRend werden potentielle Erkenntnisprozesse
rekonstruiert, in denen das Gesetz zunidchst noch
nicht den Status einer Pramisse hat. Diese Prozesse
werden aus Forschungsperspektive dargestellt, um
mogliche Erkenntnisprozesse zur Aufgabengabenl6-
sung zu verdeutlichen. In letztgenannten Situatio-
nen wird das Gesetz also nicht als Pramisse betrach-
tet, wahrend es in erstgenannten Situationen (der
Rekonstruktion von Peggys AuBerungen) eine Pra-
misse zur Plausibilisierung des erklarenden Falles
darstellt. Zur Gewahrleistung einer besseren Uber-
sichtlichkeit wird in beiden Situationen von Phdno-
men/Resultat gesprochen.
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Anders als bei der Deduktion handelt es sich bei der
Abduktion nicht um einen sicheren Schluss, da die
herangezogenen Gesetze hypothetisch sind und das
Phanomen moglicherweise auch mit anderen Geset-
zen erklarbar ist, die wiederum zu anderen Féllen
fihren kénnen (Meyer, 2007).

Die Abduktion in Abbildung 4 ware beispielsweise
fachlich naheliegend, wenn folgendes Set an Additi-
onsaufgaben vorliegt:

543 = 7+5=

Phéno- Das Ergebnis der Aufgaben in der lin-

men / ken Spalte ist jeweils 8 und in der

Resultat:  rechten Spalte ist es jeweils 12.

Gesetz: Wenn ich die Reihenfolge der Sum-
manden in einer Additionsaufgabe
tausche, dann bleiben die Ergebnisse
gleich.

Fall: Die Reihenfolge der Summanden 3
und 5 sowie 5 und 7 wurde je ver-
tauscht.

Abb. 4: Abduktionsschema einer fachlich ,naheliegenden”

Entdeckung von Lernenden

Wenn Lernende das Kommutativgesetz an solchen
Aufgaben erst noch ,,entdecken” sollen, konnten sie
zur Erklarung des beobachteten Phanomens der Er-
gebnisgleichheit auch andere (hypothetische) Ge-
setze heranziehen oder daran herleiten. Beispiels-
weise kdnnte die Gleichheit der Ergebnisse auch mit
der Existenz der Zahl 5 in beiden Aufgabensets er-
klart werden (s. Abb. 5 linkes Beispiel). Oder Ler-
nende erkennen anstelle des Kommutativgesetzes
gar ein anderes erklarungsbedirftiges Phanomen,
wie z. B. dass die Ergebnisse 8 und 12 gerade sind.
Damit kdnnen die Lernenden ebenfalls liber andere
(hypothetische) Gesetze auf andere, das beobach-
tete Phdnomen erklarende Fille kommen, wie bei-
spielsweise, dass je beide Summanden in den Aufga-
bensets ungerade sind (s. Abb. 5 rechtes Beispiel).

Die Abduktionsschemata in Abbildung 5 zeigen, dass
sowohl zum gleichen Phanomen verschiedene (hy-
pothetische) Gesetze und Fille erklarend herange-
zogen werden koénnen, als auch andere Phanomene
erkannt werden kénnen. Ein anderes Phianomen
kann dann ebenfalls zu anderen herangezogenen
Gesetzen und auch zu anderen Fallen fiihren.
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Phéno- Das Ergebnis der | Die vorkommen-

men / Aufgaben in der | den Ergebnisse

Resultat:  linken Spalte ist | 8und 12 sind ge-
jeweils 8 und in | rade.
der rechten Spalte
ist es jeweils 12.

Gesetz: Wenn in beiden | Wenn die bei-
Additionsaufga- den Summan-
ben eine 5 enthal- | den einer Additi-
ten ist, dann | onsaufgabe un-
bleibt das Ergeb- | gerade sind,
nis gleich. dann ist das Er-

gebnis gerade.

Fall: In 3+5, 5+ 3|3 und5sowie5
undauchin5+4+7, | und 7 sind je
7+ 5 ist je die | zwei ungerade
Zahl 5 enthalten. | Zahlen.

Abb.5: Abduktionsschemata zweier alternativer Abduktionen

Die Abduktion verhilft auch, mathematische Bezie-
hungen in Darstellungen zu erkennen. So muss das
Ergebnis der Rechnungen 5 + 3 und 3 + 5 nicht (per
Taschenrechner) ausgerechnet werden, um die
Gleichheit der Ergebnisse als erklarungsbeddrftiges
Phianomen zu erkennen. Beispielsweise konnen
auch Cuisenaire-Stabe aneinandergelegt werden
und die Gleichheit der Gesamtlange kann dann den
Anlass dazu geben, das Kommutativgesetz zu erken-
nen. Der erklarende Fall wiirde sich dann vermutlich
daraus ergeben, dass (nur) die Reihenfolge der Stiabe
verdandert wurde. Das Abduktionsschema kann hel-
fen, verschiedene Bearbeitungsmoglichkeiten zu ei-
ner gegebenen Aufgabe zu rekonstruieren und den
Blick dahingehend zu 6ffnen, dass im Unterricht mit
einer gegebenen Aufgabe mehrere (auch fachlich
unpassende) Losungsmoglichkeiten denkbar sind (s.
Abb. 5).

Die Abduktion lasst sich dariiber hinaus nach Eco
(1985) in drei Arten unterteilen: Die Unterscheidung
liegt darin, ob das zur Klarung der Phanomene her-
angezogene Gesetz bereits bekannt ist und (1) ent-
weder quasi auf der Hand liegt, sich also ,,automa-
tisch oder halb-automatisch [ergibt]“ (S. 299). Eco
spricht dann von einer ,lbercodierten Abduktion”
(S. 299f.). Oder (2) das Gesetz zwar bekannt ist, aber
,aus einer Folge von gleichwahrscheinlichen Geset-
zen ausgewahlt” (S. 300) werden muss, es somit
nicht direkt auf der Hand liegt, was Eco eine ,,unter-
codierte Abduktion” (S. 300f.) nennt. Ist das Gesetz
hingegen noch nicht bekannt und wird erst neu ge-
neriert, so ist dies (3) eine ,kreative Abduktion“ (S.
301). Jeweils wird das Gesetz herangezogen oder

generiert, um dem Phdnomen einen ursachlichen
Fall zuordnen zu kénnen (Meyer, 2010).

Bezogen auf die Abduktion in Abbildung 4 zu Sum-
men mit vertauschten Summanden, wére dann the-
oretisch unterscheidbar, ob

e das Gesetz zum Gleichbleiben des Ergebnisses
beim Vertauschen der Summanden bereits be-
kannt ist und zur Losung der Aufgabe (als Erkla-
rung fiir das Phanomen) quasi auf der Hand liegt
und genutzt werden kann (Ubercodierte Abduk-
tion) oder

e konkurrierende Gesetze zur Verfligung stehen
(wie beispielsweise das Gleichbleiben des Ergeb-
nisses beim gegensinnigen Verdndern), sodass
das Gesetz zum Vertauschen der Summanden
als eines von passenden Gesetzen ausgewahlt
wurde und somit nicht auf der Hand liegt (unter-
codierte Abduktion) oder

e zuvor keine Ursache fiir das Phanomen bekannt
war, sodass Gesetz und Fall zum Vertauschen
der Summanden als Ursache fiir das gleiche Er-
gebnis neu generiert werden mussten (kreative
Abduktion).

In allen drei aufgezahlten Varianten passt die Abduk-
tion aus Abbildung 4 als moglicher zugrundeliegen-
der Erkenntnisprozess. Der Unterschied ist, inwie-
fern das herangezogene Gesetz bereits bekannt, mit
anderen konkurrierend oder neu zu generieren ist.
Die theoretische Unterscheidung der ,Herkunft” der
Gesetze zu rekonstruierten Abduktionen ldsst sich
empirisch schwer treffen und ist zumeist nur relativ
zur gegebenen Situation entscheidbar.

Die theoretischen Hintergriinde zu Darstellungen
und der Abduktion zusammenfassend, lasst sich der
Forschungsschwerpunkt des Artikels herausarbei-
ten: Darstellungen verhelfen der Reprdsentation
mathematischer Strukturen. Das Erkennen mathe-
matischer Strukturen in Darstellungen ist ein Deu-
tungsprozess und Darstellungen sind daher prinzipi-
ell mehrdeutig. Mit anderen Worten: Der abduktive
Schluss zum Erkennen eines Gesetzes ist kein not-
wendiger, sondern nur ein hypothetischer. Wenn
nun mehrere Darstellungen, womoglich inklusive ei-
nes Wechsels der Darstellungsform, betrachtet wer-
den, so sind auf verschiedenen Ebenen Entde-
ckungsprozesse notwendig: Wenn die Lernenden in
der ersten Darstellung nicht die notwendige mathe-
matische Struktur erkannt haben, so womaoglich in
der zweiten. Wenn sie die Struktur schon in der ers-
ten erkannt haben, so ware beispielsweise fraglich,
ob sie dies in der zweiten ebenso machen wiirden.




Uns sind keine Untersuchungen bekannt, die sich
mit der Interaktion am Zeitpunkt des Wechsels von
Darstellungen (womdglich inklusive eines Wechsels
der Darstellungsform) beschaftigt haben. Konkret
fir den Anlass dieses Artikels stellte sich uns die
Frage: Welche Erkenntnisprozesse werden im Wech-
sel von Darstellungen 6ffentlich? Zur Rekonstruktion
dieser Erkenntnisprozesse wird die Abduktion ver-
wendet.

3. Methode und Methodologie

In diesem Artikel wird ausgehend von (erklarungsbe-
dirftigen) Phdnomenen aus der Empirie des Mathe-
matiklernens mit Hilfe bekannter Theorien (u. a. der
Abduktion) auf neue Erkenntnisse geschlossen (u. a.
Erkenntnisprozesse beim Darstellungswechsel). Das
Abduktionsschema und die Arten der Abduktion
werden u. a. fir die Unterscheidung nétiger und
moglicher Prozesse beim Darstellungswechsel ge-
nutzt. Es werden entstehende Herausforderungen
fir Lernende fokussiert, in der Bearbeitung einer
Aufgabe eine Passung zwischen bisherigen Bearbei-
tungsideen/-ansatzen und einer neuen Darstellung
zu finden. Das soll helfen, den nétigen kreativen Pro-
zess zu analysieren, in dem Lernende (gleiche) Struk-
turen zwischen verschiedenen Darstellungen in der
Aufgabenbearbeitung erkennen sollen.

Dem methodischen Vorgehen liegt eine sozial kon-
struktivistische Perspektive auf Lernen zugrunde (s.
u. a. Bauersfeld, 2000; Cobb & Yackel, 1998; von Gla-
sersfeld, 1995): Demzufolge kann Wissen nicht pas-
siv aufgenommen werden, vielmehr findet eine ak-
tive Auseinandersetzung statt. Im Sinne des sozialen
Konstruktivismus wird zudem die Relevanz des sozi-
alen Austausches fiir die Erkenntnisgenerierung be-
tont: Das bedeutet, dass es neben Lerngelegenhei-
ten auch insbesondere Interaktionspartner*innen
bedarf, um im Austausch Erkenntnisse zu generie-
ren, anzupassen und zu erweitern. Wissen basiert
also auf , Erfahrungen [...] in einem Kontext, in einer
konkreten Situation” (Bauersfeld, 1985, S. 11), so-
dass Wissen kontextgebunden in sogenannte ,,Sub-
jektive Erfahrungsbereiche [SEB]“ (Bauersfeld, 1985,
S. 11) gespeichert wird. , Die entscheidende Grund-
lage fir die Bildung eines SEB sind die Handlungen
des Subjekts und der von ihm konstruierte Sinnzu-
sammenhang, genauer: deren Ausformungen in der
sozialen Interaktion. Gerade im Mathematikunter-
richt beziehen sich die subjektiv bedeutsamen Hand-
lungen eng auf die angebotenen konkreten Veran-
schaulichungsmittel“ (Bauersfeld, 1985, S. 14). Da-
her wurde fir die Erhebung der Einsatz von und die
Auseinandersetzung mit (konkreten) Darstellungen
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in verschiedenen Darstellungsformen gewahlt. Zu-
dem wurde in der Analyse mit Hilfe der interpretati-
ven Unterrichtsforschung der Fokus auf die Interak-
tionen gerichtet, um entsprechende Erkenntnispro-
zesse naher zu untersuchen.

Mit Hilfe der Theorie des Konstruktivismus und der
Abduktion lasst sich die bei diesem Vorgehen zu be-
ricksichtigende Mehrdeutigkeit von Darstellungen
erklaren: Denn (mathematische) Zusammenhange
mussen ausgehend etwa von Elementen der Darstel-
lung aktiv vom Subjekt konstruiert werden und diese
Konstruktionen sind abhdngig von bisherigen Erfah-
rungen und dem jeweiligen Kontext. Lernende brin-
gen auf der einen Seite stets Vorerfahrungen mit
(SEB) — auf der anderen Seite ist zu betonen, dass
selbst wenn Lernende gewisse Erkenntnisse in ande-
ren Situationen bereits erworben haben, diese nicht
automatisch in jeder Situation abgerufen und ange-
wendet werden konnen (Bauersfeld, 1985). Auf-
grund der Mehrdeutigkeit ist es eine wichtige Auf-
gabe in der nachfolgenden Analyse der Situation,
den Blick fur verschiedene mogliche Deutungen zu
offnen.

3.1 Datenerhebung und -auswahl

Flr diesen Artikel wird auf eine Erhebungssituation
zuriickgegriffen, in der insgesamt 29 Lernende der
Jahrgangsstufe 5 aus einer integrierten Gesamt-
schule einzeln oder in kleinen Gruppen teilgenom-
men haben. Sie sollten je zwei Mathematikaufgaben
jeweils mit zusatzlicher Hilfe durch vier verschie-
dene, vorgegebene Bearbeitungsansdtze in ver-
schiedenen Darstellungsformen bearbeiten. Diese
Bearbeitungsansatze wurden auf verschiedenen
Karten dargelegt. Die Lernenden salRen dafiir nach-
einander mit einer Interviewerin in einem separaten
Raum.

Kern der eingesetzten Aufgabe A war die Begriin-
dung des Kommutativgesetzes (Aufgabenstellung:
Warum ist es beim Plusrechnen egal, ob ich 3 + 5
oder 5 + 3 rechne? Ist das bei anderen Zahlen auch
egal? — Begriinde.®). Die Aufgabe ist bewusst vom
Schulstoff aus niedrigeren Klassenstufen gewahlt,
damit der Analysefokus vermehrt auf der Prasenta-
tion der Aufgabenbearbeitung und insbesondere auf
der Begrindung liegen kann und weniger darauf, ob
die Aufgabe gelost werden kann. Bei der Bearbei-
tung von Aufgabe A soll von den Lernenden als mog-
liche Unterstiitzung wiederholt ein Wechsel der Dar-
stellung vollzogen werden. Diese Darstellungswech-
sel wurden mit Karten, welche je einen Bearbei-
tungsansatz® zur Aufgabe enthalten, initiiert. Dabei
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sind die Darstellungsformen (s. Sektion 2.1) wie folgt
den Karten zuzuordnen:

e Enaktiv: Aufforderung, die Aufgabe mit Hilfe von
Material darzustellen (Wendeplattchen und
kleine Holzwiirfel in vier verschiedenen Farben
standen zur Verfiigung)

e lkonisch: bildliche Darstellung als Bearbeitungs-
ansatz der Aufgabe (s. Abb. 2)

e Symbolisch: Beginn einer moglichen Termum-
formung zur Aufgabe (,3+5=(1+1+1)+
A@+1+1+1+1)= .. und ,5+3=..59
fir diesen Artikel nicht ndher im Fokus)

e Verbal/narrativ: Bereitstellung von Worten, die
zur Verbalisierung einer Aufgabenbearbeitung
genutzt werden kdnnen (z. B.: ,zerlegen”, ,zu-
sammen®, ,vertauschen”; flir diesen Artikel
nicht ndher im Fokus)

Die Lernenden bekamen zur Bearbeitung ausrei-
chend Platz flr eigene Notizen und Zeit, sich mit der
Aufgabe auseinanderzusetzen, um den mathemati-
schen Zusammenhang zunéchst selbst zu erkennen
und anschlieBend zu begriinden. Nach der eigenen
Bearbeitung wurden die Karten mit moéglichen Bear-
beitungsansatzen als mogliche Hilfen in den ver-
schiedenen Darstellungsformen vorgelegt. Die Ler-
nenden durften anschlieBend selbst auswahlen, wel-
che Karte sie als nachstes unterstiitzend hinzuziehen
wollen, sie wurden dabei gefragt, welche Karte
ihnen (noch) bei der Bearbeitung der Aufgabe helfen
koénnte. Nach und nach sollten sie alle Karten nutzen
und somit die Aufgabe entweder nochmals mittels
einer anderen Darstellung bearbeiten, die bisherige
Idee weiter ausbauen, dndern oder mithilfe dieser
Darstellung tUiberhaupt auf eine Idee fiir die Bearbei-
tung kommen, sofern dies vorher noch nicht gesche-
hen war.

Mit dem Wechsel der Karten wurde ein Wechsel der
Darstellung und auch der Darstellungsform initiiert.
Dieser Wechsel hatte bei den Lernenden zu einem
Vernetzen der Darstellungen fiihren kénnen. Dies
wurde in der Erhebungssituation nicht explizit for-
ciert. Angeleitet wurde die Situation jeweils von ei-
ner Interviewerin, die sich an diesen zuvor beschrie-
benen Ablauf und an Leitfragen (z. B. ,Welche Karte
konnte dir (noch) bei der Bearbeitung der Aufgabe
helfen?”) orientiert hat, sodass das Vorgehen als
halbstandardisiertes Leitfadeninterview eingeord-
net werden kann (s. u. a. Helfferich, 2019; Selter &
Spiegel, 2007).

An dieser Stelle sei angemerkt, dass das Vorgehen
der Erhebungssituation primar von wissenschaftli-
chem Interesse, im Sinne eines mathematikdidakti-
schen Erkenntnisgewinns, und nicht von fachdidak-
tischem Interesse, mit Ziel einer optimalen Lernum-
gebung, gepragt war. So wurde die Aufgabe for-
schungslogisch ausgewahlt, um die Bearbeitung die-
ser im Zusammenhang mit den verschiedenen Dar-
stellungen zu untersuchen. Es wird kein Fokus darauf
gelegt, inwiefern dies eine geeignete Aufgabe fir
den Mathematikunterricht darstellt. Genauso ist das
Vorgehen, alle dargebotenen Darstellungen nachei-
nander zur Bearbeitung zu nutzen, forschungslo-
gisch begriindet. Es zielt darauf ab, verschiedene
Darstellungswechsel zu initiieren, um diese Prozesse
naher in den Blick nehmen zu kénnen. Somit ergibt
sich der Schwerpunkt des Artikels: Welche Prozesse
lassen sich im Wechsel der Darstellungen wahrend
der Bearbeitung einer Aufgabe hinsichtlich der Uber-
tragbarkeit und Anpassung oder Anderung der Bear-
beitungsidee rekonstruieren und differenzieren? Re-
konstruierbar wird die Bearbeitungsidee mit Hilfe
des Abduktionsschemas und darin insbesondere der
Gesetze als der Bearbeitung zugrundeliegender
Ubergeordneter Ideen.

3.2 Analysemethoden

Die Auseinandersetzung mit der Aufgabe wurde vi-
deografiert. AnschlieRend wurden solche Sequen-
zen ausgewahlt und transkribiert, die Irritationen,
Unvereinbarkeiten mit einer fachlichen Perspektive,
interne Widerspriiche o. A. enthalten, um diese Phi-
nomene naher zu betrachten und zu analysieren.
Der Grund fur die Wahl solcher Szenen ist, dass Irri-
tationen, Widerspriiche, etc. bedingen, dass expli-
zite Aushandlungsprozesse zwischen den an der In-
teraktion beteiligten Personen oder auch nur von ei-
ner Person in der Auseinandersetzung etwa mit der
Darstellung stattfinden. Diese Aushandlungspro-
zesse erlauben es, durch die ausfiihrlicheren AuRe-
rungen tiefere Einblicke in die Bearbeitungsprozesse
zu erhalten. Ansonsten zumeist implizit bleibende
Aspekte (z.B. Routinen, s. Voigt 1984) kdnnen
scheinbar nicht einfach angewendet werden. So
wurde auch die zu Beginn dieses Artikels prasen-
tierte Sequenz als ein (iberraschendes empirisches
Phanomen ausgewahlt, fiir welches aus einer For-
schungsperspektive im Sinne der Abduktion nach ei-
ner Erklarung gesucht werden soll. Anhand des Tran-
skriptes soll der Deutungsprozess, der durch einen
Darstellungswechsel innerhalb der vorgestellten
Aufgabe initiiert wird, analysiert werden.




Der in der nachfolgenden Sektion dargestellten Ana-
lyse liegt eine Interaktionsanalyse zugrunde, mit der
das Phdnomen orientiert an der Interpretativen Un-
terrichtsforschung nach Voigt (1984) betrachtet
wird. Folgende Aspekte werden in der Analyse be-
ricksichtigt (fur eine ausflhrlichere Darstellung s.
Voigt, 1984; s. a. Jungwirth, 2003):

1) Die forschende Person betrachtet die
Transkriptausschnitte zunachst mit dem alltagli-
chen Verstand (Voigt, 1984), um sich der eige-
nen subjektiven Deutung bewusst zu werden
und sich dann von dieser moglichst zu 16sen, um
vorschnelle Schlussfolgerungen zu vermeiden
und um moglichst neue, kreative Deutungen zu
vollziehen.

2) Die ausgewahlten Transkripte werden sequenz-

analytisch interpretiert. Mit dieser , extensiven
Interpretation” (Jungwirth, 2003, S.194) der
EinzelduRerungen ,wird [zum einen] versucht,
die subjektiven Deutungen der Schiiler*innen zu
erfassen, zum anderen wird zudem versucht,
den objektiven Sinnzusammenhang zu rekon-
struieren” (Meyer, 2021, S.115), um ,mehr”
(Be-)Deutung zu erlangen. Hierbei wird die inter-
viewte Person in Auseinandersetzung mit der
Aufgabe, den Darstellungen u. a. auf den Karten,
und mit der Interviewerin betrachtet. Die einzel-
nen AuRerungen (Turns) werden schrittweise
analysiert.
Die gewonnenen Hypothesen ermdglichen Vor-
hersagen iiber die nachfolgenden AuRerungen
und diese werden schrittweise unter Einbezug
der tatsachlichen FolgeduRerungen gepriift. Tre-
ten notwendige oder mogliche Konsequenzen
ein, so wird die Hypothese bestatigt. Dieses Vor-
gehen wird als ,turn-by-turn-Analyse” (Voigt,
1984, S. 113) bezeichnet.

3) Im letzten Schritt werden die rekonstruierten
Deutungen, die sich im Verlauf der Interaktion
bewihrt haben — die sogenannten ,,Deutungshy-
pothese[n]“ (Voigt, 1984, S. 114) — zusatzlich mit
Hilfe der dargestellten Theorie der Abduktion (s.
Sektion 2.2) zusammengebracht. Das heil3t, an-
hand der Deutungshypothesen werden mogli-
che Abduktionen rekonstruiert, welche die 6f-
fentlich gewordenen Entdeckungsprozesse wie-
derspiegeln. Die Ergebnisse dieses Schrittes fin-
den sich in Sektion 4.

Um die Prozesse im Wechsel der Darstellungen na-
her untersuchen zu kdnnen, wird also zunachst die
turn-by-turn-Analyse inklusive daraus rekonstruier-
ter Abduktionen liber die Auseinandersetzung mit
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einer Karte bzw. Darstellung dargelegt. Anschlie-
Rend werden folgende Schritte in der Analyse durch-
gefiihrt:

4) Zunachst wird hypothetisch ergriindet, inwie-
fern sich die rekonstruierten Abduktionen aus
der ersten Sequenz (im Sinne moglicher Aufga-
benbearbeitungen mit Hilfe einer Karte) aus the-
oretischer bzw. fachlicher Perspektive auf eine
andere Karte (mit einer anderen Darstellung)
Ubertragen lassen. Dieser Schritt geschieht also
losgelost von der konkreten Situation und ist
wichtig, um zu prifen, ob das rekonstruierte
Vorgehen (also die rekonstruierten Gesetze und
Falle) potenziell auf die andere Darstellung tGber-
tragbar ware.

5) AnschlieBend werden auch in der zweiten Se-
quenz, der die Auseinandersetzung mit einer an-
deren Karte zugrunde liegt, mogliche Abduktio-
nen rekonstruiert und in Einbezug der vorheri-
gen Uberlegungen gepriift, welche méglichen
Gesetze und Falle sich anhand der Interaktion
als auf die neue Darstellung lGbertragbar erwei-
sen oder nicht.

Durch diese Vergleiche (fachlich/theoretisch)
moglicher und aus der Interaktion rekonstruier-
barer Ubertragungen von Gesetzen und Fillen
sollen die Prozesse im Wechsel der Darstellun-
gen naher beschrieben, unterschieden und ver-
standen werden kdnnen.

Bei den Rekonstruktionen der Abduktionen gibt es
einen gewissen Deutungsspielraum, weil die Pro-
zesse a) von den Forscher*innen interpretiert und b)
von den Beteiligten/Lernenden nicht nach dem
Schema bewusst vollzogen werden und insbeson-
dere die dahinterliegenden Gesetze der Abduktio-
nen in der Interaktion meist implizit bleiben (u. a.
Meyer, 2010). Somit gibt es verschiedene maogliche
zum rekonstruierten Phanomen passende Gesetze
und Falle, die auch unterschiedlich kombiniert wer-
den und dennoch als plausibel fiir die Erklarung gel-
ten kdnnen. Daher werden in der Analyse insbeson-
dere bei Schritt (4) und (5) verschiedene Spielarten
von potenziell moglichen Gesetzen und Fallen und
wie sie sich gegenseitig implizieren beziehungsweise
ausschlieBen betrachtet. Es werden also beispielhaft
verschiedene mogliche Abduktionen beschrieben,
quasi ,durchgespielt’, weshalb von Spielarten die
Rede ist.

Es sei angemerkt, dass es sich um empirische z. T.
aus der Interaktion rekonstruierbare Prozesse han-
delt. ,,Die Rekonstruktionen von Entdeckungen mit-
tels des Schemas der Abduktion koénnen die
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Rationalitat’ des 6ffentlichen Entdeckungsprozesses
aufzeigen [...]. Der [tatsdchliche] kognitive Prozess
beim Erkennen mathematischer Zusammenhange
(der ,Geistesblitz’) bleibt hingegen der Mystik liber-
lassen. Denn die rekonstruierte Rationalitdit muss
natirlich nicht der Rationalitat des Schiilers entspre-
chen, der den mathematischen Zusammenhang ver-
offentlicht” (Meyer, 2010, S. 53). In diesem Artikel
geht es um das Herausarbeiten verschiedener Spiel-
arten moglicher Gesetze und Falle, die ein Phano-
men erklaren kénnen. Dadurch soll der Blick im An-
schluss an die Analyse hin zu verschiedenen, von der
Situation losgelosten, moglichen Erkenntnisprozes-
sen beim Darstellungswechsel getffnet werden. In
dem Herausarbeiten verschiedener Spielarten soll
dargelegt werden, welche verschiedenen Gesetze
und damit einhergehenden Falle ein Phanomen er-
klaren kdnnen und wie sich dies im Erkenntnispro-
zess gegenseitig bedingt. Im Fokus steht, was ein an-
deres Gesetz oder ein anderer herangezogener Fall
jeweils fureinander bedeuten und welche Erkennt-
nisprozesse® dafiir bei den Lernenden nétig wéren.
Dies wird insbesondere beim Wechsel der Darstel-
lung interessant.

4. Analyse der Interviewsequenz

In der nachfolgenden Analyse wird die in Sektion 1
dargestellte Sequenz mit Peggy, in der sie Aufgabe A
zum Kommutativgesetz bearbeitet, aufgegriffen und
naher betrachtet.

Aufgabenbearbeitung mittels ,,enaktiver Karte“

Peggy scheint in enaktiver Darstellungsform die Auf-
gabe mit ,den Steinen” dargestellt zu haben (,,dann
mache ich das gerade mit den Steinen” (T1.1)), weil
da ,ja dasselbe rauskommen” (T1.3) wird. Dabei
kénnte sich ,,das”, was mit den Steinen dargestellt
wird, auf den ersten Term ,,3 + 5“ aus der Aufgaben-
stellung beziehen oder auch auf die komplette Bear-
beitung der Aufgabe mithilfe der Steine und der
nachfolgenden Handlung. Zur zweiten Interpreta-
tion passt, dass Peggy blaue und gelbe Holzwiirfel
nimmt und damit ,die drei und die fanf“ (T1.1) als
Mengen zunachst nebeneinander legt mit rechts
blau und links gelb. AnschlieRend schiebt sie die
Holzwiirfel zu einer Menge zusammen und legt sie
dann wieder getrennt nebeneinander in getauschter
Anordnung hin (vgl. Abb. 1 in Sektion 1). Dazu dulRert
sie: , die blauen plus die gelben Steinchen, wird ja die
acht rauskommen [...] und wenn ich die gelben plus
die blauen Steinchen wird ja auch acht entstehen”
(T1.3; 1.5). Im Zusammenspiel dieser Handlung und
den AuRerungen lasst sich vermuten, dass sie mit
dem Material die Terme ,,3 4+ 5“ und ,5+ 3“ der

Aufgabenstellung legt. Zudem scheint sie die
Summe, als Gesamtmenge der Holzwirfel, durch das
Zusammenschieben aller Wiirfel darzustellen. In Be-
zug auf die in der Aufgabe geforderte Begriindung
zur Vertauschbarkeit der Zahlen in der Addition, las-
sen sich anhand der Sequenz unter anderem fol-
gende mogliche Vorgehensweisen rekonstruieren,
auch wenn sie z. T. fachlich (noch) keine allgemeine
Begriindung® darstellen:

e Fiir das Aufgabenbeispiel 3 + 5 und 5 + 3 wird
mit finf gelben und drei blauen Holzwirfeln ge-
zeigt, dass es zusammen 8 sind, egal ob die gel-
ben oder blauen Holzwiirfel links bzw. rechts lie-
gen. Denn es werden von Peggy konkret diese
Mengen an Holzwiirfel gewéahlt und auch verba-
lisiert (T1.1).

e Betrachtet man die nachfolgenden Turns (T1.3;
T1.5), indenen nur noch von ,,die blauen plus die
gelben Steinchen” bzw. ,die gelben plus die
blauen Steinchen” gesprochen wird, so lasst sich
interpretieren, dass das konkret dargestellte
Beispiel stellvertretend fir beliebige Mengen
gelber und blauer Holzwirfel angesehen wer-
den kann. Dadurch kann der Gebrauch eines all-
gemeinen Gesetzes angenommen werden.

e Dariber hinaus konnten neben den konkreten
Mengen auch die konkreten Farben oder das
konkrete Material nur stellvertretend genutzt
worden sein: Denn beide Mengen werden mit je
einer Hand umfasst (T1.5) und kdonnten so auch
zwei beliebig groRe Mengen von beliebigen Ge-
genstanden darstellen. Die Anordnung der Men-
gen kann nun vertauscht werden, ohne die Ge-
samtmenge zu verandern. Das wiirde zur allge-
meinen AuBerung von , die Menge“ (T1.3; T1.5)
passen, die nicht verdandert wird. Also dndern
sich weder die einzelnen Mengen noch die Ge-
samtmenge an Elementen, wenn man die An-
ordnung verandert. Dies kdnnte somit als Be-
grindung losgeldst von dem konkret genutzten
Material interpretiert werden.

Zwar bleibt unklar, wie konkret das Vorgehen an das
Material und das Zahlenbeispiel gebunden ist, je-
doch scheint tiber ein Zusammenfiigen und Trennen
der Holzwirfel das Gleichbleiben der Ergeb-
nisse/Mengen dargestellt zu sein. Rekonstruiert mit
Hilfe der Abduktion (s. Sektion 2.2 und 3.2) ergeben
sich folgende Uberlegungen eines moglichen Er-
kenntnisprozesses in der Situation:

Als Ausgangspunkt und somit als Phdnomen / Resul-
tat (Re) lasst sich die mit der Aufgabe A gestellte
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Begriindungsaufforderung, dass die Reihenfolge der
Zahlen fur die Summe keine Rolle spielt, betrachten.
Beziehungsweise wird in der Handlung schon konk-
ret (enaktiv) mithilfe der Holzwiirfel dargestellt, dass
deren Anordnung keine Rolle spielt und die Menge
(als Ergebnis) gleichbleibt (s. T1.3: ,,die Menge ver-
andert sich ja dadurch nicht”). Dieses Phianomen
|asst sich damit erklaren, dass es sich um zwei unter-
schiedlich gefarbte Mengen an Holzwirfeln handelt,
die zusammengefiigt werden (s. T1.3: ,,wenn ich die
zusammen lege-“) — rekonstruierbar ist dieses Zu-
sammenfigen der Wiirfel als moglicher, das Phano-
men erklarender Fall (Fel). Das entsprechend der
Theorie der Abduktion zugehorige Gesetz, welches
hier nicht expliziert wird, kdnnte lauten: Wenn ich
zwei Mengen mit unterschiedlich gefarbten Elemen-
ten zusammenflige, dann spielt die Anordnung der
Elemente keine Rolle und das Ergebnis (der zugrun-
deliegenden Additionsaufgabe) ist dasselbe (G1). Zu-
sammen ergibt sich eine mdgliche Abduktion als
Peggys Bearbeitung potenziell zugrundeliegender
Prozess (s. Abb. 6).

Phdno- Re: Die Anordnung der Holzwiirfel

men / spielt keine Rolle und die Menge (als

Resultat: das Ergebnis der Addition) bleibt

(enaktiv - e) gleich. (vgl. Aufgabe A u. T1.3)

Gesetz: G1: Wenn ich zwei Mengen mit unter-
schiedlich gefarbten Elementen zu-
sammenfige, dann spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und
das Ergebnis® ist dasselbe.

Fall: Fel: Zwei Mengen mit unterschiedlich
gefdrbten Holzwiirfeln werden zu-
sammengefigt. (vgl. T 1.3+1.5)

Abb. 6: Mogliche Abduktion zu Peggys Aufgabenbearbeitung

mit der ,enaktiven Karte”

Wie dargestellt, wird der erkldrende Fall Fel (s.
Abb. 6) in der Interaktion nur angedeutet und auch
das Gesetz bleibt vorrangig implizit. Entsprechend
soll nun zunachst versucht werden, verschiedene
Spielarten der Abduktion zu finden, die sowohl the-
oretisch (aus fachlicher Perspektive) als auch empi-
risch (anhand der 6ffentlich werdenden Interaktion)
zur Sequenz passen. Es lieRen sich auch andere Fille
und Gesetze rekonstruieren. Diese Spielarten, als
verschiedene mogliche Abduktionen, die quasi
,durchgespielt’ werden, sollen ausschnitthaft den
Deutungsspielraum moglicher stattfindender Pro-
zesse beleuchten und lassen sich wie folgt rekon-
struieren:
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Es lasst sich zu dem beschriebenen Gesetz G1 (s.
Abb. 6) auch folgender Fall (F.2) rekonstruieren,
welcher die Farben der Holzwiirfel in den Blick riickt:

Fe2: Eine Menge mit gelben und eine Menge mit
blauen Holzwiirfeln wird zusammengefiigt. Denn
gelbe und blaue Holzwirfel waren, wie in G1 gefor-
dert, zwei Mengen mit unterschiedlich gefarbten
Elementen.

Dieser alternative Fall (Fe2) zu G1 wirde allerdings
auch zu folgendem Gesetz (G2) passen, welches be-
reits eine Spezifizierung der Farben der Elemente
beinhaltet:

G2: Wenn ich eine Menge mit gelben und eine mit
blauen Elementen zusammenfiige, spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und das Ergebnis ist
dasselbe.

Fel wiirde jedoch nicht mehr zu G2 passen, da die
Farben der Elemente in G2 festgelegt sind, in F.1 hin-
gegen nicht. Das Phidnomen / Resultat (R.) lieRe sich
auch durch einen dritten Fall erklaren, der nicht auf
die Farbe der Holzwiirfel fokussiert:

Fe3: Beliebige zwei Mengen an Holzwirfel werden
zusammengeflgt.

Das kdnnte beispielhaft bzw. stellvertretend mit drei
blauen und finf gelben Holzwiirfeln demonstriert
werden (s. Peggys Handlung T1.1-5). Ein solcher Fall
Fe3 bedirfte wiederum eines anderen Gesetzes, in
welchem ebenfalls von der Farbe der Elemente abs-
trahiert wird:

G3: Wenn ich zwei Mengen an Elementen zusam-
menfiige, spielt die Anordnung der Elemente keine
Rolle und das Ergebnis ist dasselbe.

Dieses Gesetz konnte auch zu den beiden zuvor ge-
nannten Fallen (Fel & Fe2) fithren, da dort die beiden
zusammengefligten Mengen lediglich hinsichtlich ih-
rer Farbe spezifiziert sind, wahrend G3 unabhangig
der Farbgebung, also allgemeiner, ist.

Diese kleine Auswahl soll zeigen: Peggys Handlung
am Material zur Bearbeitung der Aufgabe kénnen
verschiedene das Phdnomen erklarende (meist im-
plizit verbleibende) Gesetze und somit auch ver-
schiedene potenzielle Falle zu Grunde liegen. Zudem
konnen diese Falle auch verschieden kombiniert
sein, da zu einem Gesetz auch verschiedene Falle
passen kénnen und umgekehrt (zusammengefasst in
Abb. 7). Alle rekonstruierten funktionalen Elemente
des Abduktionsschemas finden nahezu gleicherma-
Ren Bezugspunkt an der Interviewrealitat. Insofern
ist die Frage einer ,besseren Passung” nicht zu
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klaren, sondern nur am weiteren Verlauf des Inter-
views rekonstruierbar.

Phdno-  Re: Die Anordnung der Holzwirfel
men / spielt keine Rolle und die Menge (als
Resul- Ergebnis) bleibt gleich.

tat:

(enaktiv - e)

Gesetz:  G1: Wenn ich zwei Mengen mit unter-
schiedlich gefarbten Elementen zu-
sammenfilige, dann spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und das

Ergebnis ist dasselbe.

G2: Wenn ich eine Menge mit gelben
und eine mit blauen Elementen zusam-
menflige, spielt die Anordnung der
Elemente keine Rolle und das Ergebnis
ist dasselbe.

G3: Wenn ich zwei Mengen an Elemen-
ten zusammenflige, spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und das
Ergebnis ist dasselbe.

Fall: Fel: Zwei Mengen mit unterschiedlich
gefarbten Holzwiirfeln werden zusam-

mengeflgt. (passend zu G1, G3)

Fe2: Eine Menge mit gelben und eine
Menge mit blauen Holzwiirfeln wird
zusammengefigt. (passend zu G1, G2,
G3)

Fe3: Zwei Mengen an Holzwiirfeln wer-

den zusammengeflgt. (passend zu G3)

Abb. 7: Mogliche zu Grunde liegende Abduktionen zu Peggys

Losungsansatz mit Hilfe der ,enaktiven Karte”

In der Sequenz zur Auseinandersetzung mit der Auf-
gabe mittels der , enaktiven Karte” lassen sich also
(auch unter Beriicksichtigung verschiedener Inter-
pretationsmoglichkeiten) verschiedene Bearbeitun-
gen der Aufgabe rekonstruieren. Die verschiedenen
Gesetze in den Spielarten zeigen verschiedene po-
tenzielle Bearbeitungsideen. Im Folgenden wird be-
trachtet, inwiefern die Bearbeitungsideen auf eine
andere Darstellung lbertragbar sind.

Vorhersagen zum weiteren Interviewverlauf

Da im weiteren Verlauf der Erhebungssituation die
»ikonische Karte“ vorliegt bzw. diese von Peggy ge-
nutzt wird, werden nachfolgend zunachst, entspre-
chend der dargelegten methodischen Schritte, Vor-
hersagen aufgestellt, ob und wie sich die angestell-
ten Interpretationen zur Aufgabenbearbeitung mit
Hilfe der enaktiven Darstellung (s. Abb.7)

theoretisch auf die ikonische Darstellung tGbertragen
lassen. Dazu wird zunachst ein zu Abbildung 7 analo-
ges Abduktionsschema (s. Abb. 8) fiir die ikonische
Darstellung (s. Abb. 2 in Sektion 1) erstellt. Daflr
miissen Phanomen und Fall konkret an die Situation
und somit auf die konkrete Darstellung bezogen an-
gepasst werden (Anderungen im Schema unterstri-
chen hervorgehoben). Da die Gesetze unabhangig
von konkreten Eigenschaften der Wurfel sind, wer-
den diese im Abduktionsschema tibernommen, um
ihre potenzielle Anwendbarkeit in der neuen Situa-
tion zu prifen.

Phéno-
men/
Resul-
tat:

(ikonisch - i)

Ri: Die Anordnung der Kastchen spielt
keine Rolle und die Menge (als Ergeb-
nis) bleibt gleich.

Gesetz:  G1: Wenn ich zwei Mengen mit unter-
schiedlich gefarbten Elementen zu-
sammenfiige, dann spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und das

Ergebnis ist dasselbe.

G2: Wenn ich eine Menge mit gelben
und eine mit blauen Elementen zusam-
menfiige, spielt die Anordnung der
Elemente keine Rolle und das Ergebnis
ist dasselbe.

G3: Wenn ich zwei Mengen an Elemen-
ten zusammenfiige, spielt die Anord-
nung der Elemente keine Rolle und das
Ergebnis ist dasselbe.

Fall: Fil: Zwei Mengen mit unterschiedlich
gefdrbten Kiastchen werden zusam-

mengeflgt. (passend zu G1, G3)

Fi2: Eine Menge mit gelben und eine
Menge mit blauen Kastchen wird zu-
sammengefiligt. (passend zu G1, G2,
G3)

Fi3: Zwei Mengen an Kastchen werden
zusammengefigt. (passend zu G3)

Abb. 8: Abduktionen zur Vorhersage einer Ubertragung auf

die ,,ikonische Karte”

Phanomen und Fall variieren je neuer Situation (hier:
je neuer Darstellung) zwangslaufig, da sie konkret
auf die Situation bezogen sind. Beim Wechsel der
Darstellung und gleichzeitigem Beibehalten einer
Bearbeitungsidee zur Aufgabe misste die zuvor er-
kannte RegelmaRigkeit (im Abduktionsschema das
Gesetz) aber gleichbleibend sein. Denn die mogliche
Bearbeitungsidee wird in der Rekonstruktion mit
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Hilfe der Abduktion abhangig vom Gesetz bzw. da-
rauf beruhend festgemacht.

Mit Blick darauf, wo im auf die ikonische Darstellung
Ubertragenen Abduktionsschema (s. Abb. 8) nach
wie vor eine Passung herrscht, fallt auf, dass die Ge-
setze G1 und G3 sowie die an die Situation analog
angepassten Fille Fi1 und F;3 ohne weitere Anderun-
gen auf die ikonische Darstellung Ubertragbar wa-
ren. Denn in der ikonischen Darstellung (s. Abb. 2 in
Sektion 1) sind beispielsweise pro Reihe je zwei
Mengen mit (unterschiedlichen) Elementen zu se-
hen, die zusammengefligt zu einer Reihe je dasselbe
ergeben (in Bezug auf die Gesamtmenge/-lange).

Bei Gesetz G2 aus Abbildung 8 hingegen ist keine
Passung mehr gegeben, dain der ikonischen Darstel-
lung die Farben gelb und blau nicht auftauchen. Das
Gesetz misste also entsprechend angepasst wer-
den, damit es zur ikonischen Darstellung passt oder
die Darstellung musste umgefarbt werden, damit sie
zum Gesetz G2 passt. Damit kommt auch Fall Fi2 in
der Form (ohne Anderung am Gesetz oder der Dar-
stellung) nicht mehr in Frage.

Je nach zugrundeliegender Abduktion kénnten hier
beim Wechsel der Darstellung also Gesetze und da-
mit verbundene Fille beibehalten werden oder
nicht. Ausgehend von den vorherigen Interpretatio-
nen ware es damit denkbar, dass Peggy die ikonische
Abbildung nachfolgend nutzt, um ein bisheriges Ge-
setz erneut aufzugreifen (z. B. Gesetze wie G1 oder
G3). Allerdings muss dies nicht notwendig so sein,
wie beispielsweise Gesetz G2 verdeutlicht.

Aufgabenbearbeitung mittels ,ikonischer Karte”

Nachdem einige mogliche Konsequenzen dargelegt
wurden, die die vorliegende Rekonstruktion zur Auf-
gabenbearbeitung mittels ,,enaktiver Karte” fir den
weiteren Verlauf der Situation bei Hinzunahme der
»ikonischen Karte” haben koénnten, wird nun mit
Blick auf die AuRerungen des Kindes in der Auseinan-
dersetzung mit der ,ikonischen Karte” betrachtet,
welche Konsequenzen realisiert zu werden schei-
nen. Es wird also analysiert, inwiefern die mittels
»ikonischer Karte“ rekonstruierbare(n) Bearbei-
tungsidee(n) zu denen der ,,enaktiven Karte“ von zu-
vor passen (kénnen). Dazu wird der weitere Verlauf
des Interviews betrachtet:

Peggy bietet als Reaktion auf die ikonische Darstel-
lung zwei Moglichkeiten einer Bildinterpretation an,
von denen sie sich dann fiir die erste Variante ent-
scheidet: ,entweder [..] die helleren Zahlen plus
oder die dunkleren Zahlen plus. ich nehme jetzt mal
die helleren” (T2.1). Anhand der AuRerungen, dass
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sie ,Zahlen plus“ nehmen und ,vertauschen”
mochte und diese Addition ,,auch dasselbe” ist,
»wenn ich die vertausche” bzw. ,das gleiche- selbe
herauskommen” wird, wird deutlich, dass sie die
Darstellung als zugehorig zur zu bearbeitenden Auf-
gabe zu identifizieren scheint (T2.1). Denn neben der
Rechenoperation und dem Vertauschen der Sum-
manden, bezieht sie sich damit wahrscheinlich auch
auf das gleichbleibende Ergebnis.

2.1 ... ahm .. entweder man nimmt es so,
Peggy | man nimmt, (deutet auf die hellen, dann
auf die dunklen Késtchen) die-, die helle-
ren Zahlen plus oder die dunkleren Zah-
len plus. ich nehme jetzt mal die helleren-
, drei plus drei-, sind sechs. da ist auch
dasselbe, wenn ich die vertausche (iiber-
kreuzt die Hénde) .. ja da wére es jetzt das
gleiche, aber- ... (bewegt die Handfldchen
iibereinander hin und her) es wird das
gleiche- selbe herauskommen.

Tab. 2:  Peggys Reaktion zur ikonischen Darstellung

lhre in der AuBerung erdffnete Méglichkeit, ver-
schiedene Aufgaben ,,nehmen” zu kénnen, deutet
darauf hin, dass sie das Kommutativgesetz losgelost
von den in der Aufgabenstellung vorgegebenen Ter-
men ,3 + 5 oder 5 + 3“ zu begriinden versucht bzw.
als gliltig zu erkennen scheint. Obwohl Peggy zuvor
selbst aus der Materialkiste pro Elementmenge eine
Farbe an Wiirfeln herausgesucht hat, scheint sie im
Bild auf der Karte (Abb. 2) die Addition nun in Bezug
auf Elemente der gleichen Farbe zu deuten. Das
kann daran liegen, dass fiir sie nicht direkt klar zu
sein scheint, wie sie die Darstellung fiir die Losung
der Aufgabe nutzen kann bzw. soll. Festmachen lasst
sich diese Interpretation von Unsicherheit seitens
Peggys an den zwei verschiedenen Moglichkeiten
der Nutzung der Abbildung (entweder hell oder dun-
kel —T2.1) sowie den Sprechpausen. Statt eine Unsi-
cherheit zu identifizieren, kann man die Sequenz
aber auch so deuten, dass Peggy das Kommutativge-
setz auch aufgabenunabhangig erkennen kann und
in der Abbildung dafiir verschiedene Méglichkeiten
erkennt und sich fiir eine entscheidet.

Mit Blick auf die oben rekonstruierten Gesetze in der
Auseinandersetzung mit dem Material (enaktiv, s.
Abb. 7) wére eine Ubertragung der bisherigen Vor-
gehensweise im Sinne von Gesetz G1 und G2 fir
Peggy notwendig mit Anderungen verbunden: Aus
»Zwei Mengen mit unterschiedlich gefarbten Ele-
menten” (G1) bzw. aus ,einer Menge mit gelben und
einer mit blauen Elementen” (G2) mussten schlicht
»Zwei Mengen“ werden. Dann ware es auch auf zwei
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gleich gefarbte Mengen anwendbar — was zu Peggys
AuRerungen in T2.1 passen wiirde. Nur mit Blick auf
Gesetz G3 (s. beispielhaft rekonstruierte Gesetze)
kénnte Peggy ihre Vorgehensweise beibehalten. G3
koénnte daher als ein der Vorgehensweise moglicher-
weise (implizit) zu Grunde liegendes Gesetz ohne
Anderung direkt auf die ikonische Abbildung und das
Vorgehen, entweder die hellen oder die dunklen
Kastchen zu betrachten, angewendet werden. Denn
auch fiir die Addition von den von ihr fokussierten je
drei hellen Kastchen pro Reihe, als ,,zwei Mengen an
Elementen” (G3), die man zusammenfigt, bleibt das
Ergebnis gleich, wenn man die Mengen vertauscht,
auch wenn es sich in diesem konkreten Beispiel um
zwei gleiche Mengen handelt. Mit ihrer kurzen An-
merkung zu dem Beispiel drei plus drei — ,,ja da ware
es jetzt das gleiche” (T2.1) — gibt sie darliber hinaus
den Anlass zur Interpretation, dass ihr der Sonderfall
dieses Beispiels von zwei gleichen Mengen bewusst
zu sein scheint und es also womaoglich als ein stell-
vertretendes Zahlenbeispiel zu sehen ist. Obwohl
Peggy also zunachst anders auf die Darstellung rea-
giert, als sich fachlich vermuten lielRe, lasst sich mit
G3 ein mogliches, der Bearbeitung Peggys zugrunde-
liegendes Gesetz rekonstruieren, welches sich von
der Bearbeitung mittels der ,enaktiven” zur ,ikoni-
schen Karte” beibehalten lieBe. Aber auch Anderun-
gen bisher zugrundeliegender Gesetze kdnnen, wie
beschrieben, moglich sein.

Zusammenfassend lasst sich anhand dieser Sequenz
und aus Peggys Perspektive (Deutung der ikonischen
Darstellung als Betrachtung von Mengen gleicher
Farbe) mit Hilfe der Rekonstruktion bereits eine
Trennung zweier moglicher Prozesse erkennen:

1) Eine potenzielle Bearbeitungsidee, die auf G3
basiert (Vertauschen von zwei Mengen), lasst
sich im Wechsel® von der , enaktiven” auf die
»ikonische Karte” ibertragen, ohne dass am (im-
plizit genutzten) Gesetz etwas angepasst wer-
den muss. Anpassungen werden lediglich in Be-
zug auf die Holzklotze hin zu den Kastchen auf
Ebene vom Phanomen und den Fallen nétig —
also in der konkreten Realisierung des Gesetzes.

2) Eine potenzielle Bearbeitungsidee, die auf G1
oder G2 basiert (Vertauschen unterschiedlich
bzw. gelb/blau gefdrbter Mengen), lasst sich nur
durch Anderungen der Gesetze auf die ikonische
Darstellung Gbertragen, sofern man die Darstel-
lung so deutet, dass immer gleichfarbige Ele-
mente zusammen betrachtet werden. Die an-
hand dieser Gesetze rekonstruierten Vorge-
hensweisen der Bearbeitung waren also mit

dieser Deutung nicht ohne Anderungen auf die
neue Darstellung Gbertragbar.

Der fir eine beobachtende Person (z. B. die Intervie-
werin) irritierende” Moment dieser Situation im
Ubergang von der einen zur anderen Darstellung —
hier, dass Peggy ihre Bearbeitungsidee mit Hilfe der
Holzklotze nicht auf die ikonische Darstellung zu
Ubertragen scheint — |dsst sich also mit Hilfe der Ab-
duktion naher beschreiben und untersuchen.

5. Ergebnisse — Um-/Neudeuten

Im Folgenden wird zunachst auf allgemein erkenn-
bare Aspekte in den Rekonstruktionen eingegangen,
bevor die beiden in Sektion 4 herausgearbeiteten
Prozesse beim Darstellungswechsel mit Hilfe der vo-
rangestellten Theorie der Abduktion diskutiert wer-
den.

Die Analysen haben gezeigt, dass der Umgang mit
den Darstellungen auf mehreren Wegen fachlich
zielfihrend sein kann. Somit ist die Mehrdeutigkeit
der gegebenen Darstellungen sowohl die Vorausset-
zung fir verschiedene (passende) Bearbeitungs-
wege als auch ein Potential flr fachliche Erkenntnis-
prozesse. In der Rekonstruktion moglicher Bearbei-
tungsprozesse mittels des Abduktionsschemas fallt
auf (s. v. a. Abb. 6-8), dass sich beim Wechsel der
Darstellung auch konkret auf diese eingelassen wer-
den muss. In der Rekonstruktion mittels der Abduk-
tion Iasst sich dies als Phdnomen verstehen: So muss
im obigen Beispiel im Wechsel von der enaktiven zur
ikonischen Darstellung von Holzwirfeln zu Kastchen
gewechselt werden — in den Worten der Abduktion:
Das Konsequens eines Gesetzes (R(x;) s. Abb. 3) muss
in der neuen Darstellung exemplifiziert werden koén-
nen, um ein Gesetz anzuwenden. Das Konsequens
ist dann auch in der Rekonstruktion im Phdnomen /
Resultat R(xo) wiederzufinden. So ist also der erste
wichtige Schritt, den konkreten Bezug der (neuen)
Darstellung zur Aufgabe zu erkennen — also die Rea-
lisierung des vorherigen Phdnomens in der neuen
Darstellung. Lernende bendtigen dafir die Idee,
dass Aufgaben oder Aspekte von Aufgaben auf ver-
schiedene Weise analog, z. B. mittels anderer Dar-
stellungen oder einem anderen Zahlenbeispiel, um-
gesetzt werden koénnen. Ein solcher Bearbeitungs-
prozess setzt Erfahrung in der Bearbeitung analoger
Aufgaben voraus, welche beispielsweise durch die
Bearbeitung sogenannter ,schéner Packchen” (oder
,Entdeckerpackchen” etc.) entstehen konnte, da
auch dabei ein vorheriges Vorgehen ahnlich wieder
anzuwenden ist.
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Beim Nutzen einer Darstellung fiir den Bearbei-
tungsprozess geht es neben dem Erkennen des Be-
zuges der Darstellung zur Aufgabe auch darum, wie
man die Darstellung fiir die Bearbeitung der Aufgabe
nutzen kann. Wahrend das Phdnomen und entspre-
chend auch der Fall als Realisierungen des Gesetzes
stets konkret an die Darstellung gebunden sind, lasst
sich das Gesetz je nachdem mit oder ohne Anderun-
gen auf andere Darstellungen/Darstellungsformen
libertragen. So lasst sich im Beispiel oben ein Gesetz
wie G2, welches konkret auf gelbe und blaue Ele-
mente bezogen ist, nicht ohne Anderungen auf die
grauen Kastchen Ubertragen, ein Gesetz wie G3 hin-
gegen, welches auf zwei Mengen (ohne Farbvor-
gabe) bezogen ist, schon. Auch wenn die Gesetze im
Bearbeitungsprozess meist implizit bleiben, sind sie
in der Rekonstruktion fir die Unterscheidung mogli-
cher stattfindender Prozesse relevant, da sie als
moglicher Anhaltspunkt fiir die Bearbeitungsidee
der Lernenden gedeutet werden kénnen.

Die Unterscheidung theoretisch moglicher Erkennt-
nisprozesse beim Wechsel einer Darstellung lasst
sich mit den Begriffen ,,Umdeuten” und , Neudeu-
ten” bezeichnen und begrifflich trennen sowie mit
den Arten der Abduktion theoretisieren:

Umdeuten

Als Umdeuten wird eine Ubertragung einer Bearbei-
tungsidee von einer zur anderen Darstellung ver-
standen. Dies zeichnet sich in der Rekonstruktion
dadurch aus, dass die (implizit genutzten) Gesetze
der Abduktion ohne weitere Anpassung auf die neue
Darstellung angewendet werden kénnen. Anpassun-
gen werden lediglich auf Ebene von Phanomen und
Fall notig — also in der konkreten Realisierung des
Gesetzes mit/in der Darstellung (hier in Bezug auf
die konkreten Elemente — z. B. Holzkl6tze oder Kast-
chen). Dies kann sowohl bei einer unter- als auch bei
einer Ubercodierten Abduktion zutreffen, da Ge-
setze beibehalten werden, also bereits bekannt sind
— unabhéngig davon, wie naheliegend das Gesetz in
der spezifischen Situation zu sein scheint (nahelie-
gendes, bekanntes Gesetz — Ubercodierte Abduk-
tion) und ob es das einzige bekannte passende Ge-
setz ist (mehrere konkurrierende, bekannte Gesetze
bzw. nicht naheliegendes Gesetz — untercodierte Ab-
duktion).

Neudeuten

Als Neudeuten wird der Prozess verstanden, der sich
durch das Andern der Bearbeitungsidee anhand der
neuen Darstellung auszeichnet. Das Neudeuten
zeichnet sich somit in der Rekonstruktion der Abduk-
tionen durch die Anderung vom Gesetz relativ zur
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vorherigen Aktivitat aus. Bisherige rekonstruierbare
Bearbeitungsideen lassen sich also nicht ohne Ande-
rung der Gesetze auf die andere Darstellung als
Ubertragbar erkennen. Dies kann bei tatsdchlicher
Neugenerierung eines Gesetzes in der Situation der
Bearbeitung der zweiten Darstellung eine kreative
Abduktion sein. Wenn das nun verwendete und im
Vergleich zur Bearbeitung mit der vorherigen Dar-
stellung andere, situativ ,,neue” Gesetz hingegen be-
reits bekannt war, also das Gesetz zu einem ande-
ren, aber dennoch ,bekannten” Gesetz gedndert
wird, kann auch eine untercodierte Abduktion vor-
liegen. Hier wiirden zumindest zwei bekannte Ge-
setze miteinander konkurrieren. Dass ein weiteres
bekanntes Gesetz quasi auf der Hand liegt, ist aus
fachlicher Sicht eher unwahrscheinlich, zumal das
zuvor behandelte und das aktuell angewendete Ge-
setz zumindest miteinander konkurrieren missten.
Gleichwohl bleibt fraglich, ob sich dies auch aus der
Perspektive von Lernenden so verhilt.

Liegt also eine Situation vor, in der (innerhalb der Be-
arbeitung einer Aufgabe) die Darstellung gewechselt
wird, so kann abhangig davon, ob das Gesetz mit
oder ohne Anderungen ,iibernommen” wird, zwi-
schen den Prozessen des Um- und Neudeutens un-
terschieden werden. Anders formuliert kann beim
Ubergang zu einer anderen Darstellung:

e eine bisherige Bearbeitungsidee analog erneut
umsetzbar sein.

- Ubertragung des Gesetzes bzw. der Gesetze
und somit ist ein Umdeuten moglich.

e eine bisherige Bearbeitungsidee inhaltlich fort-
setzbar/ausweitbar sein.

- Ausweitung des Gesetzes bzw. der Gesetze
und somit ist ein Neudeuten (auch wenn ggf. nur
»kleine” Ergdnzungen/Anpassungen am Gesetz
notig sind) moglich bzw. notig.

e eine zur vorherigen Aktivitat andere/neue Bear-
beitungsidee anwendbar/entwickelbar sein.

- Wechsel des Gesetzes bzw. der Gesetze zu
anderen bekannten oder neu generierten Geset-
zen und somit ist ein Neudeuten erforderlich.

Dabei miissen die Situationen nicht wie im Beispiel
von Peggy direkt im Anschluss aneinander erfolgen.

Diskussion der Ergebnisse

Die Unterscheidung von Um- und Neudeuten lasst
noch keinerlei Aussage Uber die Gite dieser Pro-
zesse zu (s. dazu Ausblick in Sektion 6). Es kénnte zu-
nachst der Anschein erweckt werden, dass das
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Umdeuten ,einfacher” als ein Neudeuten sei, da das
Gesetz GUbernommen wird. Jedoch kann es fir das
Umdeuten (also das Beibehalten eines Gesetzes) no-
tig sein, die neue Darstellung a) anders zu deuten
oder b) sogar zu dandern, um das Gesetz wieder an-
wenden zu kénnen. Im Beispiel von Peggy ware a)
flr ein Umdeuten von G1 (unterschiedlich gefarbte
Elemente) ndtig, dass in der ikonischen Darstellung
statt entweder heller oder dunkler Kastchen zu nut-
zen, ein Zusammenfigen beider Farben (z. B. pro
Reihe) betrachtet werden muss, die Darstellung also
anders gedeutet werden muss, als ggf. zunachst ge-
tan. Oder b) in Bezug auf G2 (bezogen auf gelbe und
blaue Elemente) ware fir ein Umdeuten noétig, dass
im Bild die Kastchen von hell- und dunkelgrau auf
gelb und blau umgefarbt werden und somit die Dar-
stellung verandert wird, um ein Gesetz wie G2 bei-
zubehalten. Diese komplexere Variante des Umdeu-
tens (bezogen auf a) und b)) wird als ,,situationsver-
dnderndes Umdeuten” bezeichnet. Es wird deutlich,
dass der Prozess des Umdeutens auch in dem Sinne
komplexer sein kann, als dass die Ubernahme von
Gesetzen wie beschrieben mit weiteren anderen
Schritten (Andern der Darstellung bzw. der Deutung
dieser) verbunden sein kann. Somit muss dann in ge-
wisser Weise die ,Situation verandert” werden, um
das Gesetz beizubehalten. Die Anforderungen an
das Neudeuten konnen wiederum auch ,niedriger”
sein, als es zunachst den Anschein hat. Dies bei-
spielsweise, wenn durch die neue Darstellung (auch)
das Nutzen eines anderen als dem zuvor verwende-
ten Gesetz angeregt wird. Somit sei festgehalten,
dass das Um-/Neudeuten zwei unterscheidbare Pro-
zesse sind, deren Anforderungen je nach Situation
und Individuum verschieden sein und im Vorfeld
nicht qualitativ eingeordnet werden kdnnen.

Da fiir die Unterscheidung der Prozesse irrelevant
ist, ob das je verwendete, in der Situation meist im-
plizit bleibende Gesetz bereits bekannt ist oder
nicht, lasst sich die Unterscheidung des Um- und
Neudeutens mit Hilfe des Abduktionsschemas her-
ausarbeiten, aber dartiber hinaus von den Arten der
Abduktion abgrenzen. Beim Um- und Neudeuten
geht es fokussiert darum, ob im Vergleich zur Aktivi-
tat mit der vorherigen Darstellung eine Bearbei-
tungsidee (rekonstruierbar mittels der Gesetze in ei-
ner entsprechenden Abduktion) Gbertragen werden
kann oder nicht. Dabei ldsst sich unterscheiden, was
potenziell Ubertragbar ware und was vermeintlich
von den Lernenden in der Situation Gbertragen zu
werden scheint. Je nachdem, welches Gesetz der Be-
arbeitung zu Grunde liegt, hat dies also Einfluss auf
die Prozesse beim Darstellungswechsel: Kann das

verwendete Gesetz theoretisch Gberhaupt beibehal-
ten werden oder muss es gedndert werden? So kann
es also auch Situationen geben, in denen ein Umdeu-
ten gar nicht moglich und somit ein Neudeuten notig
ware. Welche der beispielhaft rekonstruierten Ge-
setze hypothetisch libertragbar sind, wurde in Sek-
tion 4 dargelegt. Daran wird deutlich, dass je nach
genutztem Gesetz, dies Einfluss auf eine anschlie-
Rende Ubertragbarkeit auf eine andere Darstellung
hat, da Gesetze auch verschieden ,gut” ibertragbar
sind. Ein gelingender Darstellungswechsel setzt vo-
raus, dass die der Deutung zugrundeliegenden Ge-
setze nicht untrennbar mit konkreten Materialei-
genschaften verbunden sind. Gesetze kdnnen je-
doch beispielsweise Farben, Formen o. A. von den
betrachteten Elementen beinhalten. Entsprechend
kénnen sie verschiedene Allgemeinheitsgrade besit-
zen, die eine Ubertragung auf andere Darstellungen
beeinflussen und auch erschweren oder gar unmog-
lich machen kénnen. Gesetze kénnen auch auf ver-
schiedene Strukturen verweisen, deren Deutung
eine andere Darstellung moglicherweise nicht zu-
lasst.

Da die verwendeten Gesetze zumeist implizit blei-
ben, entsteht, wie in Sektion 4 angedeutet, ein ge-
wisser Deutungsspielraum in der Rekonstruktion
moglicher Gesetze, der das theoretische Herausar-
beiten dieser Prozesse wiederum erméglicht. Unab-
hangig davon, ob bzw. dass ein Um-/Neudeuten
moglich ist, missen Lernende diese Prozesse auch
umsetzen (kénnen). Es ist zu erwdhnen, dass ein
Nicht-Beibehalten der Vorgehensweise eines Kindes
(also: ein nicht gleichbleibendes Gesetz in der rekon-
struierbaren Abduktion) nicht gleichbedeutend da-
mit ist, dass die urspriingliche Idee nicht auf die neue
Darstellung Ubertragen werden kann. Auch andere
Umstdnde der Situation kdnnen dazu fihren, dass
eine Bearbeitungsidee verandert oder neu generiert
wird. Eine neue Darstellung kann beispielsweise so-
wohl bei theoretisch moglicher als auch bei nicht
moglicher Ubertragbarkeit von Gesetzen dazu anre-
gen, neue Bearbeitungsideen zu generieren. Dies
konnte auch in der Situation von Peggy erfolgt sein.
An dieser Stelle soll jedoch nicht lber die , Griinde”
fir ein Um-/Neudeuten spekuliert werden, sondern
der Fokus auf der Unterscheidung dieser Prozesse
liegen.

In Bezug auf die beispielhaft analysierte Sequenz las-
sen sich u. a. folgende konkreten Prozesse des Um-
/Neudeutens als moglich andenken:
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e Umdeuten:

Gesetz G3 (hier: bezogen auf beliebige zwei
Mengen) lasst sich von der enaktiven Darstel-
lung der verschiedenen Anordnung gelber und
blauer Holzklétze auf die Deutung der ikoni-
schen Darstellung entweder die hellen oder die
dunklen Kastchen zu betrachten ibertragen. Es
kann ein Umdeuten stattfinden.

e Neudeuten:

Gesetz G2 (mit konkretem Farbbezug der gel-
ben/blauen Holzkloétze vs. hell-/dunkelgrauen
Kastchen in der ikonischen Darstellung) kann
nicht, ohne Anderungen an diesem Gesetz (hin-
sichtlich der Farbung der Elemente) vorzuneh-
men, von der enaktiven auf die ikonische Dar-
stellung libertragen werden, sodass hier also ein
Neudeuten notig ware.

e Sjtuationsverdanderndes Umdeuten:

Um dieses Gesetz G2 doch beizubehalten, also
fiir ein potenziell mogliches Umdeuten, misste
die Darstellung umgefarbt, also die konkret vor-
gegebene Situation verandert werden. Dies
ware dann im Sinne des situationsveréindernden
Umdeutens ein etwas komplexerer Prozess,
aber dennoch dem Umdeuten zuzuordnen.

o Neudeuten trotz moglichem Umdeuten:

Gesetz G1 (mit Bezug auf beliebige zwei Farben)
zeigt, dass die Moglichkeit fiir ein Umdeuten
(von zweifarbigen Holzklotzen auf zweifarbige
Kastchen) zwar gegeben sein kann, aber den-
noch ein Neudeuten nétig wird, wenn die Dar-
stellung ggf. nicht entsprechend gedeutet wird,
um dieses Gesetz (ibernehmen zu kdnnen (hier:
Fokus vom Kind nur entweder auf helle oder
dunkle Kastchen).

e Sjtuationsverdanderndes Umdeuten:

Fir ein Umdeuten von G1 misste das Kind also
seine Deutung der Darstellung anpassen und
helle und dunkle Kastchen zusammen betrach-
ten.

Da die Gesetze implizit bleiben, ist die konkrete Zu-
ordnung der Prozesse in der Beobachtung schwierig.
An dieser Stelle geht es allerdings zunachst primar
um die theoretische Trennung dieser moéglichen Pro-
zesse, sodass der bestehende Deutungsspielraum
dazu ausschnitthaft dargelegt und genutzt wird. Dies
gilt unabhangig davon, welche Gesetze tatsachlich
zur beobachtbaren Bearbeitung der Aufgabe gefiihrt
haben und auch ohne Wertung, welches der
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verwendeten Gesetze womoglich ,besser” ist. Die
Prozesse des Um-/Neudeutens sind in diesem Arti-
kel am Beispiel einer Sequenz herausgearbeitet wor-
den, kdnnen aber unabhangig von der konkreten
Aufgabe und deren Fachinhalt festgehalten werden.
Somit ist eine Ubertragbarkeit der Analyse und so-
mit auch der Ergebnisse allgemein auf Aufgabensitu-
ationen mit Darstellungswechseln denkbar.

Zusammenfassend lassen sich folgende Ergebnisse
dieser Studie festhalten:

e Die im Theorieteil festgestellten Elemente zum
Umgang mit Mehrdeutigkeit von Darstellungen
konnten in der Studie bestatigt werden. Siehe
z. B., dass Mehrdeutigkeit im Umgang mit Dar-
stellungen eine notige Voraussetzung ist, aber
auch Potenzial fur verschiedene (passende) Be-
arbeitungswege bietet und so auch der Umgang
mit den angebotenen Darstellungen auf mehre-
ren Wegen fachlich zielfiihrend sein kann.

e Relevante Aspekte im Darstellungswechsel sind
dabei: das Einlassen auf (neue) Darstellungen,
das Erkennen des Bezuges der Darstellung zur
Aufgabe und wie die Darstellung bei der Bear-
beitung helfen kann, sowie das Exemplifizieren
des Konsequens eines Gesetzes — also das Anpas-
sen des Phdnomens an die Darstellung.

e Umdeuten (inkl. ,situationsverdnderndem Um-
deuten‘) und Neudeuten lassen sich als relevante
Prozesse im Wechsel der Darstellung in Abhéan-
gigkeit davon, ob eine Bearbeitungsidee Uber-
tragen oder gedndert wird, herausstellen.

Im Zusammenhang mit den Prozessen des Um-/Neu-
deutens wurden zudem folgende Aspekte herausge-
arbeitet:

e Chancen und Hirden des Um-/Neudeutens sind
abhangig von der individuellen Situation.

e Sensibilisierung fur die Komplexitat des Darstel-
lungseinsatzes und des Darstellungswechsels
anhand der Herausarbeitung der Prozesse des
Um-/Neudeutens.

e Sensibilisierung hinsichtlich der Notwendigkeit
verschiedener Deutungsprozesse.

Dabei ist insbesondere die Herausarbeitung der Pro-
zesse des Umdeutens und Neudeutens als zentrales
Ergebnis des Artikels hervorzuheben.

6. Fazit und Ausblick

Durch die vorliegende Studie kann nochmals besta-
tigt und verdeutlicht werden, welche entscheidende
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Rolle die Mehrdeutigkeit von Darstellungen ein-
nimmt: Der Umgang mit Darstellungen (aber auch
Arbeitsmitteln, Veranschaulichungsmitteln, ...) ist
nicht auf das jeweilige Medium beschrankt, weshalb
sie aus fachlicher Perspektive Einsatz finden kénnen.
Die Auseinandersetzung mit der Abduktion im Me-
thodologieabschnitt zeigt, dass sich aktiv (und inter-
aktiv) mit (Lern-)Angeboten auseinandergesetzt
werden muss. Es missen aktiv Beziehungen konstru-
iert und die Angebote erst so gedeutet werden, dass
entsprechendes Wissen dazu abgerufen werden
kann. Auch im Wechsel der Darstellung kdnnen Be-
arbeitungsideen zu Aufgaben verschieden (ibertra-
gen oder gedandert werden. Dies kann sowohlim Un-
terschied zu einer intendierten Deutung von Ex-
pert*innen bzw. einer fachlich moéglichen Deutung,
als auch individuell geschehen: So konnte in der vor-
gestellten Sequenz eine selbst eingebrachte Bear-
beitungsidee (vermeintlich) nicht analog mittels ei-
ner anderen Darstellung fortgesetzt werden. Die
Analyse hat jedoch gezeigt, dass im Horizont des
Deutungsspielraums durchaus eine Ubertragung ei-
ner Bearbeitungsidee stattgefunden haben kann, le-
diglich mit einem anderen als zunachst aus fachli-
cher Perspektive erwartbaren Gesetz.

Um solche Phdanomene ndher fassen zu kénnen,
wurden die Prozesse des Um- und Neudeutens als
primar unterscheidbare Prozesse im Wechsel der
Darstellung mit Hilfe der Abduktion theoretisch her-
ausgearbeitet. Das Um- bzw. Neudeuten als Prozess
bezieht sich dabei nicht auf den Umgang mit einzel-
nen Aspekten, die gedeutet werden, sondern ist je
als Prozess der Ubernahme bzw. des Wechsels der
Bearbeitungsidee im Wechsel der Darstellung zu
verstehen. In der Analyse hat sich dabei die Theorie
der Abduktion sowohl als methodologische Grund-
lage des Vorgehens im Sinne der interpretativen Un-
terrichtsforschung bewahrt, als auch in der Anwen-
dung als Analysewerkzeug fiir die ndhere Betrach-
tung des Bearbeitungsprozesses, um insbesondere
Uber die Rekonstruktion moglicher Gesetze potenzi-
elle Bearbeitungsideen ableiten zu kénnen.

Fiir Lehrende lassen sich durch die Herausarbeitung
der Prozesse des Um- und Neudeutens folgende Er-
kenntnisse festhalten:

e Der Darstellungswechsel eroffnet vielfaltige
Handlungsoptionen — sowohl fiir die Lernenden
in der Realisierung, als auch fiir die Lehrenden
im Erkennen der realisierten Optionen.

e Die Relevanz und auch die Herausforderung des
Um-/Neudeutens als mogliche Prozesse im

Darstellungswechsel sind zu berlcksichtigen,
um Lernprozesse gezielt zu gestalten.

e Der Wechsel von Darstellungen ist nicht selbst-
verstandlich. Das Hinzuziehen und das Wechseln
von Darstellungen kénnen als mogliche Hilfe-
stellung verschiedene Optionen fiir den Bearbei-
tungsprozess einer Aufgabe eroffnen, die hilf-
reich, aber auch hinderlich sein kénnen.

Anhand einer beobachtbaren Interaktion zu erken-
nen, welche Gesetze (implizit) von Beteiligten ge-
nutzt werden und somit, ob tatsachlich relativ zum
vorherigen Gesetz ein Um- oder Neudeuten stattfin-
det, ist wie beschrieben schwer bzw. in der Situation
selbst kaum moglich. Folgende Szenarien sind mit-
unter zu bericksichtigen:

e Zuvor verwendete Gesetze kdnnen unter Um-
standen (auch fachlich) gar nicht auf andere Dar-
stellungen Ubertragen werden, beispielsweise
weil sie sich auf konkrete Eigenschaften von Ele-
menten beziehen, die in der neuen Darstellung
nicht gegeben sind. Dies macht ein Neudeuten
notig.

e Zudem koénnen Gesetze auch trotz moglicher
Ubertragbarkeit im Wechsel der Darstellung ge-
andert werden. Ein Neudeuten wiirde stattfin-
den, obwohl ein Umdeuten ebenfalls moglich ist.

e AuRerdem konnen auch andere Gesetze dem
Vorgehen zu Grunde liegen, als im Erwartungs-
horizont der beobachtenden Person existent
sind.

e Es kénnen darliber hinaus auch trotz fachlicher
Moglichkeit zum zielfilhrenden Um- und/oder
Neudeuten Bearbeitungsprozesse abbrechen.

e Oder Bearbeitungen werden zu weniger zielflih-
renden Wegen gedndert. Ein Neudeuten findet
statt, ist aber wenig zielfihrend.

Fir beide Prozesse ist eine entsprechende Uber-
nahme bzw. Anderung oder Wechsel von Gesetzen
zunachst zu erkennen und dann umzusetzen. Das ist
sowohl fiir das Um- als auch fiir das Neudeuten mit
zahlreichen Deutungsprozessen verbunden. Darun-
ter fallen:

e die Deutung der Darstellung,

e die Deutung der Passung der Darstellung zur
Aufgabe,

e die Deutung der neuen Darstellung (zu der ge-
wechselt wird),
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e die Deutung der Passung der neuen Darstellung
zur Aufgabe und

e die Deutung der Passung der neuen Darstellung
zur bisherigen Vorgehensweise und den damit
verbundenen Gesetzen.

Grundlage hierfir ist, dass die Bearbeitungsidee auf
einem Gesetz beruht, welches in der Darstellung
bzw. dem Umgang mit dieser exemplifiziert werden
muss. Beim Exemplifizieren des Gesetzes sind, wie
aufgelistet, verschiedene Deutungsprozesse notig.
Die Anforderung an solche Bearbeitungsprozesse
bezieht sich also in den Worten der Abduktion ge-
sprochen sowohl auf das Finden passender Gesetze
zum Bearbeiten der Aufgabe als auch auf das Finden
passender Phanomene und Fille, um die Gesetze zur
Losung der Aufgabe auch konkret mit der Darstel-
lung anwenden zu koénnen. Entdeckungsprozesse
kénnen auch bei gleichen Phanomenen in unter-
schiedlichen Gesetzen miinden (Meyer, 2021).
Ebenso wie es verschiedene Gesetze geben kann, ist
auch die Zuordnung des Falls zum Gesetz nicht ein-
deutig. Zwar wird der Fall gleichsam mit dem Gesetz
assoziiert oder gebildet und bezieht sich ebenfalls
auf das im Phdanomen betrachtete Subjekt. Jedoch
kann auch die im Gesetz betrachtete Eigenschaft
zum Subjekt verschiedentlich im Fall auftauchen.
Wenn beispielsweise im Gesetz ,verschiedene Far-
ben von Wirfelmengen” auftauchen, dann kann die
im Fall vorgenommene Konkretisierung z. B. auf gelb
und blau oder hell- und dunkelgrau hinauslaufen, es
sind somit verschiedene Falle zum gleichen Gesetz
denkbar. Die Rekonstruktionen in Sektion 4 haben
diese Offenheit im Erkenntnisprozess sowohl hin-
sichtlich verschiedener Gesetze als auch verschiede-
ner Falle bestatigt. Zum einen sind mehrere Gesetze
und jeweils auch mehrere Falle moglich und zum an-
deren muss ein zum Gesetz passender Fall auch zur
vorliegenden neuen Darstellung passen bzw. in ihr
realisierbar sein, um diese Darstellung entsprechend
des bisherigen Gesetzes nutzen zu kdnnen. Neben
der fachlich moglichen Realisierbarkeit eines zum
Gesetz passenden Falles mit der gegebenen Darstel-
lung, muss diese Passung entsprechend auch gedeu-
tet werden.

Eine Unterscheidung der Prozesse in Um- oder Neu-
deuten legt neben der Frage, welcher Prozess ,,ein-
facher” oder ,schwieriger” ist, auch die Uberlegung
nahe, welcher der Prozesse didaktisch bzw. fachlich
betrachtet ,besser” ist. Beides ldsst sich nicht pau-
schal beantworten. Hingegen lasst sich festhalten,
dass a) das Umdeuten mit dem Beibehalten der Be-
arbeitungsidee und b) das Neudeuten mit dem
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Andern der Bearbeitungsidee einhergehen. Damit
ist fir das Umdeuten das Vernetzen der Darstellun-
gen relevanter als fur das Neudeuten, denn wird
beim Wechsel der Darstellung auch die Bearbei-
tungsidee gedndert, lasst sich weniger von einer
Darstellungsvernetzung sprechen. Uber die Defini-
tion der Prozesse hinaus lasst sich auch andenken,
inwiefern die Prozesse nitzlich oder hinderlich sind.

Umdeuten — als notwendiger Prozess zum Beibe-
halten einer Bearbeitungsidee

e Niitzlich — Das Umdeuten kann nitzlich sein,
wenn dadurch bestehende (zielfihrende) Bear-
beitungsideen auf vielfiltige Weise mittels ver-
schiedener Darstellungen umgesetzt werden
konnen. Dies kann fiir eine hohe Flexibilitdt und
ein tiefes Verstdndnis sprechen (s.a. Duval,
2006; Laakmann, 2013; Prediger & Wessel,
2012).

e Hinderlich — Das Umdeuten kann hinderlich sein,
wenn die Bearbeitungsidee fachlich weniger bis
gar nicht zielfihrend und somit auch nicht bei-
zubehalten ist.

Neudeuten — als notwendiger Prozess zum Andern
einer Bearbeitungsidee

e Niitzlich — Das Neudeuten ist als niitzlich einzu-
ordnen, wenn zu einer anderen passenden Bear-
beitungsidee gewechselt und dadurch das Re-
pertoire an Bearbeitungswegen erweitert wird
oder von einer weniger zielfihrenden zu einer
fachlich zielfilhrenden Bearbeitungsidee ge-
wechselt wird (bzw. die Idee so angepasst wird,
dass es zielfihrender ist). Ebenfalls nutzlich ist
das Neudeuten, wenn durch den Wechsel der
Darstellung Uberhaupt eine erste Idee initiiert
wird.

e Hinderlich — Das Neudeuten ist hinderlich, wenn
beim Wechsel oder Andern der Bearbeitungs-
idee fachlich zielfiUhrende Ideen durch weni-
ger/nicht zielfiihrende Bearbeitungen abgeldst
werden.

Der Ausblick zeigt, dass auch die ,Glite” der Prozesse
des Um-/Neudeutens immer nur relativ zur vorheri-
gen Bearbeitungsidee und somit nur relativ zur indi-
viduellen Situation eingeordnet werden kann. Da die
verwendeten Gesetze wie beschrieben zumeist im-
plizit verbleiben und auch andere sein kénnen als im
Horizont der Sequenz erwartbar, ist sowohl die Iden-
tifikation, welcher Prozess stattfindet, als auch die
Bestimmung, welcher Prozess in einer Situation der
,bessere” ist, lediglich relativ zu dem, was in der
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Situation 6ffentlich erkennbar ist, zu treffen. Festzu-
halten ist aber: Es lassen sich diese Prozesse im
Wechsel der Darstellung unterscheiden und sie kon-
nen beide natzlich oder hinderlich fiir die Aufgaben-
bearbeitung sein.

Zu bericksichtigen ist, dass eine fachlich mogliche
Ubertragbarkeit von Bearbeitungsideen auf andere
Darstellungen nicht heilSt, dass es Lernende auch
entsprechend wahrnehmen bzw. deuten und umset-
zen. Zudem lasst sich aufgrund des grolRen Deu-
tungsspielraumes von einem (vermeintlichen) Feh-
len/Ausbleiben einer Ubertragung nicht darauf
schliellen, dass Bearbeitungsideen nicht ibernom-
men werden kénnen. Mogliche Griinde daflir kén-
nen sein, dass ein anderes Gesetz dem Handeln zu
Grunde liegen kann, als es in der 6ffentlichen Inter-
aktion den Anschein hat, die Darstellung andere
Ideen initiiert, Lernende abgelenkt sind u. v. m. Die
Griinde wann und warum ein Um-/Neudeuten statt-
findet oder nicht sind ebenfalls sehr von der Situa-
tion und dem Individuum abhdngig und es kann
hochstens spekuliert werden. Neudeuten soll und
kann nicht gleichgesetzt werden mit einem miss-
gliickten oder nicht-gelingendem Umdeuten, son-
dern beide sollen als mogliche Prozesse verstanden
werden, die (je nach bisheriger Vorgehensweise)
fachlich zielfiihrend oder hinderlich sein kdnnen.
Dartiber hinaus konnen die Prozesse auch bewusst
oder unbewusst ablaufen: Im Sinne einer Anwen-
dung einer Heuristik wie dem Anwenden von Be-
kanntem aus anderen Kontexten, kann ein Umdeu-
ten beispielsweise sehr forciert stattfinden (fir eine
Ubersicht zu Heuristiken s. u. a. Bruder, 2000).

Die in Sektion 4 vorgestellte Sequenz zeigt, dass eine
vorgegebene Darstellung auch anders als didaktisch
intendiert und dennoch fachlich zielfilhrend genutzt
werden kann und dabei verschiedene Um-/Neudeu-
tungsprozesse eine Rolle spielen kénnen — auch

Anmerkungen

1 Alle Transkriptausschnitte in den Tabellen entstammen einer
Interviewsituation und sind flr bessere Lesbarkeit leicht ge-
glattet. Die Turnangaben (im Text spater z. B. als T1.3 markiert)
sind je Tabelle durchnummeriert. Die beiden Transkriptaus-
schnitte folgen nicht nahtlos aufeinander. | steht abgekiirzt fiir
die Interviewerin.

2 Gemeint ist eine Karte, auf der mit den Worten , baue / lege”
zusammen mit verfigbaren Holzwirfeln und Plattchen eine
enaktive Handlung zur Bearbeitung der Aufgabe angeregt wer-
den soll — daher kurz ,.enaktive Karte” (dhnliches gilt fur die
anderen Darstellungsformen).

3 Mit Bearbeitungsidee ist die der Bearbeitung bzw. dem Bear-
beitungsprozess zugrundeliegende (inhaltliche) Idee gemeint.
Rekonstruierbar wird die potenzielle Bearbeitungsidee der
Lernenden mit Hilfe des Gesetzes der Abduktion, als der

wenn die Prozesse nicht unbedingt eindeutig in der
Situation identifizierbar sind. Somit ergibt sich fir
Lehrkrafte zu den oben aufgelisteten Konsequenzen
dieser Studie noch Folgendes:

e Lehrkrafte sollten neben dem Blick auf die Pro-
zesse des Um- und Neudeutens generell offen
flir andere Deutungen und Vorgehensweisen
von und mit Darstellungen sein und sich dem in
Sektion 4 angedeuteten Deutungsspielraum, der
durch die Mehrdeutigkeit (u. a. durch die impli-
zit verbleibenden Gesetze) entsteht, bewusst
sein (s. zur Kreativitat von Kindern auch Selter &
Spiegel, 2007).

e Didaktisch intendierte Ubertragungen von Ideen
auf andere Darstellungen seitens der Lehrenden
bediirfen der Voraussetzung, dass entspre-
chende Gesetze auch schon in der Darstellung
davor von Lernenden erkannt und genutzt wur-
den bzw. ein zuvor genutztes Gesetz Gberhaupt
ibertragbar ist. Die Ubertragbarkeit von Geset-
zen setzt wie beschrieben voraus, dass das Ge-
setz in der jeweiligen Darstellung exemplifizier-
bar ist (also entsprechend Phdnomen und Fall
gefunden werden kdnnen) und dies auch von
den Lernenden erkannt wird.

AbschlieBend lasst sich festhalten, dass sich ausge-
hend von empirisch herausgearbeiteten erklarungs-
bedirftigen Phanomenen, Gber die Anwendung der
Theorie der Abduktion, mit Blick auf potenziell no-
tige Anderungen der Bearbeitung, beim Wechsel der
Darstellung mit dem Umdeuten und Neudeuten ver-
schiedene Erkenntnisprozesse theoretisch herausar-
beiten und unterscheiden lassen. Es lasst sich auch
erkennen, dass der Darstellungseinsatz, -wechsel
und die -vernetzung nicht automatisch hilfreich oder
hinderlich sind.

Bearbeitung (implizit) zugrundeliegender (ibergeordneter
Idee, welche potenziell auf andere Darstellungen libertragen
werden kann.

4 ,Gesetz” ist im Sinne der Abduktion als logische, allgemeine
RegelmaRigkeit zu verstehen und muss kein mathematisches
oder gar juristisches Gesetz sein. ,,Gesetze” sind auch in alltag-
lichen sozialen Interaktionen als kausale, allgemein giiltige Ab-
hangigkeiten verstehbar.

5 An der Stelle sei in Bezug auf die eingesetzte Aufgabe kurz er-
wahnt, dass in Anlehnung an Schwarzkopf (u. a. 2001) ein re-
lativ weit gefasster Begriindungsbegriff zugrunde gelegt wird,
sodass bereits der Versuch einen explizierten Begriindungsbe-
darf zu befriedigen in die Betrachtung der Aufgabenbearbei-
tung mit eingeschlossen wird — selbst wenn es fachlich mog-
licherweise keine (mathematische) Begriindung darstellt. So-
mit sind u.a. auch inhaltlich-anschauliche, experimentelle,
beispielgebundene Begriindungen mitgedacht (s. u.a. Witt-
mann & Miller, 1988).
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61n den nachfolgenden Transkriptausschnitten in Sektion 4 wer-
den die dort fokussierten Karten kurz mit abgebildet.

7 Zur Rationalitdt menschlichen Handelns s. u. a. auch Abels,
2010; Garfinkel, 1987; Meyer, 2021.

8 Es geht also um mogliche und nétige kognitive Prozesse — nicht
um tatsachlich vollzogene.

9 Gemeint ist in allen Gesetzen das Ergebnis der zugrundeliegen-
den Additionsaufgabe.

10 Ob Peggy den Wechsel als Wechsel versteht, bleibt fraglich.
Dadurch, dass ihr eine neue Darstellung gegeben wird, findet
ein Wechsel der Darstellung in der Interaktion statt.
Ob Peggy selbst zwischen enaktiver und ikonischer Darstellung
wechselt oder von der symbolischen Darstellung (in Form der
gegebenen Aufgabe 5 + 3 und 3 + 5) zunachst zur enaktiven
und dann von der symbolischen wieder zur ikonischen Darstel-
lung wechselt, kann hier nicht weitergehend betrachtet wer-
den, zumal sich hierfiir keine Anzeichen im Transkript wieder-
finden.
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