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Zusammenfassung: In diesem Artikel werden zu
lernende Teilprozesse des situationsbezogenen funk-
tionalen Denkens fir die Sekundarstufe | identifi-
ziert, um funktionales Denken gezielt férdern zu
konnen. Dazu wird zwischen , Funktionen‘ als
mathematischen Objekten und ,,funktionalen Zu-
sammenhangen ““ als Phdnomen in der Welt unter-
schieden, um die verschiedenen Teilprozesse des
funktionalen Denkens hinsichtlich des Mathemati-
sierens und Interpretierens funktionaler Abhéngig-
keiten genauer beschreiben zu kénnen. Anhand em-
pirischer Daten wird aufgezeigt, welche der durch
die Aufgabe geforderten Teilprozesse bei Lernenden
der Jahrgangsstufe 9 auftreten.

Abstract: This article identifies sub-processes of
functional thinking for lower secondary grades in
order to foster functional thinking pointedly. The
article distinguishes “functions” as mathematical
objects and “‘functional relationships” as phenome-
na in the world in order to identify sub-processes of
functional thinking with regard to mathematizing
and interpreting functional dependencies that can
be directly targeted through task design. The empir-
ical insights show which of the sub-processes occur
with students of grade 9.

1. Einleitung

Funktionales Denken ist eine der fundamentalen
Ideen (Heymann, 1996, S. 278) und damit ein lang-
fristiges Ziel des Mathematikunterrichts, das sich
durch alle Jahrgangsstufen zieht. Obwohl die Ler-
nenden im Verlauf der Sekundarstufe | verschiedene
Funktionstypen und verschiedene Darstellungen
kennenlernen, scheint vielen auch am Ende der
Jahrgangsstufe 10 noch ein grundlegendes Funkti-
onsverstandnis und damit auch die Fahigkeit zum
funktionalen Denken zu fehlen (Klinger, 2018; Wil-
helm, 2016). Daraus lasst sich die Schlussfolgerung
ziehen, dass funktionales Denken — und damit das
,Denken in Zusammenhingen (Vollrath, 1989,
S. 39) — noch gezielter im Unterricht gefordert wer-
den sollte.

Zum Lehren und Lernen von Funktionen gibt es
bereits zahlreiche Studien (z. B. Breidenbach, Dubi-
nsky, Hawks & Nichols, 1992; Oehrtman, Carlson
& Thompson, 2008; Vinner & Dreyfus, 1989; vgl.
auch Niss, 2014). In diesem Themenbereich treten
dabei in Studien immer wieder verschiedene Be-

grifflichkeiten auf: funktionales Denken, Funktions-
verstéandnis, funktionale Zusammenhange, funktio-
nale Abhéngigkeiten, Vorstellungen zum Funkti-
onsbegriff usw. Die Verwendung der Begriffe hangt
dabei in der Regel mit unterschiedlichen Zielsetzun-
gen der Studie zusammen: Dies kann beispielswei-
se die Rekonstruktion von Lernschritten zum Auf-
bau von Funktionsverstdndnis (Oehrtman et al.,
2008), die Rekonstruktion von (mathematischen)
Dimensionen des Funktionsbegriffs (Dreyfus &
Eisenberg, 1984), oder Identifikation unterschiedli-
cher Fehlertypen beim Umgang mit bestimmten
Funktionen (fiir ein Review vgl. Leinhardt et al.
1990) sein.

Die Vielfalt an Begrifflichkeiten und damit an be-
stehenden Konzeptualisierungen legt nahe, dass
funktionales Denken in seiner Gesamtheit eine sehr
komplexe und umfangreiche Fahigkeit ist. Um diese
Féhigkeit des funktionalen Denkens genauer durch
Teilprozesse beschreiben zu kénnen, wird in diesem
Artikel analytisch zwischen der ,,Funktion® als ma-
thematischem Objekt und dem ,,funktionalem Zu-
sammenhang“ als Phdnomen in der Welt unter-
schieden, wobei die Vorstellung einer ,,funktionalen
Abhingigkeit“ fiir die Ubersetzungsprozesse not-
wendig ist (siehe Abschnitt 2).

Die Fahigkeit zum funktionalen Denken ist eine
,»Denkweise, die typisch fiir den gedanklichen Um-
gang mit Funktionen ist“ (Vollrath, 2014, S. 117).
Vollrath (2014) erlautert in diesem Zusammenhang,
dass zu Funktionen weit mehr zu lernen ist als die
Kenntnis einer Definition:

,,Was eine Funktion ist, lernt niemand wirklich durch
eine Definition. Vielmehr bilden sich Vorstellungen
Uber Funktionen durch das Kennenlernen einzelner
Funktionen und Funktionstypen und der verschiede-
nen Darstellungsweisen sowie der typischen Frage-
stellungen und Einsichten in das ,Wesen® der Funkti-
onen.“ (Vollrath, 2014, S. 121 f.).

Vollrath beschreibt hier, dass der Aufbau von Vor-
stellungen zu Funktionen Uber das Kennenlernen
verschiedener Funktionstypen und Darstellungswei-
sen erfolgt. Allerdings besteht die Gefahr, dass hier-
bei unter Umstanden nur bestimmte Eigenschaften
einzelner Darstellungen fokussiert werden und nicht
das dahinterliegende Konzept einer funktionalen
Abhéngigkeit interpretiert werden kann (vgl. z. B.
Swan, 1985, S.6). Ein &hnliches Phanomen be-
schreibt auch Niss (2014):
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,»One important issue that arises in this context is the
fact that functions can be given several different rep-
resentations (e.g., verbal, formal, symbolic (including
algebraic), diagrammatic, graphic, tabular), each of
which captures certain, but usually not all, aspects of
the concept. This may obscure the underlying com-
monality — the core — of the concept across its differ-
ent representations, especially as translating from one
representation to another may imply loss of infor-
mation. If, as often happens in teaching, learners
equate the concept of function with just one or two of
its representations (e.g., a graph or a formula), they
miss fundamental features of the concept itself.
(Niss, 2014, S. 240)

Eine gezielte Forderung von Verstdndnis zum ge-
meinsamen Kern von verschiedenen Funktionstypen
und Darstellungen wére also notwendig. Dazu wird
das funktionale Denken in diesem Artikel genauer
ausdifferenziert, indem Teilprozesse identifiziert
werden, die einzeln gefordert werden kénnen und so
sukzessive die Fahigkeit zum funktionalen Denken
erweitert werden kann.

Funktionales Denken kann innermathematisch wie
auBermathematisch erforderlich sein. Dieser Artikel
fokussiert das situationsbezogene funktionale Den-
ken, d. h. das funktionale Denken im Hinblick auf
Ubersetzungsprozesse zwischen Mathematik und
(reale) Situationen in der Welt.

Das ,,funktionale Denken* umschreibt ganzheitlich
den Lerngegenstand. Eine solche ganzheitliche
Konzeptualisierung liefert allerdings noch wenig
Anknupfungspunkte fur eine gezielte Forderung. Es
bedarf hier also einer genaueren Spezifizierung der
Teilprozesse des funktionalen Denkens, wenn dieses
gezielt gefordert werden soll. Diese sollte nicht nur
das Erfassen von Lernendenvorstellungen, sondern
vor allem die Forderung funktionalen Denkens er-
lauben.

Diese Aufschlisselung in verschiedene Teilprozesse
soll zum einen ermdglichen, die unterschiedlichen
Anforderungen bei der Bearbeitung verschiedener
Aufgaben zum funktionalen Denken préziser zu
beschreiben, und zum anderen Anknupfungspunkte
zur Forderung zu liefern, indem durch die Anregung
und Unterstitzung der Teilprozesse das funktionale
Denken insgesamt gezielt gefordert werden kann.

Daraus ergeben sich flr diesen Artikel zwei For-
schungsfragen:

1) Welche Teilprozesse des situationsbezogenen
funktionalen Denkens lassen sich identifizieren?

2) Welche Teilprozesse des funktionalen Denkens
zeigen die Lernenden in dem entwickelten Lehr-
Lern-Arrangement? Welche Hiirden und Poten-
ziale lassen sich in den Bearbeitungsprozessen
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hinsichtlich des funktionalen Denkens rekon-
struieren?

Die erste Forschungsfrage wird zundchst theoretisch
bearbeitet. In einem zweiten Schritt wird ein Aus-
schnitt eines Lehr-Lern-Arrangements zum funktio-
nalen Denken vorgestellt und illustriert, welche
unterschiedlichen Teilprozesse des funktionalen
Denkens durch die Aufgaben angeregt bzw. unter-
stitzt werden sollen. AnschlieBend wird empirisch
untersucht, welche Teilprozesse bei den Lernenden
tatsachlich angeregt werden und welche Hiirden und
Potenziale in den Bearbeitungsprozessen zu ver-
zeichnen sind.

2. Theoretischer Hintergrund

Im Folgenden werden in Abschnitt 2.1 zundchst die
begrifflichen Grundlagen eingeflihrt, mit deren Hilfe
im Anschluss die verschiedenen Teilprozesse des
funktionalen Denkens identifiziert und unterschie-
den werden. AnschlieBend wird in Abschnitt 2.2
eine Konzeptualisierung von Funktionsverstandnis
prasentiert, auf deren Grundlage in Abschnitt 2.3
das funktionale Denken in seine Teilprozesse aus-
differenziert wird. Grundlegend dabei wird die Idee
sein, funktionales Denken als die Anwendung von
Funktionsverstandnis auf die jeweilige Situation
aufzufassen.

2.1 Begriffliche Grundlagen

Funktionales Denken wird oft als das ,,Denken in
Zusammenhédngen (Vollrath, 1989, S. 39) bzw.
»eine Denkweise, die typisch fiir den gedanklichen
Umgang mit Funktionen ist“ (Vollrath, 2014,
S. 117) beschrieben. Es stellt sich dabei die Frage,
was diese ,,typische Denkweise* kennzeichnet bzw.
welche Teilprozesse dazugehtren.

Vollrath (1989) hebt in diesem Zusammenhang drei
Aspekte hervor, die ,,als charakteristisch fiir das
Arbeiten mit Funktionen und damit fur funktionales
Denken® (ebd., S. 6) sind:

»(1) Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zu-
sammenhdnge zwischen GroRen: einer GroRe ist dann
eine andere zugeordnet, so dass die eine GroRe als ab-
héngig gesehen wird von der anderen.“ (Vollrath,
1989, S.7)

»(2) Durch Funktionen erfasst man, wie Anderungen
einer Grofe sich auf eine abhdngige Grof3e auswir-
ken.” (Vollrath, 1989, S. 12)

»(3) Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen
oder erzeugten Zusammenhang als Ganzes.“ (Voll-
rath, 1989, S. 16)

Diese Aspekte sind heute auch als Grundvorstellun-
gen zu Funktionen bekannt (vom Hofe, 1995).
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Da die Grundvorstellungen auch gerade als ,Uber-
setzungsscharniere‘ zwischen Mathematik und Welt
fungieren, waren sie ein mogliches Modell, um situ-
ationsbezogenes funktionales Denken zu beschrei-
ben. Mit der Vorstellung einer funktionalen Abhén-
gigkeit — ausdifferenziert durch die Verstehensele-
mente zum Kern des Funktionshegriffs — wird in
dieser Studie jedoch ein alternatives Modell genutzt,
um die Teilprozesse funktionalen Denkens so weit
auszudifferenzieren, dass sie einzeln und gezielt
geférdert werden konnen. Die Ausdifferenzierung
der Verstehenselemente wird auch eine differenzier-
tere Beschreibung von Teilprozessen des funktiona-
len Denkens ermdglichen, woftr sich die Grundvor-
stellungen flr diese Arbeit als zu grob erwiesen
hatten. Das alternative Modell zur Konzeptualisie-
rung der Vorstellung einer funktionalen Abhangig-
keit wurde in Zindel (2019) entwickelt mit dem
Fokus auf dem Aufbau einzelner Verstehenselemen-
te zum Funktionsbegriff. In diesem Artikel wird auf
die dort gewonnenen Erkenntnisse aufgebaut und
die Theorie erweitert, indem der Fokus nun auf den
Teilprozessen des funktionalen Denkens und ihrer
Forderung liegt. Beide Modelle (der Grundvorstel-
lungen und der Verstehenselemente) koénnten in
einem ndchsten Schritt aber vermutlich auch ge-
winnbringend kombiniert werden, um weitere Teil-
prozesse zu identifizieren.

Um die allgemeine Definition des (situationshezo-
genen) funktionalen Denkens ausschérfen zu kon-
nen, wird im Artikel die in Zindel (2019) eingefihr-
te analytische Trennung zwischen den Begriffen
Funktion (als dem mathematischen Objekt), funkti-
onaler Zusammenhang (als Ph&nomen in der Welt)
und funktionale Abhangigkeit (hier die Vorstellung
eines gerichteten funktionalen Zusammenhangs)
aufgegriffen und im Folgenden auch an Beispielen
erlautert (Abb. 1; vgl. Zindel, 2019, S. 9 ff.).

ein Phanomen in der Welt, das (mehrere mdgliche)
funktionale Zusammenhdnge enthélt. Um solche
Streaming-Angebote zu vergleichen, kénnte man sie
mathematisieren. In diesem Fall kann gemaR der
hier vorgenommenen begrifflichen Unterscheidung
nicht von einer verbalen Darstellung einer Funktion
gesprochen werden, da es sich nicht um eine (bereits
mathematisierte) Funktion handelt. In solchen Fal-
len wird in diesem Artikel von Situationsbeschrei-
bungen gesprochen. Diese Unterscheidung wird in
Abschnitt 2.3 noch genauer erldutert.

In diesem Avrtikel steht das situationsbezogene funk-
tionale Denken im Fokus. Unter dieser Einschran-
kung kénnen sowohl das Mathematisieren funktio-
naler Zusammenhénge als auch das Interpretieren
von Funktionen zwei Teilprozesse des funktionalen
Denkens aufgefasst werden:

Funktionales Denken umfasst das flexible Wech-
selspiel zwischen Mathematik und Welt, d. h. die
Fahigkeit, funktionale Zusammenhénge zu mathe-
matisieren und Funktionen zu interpretieren.

Funktion Funktionale Abhingigkeit
-—
(Mathematisches Objekt)

Funktionaler Zusammenhang
(Phanomen in der Welt)

Im Folgenden wird sich auf diese beiden Aufgaben-
typen konzentriert. Aufgrund der Komplexitat des
Funktionsbegriffs und damit des funktionalen Den-
kens war diese Einschrankung hilfreich, um erste
Teilprozesse in der Tiefe analysieren zu kdnnen. In
einem weiteren Schritt ware es aber auch denkbar,
das hier vorgestellte Modell auch auf andere Aufga-
bentypen zu tbertragen.

Wenn funktionales Denken also als die Fahigkeit
aufgefasst wird, funktionale Zusammenhénge zu
mathematisieren und Funktionen zu interpretieren,
ist offensichtlich, dass hierzu Funktionsverstéandnis
erforderlich ist. Mit Funktionsverstandnis ist hier
vor allem die in Abschnitt 2.1 angesprochene Vor-
stellung einer funktionalen Abhangigkeit gemeint.
Funktionales Denken kann daher aufgefasst werden
als das Anwenden von Funktionsverstandnis auf die
Situation:

Abb. 1. Zusammenhang der Begriffe Funktion, funktiona-
ler Zusammenhang und funktionale Abhangigkeit

Mithilfe dieser begrifflichen Unterscheidung lassen
sich zwei verschiedene Typen von Textaufgaben im
Themenbereich Funktionen unterscheiden. Die Auf-
gabe FlatGuck1.0 (Abb. 5) ist ein Beispiel fir eine
Aufgabe, in der eine Funktion (als mathematisches
Objekt) gegeben ist und die fur die Bearbeitung der
Aufgabe im Kontext interpretiert werden muss.
Damit geht einher, dass die funktionale Abhangig-
keit sprachlich expliziert wird, beispielsweise durch
Sprachmittel wie ,,in Abhdngigkeit von* oder ,,wird
zugeordnet”. In diesem Fall wird hier von einer
gegebenen verbalen Darstellung einer Funktion. Die
Streaming-Angebote (Abb. 8) hingegen beschreiben

Funktionales Denken umfasst das Anwenden von
Funktionsverstandnis auf die jeweilige Situation.

In Zindel (2019) wird dargelegt, wie Verstandnis
zum Kern des Funktionsbegriffs aufgebaut werden
kann, indem einzelne Verstehenselemente spezifi-
ziert und gezielt adressiert werden. Diese Prozesse
konnten als erste Teilprozesse des funktionalen
Denkens auf der Ebene der Verstehenselemente
aufgefasst werden, da es hier um den von Vollrath
angesprochenen Umgang mit Funktionen und die
damit einhergehende Denkweise geht. Darauf auf-
bauend geht es in diesem Artikel darum, weitere
Teilprozesse des situationsbezogenen funktionalen
Denkens (auch auf anderen Ebenen, vgl. Abb. 2) zu




identifizieren, die bislang nicht (explizit) im Fokus
standen.

Um die jeweiligen Teilprozesse genauer beschreiben
zu konnen, wird im Folgenden auf das bereits aus-
gearbeitete Drei-Ebenen-Modell (,, Verstehensmo-
dell) zur Konzeptualisierung von Funktionsver-
standnis aufgebaut (Abb. 2; vgl. Zindel, 2019).

2.2 Konzeptualisierung von Funktionsver-
standnis

Sowohl fiir die Mathematisierung funktionaler Zu-
sammenhéange als auch fiir die Interpretation (bereits
mathematisierter) Funktionen bendétigen Lernende
Funktionsverstdndnis, d. h. die Vorstellung einer
funktionalen Abhéngigkeit. In Anlehnung an die
kognitions-psychologische Theorie des Auffaltens
und Verdichtens von Verstehenselementen (Drollin-
ger-Vetter, 2011) wird im Folgenden ein Verste-
hensmodell zum sog. ,,Kern* des Funktionsbegriffs
(Abb. 2; Zindel, 2019, S. 39 f.; vgl. auch Prediger &
Zindel, 2017) genutzt, in dem die Vorstellung einer
funktionalen Abhédngigkeit genauer ausdifferenziert
wird. Dies ermdglicht eine gezielte und fokussierte
Forderung von Funktionsverstandnis und damit
auch des funktionalen Denkens.

2.2.1 Auffalten und Verdichten im Verste-
hensmodell

Um einen Férderansatz zum Aufbau von Funktions-
verstandnis entwickeln zu kdnnen, ist zunachst zu
erlautern, wann ein Begriff wie der Funktionshegriff
,verstanden® ist. Ein mathematischer Begriff kann
als verstanden aufgefasst werden, wenn er Teil eines
mentalen Begriffsnetzes ist (z. B. Hiebert & Carpen-
ter, 1992, S. 67) und Lernende sich in diesem Netz
flexibel bewegen konnen (vgl. Drollinger-Vetter,
2011). Nach Aebli (1981) wird ein Begriff von Ler-
nenden aufgebaut, indem bereits vorhandene Begrif-
fe zu einem neuen Begriff ,,verdichtet” werden.
Drollinger-Vetter betont zusatzlich den Aspekt,
diese ,,verdichteten® Verstehenselemente bei Bedarf
auch wieder in die einzelnen Verstehenselemente
,aufzufalten. Drollinger-Vetter (2011) hat daher in
ihrem Verstehensmodell drei Ebenen unterschieden:
die der Begriffsnetze, die der Darstellungen und die
der Verstehenselemente.

Diese Idee wurde in Zindel (2019) aufgegriffen und
ein Verstehensmodell mit dem Fokus auf den Kern
des Funktionsbegriffs entwickelt (Abb. 2, Abb. 3).
Die Prozesse des Auffaltens und Verdichtens sind
im Verstehensmodell als Pfeile zwischen den Ebe-
nen dargestellt.
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Abb. 2: Verstehensmodell mit Verstehenselementen zum

Kern des Funktionsbegriffs (Zindel, 2019, S. 45;
siehe auch Abb. 3)
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Abb. 3: Facettenmodell mit Verstehenselementen zum
Kern des Funktionsbegriffs (Zindel, 2019, S. 39)
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Auch auf der (unteren) Ebene der Verstehensele-
mente sind im Facettenmodell (Abb. 3) die Prozesse
des Auffaltens und Verdichtens durch Pfeile darge-
stellt. Das Facettenmodell differenziert die (verdich-
tete) Vorstellung einer funktionalen Abhdngigkeit
durch die weiteren (aufgefalteten) Verstehensele-
mente aus. Die enthaltenen Verstehenselemente
bendtigt man sowohl fir das Mathematisieren funk-
tionaler Zusammenhéngen als auch fur das Interpre-
tieren gegebener Funktionen. Ob das Modell bei der
Beschreibung von Lernprozessen von ,,oben nach
unten” gelesen und als Auffaltungsprozess verstan-
den werden kann oder ob das Modell ,,von unten
nach oben* gelesen und als Verdichtung verstanden
werden kann, héngt von der Aufgabe und dem Be-
arbeitungsweg von Lernenden ab. Hierauf wird in
Abschnitt 2.2.3 genauer eingegangen.
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2.2.2 Rollen von Darstellungsvernetzungen

In Abschnitt 2.1 wurde bereits das Verhéltnis von
Mathematik und Welt und inshbesondere das Ma-
thematisieren funktionaler Zusammenhénge und das
Interpretieren von Funktionen als Teilprozesse des
situationsbezogenen funktionalen Denkens hervor-
gehoben. Die Funktionen als mathematische (abs-
trakte) Objekte sind dabei nur Gber ihre Darstellun-
gen zuganglich (vgl. Duval, 2006; Abb. 4). Dies
sind bei Funktionen die symbolische, tabellarische,
graphische und verbale Darstellung (vgl. beispiels-
weise Herget, 2013; zur Bedeutung von Darstel-
lungsvernetzungen fir das Funktionsverstandnis
vgl. z. B. Bosse, Adu-Gyamfi & Cheetham, 2011;
Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990; Swan, 1985;
zur besonderen Rolle der verbalen Darstellung siehe
Abschnitt 2.3).

Groge \

‘ Situation ‘

Funktion

verbal Tabellarisch

Variable

Symbaolisch > »  Graphisch

Abb. 4: Funktionsverstéandnis (Vorstellung einer funktio-
nalen Abhangigkeit) als Briicke zwischen der
Funktion und des funktionalen Zusammenhangs
in der Situation

Eine Anforderung einer Textaufgabe konnte bei-
spielsweise das Mathematisieren einer Situation
sein. Dazu musste zunédchst ein funktionaler Zu-
sammenhang in der Situation identifiziert werden,
bevor er in einem zweiten Schritt durch eine Funkti-
on mathematisiert wird (sieche Abb. 4). Um den
funktionalen Zusammenhang zu mathematisieren,
wird dann eine Darstellung der Funktion konstruiert.

Die Aktivitaten des Mathematisierens funktionaler
Zusammenhdange und des Interpretierens von Funk-
tionen lassen sich vor diesem Hintergrund genauer
in Teilprozesse auf der Ebene der Darstellungen
aufschlusseln:

e Mathematisieren eines funktionalen Zusam-
menhangs durch Konstruktion einer Tabelle

e Mathematisieren eines funktionalen Zusam-
menhangs durch Konstruktion einer Funktions-
gleichung

e Mathematisieren eines funktionalen Zusam-
menhangs durch Konstruktion einer verbalen
Darstellung

e Mathematisieren eines funktionalen Zusam-
menhangs durch Konstruktion eines Graphen

e Interpretieren einer durch eine tabellarische
Darstellung gegebene Funktion im Kontext

e Interpretieren einer durch eine symbolische
Darstellung gegebene Funktion im Kontext

e Interpretieren einer durch eine graphische Dar-
stellung gegebene Funktion im Kontext

e Interpretieren einer durch eine verbale Darstel-
lung gegebene Funktion im Kontext

Diese Aufschlusselung moglicher Teilprozesse beim
Mathematisieren oder Interpretieren einer Darstel-
lung erfasst aber noch nicht die Teilprozesse des
funktionalen Denkens, die bei der Vernetzung zwei-
er (oder mehrerer) Darstellungen auftreten. In ver-
schiedenen Studien wird aber auf die Notwendigkeit
hingewiesen, mit den verschiedenen Darstellungen
von Funktionen umgehen zu kénnen (z. B. Niss,
2014; Oehrtman et al., 2008). Ebenso wurden be-
reits mogliche Hurden mit verschiedenen Darstel-
lungen von Funktionen breit beforscht (z. B. Lein-
hardt, Zaslavsky & Stein, 1990; Moschkovich,
Schoenfeld & Arcavi, 1993; Nitsch et al., 2015).
Der Umgang mit verschiedenen Darstellungen kann
also als wichtiger Bestandteil funktionalen Denkens
aufgefasst werden, der nicht selbstverstandlich, son-
dern ein eigener Lerngegenstand ist:

Funktionales Denken umfasst das flexible Wech-
selspiel zwischen Darstellungen, d. h. die Fahig-
keit, eine funktionale Abhédngigkeit in verschiede-
nen Darstellungen zu identifizieren und diese zu
vernetzen.

Entsprechend kann die obige Liste noch erweitert
werden:

e Vernetzen von verbaler und symbolscher Dar-
stellung

e Vernetzen von verbaler und tabellarischer Dar-
stellung

e Vernetzen von symbolischer und tabellarischer
Darstellung

e USW.

Einige Darstellungsvernetzungen kénnten von Ler-
nenden allerdings auch ohne funktionales Denken
im obigen Sinne vollzogen werden. Dies gilt zum
Beispiel fiir das Ubersetzen einer tabellarischen
Darstellung in eine graphische Darstellung. Dieses
Problem beschreibt Swan (1985) wie folgt:

»Many pupils are well acquainted with graphs, tables
of numbers, and algebraic expressions and can ma-
nipulate them reasonably accurately — but remain
quite unable to interpret the global features of the in-
formation contained within them. [...] Like any lan-
guage, it involves learning new symbolic notations,

5



and new 'grammatical rules' by which these symbols
may be manipulated. Unfortunately, in mathematics,
it is possible to learn these rules without understand-
ing the underlying concepts to which they refer, and
this often results in mathematics becoming a formal,
dull, and virtually unusable subject.“ (Swan, 1985,
S. 6)

Es sollte also moglichst immer die funktionale Ab-
hangigkeit hinter der Darstellungsvernetzung expli-
ziert werden, um entsprechende Lerngelegenheiten
fur funktionales Denken nicht ungenutzt zu lassen.
Ein solches Explizieren kann inshesondere durch die
Sprache erfolgen. Daher sind hier gerade die Dar-
stellungsvernetzungen interessant, bei der eine ver-
bale Darstellung beteiligt ist oder bei denen eine
beliebige Darstellungsvernetzung zusatzlich verbali-
siert wird.

Bei einer Aufgabe wie FlatGuck1.0 (Abb. 5) sind
sowohl eine symbolische Darstellung als auch eine
verbale Darstellung gegeben. Um die Aufgabe zu
bearbeiten, ist zundchst die Interpretation der verba-
len Darstellung notwendig, um die |junabhéngige
Variable|| und |labh&ngige Variable| (mit ||...|| wer-
den im Folgenden die Verstehenselemente gekenn-
zeichnet, vgl. Abb. 3) zu identifizieren (hier ist die
Anzahl der gekauften Filme die unabhdngige Vari-
able und der Preis in einem Monat die abhédngige
Variable). Diese Informationen missen anschlie-
Bend auf die symbolische Darstellung Ubertragen
und so die Bedeutung der Variablen x und f(x) in der
symbolischen Darstellung rekonstruiert werden.
Dies ist die Voraussetzung, um den richtigen Platz-
halter flr die in den Aufgabenteilen a) und b) ange-
gebenen Werte zu finden.

FlatGuck1.0

Beim Streaming-Anbieter FlatGuck1.0 kdnnen fir einen be-
stimmten monatlichen Grundpreis unbegrenzt viele Filme
ausgeliehen werden. Zusétzlich gibt es die Mdglichkeit, Filme
dauerhaft zu kaufen. Durch die Funktionsgleichung f(x) =
4,5 x + 9,99 wird der Anzahl der gekauften Filme der Preis in
einem Monat zugeordnet.

a) Wie viele Filme hat Sina gekauft, wenn sie 45,99 € bezah-
len muss?

b) Was zahlt Sina, wenn sie 5 Filme gekauft hat?

Abb. 5: FlatGuck1l.0 als Aufgabe zur Standortbestim-
mung in der ersten Fordersitzung hinsichtlich des
Umgangs mit einem kontextuell gegebenen funk-
tionalen Zusammenhang

In diesem Fall sind zur Bearbeitung der Aufgabe
also mehrere Teilprozesse des funktionalen Denkens
erforderlich. Als eine Schllsselstelle zeigt sich die
Vernetzung der symbolischen und verbalen Darstel-
lung zur Rekonstruktion der Bedeutung der unab-
hangigen und abhangigen Variablen in beiden Dar-
stellungen. Dieses Phanomen wirft die Frage auf,
welche Verstehenselemente bei den jeweiligen kog-
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nitiven Aktivitdten des Mathematisierens und Inter-
pretierens erforderlich sind bzw. welche Verste-
henselemente die Briicke zwischen dem mathemati-
schen Objekt und der realen Situation bilden. Um
diese Frage beantworten zu kénnen, werden im fol-
genden Abschnitt verschiedene Verstehenselemente
zum Funktionsbegriff vorgestellt, bevor diese im
Anschluss wieder mit den Prozessen des Mathema-
tisierens funktionaler Zusammenhange und des In-
terpretierens von Funktionen in Zusammenhang
gebracht werden.

2.2.3 Verstehenselemente zum Funktions-
begriff

In diesem Artikel werden die Verstehenselemente
thematisiert, die in allen Darstellungen gleicherma-
Ren vorkommen und die fir alle Funktionstypen der
Sekundarstufe | relevant sind. Diese Verstehensele-
mente bilden den sogenannten ,,Kern des Funkti-
onsbegriffs“ der Sekundarstufe | (Zindel, 2019,
S. 17).

In Zindel (2019, S. 18 ff.) werden durch eine Nach-
zeichnung der historischen Entwicklung des Funkti-
onsbegriffs verschiedene zentrale Entwicklungs-
schritte herausgearbeitet. Dabei liegt die Idee zu-
grunde, dass in individuellen Begriffsbildungspro-
zessen ahnliche Schritte verfolgt werden (sollten),
wie sie auch in der historischen Entwicklung gegan-
gen wurden (Freudenthal, 1983, zitiert nach Bakker
& Gravemeijer, 2006, S. 149). Die rekonstruierten
historisch wichtigen Einsichten werden zudem ver-
knipft mit Ergebnissen verschiedener Studien zum
Lehren und Lernen des Funktionsbegriffs, um Ver-
stehenselemente flr den Kern des Funktionsbegriffs
zu identifizieren (Zindel, 2019, S. 25 ff., syntheti-
siert im Facettenmodell auf S. 39 ff.).

Konkrete Verstehenselemente werden im Folgenden
mit ||...|| gekennzeichnet. Die verdichtete Facette
|[funktionale Abhangigkeit| lasst sich auffalten in
die Verstehenselemente der |junabhéngigen Variab-
len|| und der |abh&ngigen Variablen||. Wenn man die
||Richtung der Abhangigkeit|| nicht mitberiicksich-
tigt, konnen diese auch als einfache beteiligte
|Variable || und |Variable Il|| aufgefasst werden.
Wenn auch die Variabilitat der Grof3en in der Situa-
tion nicht entscheidend ist, konnen diese Variablen
als beteiligte ||GroRe || und ||GroRe 11|| aufgefasst
werden. Analog kénnten in einer anderen Situation
auch die Facetten von unten nach oben ,,verdichtet™
werden.

Mit dem Facettenmodell auf der unteren Ebene im
Verstehensmodell lassen sich insbesondere auch
Darstellungsvernetzungsprozesse (auf der mittleren
Ebene) prazise beschreiben, indem Darstellungsver-
netzungsprozesse aufgefaltet werden in Vernet-
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zungsprozesse der in den Darstellungen codierten
Verstehenselemente.

Neben den Verstehenselementen zum Kern des
Funktionsbegriffs gibt es aber natirlich auch noch
zahlreiche weitere Verstehenselemente zum Funkti-
onsbegriff, die spezifisch fiir bestimmte Darstellun-
gen oder Funktionstypen wichtig sind. Hierzu ge-
hort beispielsweise das Verstehenselement der
||Steigung||, das bei linearen Funktionen sehr be-
deutsam, bei quadratischen Funktionen in der Se-
kundarstufe | aber in der Regel noch nicht nachvoll-
ziehbar und insbesondere auch nicht direkt an der
Funktionsgleichung ablesbar ist (vgl. Zindel, 2019,
S. 75).

Um Darstellungen von Funktionen zu vernetzen,
missen beide Darstellungen hinsichtlich der rele-
vanten Verstehenselemente aufgefaltet und Uber
diese Verstehenselemente vernetzt werden (z. B.
Uber die Bedeutung der |junabhdngigen und abhén-
gigen Variablen||). Auch diese Prozesse kénnen als
Teil des situationsbezogenen funktionalen Denkens
aufgefasst werden:

Funktionales Denken erfordert das flexible Auffal-
ten und Verdichten von Verstehenselementen (zum
Kern des Funktionsbegriffs).

2.2.4 Verstehenselemente beim Interpretie-
ren und Mathematisieren

Mithilfe der Ausdifferenzierung der Verstehensele-
mente kann nun die analytische Trennung der Be-
griffe Funktion, funktionaler Zusammenhang und
funktionale Abhéngigkeit (Abb. 1) im Hinblick auf
das Interpretieren und Mathematisieren prazisiert
werden:

e Funktionen als mathematische Objekte be-
schreiben bereits mathematisierte Zusammen-
hdnge (d. h. die |beteiligten GroRen| und die
|[Richtung der Abhéngigkeit| sind bereits de-
terminiert).

e Funktionale Zusammenh&nge hingegen sind
noch mathematisierungsbedurftig (d. h. die
|[Richtung der Abhangigkeit|| und ggf. auch die
|lbeteiligten GroRen|| sind noch nicht determi-
niert, sondern missen noch festgelegt werden).

e Funktionale Abhéngigkeit ist die Vorstellung,
die die Verstehenselemente zum Kern des Funk-
tionsbegriffs umfasst und somit das Mathemati-
sieren funktionaler Zusammenhange und das In-
terpretieren von Funktionen ermdglicht.

Es fallt auf, dass beim Mathematisieren teilweise
andere Verstehenselemente benétigt werden, in
erster Linie zwar auch die Verstehenselemente zum
Kern, aber um eine Darstellung im Mathematisie-

rungsprozess neu zu konstruieren, mussten auch die
Konstanten berlicksichtigt werden (bei linearen
Funktionen beispielsweise die Steigung). Beim In-
terpretieren reicht es oft, auf ||beteiligte GroRen|| und
||Richtung der Abh&ngigkeit|| zu fokussieren. Alles
andere muss nicht im Detail interpretiert werden,
solange nicht explizit danach gefragt ist.

Als moglicher Ansatzpunkt fir eine gezielte Forde-
rung von Funktionsverstandnis zum Kern des Funk-
tionsbegriffs und damit auch des funktionalen Den-
kens ergibt sich die Idee, das Auffalten und Ver-
dichten von Verstehenselementen gezielt anzuregen.

2.2.5 Zusammenfassung der Teilprozesse
des funktionalen Denkens

Ausgehend von der Grundannahme, dass funktiona-
les Denken als das Anwenden von Funktionsver-
stdndnis auf eine Situation aufgefasst werden kann,
wurden in diesem Abschnitt entlang der drei Ebenen
des Verstehensmodells zum Funktionsbegriff drei
Aspekte des funktionalen Denkens herausgearbeitet:

1) Funktionales Denken umfasst das flexible
Wechselspiel zwischen Mathematik und Welt,
d. h. die Féhigkeit, funktionale Zusammenhénge
zu mathematisieren und Funktionen zu interpre-
tieren.

a) Funktionale Zusammenhédnge mathematisie-
ren (Hier missen |beteiligte GroRen|,
||[Richtung der Abhangigkeit|| und ggf. wei-
tere Facetten festgelegt und zu Darstellun-
gen verdichtet werden.)

b) Funktionen interpretieren (Hier mussen ge-
gebene Darstellungen aufgefaltet werden
hinsichtlich der |beteiligten Gréfen|| und
der ||Richtung der Abh&ngigkeit]|.)

2) Funktionales Denken umfasst das flexible
Wechselspiel zwischen Darstellungen, d. h. die
Fahigkeit, eine funktionale Abhangigkeit in ver-
schiedenen Darstellungen zu identifizieren und
diese zu vernetzen.

a) Mathematisieren eines funktionalen Zu-
sammenhangs durch Konstruktion einer Ta-
belle

b) Mathematisieren eines funktionalen Zu-
sammenhangs durch Konstruktion einer
Funktionsgleichung

¢) Mathematisieren eines funktionalen Zu-
sammenhangs durch Konstruktion einer
verbalen Darstellung

d) Mathematisieren eines funktionalen Zu-
sammenhangs durch Konstruktion eines
Graphen




e) Interpretieren einer durch eine tabellarische
Darstellung gegebene Funktion im Kontext

f) Interpretieren einer durch eine symbolische
Darstellung gegebene Funktion im Kontext

g) Interpretieren einer durch eine graphische
Darstellung gegebene Funktion im Kontext

h) Interpretieren einer durch eine verbale Dar-
stellung gegebene Funktion im Kontext

i) Vernetzen von verbaler und symbolischer
Darstellung

J) Vernetzen von verbaler und tabellarischer
Darstellung

k) Vernetzen von tabellarischer und graphi-
scher Darstellung

) ... usw.

3) Funktionales Denken erfordert das flexible Auf-
falten und Verdichten von Verstehenselementen
(zum Kern des Funktionsbegriffs).

a) Die |beteiligten GrolRen|| benennen.

b) Die ||Richtung der Abhéngigkeit| explizie-
ren.

C) ...u.v.m.

Entsprechend kann nun auf jeder dieser Ebenen
aufgeschlusselt werden, welche Teilprozesse beim
Mathematisieren funktionaler Zusammenhénge und
beim Interpretieren von Funktionen jeweils dazuge-
horen und insbesondere wie die Teilprozesse auf
den unterschiedlichen Ebenen zusammenhangen
konnen (fur konkrete Beispiele vgl. Abschnitt 4):

o Das Mathematisieren funktionaler Zusammen-
hénge (d. h. Funktionen in Situationen ,,hinein-
sehen®) erfordert die Konstruktion einer Darstel-
lung. Dabei missen |beteiligte GréRen|| und
||[Richtung der Abhéngigkeit| festgelegt bzw.
gesetzt werden, z. B. durch Uberlegungen, was
im Kontext sinnvoll ist. Insbesondere muss man
aber wissen, dass man sich diese beiden Fokus-
fragen zu den Verstehenselementen Uberhaupt
stellen muss.

o Das Interpretieren von Funktionen erfordert eine
situationsangemessene Adressierung von Ver-
stehenselementen. Je nach Situation kann es
auch erforderlich sein, dabei mehrere Darstel-
lungen zu vernetzen, indem beide Darstellungen
hinsichtlich derselben Verstehenselemente auf-
gefaltet werden (fiir Beispiele siehe Abschnitt 4
und Zindel, 2019). Eine gelungene Darstel-
lungsvernetzung zeigt sich in der tragfahigen
Adressierung derselben Verstehenselemente in
den beteiligten Darstellungen (vgl. Zindel,
2019).
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Da die drei genannten Aspekte entlang der Ebenen
im Verstehensmodell entstanden sind, liegt die
Vermutung nahe, dass die Teilprozesse auf der Ebe-
ne der Verstehenselemente grundlegend fiir die
Teilprozesse auf der Ebene der Darstellungen und
diese wiederum grundlegend flr die Teilprozesse im
Umgang mit Funktionsbegriff im Ganzen sind. In
Abschnitt 5 wird zum Teil aufgezeigt, inwiefern
sich diese vermuteten Zusammenhange auch empi-
risch zeigen.

Das funktionale Denken zeigt sich also zum einen in
der situationsangemessenen Anwendung einzelner
Aspekte des Verstehensmodells und zum anderen in
Vernetzungsprozessen innerhalb des Verstehensmo-
dells (Abb. 6).

Grofe \

Funktion Situation ‘

Verbal TabeWarisch

Variable

Symbolisch |« 1 Graphisch

Abb. 6: Teilprozesse des funktionalen Denkens als Pfeile
im Verstehensmodell

Die Teilprozesse des funktionalen Denkens bezie-
hen sich hier auf diejenigen Prozesse, die in Bezug
auf das Verstehen des Kerns des Funktionsbegriffs
wichtig sind. Wenn weitere spezifische Eigen-
schaften einzelner Funktionstypen beriicksichtigt
werden, kommen maoglicherweise weitere Teilpro-
zesse hinzu.

2.3 Verschiedene Formen verbaler Be-
schreibungen

Bei den Darstellungen wurde unter anderem auch
die verbale Darstellung als eine Variante benannt.
Da es in der Literatur unterschiedliche Auffassun-
gen davon gibt, was eine verbale Darstellung ist,
wird in diesem Abschnitt erlautert, was in diesem
Artikel darunter verstanden wird, und inwiefern eine
verbale Darstellung einer Funktion von einer verba-
len Beschreibung einer Alltagssituation abzugrenzen
ist, da mit dieser Unterscheidung auch unterschied-
liche Anforderungen hinsichtlich der geforderten
Teilprozesse funktionalen Denkens identifizieren
lassen.

Bossé et al. (2011) unterscheiden in diesem Zu-
sammenhang zwischen ,,verbal situations und
,verbal descriptions®. ,,Verbal situations* sind
sprachlich beschriebene Situationen und ,,verbal
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descriptions® die sprachliche Beschreibung von
Darstellungen einer Funktion (ebd.). Im ersten Fall
handelt es sich also um funktionale Zusammenhé&nge
und im zweiten Fall um Funktionen, die beschrieben
werden. Fokussiert werden in diesem Artikel nur die
verbalen Beschreibungen, die die Bedeutung im
Kontext ansprechen. Innermathematische Beschrei-
bungen wie ,,Es handelt sich um eine lineare Funk-
tion, die durch die Punkte (2/3) und (4/5) verlauft”
werden an dieser Stelle nicht beruicksichtigt.

Insgesamt lassen sich somit drei Typen von verba-
len Beschreibungen unterscheiden:

1) Beschreibungen einer Alltagssituation: Hier
wird eine Situation beschrieben, in der ein oder
mehrere funktionale Zusammenhénge enthalten
sind, ||beteiligte GroRen|| und ||Richtung der
Abhéangigkeit|| sind hier noch nicht determiniert.

Bsp.: Fir eine Filmflat muss man im Monat 10
Euro bezahlen, aktuelle Filme kosten zusatzlich
5 Euro pro Film.

2) Beschreibungen einer Funktion (verbale Dar-
stellung): Hier sind ||beteiligte Gréfen|| und
||[Richtung der Abhéngigkeit| bereits determi-
niert.

Bsp.: Der Preis in einem Monat wird in Abhan-
gigkeit von der Anzahl der gekauften Filme an-
gegeben.

3) Beschreibungen einer Darstellung der Funktion:
Hier sind die |beteiligten GroRen|| und die
|[Richtung der Abh&ngigkeit|| implizit durch die
jeweilige Darstellung determiniert (z. B. durch
die Achsenbeschriftung in einem Graphen oder
den Kopf einer Tabelle).

Je nachdem, welche Form verbaler Beschreibungen
im Aufgabentext vorkommen, sind damit unter-
schiedliche Anforderungen verbunden (Zindel,
2019, S. 13):

»Diese Unterscheidung ist notwendig, um die damit
einhergehenden verschiedenen Anforderungen zu dif-
ferenzieren. Die Verwendung einer verbalen Darstel-
lung im Sinne der oben genannten Definition be-
schreibt explizit den gerichteten funktionalen Zu-
sammenhang, d. h. ein tragfahiger Umgang mit dieser
Darstellung erfordert ihre Identifikation und Interpre-
tation. Eine Situationsbeschreibung ohne Verwendung
einer verbalen Darstellung, d.h. eines expliziten
Sprachmittels, erfordert hingegen die Aktivierung von
Kontextwissen, um die funktionale Abhdngigkeit in
die beschriebene Situation ,hineinzusehen”. Das
,Hineinsehen einer funktionalen Abhangigkeit in die
Situation stellt eine andere Anforderung dar als das
Identifizieren und Interpretieren einer bereits gegebe-
nen [Anm. d. Aut.: Funktion].“ (Zindel, 2019, S. 13)

In diesem Artikel werden die ersten beiden Typen
verbaler Beschreibungen, also die verbalen Darstel-
lungen und die Situationshbeschreibungen genauer in
den Blick genommen. Mit dieser Unterscheidung
lassen sich auch die Anforderungen von Textaufga-
ben genauer ausdifferenzieren (vgl. Abschnitt 4).

Nach dieser theoretischen Spezifizierung von Teil-
prozessen des (situationsbezogenen) funktionalen
Denkens stellt sich nun die Frage, inwiefern sich
diese Unterschiede auch empirisch als relevant zei-
gen. In Abschnitt 5 wird daher der Frage nachge-
gangen, inwiefern sich die durch die Aufgabe inten-
dierten Teilprozesse bei der Bearbeitung dieser
Aufgaben bei Lernenden auch empirisch zeigen.

3. Methoden

Das Ziel des Artikels ist es, die Teilprozesse funkti-
onalen Denkens zu identifizieren, um diese gezielt
und somit das funktionale Denken insgesamt for-
dern zu kénnen. Nachdem im vorherigen Abschnitt
verschiedene Teilprozesse des funktionalen Den-
kens theoretisch identifiziert wurden, stellt sich die
Frage, inwiefern sich die Ausdifferenzierung der
Teilprozesse auch empirisch als relevant erweist,
d. h. inwiefern sich mit dieser Ausdifferenzierung
Unterschiede und Schwierigkeiten in Bearbeitungs-
prozessen von Lernenden zeigen. Die in der Einlei-
tung aufgeworfene und im Folgenden empirisch zu
beantwortende Forschungsfrage lautet daher:

2) Welche Teilprozesse des funktionalen Denkens
zeigen die Lernenden in dem entwickelten Lehr-
Lern-Arrangement? Welche Hirden und Poten-
ziale lassen sich in den Bearbeitungsprozessen
in den Lernprozessen hinsichtlich des funktiona-
len Denkens rekonstruieren?

Methoden der Datenerhebung

Den methodologischen Rahmen des Ubergreifenden
Projekts (vgl. Zindel, 2019) bildet die fachdidakti-
sche Entwicklungsforschung mit ihrer iterativen
Verkniupfung von Entwicklung und Forschung (vgl.
Prediger et al., 2012). Insgesamt haben in vier De-
signexperimentzyklen 39 Lernende der Jahrgangs-
stufen 8-10 an der Erhebung im Laborsetting und
57 Lernende der Jahrgangsstufe 9 an der Erhebung
im Klassensetting teilgenommen (vgl. Zindel,
2019).

Die Datenbasis dieses Artikels stammt aus dem
dritten Designexperimentzyklus, an dem 8 Lernende
in jeweils drei FOrdersitzungen beteiligt waren. In
den Fordersitzungen sollten Verstehenselemente
zum Kern des Funktionsbegriffs aufgebaut sowie
Auffaltungs- und Verdichtungsprozesse angeregt
werden. Dazu wurden verschiedene Designelemente
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entwickelt und in Designexperimenten erprobt (vgl.
Zindel, 2019). Die Lernenden haben die Aufgaben
zu zweit bearbeitet und wurden durch Impulse der
Forderlehrerin unterstiitzt. Diese Designexperimente
wurden videographiert und die entstandenen schrift-
lichen Produkte der Lernenden eingesammelt.

Methoden der Datenauswertung

Die videographierten Designexperimente wurden
vollstandig transkribiert und qualitativ analysiert
(ebd.). Dazu wurde das Facettenmodell (Abb. 3) zu
einem Analyseinstrument ausgebaut (vgl. Zindel,
2019, S. 104 ff.), indem im Facettenmodell die von
den Lernenden adressierten Verstehenselemente
farblich markiert werden (tragféhig adressierte grin,
nicht tragfahig adressierte Verstehenselemente rot).
Die adressierten Verstehenselemente kénnen mit
den intendierten Verstehenselementen abgeglichen
werden, um Schwierigkeiten im Bearbeitungspro-
zess aufzuzeigen (ebd.). Auf diese Art und Weise
kann somit auch rekonstruiert werden, welche Teil-
prozesse des funktionalen Denkens die Lernenden
vollziehen, wie tragfahig ihnen dies gelingt und
inwiefern sich dies im Laufe der Designexperimente
entwickelt. Im Unterschied zu Zindel (2019) stehen
hier nun die Teilprozesse funktionalen Denkens im
Fokus.

math.did. 43(2020)1

4. Ausschnitt des Lehr-Lern-
Arrangements

Zur Beantwortung der Forschungsfrage 2 wird ein
Ausschnitt eines fach- und sprachintegrierten Lehr-
Lern-Arrangements préasentiert, das in Zindel (2019)
im Hinblick auf den Aufbau von Verstehenselemen-
ten zum Kern des Funktionshegriffs empirisch er-
probt wurde. Im Fokus stehen vor allem Aufgaben,
die das Mathematisieren oder Interpretieren einer
funktionalen Abhangigkeit erfordern, d. h. die An-
forderungen kénnen dem situationsbezogenen funk-
tionalen Denken im obigen Sinne zugeordnet wer-
den.

FlatGuck1.0

Beim Streaming-Anbieter FlatGuck1.0 kénnen fiir einen be-
stimmten monatlichen Grundpreis unbegrenzt viele Filme
ausgeliehen werden. Zusétzlich gibt es die Mdglichkeit, Filme
dauerhaft zu kaufen. Durch die Funktionsgleichung f(x) =
4,5 x + 9,99 wird der Anzahl der gekauften Filme der Preis in
einem Monat zugeordnet.

a) Wie viele Filme hat Sina gekauft, wenn sie 45,99€ bezah-
len muss?

b) Was zahlt Sina, wenn sie 5 Filme gekauft hat?

Abb. 7: FlatGuck1.0 als Aufgabe zur Standortbestim-
mung in der ersten Foérdersitzung hinsichtlich des
Umgangs mit einem kontextuell gegebenen funk-
tionalen Zusammenhang

DREAMSTREAM

Bei uns in der Online-Videothek
DreamStream kénnen Sie eine Film-Flat
fiir nur 20€im Monat buchen.

Dafiir kann man sich im Monat so viele
Filme ausleihen, wie man mochte.

Fiir die Anmeldung muss zusatzlich
einmalig 5€ bezahlt werden.

STREAMOX3

von nur 10€.

Schauen Sie unser komplettes Film- und
Serienangebot bequem an Ihrem Fernseher
mit unserem neuen StreamoX3-TV!

Fir die TV-Box zahlen Sie einmalig 49€,

die zugehdrige Film-Flat erhalten sie
bereits zu einem monatlichen Festpreis

STREAM?24

Fiir nur 10€ im Monat schauen Sie so viele
Filme aus unserem Bestand,

wie Sie mdchten. Sie kdnnen dabei aus
mehr als 8000 Filmklassikern wahlen.
Zusatzlich haben wir auch aktuelle Filme
im Angebot. Fiir jeden aktuellen Film
zahlen Sie zuséatzlich nur 4,50€!

Anzahl Monate

Gesamtpreis

Anzahl Preis

(1) Fur welches Angebot wiir-

gekaufter Filme in einem Monat

det ihr euch entscheiden?

(2) Welches Angebot lohnt l

\ Anzahl Monate

Gesamtpreis |

f(x)= 20-x + 5

sich fir welche Anzahl von

f(x) = 45x + 10

Monaten? —

(3) Was ist der Gesamtpreis
nach 12 Monaten?

(4) stellt eine Funktionsglei-
chung dazu auf.

(5) Welche der Formulierun-
gen passt zu welchen An-

geboten?

gibt den Preis in einem

der Anzahl der gekauften
Filme an.

nen.

A: Die Funktionsgleichung I f(x) = 10-x + 49
Monat in Abhangigkeit von
B: Mit der Funktionsgleichung kann

man in Abhangigkeit von der Anzahl
der Monate den Gesamtpreis berech-

-

C: Die Funktionsgleichung gibt die Anzahl der Mo-
nate in Abhangigkeitvon dem Gesamtpreis an.

D: Mit der Funktionsgleichung
kannich den Gesamtpreisin
Abhangigkeit von der Anzahl
der Monate berechnen.

Abb. 8: Drei Streaming-Angebote mit Darstellungsvernetzungsaktivitdten und Lésungsansatzen (Zindel et al., 2018,

S. 27)
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In dem Lehr-Lern-Arrangement werden zum einen
Aufgaben eingesetzt, die eine Interpretation einer
gegebenen Funktion erfordern, die in diesem Fall
immer auch durch eine verbale Darstellung gegeben
sind (wie beispielsweise die Aufgabe FlatGuckl.0
in Abb. 7). Zum anderen wurden auch Aufgaben
eingesetzt, die eine Mathematisierung funktionaler
Zusammenhange erfordern (wie bei den Streaming-
Angeboten in Abb. 8).

Zunéchst wurde die Aufgabe FlatGuck1.0 einge-
setzt, um zu analysieren, inwiefern die Lernenden
eine gegebene Funktion (hier gegeben durch eine
verbale und eine symbolische Darstellung) interpre-
tieren und dabei die Darstellungen vernetzen kon-
nen. Der hier intendierte Teilprozess des funktiona-
len Denkens ist also:

1) Vernetzung von verbaler und symbolischer Dar-
stellung

Im Anschluss daran haben sich die Lernenden mit
den Streaming-Angeboten beschaftigt (Abb. 8).
Dabei wurden folgende Teilprozesse des funktiona-
len Denkens durch die Aufgabe bzw. die Impulse
der Forderlehrerin angeregt:

2) Mathematisieren eines funktionalen Zusam-
menhangs durch Konstruktion einer Tabelle

3) Konstruktion einer symbolischen Darstellung
anhand der zuvor konstruierten Tabelle.

4) Vernetzung von verbalen und symbolischen
Darstellungen.

Zur Unterstiitzung und Forderung dieser Teilprozes-
se wurden verschiedene Designelemente eingesetzt.
Das erste Designelement besteht bereits in der
Strukturierung der geforderten Teilprozesse. Die
Vernetzung von verbaler und symbolischer Darstel-
lung soll hier zum einen dadurch geférdert werden,
dass die Lernenden die Funktionsgleichungen zu-
néachst selbst aufstellen. In diesem Teilprozess legen
sie die Bedeutung der |lunabhéngigen und abhangi-
gen Variablen|| selbst fest, sodass die anschlieRende
Versprachlichung, welche GrofRe von welcher ab-
hangt, erleichtert werden soll. Ein weiteres einge-
setztes Designelement ist die Auseinandersetzung
mit variierten Formulierungen (vgl. Zindel, 2013;
2019; Prediger, 2015), aus denen die Lernenden
passende Formulierungen auswahlen sollen. Die
Formulierungen sind hinsichtlich der ||beteiligten
GroRen|| und der ||Richtung der Abhangigkeit| vari-
iert, um fir diese Verstehenselemente zu sensibili-
sieren (vgl. Zindel, 2019, S. 126 f.).

Flohmarkt 1

Max verkauft Biicher auf dem Flohmarkt. Die folgende Funk-
tionsgleichung gibt seinen Gewinn in Abhé&ngigkeit von der
Anzahl der verkauften Biicher an: f(x) = 2x -5

a) Wie viele Biicher muss Max verkaufen, um einen Gewinn
von 15€ zu erzielen?

b) Welchen Gewinn macht Max, wenn er 12 Bicher ver-
kauft?

Flohmarkt 2

Max verkauft Bilicher auf dem Flohmarkt. Die folgende Funk-
tionsgleichung ordnet jedem Gewinn die Anzahl der Bucher
zu, die er dafiir verkaufen misste: f(x) = 0,5x +2,5

a) Wie viele Blicher muss Max verkaufen, um einen Gewinn
von 15€ zu erzielen?

b) Welchen Gewinn macht Max, wenn er 12 Biicher ver-
kauft?

Abb. 9: Flohmarkt-Aufgaben (Situationsvariation)

In den beiden Flohmarkt-Aufgaben (Abb. 9) werden
zum einen die Richtung der Abhangigkeit und zum
anderen das Sprachmittel variiert, mit dem die funk-
tionale Abhéangigkeit beschrieben wird. In Floh-
markt 1 wird der Gewinn in Abhéngigkeit von der
Anzahl der verkauften Bicher angegeben und in
Flohmarkt 2 die Anzahl der zu verkaufenden Bucher
in Abhéngigkeit vom gewunschten Gewinn. Das
Ziel ist, den Teilprozess ,,Vernetzen und Interpretie-
ren gegebener verbaler und symbolischer Darstel-
lung anzuregen und durch die Situationsvariation
Zu unterstitzen.

Im Folgenden wird empirisch untersucht, inwiefern
diese Prozesse wirklich angeregt werden und welche
Hirden und Potenziale sich in den Bearbeitungspro-
zessen zeigen.

5. Empirische Einblicke

Anhand des Schilerpaares Fynn und Svenja wird
dazu im Folgenden exemplarisch aufgezeigt, wie die
Lernenden die unterschiedlichen geforderten Teil-
prozesse bewaltigen. Im Fokus stehen dazu eben-
falls exemplarisch die in der Auseinandersetzung
mit den in Abschnitt 4 prasentierten Ausschnitten
des Lehr-Lern-Arrangements, d. h. FlatGuckl.0
(Abschnitt  5.1), Vergleich von  Streaming-
Angeboten  (Abschnitt  5.2), und Flohmarkt-
Aufgaben (Abschnitt 5.3) (fur weitere Analysen mit
Analysefokus auf der Ebene der Verstehenselemente
vgl. Zindel, 2019; Prediger & Zindel, 2017).

In diesem Artikel werden nun mit einem dhnlichen
Vorgehen die Teilprozesse funktionalen Denkens
identifiziert. Dazu werden mit dem Drei-Ebenen-
Modell die Lernprozesse beschrieben (vgl. Ab-
schnitt 3). In jedem Abschnitt wird rekonstruiert,
welche Teilprozesse des funktionalen Denkens voll-
zogen werden und inwiefern dies tragfahig gelingt.
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Aulerdem wird verglichen, inwiefern dies den
durch die Aufgabe intendierten Teilprozessen ent-
spricht.

5.1 Hurden und Potenziale beim Umgang
mit Funktionen zu Beginn der ersten
Fordersitzung

In diesem Abschnitt wird rekonstruiert, welche
Teilprozesse des funktionalen Denkens Fynn und
Svenja zu Beginn der ersten Fordersitzung zeigen
und inwiefern ihnen dabei eine tragfahige Bearbei-
tung der Aufgabe FlatGuck1.0 (Abb. 7) gelingt (flr
ausfuhrlichere bzw. weitere Analysen der Szenen in
diesem Abschnitt mit Fokus auf den Aufbau von
Funktionsverstandnis vgl. Zindel 2019).

Gefordert wird hier eine Vernetzung der gegebenen
symbolischen und verbalen Darstellung sowie deren
Interpretation im Sachzusammenhang (Abb. 10)

Grote

Funktion Situation |

Variable

verbaf - = Tabelarisch

-~

Symbolisch = —{ Graphisch

Abb. 10: Geforderter Teilprozess: Vernetzen von symboli-
scher und verbalen Darstellungen und Interpreta-
tion im Sachzusammenhang

In Abbildung 11 werden die schriftlichen Bearbei-
tungsansatze von Fynn und Svenja dargestellt.

FS1, Erklirung der eigenen Losungsansitze zu ,Flat-
Guckl1.0¢

11F Ich habe mir einfach nur mal eben so das Wesentliche
rausgeschrieben.

12S Ja, also ich habe mir halt die Funktionsgleichung
rausgeschrieben und hm die Aufgabe, dass ich halt-
und dann auch drangeschrieben, zum Beispiel hier die
Anzahl [zeigt auf das Wort ,,Anzahl* in ihren Noti-
zen] und der Preis [zeigt auf das Wort ,, Preis “ in ih-
ren Notizen] der Filme, dass ich halt wei3, was was
ist. Und dann wie man vielleicht rechnen kénnte.

13DE  Was ist was?

14S Hm einmal hier [zeigt auf die 9,99 in der von ihr
abgeschriebenen Funktionsgleichung], das ist glaube
ich der Preis von den Filmen [gleichzeitig] und die
Anzahl [zeigt auf den ersten Summanden in der von
ihr abgeschriebenen Funktionsgleichung].

math.did. 43(2020)1
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Abb. 11: Verschriftlichte Bearbeitungsansatze von Fynn
(oben) und Svenja (unten) zur Aufgabe Flat-
Guck1.0

Fynn erklart, dass er sich ,,das Wesentliche rausge-
schrieben hat. Aus seinen Notizen (Abb. 11) wird
deutlich, dass er damit Informationen aus dem Auf-
gabentext und die symbolische Darstellung meint.
Allerdings zeigt er keinen Ansatz, die symbolische
und verbale Darstellung zu vernetzen, wie es die
Aufgabe eigentlich erfordert.

Svenja erklart, dass sie ,,drangeschrieben” habe,
,,die Anzahl und der Preis der Filme*, damit sie
weil} ,,was was ist*. Im Gegensatz zu Fynn vollzieht
sie damit diesen Teilprozess des Vernetzens von
symbolischer und verbaler Darstellung. Allerdings
hat Svenja Schwierigkeiten, die beiden Darstellun-
gen tragféhig zu vernetzen. Dies wird auch im wei-
teren Verlauf deutlich, wenn die von Fynn und
Svenja adressierten Verstehenselemente in dem
gesamten Bearbeitungsweg der FlatGuckl.0-
Aufgabe analysiert werden (Abb. 12).

Funktionzle I
Abhingigkait

Funktionzle
Abhingigksit

Unabhingige Athangige Unabhangige Ashangige
Variable Variable Variable Variable

Richtung der Richtung der
Ashangigheit Ashangigheit
Variable variable Il Variable

Groga | Grode | Groe | Grade I Grofte | Grage I

xonsuane1 | | ot [, Beteligie
Konstanten

Abb. 12: Lernsituation I, F&S verbale D. « symbolische
D.< Fragestellung (Zindel, 2019, S. 168)

Auffallig ist, dass sie fast ausschlief3lich nicht-
tragfahige Beziige zwischen den Verstehenselemen-
ten herstellen, wie in Abbildung 12 an den rot ge-
strichelten Verbindungen zwischen Verstehensele-
menten erkennbar ist. Dies illustriert, dass ihnen
hier keine tragféhige Vernetzung der beiden Darstel-
lungen gelingt.
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Eine tragfahige Bearbeitung der FlatGuckl.0-
Aufgabe erfordert aber die Vernetzung und Interpre-
tation von verbaler und symbolischer Darstellung
durch Auffalten hinsichtlich der Bedeutung der
|lunabhdngigen und abhéngigen Variablen||.

5.2 Hirden und Potenziale beim Umgang
mit funktionalen Zusammenhangen

In diesem Abschnitt wird rekonstruiert, welche
Teilprozesse des funktionalen Denkens Fynn und
Svenja beim Vergleich von Streamingdiensten und
dem Mathematisieren der funktionalen Zusammen-
hénge zeigen (siehe Aufgabe in Abb. 8).

Hier muss zunachst entschieden werden, welche
beiden |beteiligten Grof3en|| in Bezug gesetzt wer-
den sollen. Das kann, muss aber nicht, durch die
Aufgabe vorgegeben sein. AuBerdem muss hier
explizit berucksichtigt werden, WIE die beiden
GroRen verknlpft werden, also durch welche weite-
ren GrolRen und welche Operationen. All diese In-
formationen miissen dann zu einer mathematischen
Darstellung verdichtet werden.

Die verschriftlichten Bearbeitungsansatze von Fynn
und Svenja sind in Abbildung 13 abgedruckt.
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Abb. 13: Verschriftlichte Bearbeitungsansatze von Svenja
(oben) und Fynn (unten) zum Vergleich der
Streamingangebote DreamStream und
StreamoX3

FS1, Vergleich DreamStream und StreamoX3

129S  [12s] Erstmal die Gleichung aufschreiben, oder.

[lacht]
130 [notieren beide etwas, 148s]

Svenja schlédgt vor, ,,erstmal die Gleichung* (#129)
aufzuschreiben. Anhand der Notizen (Abb. 13) wird

deutlich, dass sie hierzu zunéchst die Informationen
aus dem Text rausschreiben, die in einer Funktions-
gleichung die Konstanten darstellen wirden. Sie
nehmen also noch nicht die ||beteiligten GroRen|| in
den Blick. Auf Nachfrage erléutern sie dann, fir
welches Angebot sie sich entscheiden wiirden.

134 F  Auf den ersten Blick sieht es aus, dass das gunstiger

ist. [zeigt auf DreamStream]

135S  Ja

136 F  Stimmt nicht.

137 DE Warum?

138 F  (...) berechnet diesen Betrag auf ein Jahr hoch, dass

wiren dann (...)

139 S Mal 365 oder so, ne?

140 F Nee. Nicht die Tage, die Monate.

141S  Achja, man

142 F  Den Betrag mal 12. [zeigt auf die 19,99 in seinen
Notizen] (...) sind 240 Euro.

143S  Ja, das sind dann schon ...

144 F  Plus die finf einmal. Hm, das sind dann (...) 245 (...).

Also fassen wir das zusammen. In einem Jahr. [er-
ganzt etwas zu seinen Notizen]

Fynn rechnet den Betrag auf ein Jahr hoch, wie er
erldutert. Svenjas Vorschlag, den Betrag dazu ,,mal
365 (#139) zu rechnen, widerspricht er, indem er
feststellt ,,nicht die Tage, die Monate“ (#140). Er
betont hier also noch einmal, dass es sich um einen
monatlichen Betrag und nicht um einen téglichen
Betrag handelt, wodurch implizit auch die Bedeu-
tung der einen beteiligten ||GroRe || angesprochen
wird. Sie stellen danach fest, dass StreamoX3 auf
ein Jahr bezogen das gunstigere Angebot ist, wes-
halb sie sich fir dieses entscheiden wiirden.

Der Auftrag, die beiden Angebote zu vergleichen,
erfordert eine Mathematisierung der funktionalen
Zusammenhdnge. Fynn und Svenja haben die funk-
tionalen Zusammenhé&nge mathematisiert, indem sie
Terme aufgestellt haben (als Teil einer symboli-
schen Darstellung, die hier aber nicht mit Variablen,
sondern konkreten Werten formuliert wurden).

Im néchsten Schritt wird die Erstellung einer Tabel-
le eingefordert (Abb. 14).

FS1, Tabelle zu DreamStream ausfiillen

180 DE  Mhm. Ok. kénntet ihr das hier mal fiir DreamStream

ausfillen? [gibt Tabelle rein]

181 F  Ah. Zuordnungen.

182 DE Bitte?

183 F  Istdas eine Zuordnungen?
184S  (...) hier ist jetzt Anzahl von ...
185F (...

13
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Abb. 14: Geforderter Teilprozess: Mathematisieren der
Situation durch Konstruktion einer Tabelle

186 S ... (...) wie viel du im Monat bezahlst. (...) glaube
ich. Also im ersten Monat -

187 F  Achso.

188S  Hm. [3s] (...) Wir nehmen das mit 20 so, wiirde man
im ersten Monat 25 bezahlen, [gleichzeitig] weil man
die Anmeldung noch dazu nehmen muss bei dem ers-
ten Monat.

189 F  [gleichzeitig] Ja, ja, klar. (...)

190 DE Genau.

191S  Aber dann zahlt man nur noch pro Monat [gleichzei-
tig] 19 Euro 99.

192 F  [gleichzeitig] 20.

Fiir das Aufstellen der Tabelle ist ein ,,Mathemati-
sieren des funktionalen Zusammenhangs* erforder-
lich, dessen Ergebnis in einer tabellarischen Darstel-
lung dokumentiert werden soll. Die Tabellenbe-
schriftung und damit die Festlegung der beiden
||beteiligten GroRen|| ist hier bereits vorgegeben.

Fynn und Svenja haben dabei aber Schwierigkeiten,
die Struktur der Tabelle zu verstehen, obwohl der
Tabellenkopf bewusst vorgegeben wurde, um eine
bestimmte funktionale Abhé&ngigkeit zu mathemati-
sieren. Die Designexperimentleitung erlautert ihnen
daraufhin, wie der Aufbau der Tabelle zu verstehen
ist.

193 DE (...) so gemeint, dass das der Gesamtpreis nach den

Monaten- Der Gesamtpreis nach einem Monat, nach
zwei Monaten-

194 F  [gleichzeitig] Ah so.

195 DE [gleichzeitig] Dass ich sofort sehen kann von vorne-
herein, wenn ich jetzt nur drei Monate Mitglied sein
werde dann [gleichzeitig] (...)

196 S [gleichzeitig] (...) Taschenrechner, geht schneller?

197 F  Hm, warum einen Taschenrechner? [gleichzeitig] (...)
im Kopf rechnen.

198 S [gleichzeitig] (...)

199 F  Du musst doch nur- Du hast doch hier [zeigt auf die

Tabelle] 25 Euro, ja das erste Monat. Dann hast du
dann nicht hier 25, dann kommt wieder 20 Euro drauf,
dann hat du 45. Dann hast du 65, dann hast du 85.

math.did. 43(2020)1

Nach dem Impuls der Designexperimentleitung
haben sie die Tabelle korrekt ausgeftllt. Dabei sind
sie zunéchst rekursiv vorgegangen, indem sie von
Zeile zu Zeile jeweils 20 addiert haben (#199). Ana-
log haben sie im Anschluss auch die Tabelle zu
StreamoX3 korrekt ausgefullt. Im nachsten Schritt
sollen nun Funktionsgleichungen aufgestellt wer-
den, indem die Berechnung einzelner Werte verall-
gemeinert wird.

Fur den Vergleich der Angebote nach 12 Monaten
soll ein Perspektivwechsel von der spaltenweisen
Betrachtung der Tabelle zu einer zeilenweisen Be-
trachtung stattfinden. Dazu fragt die Designexperi-
mentleitung zundchst nach dem Preis nach 12 Mo-
naten.

FS1, Funktionsgleichung zu DreamStream aufstellen

235 F  Fir 12 Monate? Man nimmt einfach das mal zwei und
das dazu [zeigt auf die 100 und die 70 in der Tabelle
zu StreamoX3] [3s] (...) ich denke, dass das fiir ein

Jahr dann 270 Euro kostet.

236 DE Ok. Also ware die Schlussfolgerung, wenn ich das fur
zehn Monate ausrechnen will, kann ich das einfach
mal zwei nehmen? [zeigt auf die Zeile mit der 5 und
der 100 in der Tabelle zu StreamoX3] Ne?

237 S [nickt]

238F Ja

239 DE Dann misste das ja auch, wenn ich das nach zwei
Monaten verdopple... [zeigt auf die Zeile mit der 2
und der 70]

240 F Nee, Moment.

241 DE ... miisste ich auf den Preis von vier Monaten kom-
men. [zeigt auf die 70 und die 90 in der StreamoX3-
Tabelle] Ist das der Fall?

242’ S [schiittelt den Kopf]

243F  Hm.

244'S  [gleichzeitig] 70 plus 70 sind ja 140 und nicht 90.

245 F  [gleichzeitig] Nee, nee, nee, nee, nee, nee. Boa, da
musst du aufpassen. Wir sagen ja hier fur ein halbes
Jahr, ne? [gleichzeitig] Wenn wir das mal zwei neh-
men-

246 S [gleichzeitig] (...)

247 F  Wenn wir das mal zwei nehmen ist das 200, aber dann

haben wir die Anmeldegebiihr von dem Ding da zum
Beispiel doppelt genommen. [zeigt auf die Tabelle
von DreamStream] Also rechnen wir das ganze hm
mal zwei minus die Anmeldegebiihr [zeigt auf die Zei-
le mit der 5 und der 100] plus, nee- Ich muss mir das
aufschreiben. [beginnt etwas aufzuschreiben] Hm.
Hm (...) 100 mal 2. Dann nehmen wir 70 mal 2. (...)
200. 140. [schreibt weiter und spricht dabei leise]

Fynn schlagt zunéchst vor, den Preis nach 5 Mona-
ten zu verdoppeln und den Preis nach 2 Monaten zu
addieren (#235). Als die Designexperimentleiterin
darauf hinweist, dass der Preis nach 4 Monaten auch
nicht das Doppelte des Preises nach 2 Monaten ist
(#2309, 241), fallt Fynn auf, dass die Anmeldegebiihr
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in diesem Fall doppelt berechnet wurde (#247). Er
zieht daraus die Konsequenz, den Preis zu verdop-
peln und die doppelt berechnete Anmeldegebihr
einmal wieder abzuziehen. Ein Perspektivwechsel
zur einer zeilenweisen Betrachtung der Zuordnung,
wie er eigentlich intendiert war, wird von Fynn und
Svenja hier also noch nicht vollzogen.

Dennoch sollen sie anschlielend eine symbolische
Darstellung konstruieren (Abb. 15).

Groke

Funktion Situation ‘

Variable

Verbal - = Tabelarisch

L

e
Symbolisch = =  Graphisch

Abb. 15: Geforderter Teilprozess: Darstellungswechsel
von Tabelle zur Funktionsgleichung

Hierzu bedarf es entweder einer Ubersetzung der
zuvor angefertigten tabellarischen Darstellung in
eine symbolische Darstellung oder einer erneuten
Mathematisierung des funktionalen Zusammen-
hangs durch Konstruktion der symbolischen Dar-
stellung anhand der Situation. Im zweiten Fall wére
allerdings zu beachten, dass die |beteiligten Gro-
Ren|| und die ||Richtung der Abhangigkeit| und so-
mit die Bedeutung der |junabhdngigen und abh&ngi-
gen Variablen|| in der Funktionsgleichung bereits
durch die vorhandene Tabelle determiniert sind.

Beim Darstellungswechsel von der Tabelle zur
symbolischen Darstellung duRert Svenja zunéchst
eine nicht-tragfahige Herangehensweise.

248 S Also hier oben. [zeigt auf DreamStream] Da war- Da
weill ich nicht vielleicht wiirde das ja gehen, wenn
man hm funf als x sieht, weil das ist nur einmal diese
Anmeldegebiihr und dann plus diese 20 Euro, die man
jeweils nehmen muss fiir jeden Monat, weil wenn man

jetzt einmal x kann man ja einfach x lassen.

249 DE Kannst du das mal einmal aufschreiben, was du
meinst.
250S  Hm. Ja, also so. [schreibt etwas zu Ende auf] x plus

20 so, weil wenn ich hm jetzt Anmeldung bezahle ich
janurein Mal.

Svenja schligt vor, ,,fiinf als x* zu sehen ,,und dann
plus diese 20 Euro, die man jeweils nehmen muss
fir jeden Monat* (#248). Die Formalisierung ge-
lingt ihr also noch nicht (,,x plus 20, #250).

Die Designexperimentleitung bietet ihnen daraufhin
zwei Varianten fiir eine Funktionsgleichung an, aus
denen sie dann auch die passende auswahlen. Die

Anforderung wurde also gedndert von ,,Ubersetzen
in symbolische Darstellung zu ,,Vernetzen mit
symbolischer Darstellung”. Diese Vernetzung ge-
lingt Fynn und Svenja dann tragféhig.

AbschlieRend sollen die Lernenden noch die funkti-
onale Abhangigkeit beschreiben, die durch die auf-
gestellte Funktionsgleichung beschrieben wird. Hier
wird also der Teilprozess Vernetzen von symboli-
scher und verbaler Darstellung gefordert (Abb. 16).

Grote

Funktion Situation |

Variable
Verbal - = Tabellarisch

-~
Symbolisch |« = Graphisch

Abb. 16: Geforderter Teilprozess: Vernetzen von symboli-
scher und verbalen Darstellungen

Anstelle der ausfiihrlichen Transkripte wird an die-
ser Stelle die Zusammenfassung der adressierten
Verstehenselemente in den verbalen und symboli-
schen Darstellungen présentiert (Abb. 17). Insge-
samt (zeigt sich, dass Fynn und Svenja in dieser
Lernsituation die verbale und symbolische Darstel-
lung tragfahiger vernetzen. In der Auseinanderset-
zung mit der Formulierungsvariation scheint dieser
Teilprozess des funktionalen Denkens gefordert
worden zu sein.

Funktionale
Abhéngigkeit

Funktionale
Abhéngigkeit

Unabhangige
Variable

Abhéangige
Variable

Unabhangige
Variable

Richtung der
Abhéngigkeit

Abhéngige
Variable
Richtung der

Abhdngigkeit

Variable Il

Variable
GroRen

Variable | Variable Il Variable |

Variable
GroRen
GroRe | GroRe Il GroRe | GroRe Il
Beteiligte Beteiligte
GroRen GroRen

Abb. 17: Lernsituation Il, F&S verbale D. < symbolische D
(Zindel, 2019, S. 206)

Dies kdnnte mdglicherweise damit zusammenhén-
gen, dass sie die gegebenen funktionalen Zusam-
menhénge zundchst selbst mathematisiert haben
(zundchst durch eine Tabelle und dann eine Funkti-
onsgleichung), bevor sie diese selbst aufgestellte
Funktion wieder hinsichtlich ihrer Bedeutung im
Kontext interpretiert haben. Inwiefern sie diesen
Teilprozess des Interpretierens im ndchsten Schritt
auch auf gegebene Funktionen anwenden, wird im
folgenden Abschnitt aufgezeigt.
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5.3 Hirden und Potenziale beim Umgang
mit Funktionen in der dritten Fordersit-
zung

Fur eine tragfahige Bearbeitung der Flohmarktauf-
gaben (mit Situationsvariation) mussen die
||beteiligten Grofen|| und die ||Richtung der Abhén-
gigkeit|| in der mathematischen Darstellung identifi-
ziert und in Bezug auf die reale Situation interpre-
tiert werden. Dabei missen beide gegebenen Dar-

stellungen aufgefaltet und vernetzt werden
(Abb. 18)
Funktion Situation |
Variable
Symbolisch = - G(a:h‘\sc.h

Abb. 18: Geforderter Teilprozess: Vernetzen von symboli-
scher und verbalen Darstellungen und Interpreta-
tion im Sachzusammenhang

FS3, Beginn der Bearbeitung der Flohmarktaufgaben

56 S [lacht] [48s] Keine Ahnung. Bei der ersten [Floh-
markt 1] wirde ich, wenn ich es jetzt so sehe —

57F Ja, da versteh ich das nicht. Hatte da jetzt plus gestan-
den, dann hétte ich das verstanden. Also dann hatte
ich eine Idee.

58 DE  Mhm.

59S (...) Ich hitte jetzt was, warum man diese 5- wenn
man diese 5 Euro sieht, so abziehen konnte, weil
meistens auf manchen — so auf einem Flohmarkt also
Trodelmarkt, die missen eine Standgebiihr bezahlen.
Deswegen, dass man das davon abzieht, wie was der
da mietet, so. Weil die meisten mieten ja den Platz.
Also wollen- Deswegen-

60DE  Mhm.

61S Wenn man das jetzt als 5 sieht und die 2 als 2 Euro
pro Buch, dann x fiirs Buch. Zwei fiir den Preis der
Biicher. Minus 5 fiir diese Standgebdihr, die man dann
zahlen muss.

62DE  Mhm.

63S Und das man dann sozusagen rausfinden muss, hm
wie viel x man braucht, um die 15 Euro zu gewinnen.
Also wie viel Biicher [gleichzeitig] (...)

64 F [gleichzeitig] das habe ich jetzt nicht gedacht.

65S Ja, aber das ist mir letztens durch so eine Fernsehsen-
dung ist mir das wieder eingefallen. Hm irgendwie
Achtung Kontrolle oder und da ist mir das aufgefallen
gerade so, weil der hatte auch so Tisch und dann war
das alles zu lang und dann passt das mit dieser Stand-
gebiihr nicht mehr. Deswegen ist mir das gerade so
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eingefallen, konnte vielleicht eine Standgebihr, die
abgezogen wird, sein.

Fynn und Svenja versuchen hier die symbolische
Darstellung zu interpretieren. Dazu fokussieren sie
zunéchst auf die Bedeutung der Konstanten. Hin-
sichtlich der Bedeutung der |junabhdngigen und
abhangigen Variablen|| spricht Svenja nur die
|lunabhéngige Variable|| explizit an und erkl&rt
,dann x fiirs Buch® (#61). Dies scheint sie aber aus
der Bedeutung der Konstanten abzuleiten und nicht
aus der gegebenen verbalen Darstellung. Weder
Fynn noch Svenja vernetzen hier also explizit die
symbolische und verbale Darstellung. Stattdessen
scheinen sie die Bedeutung der Konstanten der
symbolischen Darstellung im Kontext zu erklaren.
Auf diese Art und Weise kdnnen sie trotzdem pas-
send die Tabelle zu Flohmarkt 1 ausfiillen
(Abb. 19).

P
b
/ 4'\‘
B
-
6]
(

Abb. 19: Lernsituation lll, F&S Konstruktion einer Tabelle
zu Flohmarkt 1

So konnen sie im weiteren Verlauf auch die Frage-
stellung der Aufgabe korrekt beantworten. Schein-
bar mathematisieren sie hier einen funktionalen
Zusammenhang neu, anstatt die gegebene Funkti-
onsgleichung zu interpretieren und zu nutzen. Sie
bearbeiten die Aufgabe mit einem anderen Teilpro-
zess als dem intendierten.

5.4 Zusammenfassung

Bei den hier gezeigten empirischen Beispielen liegt
der Fokus auf den Anforderungen ,,funktionale Zu-
sammenhidnge mathematisieren“ und ,,gegebene
Funktionen interpretieren”. ES konnten dabei einige
Hirden und Potenziale identifiziert werden. Dass
die Adressierung, Auffaltung und Verdichtung von
Verstehenselementen eine Hirde darstellen kdnnen,
ist bereits aus Zindel (2019) bekannt. Hier konnte
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zudem gezeigt werden, dass Lernende andere Teil-
prozesse als die intendierten vollziehen.

Bei der Bearbeitung von FlatGuckl1.0 zeigen sich
Hirden bei der Vernetzung und Interpretation der
gegebenen verbalen und symbolischen Darstellung.
Die Schwierigkeit liegt fiir Fynn vor allem darin,
Uberhaupt den Ansatz zu finden, dass beide Darstel-
lungen vernetzt werden sollten. Fur Svenja liegt die
Hirde darin, die beiden Darstellungen tragfahig
hinsichtlich der |lunabhdngigen und abhéngigen
Variablen|| aufzufalten. Somit gelingt auch ihr nicht
die entsprechende Vernetzung. Die Bewaltigung
von Teilprozessen auf der Ebene der Verste-
henselemente scheint zudem eine Voraussetzung fir
die erfolgreiche Bewadltigung von Teilprozessen des
funktionalen Denkens auf den anderen Ebenen im
Drei-Ebenen-Modell zu sein.

Bei dem Vergleich der Streaming-Angebote wurden
verschiedene Teilprozesse des funktionalen Den-
kens gefordert: das Mathematisieren funktionaler
Zusammenhdange durch Konstruktion von Tabellen,
Darstellungswechsel zu Funktionsgleichungen und
Vernetzungen mit gegebenen verbalen Darstellun-
gen. Bei dem Ausfullen der Tabellen zeigt sich, dass
Fynn und Svenja Schwierigkeiten haben, die Struk-
tur der Tabelle zu verstehen. Aullerdem fokussieren
sie eine spaltenweise und damit rekursive Betrach-
tung der Tabelle, was die Verallgemeinerung des
Zusammenhangs und somit das Aufstellen der
Funktionsgleichung erschwert. Nachdem die Desig-
nexperimentleiterin die Anforderung von der ,,Kon-
struktion symbolischer Darstellungen zum ,,Ver-
netzen mit symbolischen Darstellungen anderte,
konnten Fynn und Svenja die passende Funktions-
gleichung auswahlen. Die anschlielende Vernet-
zung mit verbalen Darstellungen gelang weitestge-
hend tragféhig. In Zindel (2019) konnte zudem ge-
nauer aufgezeigt werden, wie das Designprinzip
Formulierungsvariation flr einzelne Verstehensle-
mente sensibilisieren kann, was vermutlich eine
Voraussetzung flr tragfahiges funktionales Denken
auf dieser Ebene ist.

Bei den Flohmarktaufgaben zeigt sich, dass die bei-
den Lernenden hier wieder Kontexttberlegungen
anstellen, anstatt auf die verbale Darstellung im
Aufgabentext zu achten und diese zu interpretieren
bzw. mit der symbolischen Darstellung zu vernet-
zen. Dies koénnte damit zusammenhangen, dass sie
versuchen zu mathematisieren anstatt zu interpretie-
ren, wie es eigentlich gefordert ist. Bei einigen an-
deren Lernenden zeigte sich aber auch schon eine
tragféhigere Herangehensweise beim Interpretieren.
Einige Lernende wissen bei der Bearbeitung dieser
Aufgabe inzwischen, wonach sie suchen missen,
namlich nach Angaben zu den ||beteiligten GroRen||

und der ||Richtung der Abhédngigkeit|. Aber sie ha-
ben Schwierigkeiten die Richtung der Abhangigkeit
korrekt zu identifizieren, wenn das Sprachmittel
variiert und die verbale Darstellung die funktionale
Abhingigkeit nicht mehr mit dem Sprachmittel ,,in
Abhéngigkeit von“, sondern mit dem Sprachmittel
»zuordnen beschreibt (ebd.).

Auffalten und Verdichten zeigen sich sowohl beim
Mathematisieren funktionaler Zusammenhange und
der Konstruktion von Darstellungen als auch beim
Interpretieren von Funktionen und damit gegebenen
Darstellungen als wichtige Prozesse. Allerdings
zeigt sich, dass das Mathematisieren eher ein Ver-
dichten und das Interpretieren eher ein Auffalten
von Verstehenselementen erfordert. Dies lasst sich
auch theoretisch erklaren, da fiir einen Mathemati-
sierungsprozess viele einzelne Informationen zu-
sammengefasst werden miissen, wohingegen bei
einer Interpretation die funktionale Abhéngigkeit
bereits verdichtet prasentiert wird. Daher ist es
wichtig, die unterschiedlichen Anforderungen auch
bewusst voneinander zu trennen, da sie strategisch
unterschiedliche  Herangehensweisen  erfordern
(Beim Interpretieren darf nicht anhand von Kon-
textlberlegungen entschieden werden, welche Rich-
tung der Abhdangigkeit sinnvoll ist, sondern es muss
identifiziert werden, was die Aufgabe diesbezuglich
vorgibt.)

6. Fazit und Ausblick

Funktionales Denken ist die ,,Denkweise die typisch
fur den Umgang mit Funktionen ist“ (Vollrath,
2014, S. 117). In diesem Artikel wurde spezifiziert,
welche Teilprozesse zu dieser Denkweise gehdren,
wenn zundchst nur das situationsbezogene (und
noch nicht das innermathematische) funktionale
Denken betrachtet wird (siehe Abb. 6). Zur Identifi-
zierung entsprechender Teilprozesse des funktiona-
len Denkens wurde auf einer Konzeptualisierung
von Funktionsverstandnis mit dem Fokus auf den
Kern des Funktionsbegriffs (Zindel, 2019) aufge-
baut, die wiederum auf der kognitionspsychologi-
schen Theorie des Auffaltens und Verdichtens von
Verstehenselementen (vgl. Drollinger-Vetter, 2011)
basiert. Zur Differenzierung verschiedener Anforde-
rungen in Textaufgaben, die grundlegend fiir eine
Ausdifferenzierung des funktionalen Denkens war,
wurde analytisch zwischen den Begriffen Funktion
(als mathematischem Objekt), funktionalem Zu-
sammenhang (als Phdnomen in der Welt) und funk-
tionaler Abhangigkeit (als der Vorstellung eines
gerichteten funktionalen Zusammenhangs) getrennt.
Diese begriffliche Trennung ermdglicht zum einen
eine differenzierte Beschreibung von Anforderun-
gen von Aufgaben, zum anderen aber auch eine
differenziertere Beschreibung der Lernprozesse.
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Welche Teilprozesse des funktionalen Denkens
erforderlich sind, hangt von der Situation ab. Ver-
schiedene Typen von Textaufgaben (wie in Ab-
schnitt 4) stellen Lernende vor unterschiedliche
Anforderungen, da sie verschiedene Teilprozesse
des funktionalen Denkens erfordern. Beim Mathe-
matisieren funktionaler Zusammenhénge werden
Lernende vor andere Anforderungen gestellt als
beim Interpretieren von Funktionen, wie sich auch
empirisch gezeigt hat. In diesem Zusammenhang
ermdglicht die Unterscheidung zwischen verbalen
Darstellungen von Funktionen und Situationsbe-
schreibungen von funktionalen Zusammenhéngen,
diesbeziiglich unterschiedliche Anforderungen in
Textaufgaben wahrzunehmen. Die analytische
Trennung zwischen den Begriffen Funktion, funkti-
onalem Zusammenhang und funktionaler Abhéan-
gigkeit zeigt sich hier auch empirisch als relevant,
da sie ermdglicht, die unterschiedlichen Anforde-
rungen der Aufgaben zu beschreiben und die ent-
sprechenden Bearbeitungsprozesse der Lernenden
einzuordnen.

Als Konsequenz ergibt sich, dass die damit einher-
gehenden unterschiedlichen Anforderungen explizit
thematisiert werden sollten, um bei Lernenden ver-
schiedene Teilprozesse des funktionalen Denkens zu
fordern.

Es hat sich gezeigt, dass die Fahigkeit, die Verste-
henselemente zum Kern flexibel auffalten und ver-
dichten zu kdnnen, grundlegend fir das funktionale
Denken zu sein scheint. Aus diesem Grund sollte
auch das Verstandnis zum Kern des Funktionsbe-
griffs explizit im Unterricht gefordert werden (fur
Maglichkeiten hierzu vgl. Zindel, 2019; Zindel et
al., 2018).

In diesem Artikel lag der Fokus auf den Teilprozes-
sen situationsbezogenen funktionalen Denkens, d. h.
insbesondere auf den Teilprozessen im Zusammen-
hang mit dem Interpretieren von Funktionen und
Mathematisieren von funktionalen Zusammenhén-
gen. Dies sind im Drei-Ebenen-Modell gerade die
Teilprozesse, die Beziige zwischen der Funktion
und der Situation herstellen. Hier nicht néher be-
trachtet wurden bislang die Teilprozesse, die aus-
schlielich innerhalb des Drei-Ebenen-Modells ab-
laufen, womit insbesondere innermathematische
Prozesse gemeint sind. In einem weiteren Schritt
ware es denkbar, auch diese Teilprozesse noch ge-
nauer zu untersuchen.

Funktionales Denken zu lernen, erfordert das Ken-
nenlernen verschiedener Funktionstypen und Dar-
stellungsweisen (Vollrath, 2014, S. 121 f.). Mithilfe
der hier vorgestellten Ausdifferenzierung von Teil-
prozessen des funktionalen Denkens kann dies ge-
zielt unterstltzt und gefordert werden, wenn auch
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Lehrkréfte fur die verschiedenen Teilprozesse und
damit einhergehenden Anforderungen sensibilisiert
sind.
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