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Zum Themenheft

Der Funktionsbegriff ist grundlegender Inhalt des
Mathematikunterrichts. Seit den Meraner Lehrplan-
Reformen 1905 um Felix Klein steht vor allem das
Schlagwort ,,Erziehung zum Funktionalen Denken*
fir eine flachendeckende curriculare Verbreitung
des Begriffs mit all seinen Facetten im Mathematik-
unterricht (Gutzmer, 1908). Hierbei gilt es, Lernen-
den ein reichhaltiges und ebenso perspektivenrei-
ches Bild von Funktionen und ihren inner- wie au-
Rermathematischen Anwendungsmaoglichkeiten zu
vermitteln. Lernende sollen in Funktionen denken
lernen, d. h. Funktionales Denken entwickeln (vgl.
z. B. ebd.; Oehl, 1965; Vollrath, 1986, 1989; Kri-
ger, 2000). Gerade in den letzten Jahren gibt es in-
nerhalb der deutschsprachigen mathematikdidakti-
schen Community vielfaltige Forschungsprojekte,
die sich der Entwicklung Funktionalen Denkens bei
Lernenden widmen. Dies lasst sich beispielsweise
anhand der groRen Anzahl einschldgiger bereits
publizierter Dissertationensschriften festmachen (z.
B. Nitsch, 2015; Klinger, 2018; Lindenbauer, 2018;
Rolfes, 2018; Lichti, 2019; Zindel, 2019; Dreher,
2020). Um solchen Projekten eine gemeinsame
Plattform zu geben und voneinander zu profitieren
sowie den nationalen fachdidaktischen Forschungs-
stand zum Funktionalen Denken zu vernetzen, wur-
den einerseits verschiedene Tagungsformate (F3-
Tagung vom 22. bis 23. Marz 2019 in Landau) und
Symposien (insbesondere im Rahmen mehrerer
Tagungen der GDM) angeboten.

Andererseits soll gerade ein Themenheft wie das
vorliegende einen Ausschnitt der vielféltigen For-
schungsaktivitaten abbilden und gemeinsam sichtbar
machen. In diesem Sinne adressiert das vorliegende
Themenheft der mathematica didactica vielféltige
Aspekte im Bereich des Funktionalen Denkens.
Diese reichen von der weiteren theoretischen Kon-
zeptualisierung des Begriffs Uber die Erforschung
von individuellen Lernprozessen bei der Entwick-
lung Funktionalen Denkens, die deskriptive Be-
schreibung der Fahigkeiten im Bereich Funktionen
fiir grofRe Stichproben bis hin zur Erforschung not-
wendiger fachdidaktischer Expertise bei angehenden
Lehrkréaften. Eine gemeinsame theoretische Basis
aller Projekte bilden dabei stets die drei Aspekte
nach Vollrath (1989) (1) Zuordnung, (2) Ande-
rungsverhalten bzw. Kovariation und (3) Funktion
als Ganzes bzw. Objekt (Malle, 2000), die sich in
den Grundvorstellungen des Funktionalen Denkens

entsprechend wiederfinden (von Hofe, 2003). Hinzu
kommen weitere Gemeinsamkeiten, etwa der Fokus
auf unterschiedliche Darstellungsarten wie Funkti-
onsterm, Funktionsgraph, Wertetabelle und eine
ggfs. zugrundeliegende situative Beschreibung (vgl.
Janvier, 1978; Swan, 1982).

Zu den Beitragen des Themenheftes

Der Beitrag von Zindel nimmt in Form eines Uber-
blicksartikels eine Gegenlberstellung der Begriffe
,Funktion®, , Funktionaler Zusammenhang“ und
,Funktionale Abhédngigkeit vor, um eine weiterge-
hende Konzeptualisierung des Funktionalen Den-
kens zu leisten. Hierbei identifiziert Zindel den Be-
darf zur empirisch-gestltzten Weiterentwicklung
des Konzepts ,,Funktionales Denken“. Thr Ansatz
verfolgt dabei das Ziel, nicht nur das Erfassen von
Lernendenvorstellungen, sondern vor allem auch die
Forderung eines grundlegenden Funktionsverstand-
nisses zu ermdglichen. Funktionales Denken wird
oft als das ,,Denken in Zusammenhéngen* (Vollrath,
1989, S. 39) bzw. ,,eine Denkweise, die typisch fir
den gedanklichen Umgang mit Funktionen ist*
(Vollrath, 2014, S. 117) beschrieben. Um diese De-
finitionen ausscharfen zu kénnen, wird im Artikel
die analytische Trennung zwischen den bereits oben
genannten Begriffen Funktion (als dem mathemati-
schen Objekt), funktionaler Zusammenhang (als
Phanomen in der Welt) und funktionale Abhangig-
keit (hier die Vorstellung eines gerichteten funktio-
nalen Zusammenhangs) vorgeschlagen und an empi-
rischen Beispielen erl&utert. Sowohl fiir den Um-
gang mit Funktionen als auch fir den Umgang mit
funktionalen Zusammenhangen bendtigen Lernende
die Vorstellung einer funktionalen Abhéngigkeit. In
Anlehnung an die kognitionspsychologische Theorie
des Auffaltens und Verdichtens von Verstehensele-
menten (Drollinger-Vetter, 2011), wird ein Drei-
Ebenen-Modell (,,Verstehensmodell®) entwickelt,
das zu der Ebene der Begriffe und der Ebene der
Darstellungen die Ebene der Verstehenselemente
erganzt und darin ein Facettenmodell zum sog.
,»Kern“ des Funktionsbegriffs présentiert (vgl. Pre-
diger & Zindel, 2017; Zindel, 2019). Hiermit lassen
sich Teilprozesse des situationsbezogenen Funktio-
nalen Denkens differenzierter und tber die drei As-
pekte nach Vollrath (1989) hinausgehend beschrei-
ben. Zindel erértert weitergehend verschiedene Pro-
zesse bei der Darstellungsvernetzung und hebt die
Rolle der verbalen Darstellung im Kontext ver-
schiedener Textaufgaben hervor. Im Artikel werden
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auBerdem verschiedene Verstehenselemente zum
Funktionsbegriff vorgestellt, um diese mit dem Pro-
zess des Mathematisierens funktionaler Zusammen-
hénge und des Interpretierens von Funktionen in
Verbindung zu bringen. Hierbei lasst sich zeigen,
dass sich die Anforderungen, die diese beiden Pro-
zesse an Schilerinnen und Schiler stellen, maligeb-
lich unterscheiden, sodass entsprechende Lerngele-
genheiten gezielt geschaffen werden sollten.

Der sich anschlieBende Beitrag von Lindenbauer
fokussiert auch auf individuelle Lernprozesse von
Schilerinnen und Schiilern. Hierbei zeigt die Auto-
rin Potentiale von interaktiven Arbeitsblattern fur
den Lernprozess von Schiilerinnen und Schlern im
Rahmen einer Intervention zur Férderung des Funk-
tionalen Denkens auf. In der vorliegenden qualitati-
ven Studie bezieht sie Lernende des 7. Jahrgangs
ein, da diese sich noch in einer frilhen Phase der
Ausbildung des Funktionalen Denkens befinden.
Hierbei erfahren der Zuordnungs- und der Kovaria-
tionsaspekt nach Vollrath (1989) eine besondere
Bedeutung. In ihrem Artikel geht Lindenbauer zu-
nachst auf die klassischen Konzepte/Vorstellungen
und Fehlvorstellungen (und die daraus resultieren-
den Schwierigkeiten) beim Funktionalen Denken
ein, um diese im Anschluss bei der Entwicklung der
interaktiven Arbeitsblatter in GeoGebra berticksich-
tigen zu konnen. Insbesondere der Darstellungs-
wechsel zwischen Situation und Funktionsgraph
wird mittels dynamischer Materialien fokussiert.
Hierbei wird untersucht, inwiefern durch die Nut-
zung dynamischer Medien intuitive Vorstellungen
zum Funktionalen Denken beeinflusst werden kon-
nen. In diesem Rahmen kann Lindenbauer unter
anderem eine Diskrepanz zwischen dem mathemati-
schen Inhalt solcher Arbeitsblatter und der Wahr-
nehmung des Materials durch die Schilerinnen und
Schiler aufzeigen. Diese lassen sich auf entspre-
chendes (nicht vorhandenes) Vorwissen und indivi-
duelle Erfahrungen mit einschlagigen Darstellungs-
formen zuriickfihren. Es l&sst sich ableiten, dass
gerade jene Schilerinnen und Schiler, die bereits
eine tragfahige intuitive Vorstellung funktionaler
Abhéngigkeit besitzen, von der eigenstdndigen Er-
arbeitung mithilfe dynamischer Arbeitsblatter profi-
tieren, wohingegen schwachere Lernende auf eine
gezielte Anleitung durch die Lehrkraft angewiesen
sind, damit die durch dynamische Arbeitsblatter
angebotene Visualisierung nicht fehlinterpretiert
wird.

Auch der Beitrag von Dilling, Pielsticker und Witz-
ke hat zum Ziel, mithilfe neuer — in diesem Fall
jedoch nicht-digitaler — Medien die Entwicklung
Funktionalen Denkens bei Lernenden zu férdern. In
einer Interviewstudie wird hierbei der Umgang von
Schulerinnen und Schiilern mit 3D-gedruckten Mo-
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dellen von Funktionsgraphen untersucht. Entspre-
chend steht hierbei der Umgang mit haptischen Mo-
dellen im Vordergrund. Es zeigt sich, dass Schiile-
rinnen und Schiiler beim Entlangfahren an solchen
Graphenmodellen mit der Hand Anderungen der
Funktionswerte unmittelbar haptisch wahrnehmen.
Es lasst sich schlieBen, dass sich vor allem der
Kovariationsaspekt, aber auch der Objektaspekt
durch derartige Lernhilfen in den Vordergrund stel-
len lassen. Die empirische Untersuchung zieht fir
einen entsprechenden Nachweis drei Schiilerpaare
einer 10. Klasse eines Gymnasiums heran, welche
im Interviewsetting die Unterschiede zwischen line-
aren und quadratischen Zusammenhé&ngen erkunden.
Dabei wird analysiert, welche subjektiven Erfah-
rungsbereiche (Bauersfeld, 1983) sich bei Lernen-
den beschreiben lassen, ob diese zusammenhangen
und ob sich diese dem Kovariations- und Objektas-
pekt zuordnen lassen. Es zeigt sich, dass es den
Schiilerinnen und Schiiler gelingt, die verschiedenen
Erfahrungsbereiche  (Funktionsgleichung,  3-D-
Objekt, Stempeln des Funktionsgraphen mit einem
eigens erzeugten Stempel) miteinander zu vernet-
zen. Des Weiteren werden zwei Kategorien identifi-
ziert, welche die subjektiven Erfahrungsbereiche des
Kovariationsaspekts betreffen: Die Wahrnehmung
der Anderung der Funktionswerte und erste Vorstel-
lungen zur Krimmung. Im Sinne des Objektaspekts
lassen sich Aussagen identifizieren, die Symmetrie-
begriindungen, Eigenschaften von Extrema sowie
Drehungen und Verschiebungen des Objekts adres-
sieren.

Wihrend die vorgenannten Beitrdge vor allem die
Forderung und Entwicklung von Funktionalem
Denken thematisieren, richtet Klinger den Blick auf
den Ist-Zustand. Hierbei fokussiert er vor allem
Geschlechterunterschiede, die sich im Kontext eines
Leistungstests zum Funktionalen Denken, dem so-
genannten FALKE-Test, auftun. Untersucht werden
hierbei Schulerinnen und Schiiler der gymnasialen
Oberstufe zum Zeitpunkt des Eintritts in die Ober-
stufe und nach Abschluss des ersten Oberstufen-
jahrs. Mittels eines Klassifikationsmodells (Klinger,
2018) wird sichergestellt, dass die verwendeten
Testitems die wesentlichen Aspekte des Funktiona-
len Denkens umfanglich abbilden. Es zeigt sich,
dass im Gesamttest zu beiden Messzeitpunkten
mannliche Testteilnehmer signifikant besser ab-
schneiden als weibliche. Um die Ursachen fur die-
sen Umstand genauer zu ergriinden, wird eine ver-
gleichende Itemanalyse vorgenommen, um einen
vertieften Einblick in die genannten Leistungsunter-
schiede zu erhalten. Hierbei zeigt sich, dass die
Starke entsprechender geschlechtsspezifischer Ef-
fekte stark variiert. Gerade solche Items, die einen
Darstellungswechsel eines funktionalen Zusammen-

2



U. Dreher, M. Klinger & M. Lichte

hangs von der situativ-sprachlichen zur graphisch-
visuellen Darstellungsform erfordern, zeigen sich
hierbei besonders aufféllig und tragen in diesem
Sinne in besonderem Male zum vergleichsweise
besseren Abschneiden der mannlichen Teilstichpro-
be bei. Zu besagten Items zahlen insbesondere sol-
che, die spezifisch auf das Fehlermuster ,,illusion of
linearity* zugespitzt sind (De Bock et al., 2007).
Dahingegen zeigen sich geringe oder sogar umge-
kehrte Effekte bei Items, die im Wesentlichen pro-
zedurale Kompetenzen zu ihrer Bearbeitung bendti-
gen. Die Studie gibt somit einen auch nah am Lern-
gegenstand ausgerichteten Einblick in empirisch
regelmaliig feststellbare geschlechtsspezifische Dif-
ferenzen in mathematischen Leistungstests anhand
eines konkreten Themenbereichs.

Hofmann und Roth wechseln schlieBlich die Per-
spektive und fokussieren in ihrer Studie Mathema-
tiklehramtsstudierende und ihre sich entwickelnde
Expertise im Bereich des Fehlerwissens zu funktio-
nalen Zusammenh&ngen. Hierbei adressieren sie
speziell den Reprasentationswechsel zwischen situa-
tiver Beschreibung und zugehérigem Funktions-
graph. Hierbei ist offenkundig, dass das Vornehmen
einer adaquaten Diagnose von Fehlvorstellungen flr
angehende Lehrerinnen und Lehrer eine notwendige
Kompetenz darstellt, um den Lernprozess von Schii-
lerinnen und Schilern optimal unterstiitzen zu kon-
nen. In diesem Sinne ist es das Ziel der vorgestellten
Studie, entsprechende diagnostische Fahigkeiten
zukinftiger Lehrkréfte in Bezug auf Fehlertypen
und typische Denk- und Arbeitsweisen mit Funktio-
nen zu analysieren und in einer Intervention zu for-
dern. Es zeigt sich, dass Mathematiklehramtsstudie-
rende zu Beginn ihres Studiums auch nach dem
Besuch einer einfhrenden Vorlesung zu Grundfra-
gen des Mathematikunterrichts h&ufig noch nicht in
der Lage sind, Fehlvorstellungen von Schiilerinnen
und Schilern der 7. oder 8. Jahrgangsstufe bei der
Betrachtung authentischer Videos differenziert zu
benennen. Erst nach einer sechswdchigen Interven-
tion, in der die Studierenden mit Videovignetten
innerhalb  des  Videotools  ViviAn  (vgl.
https://vivian.uni-landau.de) trainiert haben, zeigt
sich eine signifikante Verbesserung der diagnosti-
schen Kompetenz, wenn auch die Effektstarke klein
ausfallt. Wesentliche Zuwéchse zeigen sich hierbei
unter anderem bei der Diagnose eines Graph-als-
Bild-Fehlers (z. B. Schléglhofer, 2000). Der Beitrag
macht deutlich, dass die Schulung der Diagnosefé-
higkeiten zukiinftiger Lehrkréfte bereits im Studium
sinnvoll ist und zielfihrend gestaltet werden kann.

Die in diesem Themenheft enthaltenen Beitrdge
zeigen somit in ihrem Querschnitt exemplarisch
unterschiedliche wissenschaftliche Bestrebungen der
deutschsprachigen Community im Bereich des

Funktionalen Denkens auf und spiegeln gleichzeitig
deren Vielseitigkeit wider. Hierbei finden sich Ar-
beiten, die den aktuellen Stand darstellen und dabei
gezielt auf etwaige Problemstellen verweisen. Hier-
zu zéhlen héufige Fehlvorstellungen, Geschlechter-
unterschiede sowie Optimierungsbedarfe innerhalb
der Lehrerlnnenbildung. Gleichsam stellen andere
Arbeiten innovative Konzepte und neue theoretische
Fundierungen zur Vermittlung und letztlich erfolg-
reichen Entwicklung von Funktionalem Denken bei
Lernenden auf. Dies schlielt gegenstandliche Mate-
rialien und neue (digitale) Lehr-Lern-Arrangements
ein.

Insgesamt zeigt das vorliegende Heft sowohl beste-
hende Herausforderungen als auch existierende
Moglichkeiten im Kontext der ,Erziehung zum
Funktionalen Denken® auf. Mit ihrer Sichtbarma-
chung soll eine gewinnbringende Vernetzung dieser
vielféltigen Perspektiven geleistet werden.
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