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Zusammenfassung: Das Wittgenstein ‘sche Sprach-
spiel wird immer wieder in theoretischen Aufsatzen
mit mathematikdidaktischer Ausrichtung als Instru-
ment zur Deutung von Bedeutungsbildungsprozessen
eingesetzt. Im vorliegenden Aufsatz wird die Pra-
xistauglichkeit des Wittgenstein ‘schen Sprachspiels
als Mittel gewinnbringender didaktikrelevanter Re-
flexion in verschiedenen Kontexten anhand von prak-
tischen Beispielen unter Beweis gestellt. Die Ergeb-
nisse derartiger Reflexionen kénnen als Grundlage
fir die didaktische Aufbereitung mathematischer In-
halte genutzt werden.

Abstract: The Wittgenstein language game is used
frequently in theoretical mathematical didactic arti-
cles as an instrument for the interpretation of mean-
ing-forming processes. In this article, the practicality
of the Wittgenstein language game as a means of
profitable didactic-relevant reflection in various con-
texts is demonstrated by means of practical examples.
The results of such reflections can be used as a basis
for the didactic preparation of mathematical content.

1. Einleitung

Wittgensteins ,,Sprachspiel” scheint auf den ersten
Blick ein theoretisches Gebilde zu sein, welchem
man im Zusammenhang mit dem Mathematikunter-
richt héchstens im Hinblick auf einen philosophi-
schen Diskurs Relevanz zusprechen wiirde. Die In-
tention des vorliegenden Aufsatzes ist es, im Wider-
spruch zu dieser Sichtweise, dieses Konzept fur die
Praxis nutzbar zu machen. Es werden konkrete Vor-
schldge im Hinblick auf den Umgang mit mathema-
tischen Zeichen unterbreitet. Im Gegensatz zu aktu-
ellen Ansétzen sollte weniger auf abstrakte mathema-
tische Objekte, sondern auf den regelbestimmten Ge-
brauch der involvierten Zeichen fokussiert werden.

Das Wittgenstein’sche Sprachspiel wurde bereits mit
unterschiedlichen mathematikdidaktischen Bezuigen
als Analysemittel eingesetzt. Relevante Arbeitsfelder
und darin wichtige Arbeiten sind exemplarisch: Der
Bereich der Begriffshildung (z. B. Brunner, 2015,
2017; Dorfler, 2013, 2014; Meyer, 2010, 2015), die
Analyse von Unterrichtsinteraktion (Bauersfeld,
1995; Schmid, 1998), die Rekonstruktion von Kom-
munikation aus mathematikdidaktischer Perspektive
(Sfard, 2008). Ist man mit dem Wittgenstein‘schen
Sprachspiel und mit seiner mathematikdidaktischen
Einsetzbarkeit vertraut, so kann mit diesem Konzept

die Relevanz und ZweckmaRigkeit didaktischer, me-
thodischer und sprachlicher Aufbereitung von mathe-
matischen Inhalten qualifiziert analysiert und beur-
teilt werden. Natdirlich ist hier noch Forschungsarbeit
zu leisten. Der vorliegende Aufsatz ist ein Beitrag
dazu. Nach der eingenommenen Betrachtungsweise
ist gut vorstellbar, dass Lehrende bei entsprechender
Vertrautheit mit dem Konzept, dieses als Hilfsmittel
der eigenen Unterrichtsgestaltung nutzen kénnen.
Das Wittgenstein’sche Bedeutungskonzept erscheint
in diesem Sinne praxistauglich.

Im vorliegenden Artikel dient das Wittgenstein’sche
Sprachspiel als spezielle Perspektive auf Unterrichts-
mittel. Anhand von zwei praxisnahen Beispielen
werden erforderliche Begriffs- und Bedeutungsbil-
dungsprozesse beleuchtet und erlautert. Beim ersten
Beispiel geht es um die Visualisierung von Briichen
und Probleme, die im Zusammenhang mit einer em-
piristischen Verwendung von Anschauungsmitteln
entstehen kdnnen. Beim zweiten Beispiel geht es um
Eigenheiten der lblichen sprachlichen Aufbereitung
mathematischer Inhalte und Schwierigkeiten, welche
aus dem (blichen Sprachgebrauch resultieren kén-
nen. ,,Ublich“ bedeutet hier begriindet durch akzep-
tierte didaktische Theorien. Am Schluss des Aufsat-
zes werden die unter dem Gesichtspunkt der Pra-
xistauglichkeit gewonnenen Kenntnisse zusammen-
gefasst.

2. Mathematik als Sprach- bzw.
Zeichenspiel

Nach Wittgenstein haben Worter und Sétze keine Be-
deutung an sich. Die Bedeutung eines Wortes ist
durch seine Rolle im Sprachspiel bestimmt. Mit Rolle
ist die Art und Weise gemeint, nach welcher im
Sprachspiel mit dem Wort kalkuliert wird. Die dabei
geltenden Verwendungsregeln sind durch das
Sprachspiel bestimmt. Wittgenstein schreibt:

Ich sagte, die Bedeutung eines Wortes sei die Rolle, die
es im Kalkil der Sprache spiele. (Ich verglich es mit
einem Stein im Schachspiel.) Und denken wir nun da-
ran, wie mit einem Wort, sagen wir z. B. ,rot* kalku-
liert wird. Es wird angegeben, an welchem Ort sich die
Farbe befindet, welche Form, welche GroR3e der Fleck
oder der Korper hat, der die Farbe trdgt, ob sie rein oder
mit anderen vermischt, dunkler oder heller ist, gleich
bleibt oder wechselt, etc. etc. Es werden Schliisse aus
den Satzen gezogen, sie werden in Abbildungen, in
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Handlungen Ubersetzt, es wird gezeichnet, gemessen
und gerechnet. (Wittgenstein, 1984a, S. 67)

Wittgenstein definiert nicht, was er als Sprachspiel
versteht. ,,Er gebraucht das Wort, indem er Beispiele
anfiihrt und den Umgang mit ihm beschreibt*
(Meyer, 2010, S. 59). Beispiele fiir solche Sprach-
spiele sind nach Wittgenstein (2003, S. 26): ,,Herstel-
len eines Gegenstands nach einer Beschreibung
(Zeichnung)*, ,,Uber den Hergang Vermutungen an-
stellen®, ,,Ein angewandtes Rechenexempel 16sen®.
Mathematik wird von Wittgenstein als Sprachspiel
betrachtet. Trotz des Begriffes ,,Sprachspiel® ist
Wittgenstein (1978, S. 171) aber nicht der Meinung,
dass Mathematik in jeder Hinsicht ein Spiel ist. Be-
trachtet man aber bestimmte Aspekte, wie etwa Zei-
chengebrauch oder Regelfolgen, so ist Mathematik
mit einem Spiel vergleichbar.

Lernprozesse erfordern Bedeutungsanderungen von
Wortern. Mit der Bedeutungsénderung eines Wortes
andert sich auch das Sprachspiel. Lernen impliziert
daher ,,die Teilhabe an neuen und sich verdndernden
Sprachspielen” (Meyer, 2015, S. 100). Die Bedeu-
tung eines Satzes resultiert aus dem Zusammenwir-
ken einzelner Worter und der daraus resultierenden
Spielstellung. Wittgenstein schreibt:

Es gibt auch keinen alleinstehenden Satz. Denn was ich
Satz nenne ist eine Spielstellung in einer Sprache.
(Wittgenstein, 1984a, S. 172)

Im Wittgenstein‘schen Sinn wird also die Bedeutung
der in der Mathematik verwendeten Sprechweisen
durch den mathematikublichen Gebrauch bestimmt.
Wie steht es aber mit der Bedeutung der in der Ma-
thematik verwendeten nonphonetischen Inskriptio-
nen? Inskriptionen haben keine Bedeutung an sich.
Eine Wellenlinie kann etwa als Zeichen fiir ,,Tren-
nung von oben-unten®, ,,auf und ab®, ,,Vagheit“, ,,Be-
wegung®, ,,Wellen®, ,,Wasser” usw. gebraucht wer-
den. Man kann sie aber mithilfe entsprechender Re-
geln auch als ,,Sinusfunktion* verwenden. Auch im
Zusammenhang mit nonphonetischen Inskriptionen
wird also die Bedeutung durch den Gebrauch im je-
weiligen Zeichenspiel bestimmt. Der Begriff ,,Zei-
chenspiel geht ebenfalls auf Wittgenstein zuriick
(vgl. etwa Wittgenstein, 1984b, S. 257). Der Uber-
gang vom ,,Sprachspiel“ zum ,,Zeichenspiel ist im
Folgenden ein flieRender. Geht es eher um phoneti-
sche Inskriptionen und Sprechweisen, so wird der
Begriff ,,Sprachspiel” verwendet, geht es eher um
nonphonetische Inskriptionen, der Begriff ,,Zeichen-
spiel*. Beispiel: Geht es etwa um eine mit Wortern
formulierte GesetzmaBigkeit wie ,,Bruch als Anteil*,
so wird von einem Sprachspiel gesprochen, geht es
um Bruche als Kalkil, von einem Zeichenspiel. Auf
Basis des Wittgenstein‘schen Sprachspiels kann dem
Bedeutungsbegriff eine prégnante sprachliche Form
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gegeben werden: ,, Die Bedeutung eines Zeichens ist
sein Gebrauch “.

Dieser Gebrauch wird durch Regeln bestimmt. Im
Sinne von Wittgenstein werden Regeln ,,nicht durch
die logische Summe ihrer Beispiele explizit defi-
niert (Hoffmann, 2007, S. 1). Hoffmann schreibt
weiter:

Die Regel wird durch eine nicht weiter hintergehbare
Ahnlichkeit gegeben, die unter den zu ihrer Definition
angegebenen Beispielen besteht. Diese Ahnlichkeit
wird durch jedes neu hinzukommende Beispiel fortge-
schrieben, verengt, verdndert oder auch erweitert. [...]
Das Erlernen von Regeln beinhaltet daher immer zwei
Punkte: Einerseits die Erkennung ihrer Anwendungs-
kriterien in konkreten Situationen, d. h. die Subsump-
tion einer Erfahrung unter der jeweiligen Regel. Ande-
rerseits die spezifische Fortschreibung, die Verdnde-
rung, die Verengung oder Erweiterung der Regel auf-
grund jeder neuen Erfahrung. (Hoffmann, 2007, S. 1)

Korrekte Regelanwendung ist im Zusammenhang
mit Mathematik nicht einfach. Man muss beispiels-
weise wissen, welche Regeln in welchen Kontexten
der Verwendung von Zeichen Uberhaupt Glltigkeit
besitzen. Zuséatzlich muss man erkennen, welche An-
wendungskriterien in einer konkreten Situation die
Verwendung einer bestimmten Regel rechtfertigen.
Dariiber hinaus ist im Zusammenhang mit Mathema-
tik die Beachtung von Regeln alleine schon aufgrund
der vielen moglichen Beispiele, die alle zumindest
partiell verschiedene Regelverwendung verlangen,
nicht einfach. Regeln missen also standig nicht nur
fortgeschrieben sondern auch verengt oder erweitert
werden. Regelanwendung ist zudem selbst nicht
durch eine allgemein giiltige Regel beschreibbar. Es
gibt nicht nur Regeln, welche den Gebrauch der Wor-
ter, Sétze und Inskriptionen im Zusammenhang mit
so genannten mathematischen Darstellungen und
Theoremen determinieren. Es gibt auch Regeln, wel-
che das Sprachspiel ,,Mathematikunterricht* bestim-
men (Meyer, 2015, S. 103). Meyer nennt als Bei-
spiele fur solche Regeln Interaktionsmuster und Rou-
tinen wie das ,,Muster der inszenierten Alltaglich-
keit®, die Voigt (1984) herausgearbeitet hat.

Die Vermittlung von Wissen geschieht nach Wittgen-
stein innerhalb von Sprachspielen (Meyer, 2015,
S. 98). Wie bereits erwéhnt gibt Wittgenstein (2003,
S.26) eine Vielzahl von Beispielen fiir solche
Sprachspiele wie etwa: ,,Beschreiben eines Gegen-
stands nach dem Aussehen, oder nach Messungen.*
Im Zusammenhang mit Begriffsbildung betont
Meyer (2015, S.104) den Begriindungsaspekt im
Hinblick auf die Festlegung des Wortgebrauchs. Die-
ser zeigt sich etwa in der Struktur potentieller Ver-
wendungsweisen von Wortern. Als Beispiele flhrt
Meyer (ebd., S.104) die konditionale Struktur
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(,Wenn ..., dann ...“), Definitionen (als eine elemen-
tare Grundlage eines Begriffs) oder Aquivalenzrela-
tionen (bikonditional — ,,Genau dann ..., wenn ...*)
an. Auch Brunner (2017) fihrt solche Beispiele an.
Hier drei davon: Ein Zeichenspiel wie

[X| =x furx = 0und [x] = -x furx < 0

regelt etwa die Verwendung der Betragsstriche
(Brunner, 2017, S. 153). Bei Zeichenspielen wie

2=z 1 a-c _ 1 2a-b _ 1
4-72 2+z  a’-c*  a+c  4a*-b®  2a+b
4+(-b—-c) _ 1
16—(b+c)*>  4+(b+c)

usw. missen die Lernenden letztlich selbst in der
Lage sein, die entsprechenden Verwendungsregeln
zu decodieren (Brunner, 2017, S. 156). Ein Zeichen-
spiel wie dieses ist gut mit dem ,,token-type“-Kon-
zept nach Peirce beschreibbar (Brunner, 2013). Auch
der Ausbau des Zahlbegriffs erfolgt u. a. mithilfe von
Zeichenspielen (Brunner, 2017, S. 154). Ein Zahlzei-
chen wie etwa ,,5 ist anfinglich nur durch seine
Rolle im Zeichenspiel ,,0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...“ be-
stimmt. Es ist Nachfolger des Zahlzeichens ,,4“ und
Vorginger des Zahlzeichens ,,6*. Mithilfe von Erset-
zungs- und Operationsregeln und dem Ausbau des
Zeichenspiels mithilfe von Inskriptionskombinatio-
nen kann das Dezimalsystem auf die bekannte Art
und Weise ausgebaut werden. Es gelten Inskriptions-
ersetzungen wie 5=6-1=-2+7=40:8=47+
02+0,1=~—2=6,6—1,6=usw. Die Rolle , 5

kann nun auf viele Arten ,,beschrieben werden. Ler-
nen von Mathematik kann in diesem Sinne als Ge-
brauchserwerb im Zusammenhang mit mathemati-
schen Zeichen gesehen werden. Weitere Aspekte des
Gebrauchs des Wittgenstein‘schen Sprachspiels im
Zusammenhang mit mathematikdidaktischen Frage-
stellungen werden in den folgenden Abschnitten an-
gesprochen.

3. Beispiel 1: Visualisierungen als Erkl&-
rungsmittel

Der relationale Gebrauch der involvierten Inskriptio-
nen ist nicht nur eine Notwendigkeit, sondern auch
eine Schwierigkeit des regelkonformen mathemati-
schen Tuns. Verwendet man Inskriptionen rein figur-
lich, so wird im Sinne von Dawydow (1977) und
Dorfler (1988) der Ubergang von der empirischen zur
theoretischen Begriffsbildung erschwert. Verwendet
man etwa einen Kreis rein als Figur, so ist er etwa bei
Verwendung der Maximumsmetrik von einem Quad-
rat nicht unterscheidbar. Ein Kreis ist mathematisch
durch eine Relationalitdt bestimmt: Er ist die Menge
aller Punkte einer Ebene, die einen konstanten Ab-
stand zu einem vorgegebenen Punkt dieser Ebene
(dem Mittelpunkt) haben. Ohne theoretische Be-

griffsbildung ist es nach Dawydow (1977) nicht mog-
lich, mathematische Begriffe zu bilden. Wie das
obige Beispiel der Wellenlinie zeigt, kénnen Inskrip-
tionen fast beliebig verwendet werden. Will man fest-
stellen, nach welcher Bedeutung Inskriptionen ver-
wendet werden, so muss man wissen, wonach man
sucht. Dawydow schreibt:

Setzt man das Allgemeine als echte Grundlage fir die
Wahl der Gegensténde nicht voraus, muss ein solcher
Vergleich rein willkirlich bleiben, und dann ist es vél-
lig belanglos, was verglichen wird. [...] Man kann
auch, wie LOTZE bemerkt, Kirschen und Fleisch zur
Gruppe der roten, saftigen, efbaren Dinge zihlen [...]
(Dawydow, 1977, S. 62)

Verwendet man etwa eine Briicke, einen Lichtbogen
oder Wasserspritzer als typische Einflihrungsbei-
spiele fur eine quadratische Funktion, so kénnen Ler-
nende an dieser Stelle nicht wissen, wonach sie su-
chen sollen. Die quadratische Funktion ist keine ,,Ei-
genschaft™ derartiger Phinomene der ,,Wirklichkeit®.

Im Zusammenhang mit der angefiihrten Gebrauchs-
unterscheidung (relational — figtrlich) wurde ich von
einem Kollegen mit folgenden zwei Fragestellungen
konfrontiert:

Fragestellung 1: Bei der haufig verwendeten Visuali-
sierung von Briichen mithilfe von ,,Figuren® (vgl.
Abb. 1) werden diese Anschauungsmittel rein figur-
lich verwendet. Dennoch erweisen sich diese Visua-
lisierungen als hilfreich im Hinblick auf die ange-
strebte theoretische Begriffshildung. Wie kann man
sich das erklaren?

Fragestellung 2: Man hat bei entsprechenden Versu-
chen mit verschiedenen Visualisierungen gleicher
Briiche (vgl. Abb. 2) die Beobachtung gemacht, dass
Visualisierungen nicht in jeder Hinsicht verstandnis-
fordernd sind. Manche Lernende werden dazu verlei-
tet, beim Addieren von Briichen nicht nur die Zahler,
sondern auch die Nenner zusammenzuzéhlen. Wie
kann man dieses Phdanomen mithilfe des Wittgen-
stein‘schen Bedeutungsbegriffs erklaren?

Der Wittgenstein‘sche Bedeutungsbegriff erlaubt ei-
nen klaren Blick auf Fragestellung 1. Wie bereits aus-
gefiihrt, haben Inskriptionen keine Bedeutung an
sich. Sie erhalten Bedeutung durch ihren Gebrauch
nach Regeln. Die so genannte Mehrdeutigkeit mathe-
matischer ,,Darstellungen® ist also mithilfe des Witt-
genstein‘schen Bedeutungsbegriffs leicht verstehbar.
Die jeweiligen Zeichenspiele und die regelkonforme
Verwendung der Inskriptionen bedingen einander.
Eine Inskription wie ,,2431 wird etwa im Flinfersys-
tem nach anderen Regeln verwendet als im Sechser-
system. Eine Inskription wie o kann als ,Kreis*,
,runde Scheibe® (das Innere beinhaltend), ,,rundes
Loch* (das Innere nicht beinhaltend), ,,Kegelschnitt®,
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,Jordankurve® usw., also jeweils nach anderen Re-
geln, verwendet werden. Auch die Inskriptionen von
Anschauungsmitteln kdnnen nach unterschiedlichs-
ten Regeln gebraucht werden und damit auf unter-
schiedlichste Art und Weise Bedeutung erhalten.

&lw

o

Abb. 1: Die angefiihrten Inskriptionen sind nur dann eine
Visualisierung des Bruchs %, wenn man in der
Lage ist, sie nach den Regeln des Bruchs zu ver-
wenden.

,Figuren® wie Abb. 1 sind nur dann Visualisierungen
.. . . 3 . R

von Briichen wie hier 2 Wenn man in der Lage ist,

die involvierten Inskriptionen nach den Regeln des
Bruchs zu verwenden. Man muss dabei die Regeln
des Bruchs auf die ,Figur anzuwenden imstande
sein. Fir Padberg und Wartha (2017, S. 24) ist diese
Verwendungsweise ,,Grundvorstellung 1, Teilaspekt
1 (Bruch als Anteil eines Ganzen). Fur Padberg und
Wartha (ebd.) bieten Kreise den Vorteil, ,,dass so das
Ganze als besonders pragnant erscheint. Es ist aber
nicht selbstverstandlich, dass Lernende die obige Fi-
gur automatisch nach den Regeln dieser Verwen-
dungsweise zu gebrauchen imstande sind. Es gibt
hiufig mehrere Moglichkeiten, ,,Figuren* wie die an-
gefiihrte als Visualisierung eines Bruches zu verwen-
den. Beispielsweise konnte die angefiihrte ,,Figur
etwa im Sinne des Umfangs, der Flache oder des

Zentriwinkels nach den Regeln des Bruchs % verwen-

det werden. Man kénnte auch Punkte einzeichnen
und die ,,Figur” nur im Hinblick auf diese Punkte
nach den Regeln des Bruchs verwenden. Visualisie-
rungen bedirfen also der Festlegung eines Ge-
brauchs. Dieser Gebrauch muss erlautert werden. Be-
deutungsbestimmend ist dabei immer die relationale
Verwendung des Bruchs. Dies bedeutet etwa: Die
,HFigur® muss im Hinblick auf die jeweilige Verwen-
dung (z. B. Umfang, Flache, Punkteanzahl) als Gan-
zes betrachtet werden. Von besonderer Bedeutung ist
dabei die Ersetzungsregel ,,das Ganze = 1. Durch die
Zuordnung von ,,das Ganze = 1 erfolgt eine Normie-
rung. Natirlich kann eine Figur auch in Ab&nderung
dieser Grundregel anders betrachtet werden. Dies
muss aber vermittelt werden. Der Nenner des Bruchs
bestimmt die Anzahl der Teile. Entscheidend ist nun,
dass das ,,Ganze* in gleich groBe Teile geteilt wird.
Der Nachweis der Gleichheit der Teile ist nicht erfor-
derlich. Er ist Teil der Verwendungsregeln des
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Bruchs. Man bendétigt daher etwa keinen theoreti-
schen Umfangs- oder Flachenbegriff. Insofern hat
der Kollege mit seiner Einschatzung der Zweckmé-
Rigkeit der rein figirlichen Verwendung der An-
schauungsmittel Recht. Im Sinne der angefuhrten ge-
ometrischen Begriffe kann das Anschauungsmittel
hier rein figlrlich benutzt werden. Im Hinblick auf
den Bruchbegriff (das ist hier der relevante Begriff)
muss die Figur aber relational und damit nach den
Regeln des theoretischen Begriffs verwendet werden.
Damit stimmt die Einschétzung des Kollegen wiede-
rum nicht. Nach den Regeln des Bruchs muss der
Zahler der Anzahl der markierten Teile entsprechen.
Es versteht sich von selbst, dass fiir Nenner und Z&h-
ler die gleiche Teilungsweise zu wahlen ist. Man
konnte also nicht den Nenner im Hinblick auf FI&-
chenteilungen und den Zahler auf eine davon diver-
gierende Einteilung (etwa eingezeichnete Punkte) an-
wenden. Fur den gleichen Bruch kdénnen (brigens
héufig verschiedene Markierungen der gleichen Art
gewdhlt werden. Bei einer ,,Figur” wie Abb. 1 kon-
nen etwa unterschiedliche Viertelkreise als Visuali-
sierung des gleichen Bruchs markiert werden.
Gleichheit im Sinne eines Bruchs bedeutet also nur
Gleichheit in den betrachteten und nicht in allen As-
pekten usw. Es gibt also eine Fulle von Verwen-
dungsregeln, die von den Lehrenden bedacht und er-
lautert werden miissen, um gegebenenfalls ,,Fehlver-
wendungen® der Visualisierungen durch Lernende
erkennen und vermeiden zu kénnen. AbschlieRend
kann in Beantwortung von Frage 1 also gesagt wer-
den, dass die jeweilige ,,Figur” nur im Hinblick auf
die Verwendungsregeln des visualisierten Bruchs
und nicht in jeder Hinsicht relational verwendet wer-
den muss.

Der Begriff ,,Fehlverwendung* bedarf einer Erlaute-
rung. Er formuliert hier lediglich, dass VVerwendungs-
regeln der Inskriptionen der entsprechenden Visuali-
sierungen von festgelegten Regeln abweichen. Es
wird also ein Regelkonflikt formuliert. Der Begriff
,Fehlverwendung ist nicht ideal, er wird aber im
Folgenden beibehalten.

Im Zusammenhang mit Fragestellung 2 kann zu-
nachst die Erfahrung des Kollegen durch eine eigene
Beobachtung bestatigt werden. Nach einer ersten Er-
arbeitung des Begriffs ,,Briiche“ in einer 2. Klasse ei-
ner Primarstufe eines Gymnasiums (6. Schulstufe),
bei welcher ebenfalls Visualisierungen wie die ange-
fuhrten verwendet wurden, fUhrte ich im Zusammen-
hang mit der Addition von Briichen folgende ,,Ab-
stimmung® durch: Anhand von Visualisierungen wie
Abb. 2 (es waren 2 Kreisfiguren aber jeweils in Vier-
telkreise geteilt) mussten die Lernenden entscheiden,

ob das Ergebnis der Addition z + % a) z oder b) g sei.
Von den 21 Schilern*innen stimmten 11 fir das
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Ergebnis a) die restlichen 10 flr das Ergebnis b). Als
Begrindung fiihrten die Lernenden der zweiten
Gruppe ziemlich iibereinstimmend an, dass ,.das
Ganze* ja 8 Teile habe und von diesen 5 Teile mar-
kiert seien. Wenn dieses Experiment so den Stan-
dards einer wissenschaftlichen Untersuchung auch
nicht entspricht, so kann es doch als Indiz fir die
Richtigkeit der Beobachtungen des Kollegen gewer-
tet werden.

¢r

Abb. 2: Je nach Verwendungsweise kénnen die Inskripti-
onen als Visualisierungen der Briiche z oder %

dienen.

Gibt es nun eine Verwendungsweise von ,,Figuren*
wie Abb. 2 mit welcher man die oben beobachtete
,Fehlverwendung® im Zusammenhang mit der Addi-
tion von Brichen (es werden nicht nur die Zahler,
sondern auch die Nenner addiert) erklaren kann? Wie
bereits ausgefiihrt, konnen Inskriptionen von Visua-
lisierungen wie jene der Abb. 2 auf unterschied-
lichste Art und Weise verwendet werden. Verwendet
man bei Abb. 2 eine einzelne Kreisfigur im Hinblick
auf die ,,Flache“ als Ganzes, so kann man die ange-
fiihrte ,,Abbildung“ wegen der Normierung ,.das
Ganze = 1 als Visualisierung der Bruchaddition

% + % verwenden. Gebraucht man hingegen beide

Kreisfiguren zusammen als Ganzes, so kann man die
angefiihrte ,,Abbildung wegen der Normierung ,,das

L 3
Ganze = 1* als Visualisierung des Bruches g “ ver-

wenden: von 6 gleichen Teilen sind 3 markiert. Bei
Padberg und Wartha (2017, S. 28) ist das Grundvor-
stellung 1, Teilaspekt 2 (Anteil mehrerer Ganzer).
Padberg und Wartha schreiben:

Der zweite Teilaspekt ist fir Lernende deutlich kom-
plizierter als der erste [...]. Die Lernenden miissen
namlich hierbei einsehen, dass mehrere Ganze — zum
Beispiel drei Stiicke Streuselkuchen — das neue Ganze
bilden [...] (Padberg & Wartha, 2017, S. 28)

Es stehen also zwei Verwendungen mit unterschied-
lichen Regeln zur Verfigung. Welcher der VVorzug zu
geben ist, hangt vom jeweiligen Kontext ab. Will
man Operationen wie die Addition von Briichen mit-
hilfe solcher Kreisfiguren visuell veranschaulichen,
so muss es moglich sein, mehrere ,,Ganze* zugleich

,.darzustellen®. In dieser Hinsicht ist die zuletzt ange-
flhrte Verwendungsweise eine ,,Fehlverwendung®.
Derartige ,,Fehlverwendungen® kdnnen aber, so wie
Irrtumer generell, als Chance fiir den Mathematikun-
terricht gesehen werden. Baruk (1989) halt den Irr-
tum flr einen normalen Denkvorgang. Sie schreibt
etwa:

Der Irrtum ist die Bewegung des Geistes. Diese Bewe-
gung verhindern heif3t, die Denkbewegung verhindern
[...] und damit die Moglichkeit versperren, dass sich
ein mathematisches Denkvermégen aufbauen kann.
(Baruk, 1989, S. 9)

Prediger (2004, S. 12) wirbt daftr, solche Irrtiimer
dann aufzugreifen und zu besprechen, wenn sie im
Lernprozess auftauchen. Es kann damit verhindert
werden, dass sich diese ,,epistemologischen Denk-
hiirden* verfestigen. ,,Epistemologische Denkhiir-
den sind fiir sie unter Berufung auf Winter (1999),
Brousseau (1983) oder Hefendehl-Hebeker (1989)
,»Grundvorstellungen®, die erschiittert werden, wie
etwa ,,Muliplizieren vergrofert”, wenn man aus dem
Bereich der natirlichen Zahlen in den der Bruchzah-
len Uibergeht. S6bbeke (2005, S. 371) schlagt vor, die
Mehrdeutigkeit der Anschauungsmittel fiir ,,produk-
tive kognitive Konflikte* zu niitzen. Durch eine ent-
sprechende Unterrichtskultur soll das bewusste Um-
deuten von Strukturen gezielt gefordert werden. Die
Schiiler*innen miissen so ,,die theoretische Mehrdeu-
tigkeit von Anschauungsmitteln immer wieder neu
und bewusst entdecken und durchdringen® (ebd.,
S. 378). Sobbeke (2009) beschreibt vier verschiedene
Ebenen der ,,visuellen Strukturfihigkeit ausgehend
von einer ,,Ebene konkret empirischer Deutungen®
bis hin zu einer ,,Ebene strukturorientierter, relatio-
naler Deutungen, mit umfassender Nutzung von Be-
ziehungen und flexiblen Umdeutungen®, durch wel-
che im Verlauf eines Interaktionsprozesses Anschau-
ungsmittel fir Lernende einer neuen Sinngenerierung
unterzogen werden koénnen. Der Zeichengebrauch
der Anschauungsmittel kann so, durch ein ,,ins Ge-
sprach mit den Lernenden kommen* (Sébbeke, 2009,
S. 8), zu einem Thema des Unterrichts gemacht wer-
den.

Aus Sicht des Wittgenstein‘schen Bedeutungsbe-
griffs geht es bei ,,Fehlverwendungen® wie der ange-
fahrten lediglich um einen Regelkonflikt und nicht
um einen Konflikt zwischen Regeln und Wirklich-
keit. Wittgenstein schreibt (zitiert bei Gerrard, 1991,
S. 132): ,,contradiction is between one rule and an-
other, not between rule and reality”. In einem Aus-
verhandlungsprozess kann Zeichen ein Gebrauch und
damit Bedeutung zugeschrieben werden. Es ist nun
die Kunst der Lehrenden, mithilfe reflektierender
Vergleiche, d. h. durch das Sichtbarmachen verschie-
dener Verwendungsmoglichkeiten, der dabei gelten-
den Regeln und der jeweiligen Auswirkungen die
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adaquate Verwendungsweise herauszuarbeiten. Da-
bei ist die Einnahme einer ,,Vorschauperspektive*
(Gallin & Ruf, 1998) von besonderer Bedeutung. Die
Lehrenden missen in der Lage sein, Stoffgebiete
nicht aus der Position der Riickschau, sondern — eben
wie die Lernenden — aus jener der VVorschau zu be-
trachten. Dies betrifft die geltenden VVerwendungsre-
geln in hohem Malie. Die Lehrenden verfligen bereits
liber sie, die Lernenden nicht. Hier kann durch Sorg-
falt (aufmerksames Zusehen und Zuhdren — Zeichen-
gebrauch der Lernenden als Rickmeldung; durch-
dachtes Explizitmachen von Regeln; Sorgfalt bei der
Planung des Lehrens im Hinblick auf Detail und
,,Ganzes®, usw.) eine Uberforderung der Lernenden
vermieden werden.

Die angefiihrte ,,Fehlverwendung® ist fiir die Frage-
stellung 2 von entscheidender Bedeutung. Verwendet
man Visualisierungen wie Abb. 2, um damit Lernen-
den die Verwendungsregeln der Bruchaddition zu er-
klaren, und kommt es in der Folge bei Lernenden zu
solchen ,,Fehlverwendungen®, so kdnnen diese zum
Problem werden. Es kann dann plausibel erscheinen,
nicht nur die Zahler, sondern auch die Nenner zu ad-
dieren. Die Anzahl der Teile des ,,falsch* gedeuteten
,»Ganzen‘ entspricht bei dieser Deutungsweise ja der
Summe der Nenner. Bestehen zusétzlich bei Lernen-
den Verstandnisdefizite im Zusammenhang mit dem
Teilen, hier etwa von Flachen, — wurde etwa noch
nicht verstanden, dass Teilungen durch k zu anderen
Flachengrofen als Teilungen durch I fihren (I un-
gleich k; I, k € IN, ungleich 0), — so kann es sein, dass
bei der Addition von ungleichnamigen Briichen die
oben beschriebene ,,Fehlverwendung* einfach beibe-
halten wird. Dies ware eine mogliche Erklarung fur
das in Fragestellung 2 hinterfragte Phanomen (Ad-
dieren von Briichen durch Zusammenzéhlen der Nen-
ner, nicht nur der Z&hler).

Generell tritt hier folgendes Problem zutage: Werden
Visualisierungen empirisch verwendet, d. h. wird
versucht, mithilfe von Beobachtungen an Visualisie-
rungen auf die regelkonformen Inskriptionsverwen-
dungen der zugeordneten bedeutungsgebenden ma-
thematischen Zeichenspiele rlckzuschlieBen, so
kann dies zu ,,Fehlverwendungen® von Inskriptionen
in den mathematischen Zeichenspielen selbst fuhren.
Es sind immer die mathematischen Zeichenspiele,
welche die Inskriptionsverwendungen in den zuge-
ordneten Visualisierungen bestimmen, und nicht um-
gekehrt. Setzt man den theoretischen Begriff und da-
mit die Inskriptionsverwendungen des mathemati-
schen Zeichenspiels nicht voraus, so kann man nicht
wissen, wonach man suchen bzw. worauf man achten
soll. Visualisierungen koénnen nur dann als erkla-
rende Analogien dienen, wenn Lernende aufgrund ei-
ner vorausgehenden oder begleitenden Beschafti-
gung mit dem bedeutungsgebenden Begriff zu einem
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reflektierenden Vergleich von Zeichenspielen und
Visualisierungen in der Lage sind. Im konkreten Fall
bedeutet dies: Es muss erldutert werden, wie die Ver-
wendungsregeln eines Bruchs auf die Visualisierung
anzuwenden sind. Bedeutungsbestimmend bleiben
dabei immer die Verwendungsregeln des Bruchs.
Bauersfeld formuliert dies so:

Jede Veranschaulichung eines mathematischen Sach-
verhalts, so treffend, isomorph und ablenkungsfrei Ex-
perten sie auch einschatzen mdgen, mul? gelernt wer-
den. Und das heifit, ihre Bedeutung muB in der ange-
leiteten Auseinandersetzung mit der Sache vom lernen-
den Subjekt konstruiert werden. In der Regel stutzt
nicht die Veranschaulichung das mathematisch Ge-
meinte, sondern umgekehrt: Die Mathematik gibt der
Veranschaulichung einen (bestimmten) Sinn. (Bauers-
feld, 2000, S. 119)

In diesem Sinn gilt die Umkehrung nicht: Man kann
nicht einfach von beobachteten Verwendungsregeln
im Zusammenhang mit Visualisierungen auf die re-
gelkonforme Verwendung von Briichen schlieBRen. Es
kénnen aber im reflektierenden Vergleich zwischen
Bruch und Visualisierung Verwendungsregeln von
Briichen und deren Anwendung erldutert und be-
wusst gemacht werden.

4. Beispiel 2: Sprachspiele an einem
Schulbuchkapitel beobachtet

Mithilfe des Wittgenstein‘schen Bedeutungsbegriffs
kdénnen mathematikibliche Sprachspiele an mathe-
matischen bzw. schulmathematischen Texten sicht-
bar gemacht werden. Dies entspricht der eingangs er-
wéhnten Intention des Aufsatzes: Es soll gezeigt wer-
den, dass mithilfe des Wittgenstein‘schen Sprach-
spiels die Relevanz und ZweckméaBigkeit didakti-
scher, methodischer und sprachlicher Aufbereitung
von mathematischen Inhalten qualifiziert analysiert
und beurteilt werden kann. Im Folgenden sind einige
beobachtbare Sprachspiele am Kapitel 1.1 ,,Stamm-
funktionen* des in Osterreich in der 12. Schulstufe
verwendeten Mathematikbuches ,,Mathematik ver-
stehen 8 (Malle, Ramharter, Ulovec und Kandl,
2007 bzw. Malle, Woschitz, Koth und Salzger, 2016)
veranschaulicht. Diese Sprachspiele sind im Zusam-
menhang mit dem Lernen und Lehren von Mathema-
tik von Relevanz (z. B. Brunner, 2015, 2017; Dorfler,
2013, 2014; Meyer, 2010, 2015). Meyer (2015, S. 5)
belegt diese Relevanz etwa im Zusammenhang mit
der Beschreibung und dem Verstehen von Begriffs-
bildungsprozessen. Bedeutung kann im Zusammen-
hang mit mathematischen Zeichen generell referenti-
ell oder nicht referentiell gesehen werden. ,,Ublicher-
weise® ist in der Mathematik und der Mathematikdi-
daktik die Perspektive eine referentielle: Mathemati-
sche Zeichen werden als Darstellungen von implizit
existierenden abstrakten Objekten (Gegensténden)
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betrachtet. Eine Vielzahl von Strémungen in der Phi-
losophie der Mathematik unterstiitzen diese Sicht-
weise (Platonismus, Empirismus, Mentalismus
usw.). Dem gegentiber ist die Wittgenstein‘sche Sicht
eine nicht referentielle: Mathematische Zeichen ,.er-
halten* ihre Bedeutung durch deren Gebrauch nach
Regeln.

Im Rahmen der interpretativen Unterrichtsforschung
wird in Anlehnung an die Methode der primar ge-
danklichen Vergleiche nun wie folgt vorgegangen
(Jungwirth, 2003, S. 193 ff.): Es werden zunachst
Auszuge des Schulbuchtextes vorgestellt und deren
Anbindung an gangige Theorien des aktuellen didak-
tischen Diskurses belegt. Der vorgestellte Schul-
buchtext erscheint in diesem Sinne als ublich. Des
Ofteren sind dabei die angefiihrten theoretischen Be-
lege mit Anmerkungen im Hinblick auf die Wittgen-
stein‘sche Perspektive versehen. Im Anschluss daran
werden mittels einer alternativen, auf dem Wittgen-
stein‘schen Bedeutungsbegriff fulenden Sichtweise
typische Sprachspiele des Schulbuchtextes sichtbar
gemacht. Im Gegensatz zum beobachtbaren bzw. un-
terstellbaren tblichen referentiellen Sprachgebrauch
wird eine Perspektive auf Bedeutungs- und Begriffs-
bildung erkennbar, welche ohne die Ubliche Meta-
physik nicht wahrnehmbarer abstrakter Objekte aus-
kommt. Nach Mihlhélzer (1999) sollte dies generell
ein Bestreben der Mathematik sein. Im Sinne der Ler-
nenden musste dies auch ein Bedirfnis der Mathema-
tikdidaktik sein. Wie Kvasz (2015, S.53) betont,
konnen die gleichen mathematischen Inhalte ver-
schieden ausgedriickt werden. Dies gilt auch fir de-
ren schulmathematische Aufbereitung. Kvasz spricht
in diesem Zusammenhang von den ,,Potenzialititen
der Sprache® (ebd., S. 53). Mithilfe der angefiihrten
Untersuchung sollen Problembereiche der mathema-
tischen und ,,schulbuchiiblichen” Sprache sichtbar
gemacht werden.

Zunéchst eine kurze Darstellung eines Teils des an-
gefuhrten Kapitels. Im angesprochenen Lehrbuch
steht nach der Uberschrift 1.1 ,,Stammfunktionen®
der folgende Satz:

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man zu einer Ab-
leitungsfunktion die urspriingliche Funktion finden
kann. (Malle et al., 2007, S. 6)

Es geht also zunédchst um regelkonformes Tun. Man
lernt, Ableiten riickgdngig zu machen. Nach zwei
einleitenden Aufgaben? (einer physikalischen und ei-
ner innermathematischen) stehen nach der Uber-
schrift ,,Der Begriff der Stammfunktion® der fol-
gende Satz und die folgende Definition:

In den letzten beiden Aufgaben haben wir jeweils zu
einer gegebenen Funktion eine weitere Funktion ge-
sucht, deren Ableitung die gegebene Funktion ist. Eine
Aufgabenstellung dieser Art kommt in der Mathematik

héufig vor. Dies rechtfertigt den gesuchten Funktionen
einen Namen zu geben.

Definition: Sind f und F reelle Funktionen mit dersel-
ben Definitionsmenge A und gilt

F(x) = f(x) fur alle x € A,

dann heif’t F eine Stammfunktion von f. (Malle et al.,
2007,S.7)

Die didaktische Aufbereitung des angefiihrten Ab-
schnitts kann so gesehen werden: Der Begriff
HStammfunktion® wird mithilfe von einfiihrenden
Aufgaben und einer Begriffsidee ,,Riickgingigma-
chen des Ableitens* konzeptuell vorbereitet. Die De-
finition des Begriffs (Objekts, Gegenstands)
»Stammfunktion® wird als Namensgebung gerecht-
fertigt. Die angeflihrte VVorgangsweise und die Spra-
che des Schulbuchauszugs entsprechen akzeptierten
didaktischen Theorien. Eine solche ist etwa jene des
,learning with understanding” (z. B. Aebli, 1980,
1983; Hiebert & Carpenter, 1992). Schneeberger
schreibt dazu:

Der Lernende muss die mathematische Idee mindes-
tens in einem gewissen Ausmass verstehen, bevor sie
(von der Lehrperson) einen Namen erhélt, der diese
Idee ,,représentiert und bevor schliesslich dieser eti-
kettierte mathematische Zusammenhang, den Aebli
(1983) ,,Begriff* nennt in einer neuen Situation ange-
wendet werden kann (Transfer). (Schneeberger, 2009,
S. 230)

Dieses Konzept des ,,learning with understanding*
sieht Sfard nach Schneeberger so:

Unter ,,learning with understanding® versteht Sfard die
kognitionspsychologische Idee der standigen Perfekti-
onierung* der neuen mentalen Strukturen, die aus alten
hervorgegangen sind, was nach ihr zu einem einseiti-

gen Bild des ,,mind* als ,,well-filled toolbox* (Lave,
1988, S. 24) flhrt. (Schneeberger, 2009, S. 230)

Fiir Sfard ist die ,,Einfiihrung neuer Namen und Sig-
nifikanten (Signifikant, Bezeichnetes) nicht das
Ende, sondern der Beginn des Lernprozesses (Primat
der Symbolisierung)“ (Schneeberger, 2009, S. 230).
Auch fur Steinbring (Steenpal3, 2014, S. 27) ist die
Begriffsidee bei der Objektgenerierung von grofer
Bedeutung. Er beschreibt Begriffshildung im Um-
gang mit mathematischen Darstellungen ,,als mitge-
steuert durch eine bereits vorhandene, relativ unab-
hingig existierende, konzeptuelle Begriffsidee*. Ob
die hier diagnostizierte Begriffsidee ,,Riickgingig-
machen des Ableitens® als ,,relativ unabhingig® ge-
sehen werden kann, wére eigens zu diskutieren.

Die Begriffsidee wird mithilfe von einfihrenden
Aufgaben, darunter eine deskriptive ,,Problemld-
sungsaufgabe®, erlautert. ES geht dabei um den Be-
zug zur Lebenswelt der Lernenden und die daraus re-
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sultierende Sinngebung fir die mathematische Bil-
dung. Auch hier folgen die Schulbuchautoren*innen
gangigen mathematischen Theorien. Lengnink und
Prediger betonen diesen Bezug (librigens ohne refe-
rentieller Konnotation):

Dariber hinaus ist es jedoch wesentlich fiir einen Ma-
thematikunterricht, der nicht vor der Frage nach Sinn
und Bedeutung von Mathematik fiir die Lebenswelt der
Lernenden kapitulieren will, nicht nur mdgliche direkte
Anwendungsfelder, sondern auch die Analogie von
Denkhandlungen, die Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede zwischen Mathematik und Alltagsdenken, be-
wuft zu machen. Sie missen im Lernprozel3 aktiviert
werden, so daR Mathematik als eine Konventionalisie-
rung alltaglicher Denkhandlungen erfahren werden
kann. Inshesondere auch den Schilerinnen und Schii-
lern, die heute keinen Zugang zur Mathematik finden,
konnte dies ein Ankniipfungspunkt sein. In der Mathe-
matikdidaktik ist dieser Gedanke immer wieder ange-
klungen, aber selten weiter verfolgt worden. (Lengnink
& Prediger, 2001, S. 9)

Fischer und Malle betonen im Zusammenhang mit
Begriffsbildung den Ausgangspunkt einer Prob-
lemldsung aus einem nichtmathematischen Bereich
und damit die Notwendigkeit der Rechtfertigung der
einzufiihrenden Begriffe:

Ausgangspunkt ist ein mehr oder minder ,,praktisches*
Problem, das aus einem nichtmathematischen Bereich
stammt, etwa aus einer anderen Wissenschaft. Es sol-
len Methoden entwickelt werden, um das Problem und
verwandte Probleme (diese bilden eine ,,Problem-
klasse®) zu 16sen. Die Begriffe treten als Werkzeuge
bei der Problemlésung auf. (Fischer & Malle, 1985,
S. 152)

Der angefiihrte Schulbuchauszug ist auch vor diesem
theoretischen Hintergrund gerechtfertigt.

Mit der konzeptuellen VVorbereitung, der Namensge-
bung und Definition erscheint im Schulbuch der Be-
griff ,,Stammfunktion® vorerst auf den Weg gebracht.
Natdrlich kann das Schulbuch die erforderlichen
Lern- und Interaktionsprozesse im Klassenzimmer
nicht steuern oder widerspiegeln. Der Sprachge-
brauch représentiert aber eine bestimmte Sicht auf
die Begriffsbildung. Im vorliegenden Fall kann er als
Ausdruck einer referentiellen Sicht auf so genannte
mathematische Darstellungen gesehen werden: Ma-
thematische Zeichen werden als Reprdsentationen
von abstrakten Objekten gesehen. Diese referentielle
Grundposition wird an verschiedenen Stellen des
Schulbuchtexts zundchst an Begriffen wie ,,Funk-
tion* oder ,,Ableitung®, ab der Definition auch an-
hand des Begriffs ,,Stammfunktion* beobachtbar:
Man spricht von ,,Funktionen oder ,,Stammfunktio-
nen“ und meint wohl das abstrakte Objekt. Dann
spricht man von Objekttypen. Man spricht von
.Stammfunktionen“ von , konstanten Funktionen®,
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von ,,Polynomfunktionen®, von ,,rationalen Funktio-
nen‘, von ,,Winkelfunktionen* usw. Interessant ist
hier, dass man den Objekttyp an der zugehdtrigen
Funktion festmachen muss. Man tut so, als diirfe man
das abstrakte Objekt und seine Représentationen ja
nicht verwechseln. Man kann sie aber gar nicht ver-
wechseln. Die abstrakten Objekte sind nicht wahr-
nehmbar. Wie bei beobachtbaren Gegenstanden geht
es um ,,Figenschaften* wie etwa die ,,Form*:

Alle Stammfunktionen sind von der Form F;, + c.
F + G ist eine Stammfunktion von f + g.

Eine Stammfunktion der Funktion sin ist die Funktion
—COS.

Eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = e* ist
die Funktion f selbst. (Malle et al., 2007 bzw. 2016,
S. 7ff)

Man spricht dann wieder vom ,,Grafen der Stamm-
funktion®, vom ,,Funktionsterm der Stammfunktion*
oder von der ,,Funktionsgleichung der Stammfunk-
tion* und meint damit wohl ,,Darstellungen* des abs-
trakten Objekts. Im Zusammenhang mit konkreten
Stammfunktionen verwendet man aber einfach In-
skriptionen nach Regeln. Inskriptionsverwendungen
wie das ,,Riickgéingigmachen des Ableitens* werden
als Techniken des Findens von Objekten gesehen.
Beispiel (Malle et al., 2007, S. 9): ,,In einigen Féllen
kann man eine Stammfunktion finden, wenn man den
Funktionsterm in geeigneter Weise umformt, wie die
nichste Aufgabe zeigt.

Die angefiihrte referentielle Sicht wird durch Theo-
rien der Objektbildung (Begriffs-, Gegenstandsbil-
dung) gestutzt. Hier einige davon: Bei Sfard sind sol-
che Objekte mental konstruiert. Uber verschiedene
Abstraktionsstufen — Sfard (1991, S. 18) nennt sie
,interiorisation®, ,,condensation‘ und ,,reification® —
werden Handlungsroutinen durch ihre Ergebnisse er-
setzt. Als Beispiel flhrt Fischer, A. (2006, S. 184) die
negativen ganzen Zahlen an. In Uberschreitung der in
der Grundschule Ublichen Regel, dass der Minuend
nicht kleiner als der Subtrahend sein darf, wird hier
eine neue Objektklasse aus der bereits entwickelten
Repréasentation abgeleitet. Die neue Objektklasse
wird durch eine Klasse neuer Zeichen représentiert.
Nach Sfard bendtigen Zeichen einen Referenten, auf
den sie verweisen. Am Anfang der Begriffsbildung
liegt nach Sfard aber das Bezeichnende (Signifikan-
ten) ohne Bezeichnetes (Signifikat) vor (Schneeber-
ger, 2009, S. 150). Sfard ist wie Wittgenstein und
Foucault der Meinung, dass Diskurse ihre Objekte
selbst erzeugen (ebd., S. 150). Sie schreibt:

Before a symbol enters language and becomes a fully-
fledged element of the discourse, there is simply no ob-
ject to talk about. (Sfard, 1991, S. 56)
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Eine ahnliche Ansicht vertritt Bauersfeld. Er betont
die individuelle Ausformung dieses Objekts:

In every case it is our personal activity that defines
what “it” is for us. There is no direct access to the “it”.
(Bauersfeld, 1995, S. 275)

Nach Steinbring (Steenpal3, 2014, S. 27) reguliert die
begriffliche Idee die Mediation zwischen Symbolsys-
tem und Referenzkontext. Die angesprochenen Refe-
renzkontexte zur Bedeutungskonstruktion stellen
nach Steinbring die Lernenden durch ihren kulturel-
len Hintergrund bereit (ebd., S. 23). Nach Steinbring
wird die Bedeutung der Zeichen interaktiv verhandelt
und standig neu gedeutet (ebd., S. 23). Steinbring be-
tont (2004, S. 191), dass die Nutzung der Zeichen den
Lernenden nicht als eine Art Gebrauchsanweisung an
die Hand gegeben werden kann. Die Zeichen selbst,
ihre Deutung und ihre verallgemeinernde Nutzung
entstehen durch den oben angefiihrten Mediations-
prozess erst nach und nach. Steinbring (Fischer, A.,
2006, S. 182) geht davon aus, dass Zeichen immer re-
ferentiell verstanden werden. Sie reprasentieren flr
Steinbring (Steenpal, 2014, S. 28) abstrakte Objekte.
Anmerkung: Auch aus der Wittgenstein‘schen Sicht-
weise kann die Nutzung der Zeichen nicht in Form
einer Gebrauchsanweisung vermittelt werden. Der
Gebrauch der Zeichen muss durch ,,Spielen des
Spiels* erworben werden. In diesem Sinn argumen-
tiert auch Brunner (2013, 2015, 2017): Es gibt eine
Fulle von Inskriptionsverwendungen wie etwa die
Verwendung nach Relationen oder die Verwendung
nach Typen, die von den Lernenden nach Einfih-
rungsbeispielen und entsprechenden Erlauterungen
bzw. Korrekturen erst durch bestandiges eigensténdi-
ges Tun erworben werden kdnnen. Es stellt sich im
Zusammenhang mit Steinbrings Betrachtungsweise
auch die Frage, ob die Bedeutungshildungsprozesse
im Zusammenhang mit den angefuihrten Begriffen
»Symbolsystem®, , Referenzkontext™ und ,,Mediati-
onsprozess® nicht auch wieder als Gebrauchserwerb
beschreibbar sind.

Fischer und Malle sehen die Fortsetzung der Be-
griffsbildung nach dem bereits angefuhrten Aus-
gangspunkt (Problemlésung in nichtmathematischen
Kontexten) so:

Die Mathematik bemuht sich um eine genauere Be-
grindung der entwickelten Methoden, es wird nach
Beweisen gesucht. [...]

Im Zuge der Bemiihungen um Begriindung stellt sich
heraus, dal die grundlegenden Begriffe eigentlich
ziemlich ungenau sind. Es werden nun die Begriffe
selbst untersucht. Sie werden vom Werkzeug zum Ge-
genstand der Untersuchung. Dabei kdnnen die Begriffe
als Werkzeuge entstehen, die auf einer spateren Ent-
wicklungsstufe wiederum zu den Objekten der Be-
trachtung werden kénnen. (Fischer & Malle, 1985,
S. 152)

Nach R. Fischers ,,Materialisierungsthese ist Mathe-
matik

deswegen bedeutsam [...], weil sie eine Materialisie-
rung von Abstraktem darstellt [...]. In Ergdnzung zum
reinen Denken bictet die Mathematik [...] Zeichensys-
teme, die letzten Endes materiell verankert werden, mit
denen Abstrakta dargestellt und manipuliert werden.*
Diese Materialisierung ,.erleichtert damit den Abstrak-
tionsprozess und gibt dem Abstrakten Realitat®. (Fi-
scher, R., 2006, S. 12 f.)

Nach Fischer, R. (2006, S. 12) werden mithilfe sol-
cher Materialisierungen Abstrakta, also nicht mit den
Sinnen ,,Erfassbares einer Kommunikation zugéng-
lich gemacht. Ein Begriff wie ,reines Denken*
scheint aber schwer zu fassen. Nach Peirce haben wir
,»kein Vermogen, ohne Zeichen zu denken® (z. B. Mi-
sak, 2004, S. 241). Ahnliches sagt Wittgenstein (Kré-
mer, 2016, S.315): ,,Wir konnen gar nicht anders
denken als im Medium von Zeichen®. Nach Peirce
und Wittgenstein erfolgt also alles Denken in Zei-
chen. Ist es damit im Sinne Fischers immer schon
,,materialisiert*?

Im Gegensatz zu den angefiihrten referentiellen The-
orien vertritt Dorfler einen nicht referentiellen An-
satz:

Die allgemeine Sichtweise scheint etwa die zu sein,
dass mathematische Objekte sich analog zu materiellen
Objekten beschreiben lassen (eine physikalische Sicht
also). Allerdings sind es eben abstrakte Objekte und
sind damit — wieder nach allgemeiner Zustimmung —
den Sinnen nicht zugénglich, worin angeblich die emi-
nente Schwierigkeit der Mathematik begriindet ist. Das
damit uniberwindbar scheinende Problem, wie die
Mathematiker denn diese Objekte untersuchen und er-
forschen koénnen, wird gerne dadurch umschifft, dass
man auf die verfugbaren sogenannten Darstellungen
der abstrakten Objekte verweist, denen der Charakter
von Instrumenten zur Untersuchung der mathemati-
schen Objekte zugesprochen wird (vgl. Brown, 1999).
Auch das didaktische Problem des Lernens und Verste-
hens der abstrakten Objekte wird auf diese Weise ,,ge-
16st* oder als 16sbar erachtet: wir lernen {iber die abs-
trakten Objekte vermittels ihrer Darstellungen. (Dorf-
ler, 2015, S. 35)

Dorfler (2015, S. 41) betrachtet die abstrakten Ob-
jekte als Sprechweisen iiber mathematische ,,Darstel-
lungen® und ihre Beziehungen zueinander. Es geht
ithm aber nicht um ein ,,verkrampftes Vermeiden des
Sprechens liber mathematische Objekte®, sondern um
ein ,,Sinnvoll-Machen der gdngigen mathematischen
Praxis“ (ebd., S. 46). So wie Kramer (1991) halt er
die mathematischen Objekte fiir ,,symbolisch konsti-
tuiert*: Das Bezeichnete ist im Gebrauch der Zeichen
mitgegeben, von diesem Gebrauch nicht trennbar
(2015, S. 46). Im Sinne von Dorfler kann daher die
Bedeutung eines ,,mathematischen Objekts” wie
etwa ,,Stammfunktion® nicht von den entsprechenden
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mathematischen Inskriptionen (,,Darstellungen) und
deren Gebrauch losgeldst betrachtet werden, selbst
wenn man wie etwa Fischer und Malle (1985, S. 222)
mathematische Gegenstande als Abstraktionen aus
der Wirklichkeit auffasst. Sie entziehen sich gerade
wegen des zugeschriebenen Charakters der Abstrakt-
heit der sinnlichen Wahrnehmung. Es stehen immer
nur die Inskriptionen der verschiedenen ,,Darstellun-
gen* zusammen mit den regelkonformen Verwen-
dungen zur Verfugung. Auch Fischer und Malle
(1985, S. 222) rdumen ein, dass Mathematiker ihre
Abstraktionen nicht nur im Kopf durchfiihren, son-
dern dafiir ,,Darstellungen® in materieller Form beno-
tigen. Nach Wittgenstein ist eine Trennung von abs-
trakter mathematischer Realitdt und mathematischer
Praxis nicht mdglich. Er schreibt (zitiert bei Gerrard,
1991, S. 131): “Even God can determine something
mathematical only bei mathematics®. Fiir Gerrard
(ebd., S. 131) gibt es kein Kriterium mathematischer
Korrektheit aullerhalb der mathematischen Praxis.
Die Charakterisierung der Mathematik als abstrakt ist
nach Dérfler (2006) tbrigens eine der mdglichen Ur-
sachen der belegbaren Angst der Lernenden vor Ma-
thematik. Nach Brunner (2015, 2017) verleitet der in
mathematikdidaktischen Aufbereitungen mathemati-
scher Inhalte héaufig anzutreffende referentielle
Denkansatz und das Fokussieren auf implizit exis-
tente abstrakte Objekte zur Annahme, dass man vie-
les nicht detailliert erklaren muss. Ein Beispiel hier-
flr ist die so genannte multiple Représentation der
abstrakten Objekte. Gemeint ist damit, dass es in der
Regel mehrere Zeichenspiele gibt, die mathematisch
aufeinander bezogen sind und nach einer referentiel-
len Sichtweise das gleiche abstrakte Objekt darstel-
len. Beispielsweise wird nach einer solchen Sicht-
weise das abstrakte Objekt ,,Komplexe Zahl*“ durch
Zeichenspiele wie ,,a + bi“, Gaufl‘sche Zahlenebene,
Polarkoordinaten, Matrizendarstellung und Rie-
mann‘sche Zahlenkugel oder das abstrakte Objekt
,Funktion* durch Zeichenspiele wie ,,Funktionsglei-
chung® oder ,,Funktionsgraf* représentiert. Nach der
angefihrten referentiellen Sichtweise scheint damit
alles erkldrt zu sein: Die verschiedenen Zeichenspiele
sind aufgrund des gleichen implizit wirksamen abs-
trakten Objekts miteinander verbunden. Viele Phé&no-
mene — etwa jenes, dass man bei Operationen mit ver-
schiedenen Darstellungen gleiche Ergebnisse erzie-
len kann — erscheinen damit erklart. Im Gegenteil —
man betrachtet solche Phdnomene als Beleg fiir die
Existenz implizit wirksamer abstrakter Objekte. Dem
gegeniber kann und muss das Phdnomen der multip-
len Reprasentation aus nicht referentieller Sicht kon-
struktiv erklart werden. Derartige konstruktive Erkla-
rungen fuBBen auf einer detaillierten Beschreibung der
Bedeutungskonstruktion mithilfe von Inskriptions-,
Verwendungs- und Regelkombination (vgl. Brunner,
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2013, 2015, 2017). So kann etwa das Zusammenwir-
ken von Funktionsgraf und Funktionsgleichung wie
bei einem Baukasten, Schritt fir Schritt durch die
Kombination von Strichen, Marken, Zahlzeichen und
deren Rollen detailliert erlautert werden. Es kann die
Herstellung neuer Bedeutungsaspekte wie ,,Punkt in
der Ebene*, ,,Winkel“, , Vektor* usw. oder das be-
reits angesprochene Phanomen gleicher Ergebnisse
bei Verwendung verschiedener Zeichenspiele (wie
eben Funktionsgraf oder Funktionsgleichung) kon-
struktiv erklart werden. Wie es Sobbeke (2005,
S. 371) im Zusammenhang mit Anschauungsmitteln
vorschlagt, kénnen dabei auch die verschiedenen
Zeichen und deren multiple Verwendbarkeit fiir ,,pro-
duktive kognitive Konflikte* genutzt werden. Bei-
spielsweise koénnten Punkte ja auch im Sinne von
Euklid, Striche als Geraden im Sinne des Kontinu-
ums und nicht als ,,Ort unendlich vieler Punkte® oder
Koordinatenachsen nicht orthogonal verwendet wer-
den. Vor- und Nachteile solcher VVerwendungen kon-
nen mit den Lernenden diskutiert werden. All dies ist
natlrlich auch im Falle einer referentiellen Sicht mit-
hilfe der ,,Darstellungen méglich. Es erscheint aber
wegen des ,,Glaubens‘ an abstrakte Objekte tiberfliis-
sig (vgl. Brunner, 2015).

Im Folgenden sind nun weitere Problembereiche des
am Schulbuchkapitel beobachtbaren referentiellen
Sprachgebrauchs angefiihrt. Zunachst zurtick zur an-
gefiihrten Namensgebung (Malle et al., 2007, S. 7):
»Eine Aufgabenstellung dieser Art kommt in der Ma-
thematik hdufig vor. Dies rechtfertigt den gesuchten
Funktionen einen Namen zu geben.“ Der Kern des
theoretischen Begriffs — die Begriffsdefinition — wird
hier als Namensgebung gesehen. Auch das Wort
,Namen“ ist nach Wittgenstein (2003, S. 40) durch
seinen Gebrauch im Sprachspiel bestimmt. In man-
chen Féllen sieht Wittgenstein diesen Gebrauch
durch die ,hinweisende Geste* bestimmt. Wittgen-
stein schreibt:

Man kann fir eine groRe Klasse von Féllen der Benit-
zung des Wortes ,,Bedeutung® — wenn auch nicht fur
alle Falle seiner Benlitzung — dieses Wort so erklaren:
Die Bedeutung eines Wortes ist sein Gebrauch in der
Sprache. Und die Bedeutung eines Namens erkl&rt man
manchmal dadurch, da man auf seinen Tréger zeigt.
(Wittgenstein, 2003, S. 40)

Auf den ersten Blick konnte die Definition des Be-
griffs ,,Stammfunktion® als Bedeutungsgebung im
Sinne einer solchen Namensgebung gesehen werden.
Nach der obigen sprachlichen Ausformung wird auf
die ,,gesuchten Funktionen* verwiesen. Kann man im
betrachteten Fall aber, so wie im angefiihrten Sprach-
spiel verlangt, iiberhaupt auf den ,, Trager* des Na-
mens zeigen? Das Benennen selbst ist nach Meyer

noch gar kein Zug im Sprachspiel, - so wenig wie das
Aufstellen einer Schachfigur ein Zug im Schachspiel.
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[...] Mit dem Benennen ist noch nichts getan. Es hat
auch keinen Namen, auBer im Spiel. (Meyer, 2010,
S. 59)

Namensgebung ist noch keine Beschreibung.

Am untersuchten Kapitel ist auch zu beobachten,
dass in vielen Definitionen und S&tzen die jeweiligen
Funktionen und Stammfunktionen selbst oft gar nicht
auftreten (vgl. Dorfler, 2014, S. 40). Es wird nur auf
sie verwiesen: ,,F + G sind Stammfunktionen von f +
g“ oder ,.k°F ist eine Stammfunktion von k-f (wobei
k € IR)“ (Malle et al., 2007, S. 8). Auch in den zuge-
ordneten Beweisen treten die konkreten Darstellun-
gen der verwendeten Funktionen und Stammfunktio-
nen selbst nicht auf:

Beweis: Fir alle x aus dem gemeinsamen Definitions-

bereich gilt:

(1) F+G)(x) =F (X +G(x) =f(x) +g(x) = (f+
9)(x)

@ kF)(x) = kF(Xx) =
(Malle et al., 2007, S. 9)

kf) = (kHKX)

Eine Erklarung dieses speziellen Sprachspiels ist
jene, dass man Regeln flir das Zusammenwirken von
Stammfunktionen und zugehdrigen Funktionen auch
ohne konkrete ,,Darstellungen™ festlegen bzw. herlei-
ten kann. Soll aber im Zusammenhang mit einer spe-
ziellen Funktion eine entsprechende Stammfunktion
hergeleitet werden, so bendtigt man irgendeine kon-
krete ,,Darstellung* dieser Funktion. Diese ,,Darstel-
lung* wird dann aber einfach nach Regeln verwendet.
Im Falle von (1) etwa:

P N
(¥ +Z) = () + (L) =eX+x

Fir die Lernenden kann im Zusammenhang mit der
oben angefiihrten sprachlichen Aufbereitung des
Schulbuchkapitels nach der Definition des Begriffs
»Stammfunktion™ auch folgendes Problem auftreten:
Der Begriff ,,Stammfunktion® steht fiir sie an dieser
Stelle der Lehrstoffentwicklung immer noch fiir Tun,
namlich fur das Rickgangigmachen von Ableiten. Im
Sprachspiel des Schulbuchkapitels wird aber durch
die Art des Sprachgebrauchs der Eindruck vermittelt,
dass der neue Begriff sofort nach der Definition den
Zeichengebrauch in den zugeordneten Zeichenspie-
len anzuleiten imstande sei. Im Sprachspiel uber-
nimmt der Begriff ,,Stammfunktion* quasi die Fiih-
rung. Auch dieses Sprachspiel ist Ausdruck einer re-
ferentiellen Sicht auf mathematische Zeichenspiele.
Mit den in den jeweiligen Definitionen eingefiihrten
Begriffen scheinen Bilder aktivierbar zu sein, die in
der Folge den Sinn der jeweiligen Inskriptionen zu
bestimmen scheinen. Hat man aber nach Wittgen-
stein ein solches Bild gefunden, so hilft es nicht aus
Schwierigkeiten, sie fangen erst an. Wittgenstein
schreibt:

Ein Bild wird heraufbeschworen, das eindeutig den
Sinn zu bestimmen scheint. Die wirkliche Verwendung
scheint etwas Verunreinigtes der gegeniber, die das
Bild uns vorzeichnet. Es geht hier wieder, wie in der
Mengenlehre: Die Ausdrucksweise scheint fir einen
Gott zugeschnitten zu sein, der weil3, was wir nicht
wissen kénnen; er sieht die ganzen unendlichen Reihen
und sieht in das BewuBtsein der Menschen hinein. Fiir
uns freilich sind diese Ausdrucksformen quasi ein Or-
nat, das wir wohl anlegen, mit dem wir aber nicht viel
anfangen kdnnen, da uns die reale Macht fehlt, die die-
ser Kleidung Sinn und Zweck geben wirde. In der
wirklichen Verwendung der Ausdriicke machen wir
gleichsam Umwege, gehen durch Nebengassen; wah-
rend wir wohl die gerade breite Stralle vor uns sehen,
sie aber freilich nicht beniitzen kénnen, weil sie perma-
nent gesperrt ist. (Wittgenstein, 2003, S. 206)

Die angesprochenen Begriffe bzw. Bilder und damit
die abstrakten Objekte scheinen dariiber hinaus nicht
nur in der Mathematik, sondern auch in der so ge-
nannten ,,Wirklichkeit” und der Lebenswelt der Ler-
nenden wirksam zu sein. Es erscheint daher unnétig,
zwischen Mathematik und Anwendungskontext zu
unterschieden. Dies ist auch im untersuchten Kapitel
zu beobachten. Nach einer einfiihrenden deskriptiven
Aufgabe zum Zusammenhang der Geschwindigkeit
eines Korpers zum Zeitpunkt t und der zugehérigen
Zeit-Ort-Funktion (Malle et al., 2016, S. 6) heil3t es:
»Aufgabenstellungen dieser Art kommen in der Ma-
thematik haufig vor*.

Nach dem Wittgenstein’schen Bedeutungsbegriff
sollte der Zusammenhang zwischen Begriffen und
den zugeordneten Zeichenspielen prinzipiell anders
gesehen werden. Die Bedeutung mathematischer Be-
griffe kann nicht losgel6st vom Zeichengebrauch in
den zugeordneten Zeichenspielen gedacht werden.
Ein mathematischer Begriff wie hier ,,Stammfunk-
tion“ kann nicht losgeldst von Zeichenspielen wie je-
nem des Ableitens oder ein Begriff wie ,,Stetigkeit*
nicht losgeldst von einem Zeichenspiel wie jenem der
,Epsilon-Delta-Definition” gedacht werden. Ohne
diese Zeichenspiele wirde es in der Mathematik die
angefuhrten Begriffe gar nicht geben. Im untersuch-
ten Kapitel fungiert das zentrale Zeichenspiel der
oben angefiihrten Definition ,,F'(x) = f(x)* im Zu-
sammenhang mit dem Begriff ,,Stammfunktion® zu-
nichst als eine Art von globaler ,,Verwendungsbe-
schreibung®. Alle Funktionen F(x), die sich so ver-
wenden lassen, sind Stammfunktionen von f(x). Um
den Gebrauch des neuen Begriffs ,,Stammfunktion®
erwerben zu konnen, bendtigt man aber vielféltige
Erfahrungen mit den durch ,,F'(x) = f(x)“ indizierten
Sprach- bzw. Zeichenspielen und den in ihnen ver-
wendeten Inskriptionen und Regeln. Bedeutungsbil-
dung ist daher im Zusammenhang mit solchen Be-
griffen immer mit dem Erwerb von Vertrautheit mit
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diesen Zeichenspielen gleichzusetzen. Man muss ler-
nen, die Bedeutung des jeweiligen Begriffs nach den
Regeln der jeweiligen Zeichenspiele zu konstruieren.

Man kann es auch so sehen: Sprechweisen wie ,,F(x)
+1

at1 . .
= );T ist eine Stammfunktion der Funktion f(x) = x4

(g € Q, qungleich 1)“ ist mit einem Zeichenspiel wie
dem nachfolgenden grammatikalisch (d. h. vermittels
Regeln zwischen Wortern und Zeichen bzw. Zeichen
und Zeichen) verbunden (Malle et al., 2007, S. 8):

Fiir alle x€IR gilt: F*(x) =ﬁ (q+1) - x9= x9 =f(x).

Es tritt also eine Bedeutungsumkehr gegentber der
referentiellen Sicht ein. Es kann nicht mithilfe der
speziellen Sprechweise die Bedeutung des Zeichen-
spiels, sondern es muss mithilfe des Zeichenspiels die
Bedeutung der speziellen Sprechweise konstruiert
werden. Solche Zeichenspiele kénnen natirlich we-
sentlich anspruchsvoller als das oben angeflihrte sein.
Mathematische Begriffsbildung ist daher keine einfa-
che Sache. Sie erfordert den regelkonformen Um-
gang mit vielen Spezialfallen und geschickte algeb-
raische Transformationen. Jeder neue Spezialfall er-
fordert nicht nur Regelfortschreibungen, sondern
auch Regelanpassungen und Regelédnderungen. Die
Bedeutung eines mathematischen Begriffs muss in
diesem Sinne durch eigenstandiges operatives Tun
erschlossen werden. Gerade das Finden von Stamm-
funktionen erfordert im Zusammenhang mit vielen
Spezialfdllen Vertrautheit mit einer Fille von kon-
kreten handwerklichen Tricks. Der Weg zum Ge-
brauchserwerb des Wortes ,,Stammfunktion® ist da-
her im Zusammenhang mit vielen Spezialfallen ein
konkret handwerklicher.

Natdrlich geht es bei der Begriffshildung auch um die
Beziehungen der Begriffe zueinander. Wittmann be-
tont dies in seinem ,,operativen Prinzip" unter Ver-
wendung eines Sprachspiels von Objekten. Das ,,ope-
rative Prinzip* wird hdufig auch als ,,verinnerlichtes
Handeln" bezeichnet (Deutsches Zentrum fiir Lehrer-
bildung Mathematik, 2018). Es geht auf Lerntheorien
von Piaget und Aebli zuriick (ebd.). Wittmann hat
dieses Prinzip in den 80er Jahren auf die Mathema-
tikdidaktik ausgeweitet, ,,indem er es von den dyna-
mischen Operationen auf die vermeintlich statischen
Objekte ausdehnte (vgl. Wittmann, 1985) (ebd.). Es
heif3t dort weiter:

Nach Wittmann reicht es ndmlich nicht aus, sich im
Mathematikunterricht ausschlieBlich auf die Erfor-
schung und das Verstandnis der Operationen an sich zu
beschranken, sondern er muR? ebenso auf die Objekte
eingehen, auf welche die Operationen angewandt wer-
den, um deren Eigenschaften und Beziehungen zuei-
nander zu untersuchen, denn andernfalls kann auch von
den Operationen nur ein unvollstandiger Begriff aufge-
baut werden (vgl. Wittmann 1983, S. 269). [...] Daher
mufl} man im Lern- und ErkenntnisprozeR in systemati-
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scher Weise: 1. untersuchen, welche Operationen aus-
fuhrbar und wie sie miteinander verkn(pft sind, 2. her-
ausfinden, welche Eigenschaften und Beziehungen den
Objekten durch Konstruktion aufgeprégt werden, 3.
beobachten, welche Wirkungen Operationen auf Ei-
genschaften und Beziehungen der Objekte haben (was
geschieht mit ..., wenn ...?) (Wittmann, 1985, S. 9)

Betrachtet man Begriffe (Objekte) als Sprechweisen
uber mathematische Kalkile (,,Darstellungen®), so
geht der Prozess der Begriffsbhildung mit dem Erwerb
verschiedener Verwendungen dieser Sprechweisen
einher. Die Definition ist dabei eine Gebrauchsan-
weisung des jeweiligen Begriffs (Meyer, 2015,
S. 104). Die Verwendungen der Begriffe dandern sich
u. a. durch Erfahrungen mit den zugeordneten Kalku-
len. Fir die Begriffe werden so stetig neue Verwen-
dungen erworben. Weitere Sprechweisen kommen
im Normalfall hinzu. Beispielsweise konnen be-
obachtbare Regularitdten und Invarianten der zuge-
ordneten Kalkile als Eigenschaften der Begriffe ge-
deutet werden (vgl. Dorfler, 2006). Die Bedeutung
von Begriffen wird darlber hinaus durch regelgebun-
dene Verbindungen zu anderen Begriffen in einem
Sprachspiel von Begriffen bestimmt.

Wie oben ausgefihrt, kann man den Text des betrach-
teten Kapitels als stillschweigende Vergegenstandli-
chung sehen. Es gibt den Gegenstand ,,Stammfunk-
tion“. Dieser Gegenstand hat nun offensichtlich ein
Aussehen, eine ,,Form™ (vgl. Zitate oben): ,,Alle
Stammfunktionen sind von der Form F, + ¢ oder
,,Eine Stammfunktion der Funktion sin ist die Funk-
tion —cos*“. Das neue Wort ,,Stammfunktion® kann
aber kaum am ,,Aussehen‘ festgemacht werden. Die
gleichen Inskriptionen kénnen namlich je nach Situ-
ation und Kontext eine Funktion, eine Ableitungs-
funktion oder eine Stammfunktion ,,sein®. Die glei-
chen Inskriptionen kénnen nach unterschiedlichen
Regeln verwendet werden. Mit den jeweiligen Ver-
wendungsregeln muss man durch entsprechende
Ubung vertraut sein. Nur durch diese Vertrautheit
xq+1
q+1
,Darstellungen® der abstrakten Objekte ,,Funktion®,
»Ableitungsfunktion oder ,,Stammfunktion® ver-
wenden (sofern man diese referentielle Sichtweise
teilt). Der Begriff ,,Form* ist auch in anderer Hinsicht
interessant. Man erhalt den Eindruck, als wére die
herausgefundene ,,Form* der jeweiligen Stammfunk-
tionen das entscheidende Merkmal. Kennt man die
,,Form® der Stammfunktion, so scheint man die ent-
scheidende Information fiir den Zeichengebrauch ge-
funden zu haben. In Textpassagen wie der nachfol-
gend angefuhrten wird an die Bedeutung des Zei-
chens ,,Form* appelliert, als wiirde die ,,Form* die
Bedeutung bereits in sich tragen:

als

kann man Inskriptionen wie ,,-cos®, e* oder
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Dabei erhebt sich die Frage: Sind alle Stammfunktio-
nen von fvon der Form Fo + ¢ oder gibt es noch weitere
Stammfunktionen von f? Man kann beweisen, dass alle
Stammfunktionen von f von der Form Fo + ¢ sind, so-
fern der Definitionsbereich von f ein Intervall ist. Da
der Beweis schwierig ist, fihren wir ihn nicht durch.
(Malle et al., 2007, S. 7)

Der Moglichkeit eines solchen Appells widerspricht
aber Wittgenstein:

In einem gewissen Sinn kann man in der Mathematik
darum nicht an die Bedeutung der Zeichen appellieren,
weil die Mathematik ihnen erst die Bedeutung gibt.
(Wittgenstein, 1984b, S. 274)

Die herausgefundene ,,Form* ist nicht selbsterkld-
rend. Man muss im Zusammenhang mit den gefunde-
nen Inskriptionen erst einmal in der Lage sein, Be-
deutung nach den Regeln der Mathematik zu bilden.
Dies betrifft zunachst die Schreibregelkonformitat®.
Es sind die Inskriptionen den richtigen Schreibtypen
zuzuordnen. In der Folge geht es um die ,,eigentliche*
Bedeutungskonstruktion. Es geht hier um die Fahig-
keit, die ,,herausgefundenen‘ Inskriptionen nach den
konkret geltenden Regeln zu verwenden. Dabei ist
wiederum der relationale Gebrauch der Inskriptionen
von groRer Bedeutung. Der kompetente Umgang mit
einer Aussage wie ,,Alle Stammfunktionen sind von
der Form Fy + c* erfordert grofle Vertrautheit mit
den entsprechenden algebraischen und geometri-
schen Zeichenspielen und deren Zusammenwirken.
An der entsprechenden Stelle des untersuchten Kapi-
tels steht:

Die Graphen der Funktionen F mit F(x) = %3 + c gehen

durch Verschiebungen in Richtung der 2. Achse ausei-
nander hervor (siehe nebenstehende Abbildung). Sie
haben somit an jeder Stelle die gleiche Steigung. Also
stimmen auch ihre Ableitungen an jeder Stelle 0 mitei-
nander Uberein. (Malle et al., 2007, S. 7)

e

-8

Abb. 3 Fir eine adaquate theoretische Begriffsbildung
muss man zur relationalen Verwendung des al-

gebraischen Zeichenspiels F(x) = x§+ c und des

hier angedeuteten geometrischen Zeichenspiels
imstande sein.

Der Text bezieht sich auf eine Abbildung wie Abb. 3. Der
rein figlrliche Gebrauch der Inskriptionen wird hier nicht
zielflhrend sein. Eine adédquate theoretische Begriffsbil-
dung erfordert die relationale Deutung von Aussagen wie
,verschiebung in Richtung der 2. Achse oder ,das
Gleichbleiben von Steigungen® anhand der zugehdrigen
algebraischen und grafischen Zeichenspiele und dies ein-
zeln und in ihrem Zusammenwirken.

Anhand des untersuchten Kapitels sind auch noch an-
dere Besonderheiten des Sprachgebrauchs beobacht-
bar. Vor den Ubungsaufgaben steht etwa ein Satz, der
im Hinblick auf das implizite Sprachspiel ebenfalls
Beachtung verdient. Es heif3t dort:

Wie man am Beispiel der Funktion f mit f(x) = i sieht,
muss eine Stammfunktion einer rationalen Funktion

selbst keine rationale Funktion sein. (Malle et al., 2016,
S.9)

Auch hier ist eine referentielle Perspektive beobacht-
bar: Es werden offensichtlich Typen als Eigenschaf-
ten von implizit existierenden abstrakten Objekten
betrachtet. ,,Typ zu sein“ erscheint hier als Frage der
Existenz und nicht der Betrachtung. Nach Brunner
(2013) sind Typen Aquivalenzklassen tber Inskripti-
onen, die im Hinblick auf deren regelkonforme Ver-
wendung gebildet werden. Beispiel: 2 + 3i ~3 + 7i ~
a+ bi. Betrachtet man in diesem Sinne Typen als eine
Art der Verwendung von Inskriptionen, so tberrascht
es nicht, dass unterschiedliche Inskriptionen im Hin-
blick auf verschiedene Verwendungen unterschiedli-
chen Aquivalenzklassen zugerechnet und damit un-
terschiedlich typisiert werden kénnen. Die Inskrip-

tion ,,In|x|* und die Inskription ,,;“ konnen nicht nach

allen mdglichen Verwendungsweisen zur selben
Aquivalenzklasse gezahlt werden. Beide konnen
nach den Regeln fiir Funktionen, sie mussen aber
nicht nach jenen fir rationale Funktionen verwendet
werden.

5. Zur Praxistauglichkeit

Es erscheint als Vorteil, dass dem Wittgenstein‘schen
Bedeutungsbegriff eine pragnante sprachliche Form
wie etwa ,, Die Bedeutung eines Zeichens ist sein Ge-
brauch * gegeben werden kann. Lehrende werden das
angefiihrte Bedeutungskonzept gerade wegen des
,Merksatz-Charakters® gut im Gedichtnis behalten
kénnen. Durch den Wittgenstein‘schen Bedeutungs-
begriff und die damit verbundene nicht referentielle
Sichtweise ergibt sich ein Perspektivenwechsel ge-
genuber der etablierten referentiellen Sicht, der Aus-
wirkungen auf die mathematikdidaktische Praxis ha-
ben wird. Viele Phanomene des konkreten mathema-
tischen und mathematikdidaktischen Arbeitens sowie
des Ublichen Sprachgebrauchs kdnnen auf Basis die-
ses Konzepts ohne Metaphysik erklarend beschrie-
ben werden. Haben Lehrende Vertrautheit mit dem

175



Wittgenstein‘schen Sprachspiel und den entspre-
chenden methodisch-didaktischen Verwendungs-
mdglichkeiten aufgebaut, so erscheinen gewinnbrin-
gende Konsequenzen flr den Unterricht ableitbar. Es
wird ein Anliegen der mathematikdidaktischen For-
schung sein mussen, die Konsequenzen der angefihr-
ten nicht referentiellen Perspektive auf die didakti-
sche und methodische Praxis noch genauer zu be-
leuchten und diese durch die Entwicklung praxisha-
her Konzepte fir Lehrende griffig zu machen. Solche
praxisnahen Konzepte existieren bereits. Im Folgen-
den sind nun exemplarisch einige flr die Unterrichts-
praxis bedeutsame Konsequenzen und Konzepte an-
gefuhrt.

Eine Konsequenz der Wittgenstein‘schen Perspek-
tive auf Bedeutungs- und Begriffsbildung ist die
Konzentration auf mathematische Zeichen und deren
Gebrauch im Gegensatz zu der in der Mathematik
und Mathematikdidaktik Ublichen Fokussierung auf
abstrakte Objekte. Dies betrifft zun&chst einmal den
Sprachgebrauch im Mathematikunterricht. Sprech-
weisen der Zeichenverwendung wie ,,Wir verwenden
etwas (Zeichen) so und so* sind aus nicht referentiel-
ler Sicht gegeniiber von Sprechweisen der Existenz
abstrakter Objekte wie ,,Es existiert oder ist etwas so
und so* der Vorzug zu geben (vgl. Brunner, 2015).
Die in der Mathematik und Mathematikdidaktik tb-
liche Fokussierung auf abstrakte Objekte kann in die-
sem Sinne einfach als Sprechweise angesehen wer-
den. Nach Dorfler (2015, S. 45) basiert dieser mathe-
matikibliche Sprachgebrauch auf Vereinbarungen,
die regeln, wie die Mathematiker*innen (iber mathe-
matische Téatigkeiten sprechen wollen. Die mit dieser
Sprechweise verbundene Problemlage sollte im Un-
terricht sichtbar gemacht und ein sinnvoller Umgang
mit ihr vermittelt werden. Generell empfiehlt es sich
aus der angefiihrten nicht referentiellen Perspektive,
Lernen von Mathematik als Gebrauchserwerb im Zu-
sammenhang mit mathematischen Zeichen und nicht
als Lernen Uber abstrakte Objekte anzusehen. Bedeu-
tungshildung wird im Zusammenhang mit den Ubli-
chen mathematischen Sprechweisen (Begriffen)
nicht losgeldst von den zugeordneten Kalkilen (Zei-
chenspielen) betrachtet werden kénnen. Im Hinblick
auf die Bedeutungsausdehnung der Sprechweisen
(Begriffe) im Zusammenhang mit neuen Spezialfal-
len und Kontexten bedeutet dies, dass fiir diese Be-
deutungsadaption Vertrautheit mit den zugeordneten
Sprach- und Zeichenspielen erforderlich ist (vgl. Be-
deutungsumkehr Abschnitt 4). Dem Erwerb von Ver-
trautheit mit den mathematischen Kalkilen (Zeichen-
spielen) muss daher auch im Hinblick auf die erfor-
derlichen Begriffsbildungsprozesse entsprechende
Aufmerksamkeit geschenkt werden. Mathematische
Bedeutung wird nicht als ,,vorab“ rein sprachlich ver-
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mittelbar angenommen werden kénnen. Die Ge-
brauchsvermittlung im Zusammenhang mit mathe-
matischen Begriffen (Zeichen) kann an Wittgen-
stein‘schen Vorgangsweisen orientiert werden. Bei-
spielsweise kann man den Gebrauch eines neuen
Wortes oder generell eines Zeichens vermitteln, in-
dem man Beispiele anfuhrt und den Umgang mit
ihnen erlautert (Meyer, 2010, S. 59, vgl. Abschnitt 2).
Durch die Betonung des Zeichengebrauchs im Unter-
richt wird fur Lernende leichter verstehbar, dass sich
im Zuge des Lernprozesses mit jeder neuen Verwen-
dung der Zeichen auch ihre Bedeutung andert. Kon-
struktive Erklarungsweisen werden daher im Unter-
richt an Wichtigkeit gewinnen. Beispiele fir solche
Erklarungsweisen sind etwa die Methode der aktiven
Sinngenerierung mittels reflektierender Vergleiche
(Sobbeke, 2009, S. 8, vgl. Abschnitt 3), konstruktive
Erklarungsweisen mithilfe von Inskriptions- und
Rollenkombinationen (Brunner, 2013, 2015, 2017) o-
der Bedeutungsherstellung durch die Entflechtung
mathematischer Zeichenspiele bzw. die Entkopplung
von skripturalem Phénomen und Namen/Begriff
(Brunner, 2015). Aus der Kenntnis, dass der Zeichen-
gebrauch regelbestimmt ist und bei jedem noch so
kleinen Zeichenspielwechsel Regeln nicht nur fortzu-
schreiben, sondern auch zu adaptieren bzw. zu an-
dern sind, wird eine andere praktische Auswirkung
der bezogenen Perspektive die Fokussierung auf Re-
geln sein. Viele beobachtbare Probleme von Schi-
lern*innen beim Lernen von Mathematik kénnen als
Probleme des Zeichengebrauchs und damit als Kon-
flikte zwischen Regeln und nicht als Konflikte zwi-
schen Regeln und ,,Realitit” gesehen werden. Be-
grindungszusammenhdange dienen nach diesem Ver-
standnis der Festlegung bzw. Aufschliisselung des
Zeichengebrauchs und nicht einem Abgleich mit der
»Realitdt“. Der Erldauterung des Sinns, der Veran-
schaulichung und dem Explizitmachen von Regeln
wird groRe Aufmerksamkeit geschenkt werden mis-
sen. Der Einsatz erklarender Analogien aus der Le-
benswelt der Lernenden (vgl. Brunner, 2017) kann
hier exemplarisch als praxisnahes Konzept angefiihrt
werden. Dem Zusammenwirken von Typubertragung
und Regeldecodierung (Brunner, 2013, 2017) wird
ebenfalls verstarkt Aufmerksamkeit geschenkt wer-
den. Etablierte Lernmethoden und der ubliche Ge-
brauch von Unterrichtsmitteln werden aufgrund der
bezogenen nicht referentiellen Sichtweise manchmal
auch einer Neuinterpretation unterzogen werden. Der
vorliegende Aufsatz belegt diese These. Weitere
Konsequenzen und daraus ableitbare Auswirkungen
auf die Unterrichtspraxis sind im Zusammenhang mit
der Wittgenstein‘schen Perspektive in vielen weite-
ren Bereichen denkbar. So etwa im Zusammenhang
mit der praxisorientierten Aufschliisselung der unter-
richtsbezogenen Kommunikations- und Interaktions-
prozesse, der Optimierung von lernstoffbezogenen
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Aufgaben, der Konkretisierung von Lernerfordernis-
sen oder der Aufschlisselung des genauen Zusam-
menwirkens von Typen und Begriffen. Im Hinblick
auf die Unterrichtspraxis ertéffnet sich hier ein brei-
tes, noch zu bearbeitendes Feld von Gebrauchswei-
sen des Wittgenstein‘schen Sprachspiels.

Anmerkungen

1In Malle et. al (2016) wird nur eine physikalische Einftih-
rungsaufgabe verwendet.

2 Im Zitat steht ,.,er muB“. Es miisste aber ,,man muf“ hei-
Ben.

3 Man kann Inskriptionen ,,Schreibtypen® zuordnen. Bei-
spiel fur einen Schreibtyp des Alphabets: a, a, a, a, a usw.
Die Zuordnung der infrage kommenden Elemente zu
Schreibtypen (Klassen) erfordert die Herstellung von Be-
ziehungen (vgl. etwa Rosch, 1975 oder Lakoff, 1987). Fir
Kramer (2009, S. 101) geht es bei der Identifikation von
empirisch vorkommenden Inskriptionen als Verkorperung
eines generellen Typus um eine Wiedererkennungsleis-
tung, die auf der Vernachlassigung von Aspekten der sinn-
lichen Erscheinung beruht.
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