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Zusammenfassung: Zur Forderung von Lernchan-
cen ist ein konstruktiver Umgang mit Schilerfehlern
notig, der das schnelle Erkennen von Schillerfehlern
voraussetzt. Im Test zur schnellen Fehlererkennung,
der im Rahmen der TEDS-FU-Studie durchgefiihrt
wurde, waren Junglehrkréfte gefordert, typische
Schiilerfehler unter Zeitdruck zu erkennen. Zwei
Merkmale — aus mathematikdidaktischer und aus
wahrnehmungspsychologischer Perspektive — kon-
nen in den beiden Tests fur die Primar- und Sekun-
darstufe als schwierigkeitsgenerierend identifiziert
und validiert werden. Die identifizierten Merkmale
konnen als Analyseinstrument bei der Weiter- oder
Neuentwicklung von Tests zur schnellen Fehlerer-
kennung eingesetzt werden und bieten eine inhaltli-
che Grundlage zur Erklarung der Itemschwierigkeit.

Abstract: In order to promote learning opportunities,
a fast recognition of students’ errors is a necessary
prerequisite for a constructive approach fo students’
errors. In the time-limited test for identifying stu-
dents’ errors from the TEDS-FU study, early career
teachers were requested to recognize typical stu-
dents’ errors under time constraints. In the two tests
for primary and secondary teachers, two character-
istics could be identified as difficulty generating as-
pects, focusing the perspective of mathematics didac-
tics and the psychology of perception. The identified
characteristics can be used as an analysis tool for a
new test for fast recognition of students’ errors in the
design process as well as the basis for the explana-
tion of item difficulty.

1. Einleitung und Forschungsfrage

Lehrkrafte haben tagtdglich mit Schilerfehlern aller
Art zu tun, die sich im Mathematikunterricht z. B. in
systematische und unsystematische Fehler unter-
scheiden lassen (Radatz, 1980). Die schnelle Wahr-
nehmung dieser Fehler im Unterricht und der adé-
guate Umgang mit den Fehlern sind fur Lehrkrafte
bedeutsam. Die Fehler weisen auf den Lernprozess
der Schiler*innen hin und ,,lassen erkennen, wie das
Denken funktioniert™ (Beutelspacher, 2008, S. 87).
Schoy-Lutz (2005) konnte zeigen, dass in 75 % der
Schilerfehler im Mathematikunterricht echte Lern-
gelegenheiten verborgen sind. Voraussetzung zum
Erkennen dieser Lerngelegenheiten ist das schnelle

Identifizieren der Schilerfehler. Die Lehrkrafte mis-
sen dartber hinaus, um diese Fehler als Lerngelegen-
heiten nutzen zu kdnnen, entscheiden, ob ein Fehler
flr alle Lernenden von Bedeutung ist oder ob dieser
individuell zu klaren ist. Neben der bendtigen Kom-
petenz der Klassenfiihrung muss die Lehrkraft daher
flexibel mit der Fehlersituation umgehen (vgl. Klug
et al., 2013) und zudem (ber das mathematische und
mathematikdidaktische Wissen verfligen, um die
Fehler nachzuvollziehen und einordnen zu koénnen.
Im Test zur schnellen Fehlererkennung, der im Rah-
men der nationalen Folgestudie der internationalen
Vergleichsstudie ,,Teacher Education and Develop-
ment Study in Mathematics — TEDS-M 2008 (Bl6-
meke et al., 2010) erhoben wurde, wurde die Kompe-
tenz zur schnellen Fehlererkennung von Junglehr-
kraften im Fach Mathematik als ein Indikator fur
Lehrerexpertise erfasst, die im Folgenden vorgestellt
wird (fur Details zur TEDS-FU Studie siehe Blémeke
et al., 2014). TEDS-FU setzte bei Lehrkréften der
Primar- und der unteren Sekundarstufe zwei mathe-
matisch unterschiedliche, aber strukturgleiche Tests
zur schnellen Fehlererkennung ein. Es stellt sich
a posteriori die Frage nach den schwierigkeitsgene-
rierenden Merkmalen der einzelnen Items, d. h. wel-
che Merkmale eines Items machen dieses schwer
bzw. leicht. Des Weiteren ist zu klaren, ob diese
Merkmale Uber die verschiedenen Lehramtstypen
stabil sind, d. h. ob sich die gleichen Merkmale so-
wohl fur Primarstufen- als auch fur Sekundarstufen-
lehrkréfte zeigen.

Auf Basis einer mathematikdidaktischen Perspek-
tive, aber auch einer wahrnehmungspsychologischen
Perspektive aus der testbezogenen Diskussion uber
Fehlererkennungstests werden im Folgenden schwie-
rigkeitsgenerierende Merkmale von Items theoriege-
leitet entwickelt, die anhand der empirischen Ergeb-
nisse Uberprift werden. Die Analysen erlauben, zu-
kinftig a priori die Itemschwierigkeit ahnlich konzi-
pierter Tests zu bestimmen und bieten so die Mdg-
lichkeit, diese theoriegeleitet zu entwickeln. Zudem
soll mit dem Artikel ein Beitrag zur Uberpriifung der
Gute des im Rahmen der TEDS-FU Studie entwi-
ckelten Testinstruments geleistet werden.
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2. Theoretischer Rahmen

2.1 Lehrerprofessionswissen, Fehler und
deren Erkennung

Die kognitiven Voraussetzungen, die Lehrkréafte fur
den Lehrberuf mitbringen mussen, werden in vielen
Studien — wie in der COACTIV Studie (Kunter et al.,
2011) oder in Studien der Michigan-Group (Hill, Ball
& Schilling, 2008) — untersucht. In der TEDS-FU-
Studie werden in Anlehnung an Shulman (1986) drei
Wissensdimensionen des Lehrerprofessionswissens
ausdifferenziert. Aufgrund ihrer empirisch gezeigten
Relevanz fur schnelle Fehlererkennung (Blémeke et
al., 2014) werden im Folgenden zwei der drei Facet-
ten genauer dargestellt. Die dritte Facette, General
Pedagogical Knowledge (GPK), ist unter der Per-
spektive der Erkennung mathematischer Fehler kaum
bedeutsam und wird deshalb im Folgenden nicht be-
ricksichtigt.

Zum fachlichen Wissen, dem Content Knowledge
(CK), gehort nach Shulman (1986) das Wissen, das
den Inhalt umschlief3t und sich nicht auf reines Fak-
tenwissen reduzieren lasst. Dartber hinaus soll die
Lehrkraft auch die innere Struktur der Mathematik,
die Grammatik und das Warum verstehen konnen
(vgl. Shulman, 1986, S. 9). Fur die Mathematik wird
diese Wissenskomponente als Mathematical Content
Knowledge (MCK) bezeichnet. Weiterhin unter-
scheidet Shulman (1986) das fachspezifisch-padago-
gische Wissen, Pedagogical Content Knowledge
(PCK), fur die Mathematik Mathematical Pedagogi-
cal Content Knowledge (MPCK). Dieses Wissen
beinhaltet

for the most regularly taught topics in one’s subject
area, the most useful forms of representation of those
ideas, the most powerful analogies, illustrations, exam-
ples, explanations, and demonstrations — in a word, the
ways of representing and formulating the subject that
make it comprehensible to others (Shulman, 1986,
S.9).

Des Weiteren hebt Shulman (1986, S. 9 f.) hervor,
dass die Lehrkraft in Situationen, in denen sie mit
Schilerfehlern konfrontiert wird, Strategien zur Be-
hebung der Fehlvorstellungen haben muss, um das
Wissen der Schiller*innen reorganisieren zu kdnnen.

Auch im Kompetenzmodell der COACTIV-Studie
spielt das Erkennen von Schilerfehlern und der Um-
gang damit eine bedeutende Rolle, und zwar im fach-
didaktischen Wissen, welches im Rahmen der Di-
mension Wissen Uber Schilervorstellungen ausdiffe-
renziert wird in Wissen iiber ,,Fehlkonzeptionen, ty-
pische Fehler, Strategien* (Kunter etal., 2011, S. 38).

Fehler und der Umgang mit diesen spielen insbeson-
dere im Kontext des Lernens von Mathematik eine
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grolle Rolle. Nach Oser, Hascher und Spychiger
(1999) ist ein Fehler ein ,,von der Norm abweichen-
der Sachverhalt oder ein von der Norm abweichender
Prozess [...]. Normen stellen also das Bezugsystem
dar und ohne Normen bzw. Regeln wére es nicht
mdglich, fehlerhafte und fehlerfreie Leistungen, das
Richtige vom Falschen zu unterscheiden® (S. 11).
Heinze (2004) konkretisiert fur den Mathematikun-
terricht Fehler als eine ,,AuBerung, die gegen die all-
gemeingultigen Aussagen und Definitionen der Ma-
thematik sowie gegen allgemein akzeptiertes mathe-
matisch-methodisches Vorgehen verstofit™ (S. 223).
Aufgrund der hohen Relevanz fir mathematisches
Lernen wird im Folgenden auf den Fehler des regel-
haften Missverstandnisses fokussiert; sog. Fllchtig-
keitsfehler, die ggf. aufgrund mangelnder Aufmerk-
samkeit oder einer andersartigen Storung der Ausfiih-
rung der Prozedur auftreten (Malle, 1993), werden
aufgrund ihrer fehlenden Regelhaftigkeit nicht be-
riicksichtigt.

Eine Fehlersituation wird von Seifried und Wuttke
(2010) sowie von Heinze (2004) durch das Erkennen
eines Fehlers definiert. Somit bildet die Identifikation
des Fehlers bereits den ersten Schritt vor der vertief-
ten Analyse des Fehlers (&hnlich Seidel & Prenzel,
2003). Die Wahrnehmung von Schiilerfehlern ist dar-
uber hinaus auch von dem erlernten Wissen uber
Schiilerfehler beeinflusst (vgl. Konig et al., 2014).
Aufgrund der Notwendigkeit, im Unterricht schnell
zu reagieren, fokussieren wir im Folgenden auf
schnelle Fehlererkennung als Voraussetzung fur ein
kompetentes Unterrichtshandeln und damit als eine
zentrale Facette professioneller Kompetenz von
Lehrkraften. Inhaltlich kann schnelle Fehlererken-
nung als eine Subkompetenz des umfassenderen
Konstrukts der Diagnosekompetenz von Lehrkraften
konzeptualisiert werden (Stdkamp & Praetorius,
2017), die nach dem Ansatz von Bldmeke, Gustafs-
son und Shavelson (2015) zur Kompetenz als Konti-
nuum als Teil der professionellen Unterrichtswahr-
nehmung, dem sog. Noticing, gez&hlt werden kann.

2.2 ltemschwierigkeit

Um die Kompetenzfacette ,Schnelle Fehlererken-
nung‘ bei Lehrkraften empirisch erfassen zu kénnen,
ist es entweder moglich, die potentiell zu erkennen-
den Fehler induktiv aus vorliegendem Datenmaterial
zu identifizieren oder deduktiv-systematisch aus der
Literatur abzuleiten. Wir haben uns aufgrund fehlen-
der Daten fir die zweite VVorgehensweise entschie-
den. Eine wesentliche Komponente der Klassifika-
tion der Itemschwierigkeit liegt in der Unterschei-
dung in eine formale und inhaltliche Komponente.
Nach Kauertz (2008) bewirkt die formale Struktur in
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Kompetenztests eine Schwierigkeit, die gezielt vari-
iert oder konstant (wie in diesem Test: bei allen Items
muss die falsche Schilerldsung identifiziert werden)
gehalten werden solle. Besonders soll auf die inhalt-
lichen Aufgabenmerkmale der Items fokussiert wer-
den, denen Schumann und Eberle (2011) ein bedeu-
tendes Potenzial zur Aufklarung zuschreiben. Schu-
mann und Eberle (2011) heben hervor, dass es mog-
lich sein sollte, in einer nachtraglichen Analyse der
Items (post-ldentifikation) eines Tests die beobachte-
ten Itemschwierigkeiten in (fach-) didaktischer Hin-
sicht sinnvoll zu interpretieren. Auch Hartig (2007)
betont dies als Ansatz zur VVorhersage schwierigkeits-
bestimmender Aufgabenmerkmale, um etwas uber
die Validitat eines Kompetenztests aussagen zu kon-
nen. Angelehnt an Arbeiten von Cohors-Fresenborg
et al. (2004) zu schwierigkeitsgenerierenden Merk-
malen zur Einschatzung der Aufgabenschwierigkeit
bei der PISA-Studie werden im Folgenden Merkmale
entwickelt, die auf die Items des Tests zur schnellen
Fehlererkennung von TEDS-FU angewendet werden
sollen.

Das erste Merkmal aus einer mathematikdidaktisch
geprégten Perspektive untersucht die curriculare Ein-
fiihrung des Themas und Haufigkeit des curricularen
Auftretens im nachfolgenden Mathematikunterricht
(im Folgenden als curriculare Relevanz bezeichnet).
Die Inhalte der Schulmathematik werden im deut-
schen Mathematikunterricht im Sinne des Spiralprin-
zips nach Bruner (1973) zu verschiedenen Zeitpunk-
ten und verschiedenen Kontexten wieder aufgegrif-
fen (Brinkmann, 2002). Fehler zu Themenfeldern,
die in den unteren Klassenstufen unterrichtet werden,
kénnen auf diese Weise haufiger von Lehrkréaften be-
obachtet werden, als jene, die erst in héheren Schul-
stufen eingefiihrt werden. Items, die typische Fehler
zu Themenfeldern darstellen, die in unteren Klassen-
stufen unterrichtet werden, sollten somit zu leichte-
ren Items gehoren, als jene, die in héheren Klassen-
stufen zum ersten Mal unterrichtet werden. Im Sinne
des Spiralprinzips sollten ebenfalls die Items leichter
I6sbar sein, die nach dessen Einfiihrung haufig unter-
richtet werden, da sie in anderen Themenfeldern in-
volviert sind.

Um die Schwierigkeit hinsichtlich des ersten Auftre-
tens des Themas bis hin zur Wiederholung des The-
mas im weiteren Verlauf des Mathematikunterrichts
einordnen zu kdnnen, wurden die Bildungspléne der
einzelnen Bundeslander analysiert. Die Themen, die
in den Bildungsplédnen der Bundesl&nder der Primar-
stufe sowie der unteren Sekundarstufe fiir das Fach
Mathematik aufgefiihrt werden, unterscheiden sich
nur wenig in der Reihenfolge der Themengebiete,
ggf. aufgrund der starken Orientierung an den von der

KMK erlassenen Bildungsstandards im Fach Mathe-
matik fur den Mittleren Schulabschluss bzw. die Pri-
marstufe, weshalb im Folgenden beispielhaft auf die
Lehrplane von Hamburg zuruickgegriffen wird (vgl.
Freie und Hansestadt Hamburg Behorde fur Schule
und Berufsbildung, 2012 a, b).

Das zweite Merkmal aus einer wahrnehmungspsy-
chologischen Perspektive spiegelt den strukturellen
Aufbau der Items wider. In dem genannten Merkmal
(im Folgenden als strukturelle Komplexitat bezeich-
net) werden die Zeichen als Objekte — ihre Definition
und ihre Grammatik (Rechenregeln/Gesetze) — naher
betrachtet. Unter Bezug auf die in den Bildungsstan-
dards formulierte allgemeine Kompetenz des Um-
gangs mit den symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen der Mathematik, gehen wir davon
aus, dass die Zahlen und Symbole, aus denen die
Items bestehen, seitens der Teilnehmenden wahrge-
nommen, interpretiert und im Gesamtzusammenhang
beantwortet werden miissen. Dabei ist zu bemerken,
dass die mathematischen Ausdriicke haufig in Grup-
pen oder Clustern zusammengefligt werden, die einer
anderen Logik folgen als die der geschriebenen Spra-
che (vgl. Dyrvold, 2016, S. 11). Die Cluster, aus de-
nen die Darstellungen der Items bestehen, sollen fiir
die Analyse herangezogen werden, wobei hierarchi-
sche Beziehungen berucksichtigen werden (vgl.
Drollinger-Vetter, 2011). Bei dem Gebrauch der Zei-
chen muss jede*r Lernende die Regeln zum Ge-
brauch der Zeichen — in diesem Fall nach den Kon-
ventionen der Mathematik — erwerben, um sie ent-
sprechend verwenden zu kdnnen, gleiches gilt fur die
Verwendung von Regeln (vgl. Brunner, 2013, S. 54).
Um die Itemschwierigkeit mittels des zweiten Merk-
mals zu identifizieren, wird im ersten Schritt die An-
zahl der verwendeten Zeichen, aus denen die Items
bestehen, beriicksichtigt. Die Zeichenlénge wird als
komplexitatsgenerierend angesehen, da innerhalb ei-
ner kurzen Testsituation (4 Sekunden) alle Zeichen
wahrzunehmen sind, was eine hohe Anforderung an
die Reaktionsfahigkeit, die kognitive Aufnahme- und
Verarbeitungsgeschwindigkeit darstellt. Dabei ist zu
bemerken, dass Bedeutungseinheiten wie die Buch-
stabenfolge ,sin‘ als ein Zeichen gewertet werden,
wéhrend die Zahl 0,5 als zwei gesonderte Zeichen ge-
zahlt werden, da die Ziffern gesondert in das Stellen-
wertsystem eingeordnet werden missen und damit
zuséatzliche kognitive Verarbeitungsschritte notig
sind. Im zweiten Schritt werden die zu verwendeten
Rechenregeln, die zur Ldsung des Items bendtigt
werden, festgestellt.
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3. Methode

3.1 Studie und Stichprobe

TEDS-FU ist eine deutsche Folgestudie zu der 2008
durchgefuhrten internationalen Lehrerbildungsstudie
TEDS-M (Teacher Education and Development
Study in Mathematics). Die 2012 durchgefiihrte Stu-
die TEDS-FU (vgl. Bldmeke et al., 2014) erhob die
Kompetenz von Junglehrkraften nach vier Jahren Be-
rufserfahrung. TEDS-FU wurde in Form einer Onli-
nestudie mithilfe des vom DIPF (Deutsches Institut
fir Internationale Padagogische Forschung) entwi-
ckelten CBA ItemBuilder (Rélke, 2012) durchge-
fahrt. An zwei Tests, die flr die Primarstufen- und
Sekundarstufenlehrkrafte strukturgleich gestaltet,
aber inhaltlich an das studierte Lehramt angepasst
sind, nahmen 171 Sekundar- und 131 Primarstufen-
lehrkrafte teil. Neben den Instrumenten zur Erhebung
des mathematischen Fachwissens, des fachdidakti-
schen Wissens, des allgemeinpadagogischen Wis-
sens und ausgewéhlter Belief-Facetten aus TEDS-M,
wurden Tests zur Erfassung der situierten Facetten
von Lehrerprofessionalitat neu entwickelt und einge-
setzt (vgl. Blomeke et al., 2014; Kaiser et al., 2017).
Neben diesen videobasierten Instrumenten (vgl. Kai-
ser et al., 2015) wurden wie in der COACTIV-Studie
Tests zur lIdentifikation von Schilerfehlern entwi-
ckelt (Krauss et al., 2008; Krauss & Brunner, 2011),
die im Gegensatz zur COACTIV-Studie die schnelle
Erkennung von Schilerfehlern (mit Zeitbegrenzung)
fokussierten.

3.2 Testinstrument und Analyse der Iltems

Der neu entwickelte Test zum schnellen Erkennen
von Schiilerfehlern intendierte eine mdglichst unter-
richtsnahe Erfassung von Schiilerfehlern. Da die
Lehrperson Ublicherweise das von ihr im Unterricht
behandelte Themengebiet kennt, wurde vorweg das
Themengebiet, aus dem die gezeigten Fehler kom-
men wiirden, eingeblendet mit der Aufforderung, ty-
pische Fehler zu antizipieren (vgl. Pankow et al.,
2016).

Der Sekundarstufentest besteht aus 16 und der Pri-
marstufentest aus 15 typischen Schiilerfehlern, die
auf einschlégig bekannte Fehlkonzepte zuriickzufih-
ren und fir mathematisches Lehren und Lernen be-
deutsam sind.

Im Anschluss an die Antizipationsphase wurden den
Probanden drei Schilerldsungen présentiert, von der
eine Ldsung einen typischen Schilerfehler im Kon-
text des angekiindigten Themengebietes enthalt,
wahrend die anderen beiden Lésungen korrekt sind.
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Die Buchstaben, zu den dargestellten Schilerlosun-
gen werden Uber die Tastatur der Probanden eingege-
ben, und zwar tber die Buchstaben S, D, F, auf denen
die Finger der linken Hand wahrend des Tests ruhen
sollen. Im ersten Schritt wurde der typische Schiler-
fehler angekindigt, z. B. ,,Anwenden des Satzes des
Pythagoras® mit einem abgebildeten Dreieck. Es
wurde maximal 5 Minuten Zeit gegeben, um sich
mdgliche Schilerfehler in diesem Bereich zu verge-
genwartigen.

Im zweiten Schritt, der Identifikation der falschen
Schilerlésung, wurden drei Lésungen gezeigt und es
musste die Taste mit der falschen Schiilerlésung ge-
druickt werden. Um zu verhindern, dass die Aufgaben
nachgerechnet werden konnten, wurde die Zeit zur
Antwort auf vier Sekunden beschrankt. Die Zeit, die
einer Expertenbefragung zufolge bendtigt wird, um
die Ergebnisse nachzurechnen, liegt bei ca. funf bis
sechs Sekunden. Es wurde bei der Testkonstruktion
davon ausgegangen, dass erfahrene Lehrkréfte wis-
sen, welche typischen Fehler in dem betreffenden
Themengebiet zu erwarten sind, d. h. ihre Fehler-
suchstrategie ist strukturiert, sodass sie den Fehler
ohne Rechnung schnell, auf einen Blick erkennen. In-
nerhalb von vier Sekunden musste daher der zu dem
Fehler zugehorige Buchstabe gedrlickt werden, um
die Antwort in das System einzugeben. Nach dieser
Zeit war es nicht langer maoglich, eine Antwort ein-
zugeben, und das Item wurde als falsch bewertet. Als
Leistungsindikator wurde die Anzahl der richtigen
Antworten herangezogen.

Im Folgenden wird eine exemplarische Auswahl der
Sekundarstufenitems bzgl. ihrer Schwierigkeit analy-
siert (Abb. 1). Das erste Item (Nr. 15) befasst sich mit
der Addition zweier Briiche, da empirisch aufgezeigt
wurde, dass 45 % aller Schillerfehler auf dieses Vor-
gehen zuriickgehen, d. h. es werden Z&hler und Nen-
ner getrennt addiert (vgl. Wartha, 2007).

Weiterhin konnte Padberg (2009) zeigen, dass einige
Schiler*innen ein eigenes Regelwerk (vgl. All-
mendinger et al., 2013, 81 f.) zur Addition zweier
Bruiche entwickeln. Eichelmann, Narciss, Schnaubert
und Melis (2012) weisen drauf hin, dass Schiiler*in-
nen konzeptuelles Wissen (iber Briiche besitzen miis-
sen, unter anderem zu der Bedeutung des Zahlers und
des Nenners, aber auch zur adaquaten Bruchvorstel-
lung selbst (vgl. Eichelmann et al. 2012, S. 30).

Das zweite Item (Nr. 14) zur Umformung einfacher
Zahlterme mit Klammern beinhaltet zwei primare
Schwierigkeiten: Zum einen ist das Ausmultiplizie-
ren eines Terms, in dem Klammern enthalten sind,
komplexer als bei einem Term ohne Klammern, da
zwei Rechenschritte sowie eine Verkniipfung (Distri-
butivgesetz) zu beachten sind.
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Nr. | Ankindigung

15 | Bruchrechnung:
Addition zweier Briiche

N| =
+ 2
(%)
S~ w

14 | Umformung einfacher
Zahlterme mit Klam-
mern

3(6+2)=35+32

3+65+2)=3+5+2 3-(6+2)=3-5+2

7 Trigonometrie: Werte

spezieller Winkel sin30°=0,5

cos0°=0 tan45°=1

8 Anwenden der p-g-For-
mel bei der quadrati-
schen Gleichung

X2+8x—-4=0

x2+8x—-4=0

x1,2=_4i\/16+4 | x1’2=—4i 16—(—4)

x1‘2=_4i V16 — 4

Sekundarstufentest

5 Anwenden des Satzes
des Pythagoras

p?+a?=t?

I t? = a? + p?

a’+t2=p?

Abb. 1: Auswabhl (5 von 16) der Items zur schnellen Fehlererkennung aus dem TEDS-FU Sekundarstufentest

Zum anderen muissen Vorzeichen, wie in dem hier
vorliegenden Fall, berlicksichtigt werden, die nach
Liddecke (2015) auch unter anderem bei Problembe-
arbeitungsprozessen Ldsungsbarrieren beinhalten.

Das dritte Item (Nr. 7) aus der Trigonometrie kann
unter zwei Sichtweisen interpretiert werden, was in
der Literatur bisher kaum diskutierte Schwierigkeiten
hervorrufen kann. So kann das Item einerseits funk-
tional interpretiert werden als Frage nach den Funk-
tionswerten von trigonometrischen Funktion zu spe-
ziellen Winkeln gegeben im GradmaR. Andererseits
ist auch eine geometrische, nichtfunktionale Auffas-
sung moglich als Frage nach dem Verhaltnis von Ka-
thete und Hypothese im rechtwinkligen Dreieck zu
speziellen Winkeln. Ein typischer Schulerfehler ist
eine Verwechslung von cos 0° mit sin 0°, sodass
cos 0° = 0 angegeben wird.

Das vierte Item (Nr. 8) enthalt einen typischen Schi-
lerfehler, der bei der Loésung einer quadratischen
Gleichung mittels der sog. p-g-Formel x,, = —gi

2
(g) —q entstehen kann. Neben einer mdglichen

fehlenden Normierung (vgl. Ritter & Vol} 2015, 82
f.) spielen die Vorzeichen der Parameter ,,p“ und ,,q*
eine zentrale Rolle (Goebbels & Ritter 2013, S. 55),
die haufig nicht beachtet werden.

Das fiinfte Item (Nr. 5) zum Anwenden des Satzes
des Pythagoras beinhaltet den wohlbekannten Fehler
der Vertauschung von Katheten und Hypotenuse im

rechtwinkligen Dreieck, die durch die Nichtbeach-
tung der Definition der geometrischen Begriffe her-
vorgerufen sein kann oder durch die Fixierung auf
Uibliche geometrische Darstellungen rechtwinkliger
Dreiecke mit einer Kathete parallel zum unteren
Rand der Darstellungsflache (vgl. Draschoff, 2000).

3.3 Methodisches Vorgehen

Die Items beider Tests zur schnellen Fehlererken-
nung wurden basierend auf dem einparametrischen
Raschmodell skaliert. Die EAP/PV-Reliabilitat er-
reicht im Falle des Sekundarstufentests einen Wert
von 0,62 und im Falle der Primarstufe von 0,64.
Beide konnen als ausreichend angesehen werden
(vgl. Magenheim et al., 2015; Robinson et al., 1991).

Zur Beantwortung der Forschungsfrage wird eine
Analyse der Items durchgefiihrt, die bzgl. der
Itemschwierigkeit extreme Ausprédgungen aufwei-
sen, da sie einerseits besonders einfach bzw. beson-
ders schwer sind. Ein besonderer Fokus auf extreme
Ausprégungen eines Merkmals oder auf Extremgrup-
pen ist ein in der qualitativen Forschung weitverbrei-
tetes VVorgehen. So werden z. B. im Rahmen der Ty-
penbildung Teilgruppen gebildet, die hinsichtlich ge-
wisser Merkmale besonders ahnlich sind, um Ein-
sicht in allgemeinere Strukturen und Muster zu erhal-
ten (vgl. Kelle & Kluge, 2010, S. 83 ff.). Auch in der
guantitativen Forschung werden Items mit extremer
Schwierigkeit bei der finalen Analyse ausgeschlos-
sen, da sie aufgrund schwacher Diskrimination nicht
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substantiell zur Messung des Konstrukts beitragen
(vgl. Bond & Fox, 2007).

Um die Merkmale zur Itemschwierigkeit zu bestim-
men, bewerteten drei Rater die Merkmale curriculare
Einfuhrung des Themas und Haufigkeit des curricu-
laren Auftretens, Zeichen als Objekte — ihre Defini-
tion und ihre Grammatik (wie bspw. Rechengesetze).
Diese Kodierung fand nach einer Schulung der drei
Rater im Rahmen eines niedrig inferenten Verfahrens
statt. Die Rater erhielten Angaben zum Rating der
curricularen Einfiihrung der Themen der aufgefiihr-
ten Items sowie eine Anleitung, wie das spéatere Auf-
treten zu raten ist. Die Angaben, wie Zeichen und de-
ren GesetzmaRigkeiten zu z&hlen seien, wurden an-
hand von Beispielen verdeutlicht (fiir Details siehe
Kodierhinweise am Ende des Beitrages).

Die Interraterreliabilitat fiir die Kodierung der Merk-
male ergab einen substantiellen Ubereinstimmungs-
wert (vgl. Landis & Koch, 1977) des Fleiss® Kappas
(x = 0,61). Der dargestellte Wert erhohte sich bezo-
gen auf die Interraterreliabilitat bei den leichten und
schwierigen Items noch deutlich und erreichte einen
Wert von k = 0,80.

4. Ergebnisse

Die Analyse der Itemschwierigkeit im Test zur
schnellen Fehlererkennung geschieht im Folgenden
in zwei Schritten. Zunachst werden in Abschnitt 4.1.
die Itemschwierigkeiten zum Primar- und Sekundar-
stufentest zur schnellen Fehlererkennung dargestellt,
die mithilfe der Software ConQuest (vgl. Wu et al.,
1998) geschatzt wurden. In Abschnitt 4.2. werden zu-
nachst die qualitativen Merkmale, die zur Erklarung
der Itemschwierigkeiten herangezogen werden, be-
schrieben und beim Sekundarstufentest exemplarisch
an finf Items dargestellt. AbschlieRend werden die
Merkmale auf den Test zur schnellen Fehlererken-
nung der Primarstufe bertragen. Fur dieses Vorha-
ben werden vier Items der Primarstufe zunéchst kurz
vorgestellt und im Anschluss ebenfalls hinsichtlich
der schwierigkeitsgenerierenden Merkmale analy-
siert.

4.1 Schéatzung der Itemschwierigkeiten

Die Schwierigkeit der einzelnen Items des Testinstru-
ments wird mittels des Output des Programms
ConQuest n&her vorgestellt (Abb. 2 und 3).

Auf der linken Seite der Skala sind jeweils die teil-
nehmenden Personen reprasentiert, wobei jedes
Kreuz einen Probanden reprasentiert.

math.did. 41(2018)2

Auf der linken Seite der Skala sind jeweils die teil-
nehmenden Personen représentiert, wobei jedes
Kreuz einen Probanden représentiert.

Auf der rechten Seite kann anhand der Lage der Item-
nummern die Schwierigkeit abgelesen werden. Die
Schwierigkeitsgrade der Skala reichen von -3 bis +3.
Items, die oberhalb von Null liegen, sind eher
schwer, wahrend Items, die unterhalb von Null lie-
gen, eher leicht sind. Je weiter die Items von Null ent-
fernt sind, desto seltener bzw. hdufiger wurden sie
richtig gelost.

N
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Abb. 2 (links):  ltemschwierigkeiten des zeitbegrenzten
Tests zur schnellen Fehlererkennung der Sekun-
darstufe

Abb. 3 (rechts): Itemschwierigkeiten des zeitbegrenzten
Tests zur schnellen Fehlererkennung der Primar-
stufe
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Die Outputs zeigen, dass die Itemstreuung fir die Pri-
marstufe (Abb. 3) gleichméBiger Uber die Personen-
fahigkeiten verteilt ist als fur die Sekundarstufe
(Abb. 2). Dies bedeutet, dass fur die Primarstufe
Schétzungen in den Randbereichen besser mdglich
sind, wahrend fur die Sekundarstufe die Schatzungen
im mittleren Schwierigkeitsbereich genauer sind.

Die Items Nr. 7 und Nr. 8 gehdren im Sekundarstu-
fentest (Abb. 2) zu den schwer zu l6senden Items, die
Items Nr. 14 und Nr. 15 zu den leicht zu I6senden.
Zur Beantwortung der Forschungsfrage soll in die-
sem Zusammenhang geklart werden, wie die Schwie-
rigkeit an beiden Enden der Skalen inhaltlich erklart
werden kann.

Im Vergleich zu dem Sekundarstufentest stellen die
Items Nr. 2 und Nr. 8 im Primarstufentest (vgl.
Abb. 3) Représentanten fur leicht zu l6sende Items
dar, wahrend die Items Nr. 1 und Nr. 12 als schwer
zu lésende Items anzusehen sind. Hervorzuheben ist
das Item Nr. 13, welches von allen Teilnehmer*innen
richtig geldst und daher als zu niedrig differenzierend
ausgeschlossen wurde.

4.2 Qualitative Analysen zur Itemschwierig-
keit

Im Folgenden werden die Merkmale zunéchst auf die
Items der Sekundarstufe bezogen, gefolgt von den
Primarstufenitems.

Das Merkmal curriculare Relevanz, das die Einfiih-
rung des Themas und Haufigkeit des curricularen
Auftretens im weiteren Mathematikunterricht fokus-
siert, wird — wie in der Tab. 1 dargestellt — hinsicht-
lich zweier Aspekte untersucht: Zum einen wird die
Klassenstufe des ersten Auftretens im Curriculum

analysiert, zum anderen wird die curriculare Haufig-
keit der Verwendung in anderen Themengebieten
nach der Einfuhrung des Begriffs betrachtet. Dies
wird im Folgenden fiir das Themengebiet ,,Addition
zweier Briiche (Item Nr. 15 aus Abb. 1) exempla-
risch ausgefiihrt. Das Thema ,Addition zweier Brii-
che* tritt curricular in der Sekundarstufe insgesamt in
48 der 114 Themen, die unterrichtet werden, auf (ca.
40 %).

Um dies zu analysieren, wurde das Beispiel in einem
schulinternen Curriculum fiir die Stadtteilschule (ein
Zusammenschluss der ehemaligen Haupt- und Real-
schulen) Mathematik™ (vgl. Freie und Hansestadt
Hamburg Behorde fir Schule und Berufsbildung,
2012b) analysiert.

Die Unterrichtsvorhaben fir die Jahrgange 5-10 sind
in diesem Beispielcurriculum in den Doppeljahrgén-
gen 5/6 sowie 7/8 und 9/10 aufgefuhrt. Die Themen
werden weiter in Inhalte differenziert. So wird das
finfte Thema in Jahrgang 5/6 ,,Einteilen — Verteilen“
in sieben Unterthemen eingeteilt wie bspw. Grund-
vorstellungen, Darstellungen, GréRenvergleiche,
Umwandlung von Bruch in Dezimalzahl und Grund-
rechenarten in Verbindung mit Brichen und Dezi-
malzahlen.

Insgesamt entstehen so 114 Themen. Bei jedem der
Fehler, die in beiden Tests aufgefuhrt wurden, war es
so moglich, durch drei Rater zu bewerten, ob der Feh-
ler in den Themengebieten des Unterrichts enthalten
war oder nicht. Ahnliche curriculare Auswertungen
wurden fur die anderen Items ebenfalls vorgenom-
men, die Ergebnisse sind in Tab. 1 dargestellt.

Merkmal

Item

empirische Schwierigkeit
(Rasch-Wert -3 (leicht)
bis +3 (schwer) aus Abb.

Einfuhrung des The-
mas [in Klassen-
stufe(n)]

Haufigkeit curricu-
laren Auftretens in
anderen Themen

goras (Item 5)

2) ab Einfuhrung

Addition zweier Briiche (Item 15) -1 5/6 ca. 40 %

=

& Umformen mit Klammern (Item 14) -1,5 5 ca.25%

&

*g Trigonometrie (Item 7) 1 9/10 ca.3%

E

3 Quadratische Gleichung o

&f) (p-g-Formel) (Item 8) 1 910 ca. 6%
Anwendung des Satzes des Pytha- 1 9/10 ca. 4%

Tab. 1: Analysen zum Merkmal curriculare Relevanz
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Merkmal empirische Schwierigkeit Merkmal
(Rasch-Wert -3 (leicht) bis +3 -
Item (schwer) aus Abb. 2) Zeichen
Regeln
je Antwort je Iltem

Addition zweier Briiche )
2 (Item 15) -1 10 bis 11 32 3
8 Umformen mit Klammern )
§ (Item 14) 15 13 bis 15 41 4
*E Trigonometrie (Item 7) 1 5 bis 6 16 9
I
k= Quadratische Gleichung i
é (p-g-Formel) (Item 8) 1 9 bis 15 48 8
& Anwendung des Satzes 1 14 29 7

des Pythagoras (Item 5)

Tab. 2: Analysen zum Merkmal strukturelle Komplexitat

Zusammenfassend ist erkennbar, dass Items in dem
zeitbeschrankten Test zur schnellen Fehlererken-
nung, die sich auf curriculare Inhalte in niedrigeren
Klassenstufen beziehen (wie die Items Nr. 14 und Nr.
15), h&ufiger richtig beantwortet wurden als jene, die
in hoheren Klassenstufen unterrichtet wurden (Items
Nr. 7, Nr. 8 und Nr. 5). Weiterhin zeigt sich, dass
Items zu curricularen Themen, die h4ufig in nachfol-
genden Klassenstufen wiederaufgenommen werden,
haufiger richtig beantwortet wurden. Insgesamt tra-
gen diese beiden Merkmale dazu bei, dass Items als
schwer oder leicht angesehen werden kdénnen.

Die Auswertung des Merkmals strukturelle Komple-
xitét, in dem Zeichen als Objekte — d. h. ihre Defini-
tion und ihre Grammatik (wie bspw. Rechengesetze)
—analysiert werden, ist in der Tab. 2 wiedergegeben.
Bezliglich des genannten Merkmals sind zwei unter-
schiedliche Aspekte zu analysieren. Zundchst werden
die wahrzunehmenden Zeichen der Items beschrie-
ben, wahrend im Anschluss die zu verwendenden Re-
geln ndher betrachtet werden, die zu einer Ldsung als
bekannt vorausgesetzt und korrekt angewandt wer-
den mussen. Aus Platzgriinden werden nur exempla-
risch die Items ,Addition zweier Briiche®, Quadrati-
sche Gleichungen (p-g-Formel)‘ sowie ,Anwendung
des Satzes des Pythagoras® detailliert dargestellt.

Im Item zur ,,Bruchrechnung® miissen die Briiche zu-
néchst als solche identifiziert werden und im An-
schluss hinsichtlich der Operation betrachtet werden.
So bestehen die Bruchzahl 2 wie auch die Bruchzahl
Y und das Ergebnis jeweils aus insgesamt drei Zei-
chen. Es verbleiben der Operator und das Gleich-
heitszeichen. Das Gleichheitszeichen wird als ein
Zeichen interpretiert. Insgesamt werden so 10-11
Zeichen je Antwortmdglichkeit erreicht. Wenn man
die drei Antwortmdglichkeiten addiert, handelt es
sich auf diese Weise um ca. 32 Zeichen, die im Rah-

men dieses Items wahrzunehmen sind. Die verwen-
deten Regeln, die in diesem Item Anwendung finden,
sind die folgenden: Bildung und Umgang mit dem
Hauptnenner sowie die Addition der Z&hler und an-
schlieBendes Kirzen. Eine Analyse des Items zur
,Losung der quadratischen Gleichung mittels der p-
g-Formel‘ zeigt, dass bei diesem Item die meisten
Zeichen auftreten. Das Item besteht aus einer zusam-
mengesetzten Antwort: Zunéchst ist der tbergeord-
nete Ausdruck, der aus 9 Zeichen besteht, wahrzu-
nehmen, die zu den Antwortmoglichkeiten hinzuad-
diert werden missen, da der Ausdruck die VVorausset-
zung zur Lésung des Items darstellt. Zwei der Ant-
wortmoglichkeiten umfassen 12 Zeichen, da das
Symbol ,+¢ als ein Zeichen gez&hlt wird. Die dritte
Antwortmdglichkeit enthalt 15 Zeichen, da neben
zwei Klammern noch ein weiteres VVorzeichen hinzu-
kommt. Neben der Zeichenanzahl werden ebenfalls
die Rechengesetze uberpriift: Die Indizes in dem
Ausdruck ,x, ,* bendtigen Wissen tber die Verwen-
dung dieses Ausdrucks, namlich, dass zwei Ergeb-
nisse erwartet werden missen. Ebenfalls sollte die
Verwendung des ,+‘-Zeichens bekannt sein. Die
Verwendung des Rechenzeichens vor Klammern ge-
hort ebenfalls in die Kategorie der als bekannt vo-
rauszusetzenden Rechenregeln. Des Weiteren ist der
Umgang mit Wurzeln von Bedeutung, da die Ergeb-
nisse nicht einzeln berechnet werden dirfen, sondern
aus dem gesamten Ausdruck die Wurzel zu ziehen ist.
Bei dem Ziehen der Wurzel muss die Kenntnis, dass
es im Bereich der reellen Zahlen nicht méglich ist,
aus negativen Zahlen die Wurzel zu ziehen, vorhan-
den sein, um ein falsches Ergebnis einordnen zu kon-
nen. Weiterhin ist Wissen zum Umgang mit Brlichen
bzw. deren Umwandlung in Dezimalzahlen umgehen
zu kénnen.

Das Item zur ,Anwendung des Satzes des Pythago-
ras‘ ist zusammengesetzt: Zuniachst muss das Bild ei-
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nes rechtwinkligen Dreiecks samt den Bezeichnun-
gen wahrgenommen werden. Dieses besteht aus funf
Zeichen. Im Anschluss mussen die drei Antwortmog-
lichkeiten mit je acht Zeichen erfasst werden. Die
Buchstaben je Antwortmdglichkeit sowie die Quad-
rate gelten als einzelne Zeichen, die wahrgenommen
werden missen. Darlber hinaus mussen Regeln zum
Umgang mit den Zeichen inkorporiert sein, da neben
dem Quadrieren ebenfalls die Uberlegungen zu den
Eigenschaften eines Dreiecks abgerufen werden
mussen. AuBerdem mussen die VVoraussetzungen fur
die Anwendung und die Definition der Hypotenuse
und der Katheten des Satzes des Pythagoras bekannt
sein und angewendet werden. Abschliefend miissen
auch Kenntnisse zum Wurzelziehen und zur Glei-
chungsumformung angewendet werden.

Zusammenfassend ist erkennbar, dass das Merkmal
strukturelle Komplexitat geeignet ist, aus einer wahr-
nehmungspsychologischen Perspektive die Komple-
Xitat von Items vorherzusagen. Die Anzahl der Zei-
chen in einem Item beeinflusst die Schwierigkeit des
Items, da die Zeit, in der die vorhandenen Zeichen
wahrgenommen werden mussen, begrenzt ist. Aller-
dings ist nicht die reine Anzahl von Zeichen entschei-
dend, die die Schwierigkeit eines Items beeinflusst,
sondern auch die Anzahl der anzuwendenden Regeln
und somit die Art der Verknlpfungen zwischen den
Zeichen. Die Subkategorien des Merkmals struktu-
relle Komplexitat beeinflussen einander, so dass zu
erkennen ist, dass die Items mit einer hohen Zeichen-
anzahl oder Anzahl von Regeln schwieriger sind als
Items mit einer niedrigen Zeichenanzahl oder Anzahl
von Regeln.

AbschlieRBend lasst sich feststellen, dass sich bei den
Analysen (ber alle Items der Sekundarstufe ein &hn-
liches, aber nicht so starkes Bild ergibt wie bei den
Items aus der Extremgruppe der schwierigen bzw.
einfachen Items. Ersichtlich spielen bei Items mittle-
ren Schwierigkeitsgrads unterschiedliche Merkmale
eine Rolle, so dass die zwei ausgewéhlten Merkmale
an Bedeutung verlieren.

Allerdings weisen die Ergebnisse auch bei den mit-
telschweren Items in dieselbe Richtung. Insgesamt
erscheinen damit weitere Analysen mit einem gréRe-
ren Itempool nétig, um die oben vorgestellten Analy-
sen zu erhdrten. Aufgrund dieser Einschrénkung wur-
den dieselben Analysen am Primarstufentest durch-
gefuihrt, um damit insgesamt zu einer groReren Breite
in den Analysen zu gelangen und zusatzlich die Sta-
bilitat der Ergebnisse unabhéngig von der unterrich-
teten Schulstufe der Testbeteiligten zu tGberprifen.

5. Uberpriifung der merkmalsbezogenen
Analysen mithilfe der Items des Primar-
stufen-Tests

Die Merkmale zur Erklarung der ltemschwierigkeit
wurden am Test zur schnellen Fehlererkennung aus
der Sekundarstufe entwickelt und angewendet. Um
zu abgesicherten Aussagen zu kommen, auch gerade
bzgl. der Abhéngigkeit von der unterrichteten Schul-
stufe, wird die Angemessenheit der schwierigkeitsge-
nerierenden Merkmale fur Items anhand des Primar-
stufentests zur schnellen Fehlererkennung tberprdift.

5.1 Vorstellung der Primarstufenitems

Die Items, die in dem Test zur schnellen Fehlererken-
nung verwendet wurden, beziehen sich auf Fehler,
die im Grundschulunterricht typischerweise vorkom-
men. Zunachst sollen die Items mit niedriger Schwie-
rigkeit dargestellt werden (Abb. 4).

Der Fehler mit der Null (Item Nr. 2) tritt zunachst bei
der Bedeutungszuweisung der Null durch Grund-
schuler*innen auf. Das neutrale Element bei der Ad-
dition und der Subtraktion wird als ein solches auf die
Multiplikation Ubertragen (Padberg & Benz, 2011).
Der Fehler mit der Null ist einer der ,,hdufigsten Ein-
maleins-Fehler (ebd., S. 147 f.). Eine weitere mdg-
liche Ursache ist, dass die Schiiler*innen eine falsche
Vorstellung von der Null haben, sodass diese als
,»Nichts interpretiert wird und die 12 als Ergebnis
angegeben wird, obwohl eine Multiplikation angege-
ben ist. Des Weiteren kénnen Lernende die Vorstel-
lung haben, dass das Ergebnis einer Multiplikation
mindestens so grofl3 sein muss wie der grofite Faktor.

Beim Erkennen von Symmetrieachsen (ltem Nr. 8)
ist zu berticksichtigen, dass nach Franke und Rein-
hold (2016) die Losungsh&ufigkeit sowohl von der
Figur als auch der Lage der Achse abhéngig ist. So-
wohl bei Schulanfanger*innen als auch bei éalteren
Schiler*innen werden Schwierigkeiten sichtbar,
wenn eine Spiegelachse schrdg zur Bildkante ver-
lduft. Eine Entwicklung des Symmetrieverstandnis-
ses ist daher auf vielfaltige Weise durch eigene Er-
fahrungen zu vermitteln (vgl. Franke & Reinhold,
2016). In dem Test zur schnellen Fehlererkennung
stellen die Losungen ,,D* und ,,F* die Parallelitit zu
den Seitenkanten dar, sodass keine Schwierigkeit bei
der Achsenerkennung zu erwarten ist.

Im Gegensatz dazu steht die Losung ,,S%, in der die
Spiegelachse die Diagonale darstellt. Die als schwie-
rig identifizierten Items fokussieren andere Aspekte,
z. B. Rechnen mit der Null.
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Nr. Ankindigung LD F
Schriftliche Multiplikation 31-24 31-24 31-24
1 62 62 620
124 124 124
2 Rechnen mit der Null 12-0=12 12-0=12 12+0=12
8 Eine Symmetrieachse einzeichnen
Q
=]
|2
£
= Umfang eines Rechtecks 8 cm
12 2cm 2cm
8cm
U=2-8cm I U=2-10cm I U = 2cm+8cm+2cm+8cm

Abb. 4: Auswabhl (4 von 15) der Items zur schnellen Fehlererkennung aus TEDS-FU Primarstufentest

Sowohl die Arbeiten von Gerster (1982), wie spater
auch die von Padberg und Benz (2011), analysieren
die Schwierigkeiten der schriftlichen Multiplikation
(Item Nr. 1). Sie weisen neben Schwierigkeiten bei
der Multiplikation mit der Null auf die Schwierigkeit
des Umgangs mit dem Stellenwert hin, also auf die
Maoglichkeit der falschen Anordnung der errechneten
Teilprodukte, sog. Stellenwertfehler (Padberg &
Benz, 2011, S. 280). Der aufgefiihrte Fehler kann, so
Padberg und Benz (2011), als systematischer und so-
mit als typischer Fehler angesehen werden, da die
ggf. nicht verstandene Bedeutung des Ausriickens
der Ziffernreihe die Stellenwerte der einzelnen Rech-
nungen auller Acht lasst.

Weiterhin kann das friihe Weglassen der Endnull in
der ersten Rechenzeile fiir die Fehlvorstellung ver-
antwortlich sein.

Am Ende der Grundschulzeit werden Flachen und
Umféange von geometrischen Figuren berechnet, auf
die in Item 12 Bezug genommen wird. Im Rahmen
dieser Berechnungen spielt die Verwendung der kor-
rekten Begriffe des Umfangs und des Flacheninhaltes
und deren Unterscheidung eine Rolle. Franke und
Reinhold (2016) weisen darauf hin, dass die Begriffe
aufgrund der fehlenden Begriffsvorstellung haufig
verwechselt werden (Franke & Reinhold, 2016).
Auch wenn eine algebraische Betrachtung fur die Be-
rechnung des Fl&cheninhalts und des Umfangs in der
Grundschule noch nicht betrachtet werden, kann da-
mit das Verstandnis fur Formeln zu den einschldgi-
gen Berechnungen geférdert werden (Franke & Rein-
hold, 2016).

5.2 Uberpriifung der merkmalsbezogenen
Analyse der Aufgabenschwierigkeit mit
Hilfe der Iltems des Primarstufen-Tests

Im Folgenden werden die beiden Merkmale zur Ana-
lyse der Aufgabenschwierigkeit, die flr die Items des
Sekundarstufentest entwickelt wurden, auf die ltems
der Primarstufe angewendet, um die Validitat des
Analyseinstruments zu Uberpriifen. Zunachst wird
das Merkmal curriculare Relevanz, d. h. Einfiihrung
des Themas und Haufigkeit des curricularen Auftre-
tens im weiteren Mathematikunterricht analysiert
(Tab. 3).

Die schriftliche Multiplikation wird in Grundschulen
in der 3./4. Klasse unterrichtet (vgl. Freie und Hanse-
stadt Hamburg Behdrde fur Schule und Berufsbil-
dung, 20123, S. 3) und wird dann in weiteren acht von
42 moglichen Unterrichtsinhalten (vgl. Tab. 3) curri-
cular aufgegriffen. Ebenso verhélt es sich mit dem
Themengebiet ,Umfang eines Rechtecks® (Item 12).

Dieses Thema wird in der 4. Klasse unterrichtet und
wird nach der Einfiihrung in vier weiteren Themen-
gebieten wiederaufgegriffen. Das Rechnen mit der
Null, welches in Item Nr. 2 fokussiert wird, wird the-
matisch bei der Einfihrung der Addition in der 1.
Klasse im Mathematikunterricht thematisiert und
wird im Anschluss mit dem Bezug auf die weiteren
Rechenarten sukzessive weitergefiihrt, sodass es ins-
gesamt in 25 der 42 Unterrichtsthemen wiederaufge-
griffen wird. Umgang mit Symmetrie (Item Nr. 8)
wird zwar spielerisch in der 1.-2. Klassenstufe mit
Hilfe von einfachen Spiegelungen an Fl&chen durch-
gefiihrt, 18sst sich allerdings im weiteren Verlauf der
Schullaufbahn nur in neun der 42 méglichen Unter-
richtsinhalte finden.
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Merkmal empirische  Schwierigkeit Merkmal
(Rasch-Wert -3 (leicht) bis Zeichen Re-
+3 (schwer) aus Abb. 3) geln
ltem je Antwort je ltem
Schriftliche Multiplikation (Item 1) 1 7 21 6
S Fehler mit der Null (Item 2) -2 5 15 2
S o[ Symmetrie (Item 8) -2 2 6 2
% 5 Umfang eines Rechtecks (Item 12) 9 (Rechteck)
E~ +6-13 (abhangig
a 2 von der Antwort- 34 3
moglichkeit)
Tab. 3: Analysen zum Merkmal curriculare Relevanz
Merkmal empirische  Schwierigkeit Merkmal
Item (Rasch-Wert -3 (leicht) bis | Klassenstufe Haufigkeit
+3 (schwer) aus Abb. 3)
S Schriftliche Multiplikation (Item 1) 1 3/4 ca. 25 %
S | Fehler mit der Null (Item 2) -2 1-3 ca. 60 %
% g Einzeichnen der Symmetrieachse (I- -2 1/2 ca. 25 %
£ = | tem8)
a Umfang eines Rechtecks (Item 12) 2 4 ca. 10 %

—
QD
=
i N

: Analysen zum Merkmal strukturelle Komplexitét

Die Ergebnisse der Analysen zum Merkmal struktu-
relle Komplexitét, d. h. die Auffassung von Zeichen
als Objekte — ihre Definition und ihre Grammatik
(wie bspw. Rechengesetze), werden zundchst tber-
sichtsartig (Tab. 4) dargestellt und anschlieRend bei-
spielhaft an Item 1 und 12 inhaltsbezogen analysiert.

Das Item zur ,schriftlichen Multiplikation® (Item
Nr. 1) enthalt finf Zeichen bestehend aus zwei- bis
dreistelligen Zahlen, die mit einer Multiplikation ver-
bunden sind und im Anschluss untereinander ange-
ordnet sind. Zusammengefasst handelt es damit auf
diese Weise um 21 Zeichen, die im Rahmen dieses
Items wahrzunehmen sind. Weiterhin mussen die Re-
geln zur schriftlichen Multiplikation von zweistelli-
gen Zahlen bericksichtigt werden, ebenso wie fol-
gende Regeln: Rechne von rechts nach links, ver-
wende die Kenntnisse aus dem 1x1, beriicksichtige
eventuelle Ubertrage, beachte die Kommutativitat
der Multiplikation, beachte die stellenwertberiick-
sichtigende Notation.

Das vierte Item zum ,Umfang eines Rechtecks® (Item
Nr. 12) besteht aus zwei Teilen, der Abbildung eines
Rechtecks (ein Zeichen) sowie der jeweiligen Mal-
einheiten. Das Rechteck kann als ein Zeichen gezahlt
werden, da dies als Gesamtfigur identifiziert werden
muss.

Insgesamt, inkl. der zu identifizierenden MaReinhei-
ten an den Seiten des Rechtecks, handelt es sich um
9 Zeichen. Je Antwortmdglichkeit erhéhen sich die

wahrzunehmenden Zeichen auf 15 bis 22 Zeichen.
Bei allen drei Antworten handelt es sich auf diese
Weise um 34 Zeichen, die im Rahmen dieses Items
zu erkennen sind. Fir die Losung des Items sind wei-
terhin Definitionen und Rechenregeln einzuhalten.
So ist es notwendig, dass die Regeln des Einmaleins
verinnerlicht sind, wie auch die Formel zur Berech-
nung des Umfangs eines Rechtecks, weiterhin ist die
Verwendung der Einheiten zur korrekten Darstellung
notwendig.

6. Diskussion der Ergebnisse, Grenzen der
Studie und Schlussfolgerungen

Die quantitative Auswertung der ltemschwierigkeit
(Abb. 2 und 3) konnte die unterschiedlichen Schwie-
rigkeiten der Items, die in beiden Tests zur schnellen
Fehlererkennung verwendet wurden, zeigen. Die
Items, die einen hohen sowie einen niedrigen
Schwierigkeitsgrad aufweisen, wurden genauer ana-
lysiert, da davon ausgegangen wurde, dass gerade bei
stark oder schwach ausgeprédgtem Schwierigkeits-
grad theoretisch entwickelte Erkl&rungsansétze grei-
fen. Es zeigt sich, dass die literaturgeleiteten Merk-
male zur Erklarung der qualitativen Schwierigkeit
geeignet sind, die Itemschwierigkeit inhaltlich zu er-
klaren (Tab. 5).

Das aus der mathematikdidaktischen Perspektive ent-
wickelte Merkmal der curricularen Relevanz (d. h.
curriculare Einfiihrung des Themas und Haufigkeit
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des curricularen Auftretens im weiteren Mathematik-
unterricht) kann die Itemschwierigkeit der analysier-
ten Items des Sekundarstufentests inhaltlich aufkla-
ren. Es weisen solche Items eine geringe Itemschwie-
rigkeit auf, die curricular frih eingefiihrt werden und
anschlieend im Rahmen eines spiralférmig gepréag-
ten Schulcurriculums haufig wieder aufgegriffen
werden. Die Themen der Items, die spater im Curri-
culum vorkommen und damit wohl auch spater und
damit seltener unterrichtet werden, konnten als
schwieriger identifiziert werden. Dieses Merkmal
konnte auf den strukturgleichen Primarstufentest
Ubertragen werden, wo sich dieselben Ergebnisse
zeigten. Dabei ist zu berlcksichtigen, dass die Hau-
figkeit des Aufgreifens eines Themas in anderen cur-
ricularen Themenfeldern keinen exakten Wert dar-
stellt, da die Werte auf Grundlage eines Ratings er-
fasst wurden. Die Daten ermdglichen aber eine recht
gesicherte Einsicht in die Haufigkeit des curricularen
Auftretens eines Themengebiets.

Das aus einer wahrnehmungspsychologischen Ebene
entwickelte Merkmal strukturelle Komplexitat (d. h.
Auffassung von Zeichen als Objekte — ihre Definition
und ihre Grammatik) ist ebenfalls gut geeignet, die
Itemschwierigkeit aufzuklaren. So ist die Anzahl der
Zeichen in Kombination mit ihren Definitionen und
Rechengesetzen zu sehen. Die Anzahl der Zeichen
kann generell wie folgt ausgewertet werden: Je weni-
ger Zeichen in der begrenzten Zeit wahrgenommen
werden mussen, desto haufiger wird das Item richtig
gelost. Allerdings muss dartiber hinaus auch die
zweite Komponente des Merkmals beachtet werden:
Je mehr Definitionen und Rechengesetze das Item
zur Losung bendtigt werden, desto schwieriger ist das
Item trotz weniger Zeichen, wie sich beispielsweise
in dem Item zu , Trigonometrischen Funktionen bzw.
Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck* zeigt. Bei
diesem Item mussen insgesamt lediglich finf Zei-
chen je Antwortkategorie wahrgenommen werden,
allerdings ist es notwendig, die Werte der trigono-
metrischen Funktionen bzw. die entsprechenden De-
finitionen der Verhaltnisse von Katheten und Hypo-
tenuse im rechtwinkligen Dreieck zu kennen und die
damit in Verbindung stehenden Voraussetzungen.

Die Ergebnisse zur Aufklarung der Itemschwierig-
keit mittels der identifizierten Merkmale konnten von
dem Test der schnellen Fehlererkennung der Sekun-
darstufe auf den Test der Primarstufe tibertragen wer-
den (Tab. 5).

Das Merkmal der curricularen Relevanz und damit
der curricularen Verankerung und Vertrautheit mit
dem Thema scheint am robustesten zu sein, da weder
im Primar- noch im Sekundarstufentest Ausnahmen

math.did. 41(2018)2

zu erkennen sind. Die Items, die positive Werte in der
ersten Spalte besitzen, gehdren zu den schweren
Items, wahrend die Items mit negativen Ziffern zu
den leichten Items gehdren. Bei den Primarstufen-
Items haben die Items ,Schriftliche Multiplikation
und ,Einzeichnen der Symmetrieachse* den gleichen
Wert zum curricularen Auftreten in der weiteren
Schullaufbahn, aber aus unterschiedlichen Griinden.
Dies ist vermutlich dadurch bedingt, dass die
,Schriftliche Multiplikation‘ erst am Ende der dritten
bzw. zu Beginn der vierten Klasse erfolgen kann, da
sie auf den anderen Rechenarten beruht, wohingegen
Symmetrieachsen aufgrund ihrer relativ niedrigen
Bedeutung im Grundschulcurriculum erst spét einge-
fihrt werden. Des Weiteren kénnen die zwei Teil-
komponenten des Merkmals Zeichenanzahl und An-
zahl der anzuwendenden Regeln nicht losgel6st von-
einander betrachtet werden. So besteht das Item zum
Umformen mit Klammern aus 41 Zeichen, benétigt
allerdings vier Regeln zum Lgsen.

Beziglich der Zeichen wiirde es sich um ein schwe-
res Item handeln, bzgl. der Regeln um ein leichtes I-
tem. Umgekehrt wiirde es sich bei dem Item zur Tri-
gonometrie um ein leichtes Item bzgl. der Zeichenan-
zahl handeln, da neun Regeln anzuwenden sind, um
es zu losen. Zusammenfassend kénnen die Subfacet-
ten des Merkmals die Itemschwierigkeit qualitativ er-
klaren.

Die Streuung der Itemschwierigkeiten wird in den
guantitativen Analysen deutlich, allerdings nicht in-
haltlich erklart. Die Analysemerkmale fiir Schiler-
aufgaben im Unterricht, die von Draxler (2006) ent-
wickelt und durch Schumann und Eberle (2011) er-
ganzt wurden, konnten an die Gegebenheiten des vor-
liegenden Tests angepasst und analysiert werden.

Mithilfe der vorgestellten Merkmale, d. h. das aus ei-
ner mathematikdidaktisch geprégten Perspektive der
curricularen Relevanz und das aus einer wahrneh-
mungspsychologisch gepragten Perspektive der
strukturellen Komplexitat, zur Aufklarung der
Itemschwierigkeit in dem zeitbeschrénkten Test war
es mdglich, die Unterschiede in der ltemschwierig-
keit qualitativ aufzuklaren. Obwohl die schwierig-
keitsgenerierenden Merkmale fir Items der Sekun-
darstufe entwickelt wurden, konnten damit auch die
Itemschwierigkeiten des Primarstufentests erklart
werden, was als eine erste Validierung der Analysen
anzusehen ist. Damit konnen die zwei aus unter-
schiedlichen Perspektiven identifizierten Merkmale
als Basis zur Analyse der Schwierigkeit von Items
dienen und einen Beitrag fur die Weiterentwicklung
von Tests zur schnellen Fehlererkennung leisten.
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empirische 1. Merkmal 2. Merkmal
Merkmale Schwierigkeit curriculare Relevanz strukturelle Komplexitat
g:z?cshct;]-\/\t/)gt +§ Einfiihrung des | Haufigkeit Zeichen
Items Themas [in | des Auftre- | je  Ant- | je |- | Regeln
(schwer) aus Abb. Klassenstufe] tens t t
2 und Abb. 3) u wor em
Trigonometrie 1 9/10 ca.3% | 5bis6 | 16 9
E (Item 7)
Q . . o+
= | Quadratische Gleichung o .
c | (p-g-Formel) (item 8) 1 9/10 ca. 6 % 121?3 48 8
5
B Anwendung Satz des Py- 1 9/10 ca. 4% 14 29 7
g thagoras (Item 5) )
€ | Addition zweier Briiche 10 bis
- 0
% (Item 15) 1 5/6 ca. 40 % 11 32 3
2 Umformen mit Klammern 15 5 ca. 25 % 13 bis15 a1 4
(Item 14) ' '
” Umfang eines Rechtecks 2 3/4 ca. 10 % 9 bis 13 34 3
g (Item 12) )
£ | Schriftliche Multiplikation 0
c | (item 1) 1 3/4 ca. 25 % 7 21 6
S | Einzeichnen der Sym- . 0
& | metrieachse (Item 8) 2 12 ca. 25 % 2 6 2
e .
= Fehler mit der Null 0
T | (tem 2) -2 1-3 ca. 60 % 5 15 2

Tab. 5: Ubersicht der Merkmale zur Schwierigkeitsgenerierung bei beiden zeitbeschrankten Tests

Dabei sollten in Weiterentwicklung solcher Tests
aufgrund ihrer Einbindung in Studien zur Professio-
nalitdt von Mathematiklehrkréften starker mathema-
tikdidaktisch-orientierte schwierigkeitsgenerierende
Merkmale in den VVordergrund geriickt werden. Aber
die Analysen machen deutlich, dass auch wahrneh-
mungspsychologische Aspekte eine nicht unwichtige
Rolle spielen und berticksichtigt werden missen.

Als eine Grenze der Studie muss festgestellt werden,
dass die Ergebnisse nur fiir die einfachen und die
schwierigen Items stabil sind, bei mittlerer
Itemschwierigkeit scheinen noch andere Faktoren
eine Rolle zu spielen, die Uber diese Analysen hin-
ausgehen. Weitere Untersuchungen mit einem gréRe-
ren Itempool erscheinen daher nétig, um einerseits
die Relevanz der zwei rekonstruierten schwierig-
keitsgenerierenden Aufgabenmerkmale zu erhdrten
und andererseits weitere Einflussfaktoren zu identifi-
zieren. Dass die Ergebnisse sowohl fur Primarstufe-
nitems als auch fir Sekundarstufenitems stabil sind,
kann allerdings als ein Hinweis auf die Robustheit
der Ergebnisse angesehen werden.

AbschlieBend kann festgestellt werden, dass das
schnelle Erkennen von Schulerfehlern eine grundle-
gende Kompetenz von Lehrkréften darstellt und da-
her bereits in der Lehrerausbildung gefordert werden
sollte durch einschl&gige Seminarsequenzen, wie von
Heinrichs (2015) entwickelt. Als Konsequenz aus
den Ergebnissen kann gefolgert werden, dass solche

Seminarsequenzen zwar mit Fehlern aus Themenge-
bieten, die im jeweiligen Curriculum der unteren
Klassenstufen auftreten, ansetzen sollten, da diese
leichter zugénglich sind und die Lehramtsstudieren-
den damit weniger (berfordern. Allerdings sollten
aufgrund der hohen Relevanz fiir die Entwicklung
der Kompetenz zur Fehlererkennung auch die schwe-
rer zu identifizierenden Schulerfehler, deren Themen
erst in den héheren Klassenstufen im Curriculum ein-
gefiihrt werden, in den Seminarsequenzen behandelt
werden, um damit Lehramtsstudierende fur alle
Schulstufen ihres Lehramts adéquat auszubilden.

Insgesamt weisen die Analysen auf die Bedeutung
von Fehlern beim Umgang mit den in den Bildungs-
standards geforderten Kompetenzen zur Verwendung
mathematischer Darstellungen und zum Umgang mit
symbolischen, formalen und technischen Elementen
der Mathematik hin (Lei & Blum, 2007), mit denen
nicht nur Schulerinnen und Schiler, sondern auch die
sie unterrichtenden Lehrkrafte vertraut sein sollten.
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Anhang
Kodierhinweise (Auszug aus dem Manual):
Rating des Merkmals: curricularen Relevanz

In einer Kreuztabelle wurden alle Themengebiete, die in dem Beispielcurriculum der Freien und Hansestadt
Hamburg enthalten sind, auf der x-Achse aufgefiihrt. Die Items, aus denen der Test besteht, sind auf der y-
Achse aufgefiihrt. In der so entstandenen Kreuztabelle wurde je Item geratet, ob das Thema des typischen
Schulerfehlers in dem Themengebiet des Beispielcurriculums vorkommt (1) oder nicht (0).

Hinweis: Ein Thema des typischen Schilerfehlers kann erst dann mit 1 (enthalten) aufgefuhrt werden, wenn
es zuvor eingefiihrt wurde. Bsp. Die Bruchrechnung wird erst in der 5/6 Klasse eingeftihrt, konnte allerdings
schon in der Grundschule bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ihre Anwendung finden. Dies galt es
beim Rating zu beachten.

Rating des Merkmals strukturelle Komplexitat

Die Anzahl der Zeichen, aus denen die Items bestehen, soll bestimmt werden. Daflir gelten nach Literatur-
grundlage die folgenden Regeln:

- Ein Bruch wird als 3 Zeichen gezahlt, da zunéchst erfasst werden muss, dass es sich um einen Bruch
handelt. Des Weiteren muss der Wert des Bruchs bestimmt werden, hier miissen Zahler und Nenner in
Beziehung gesetzt werden.

- Eine Zahl wie bspw. 30 wird hingegen als ein Zeichen gezahlt, da die 3 und die 0 im Stellenwertsystem
miteinander in Verbindung stehend gesehen werden muss.

- Zeichen, die eine Operation beschreiben, wie ,,+, —, -, %, \ oder auch +, =, sin *, werden als ein Zeichen
betrachtet.

- Enthaltene Einheiten wie ,,cm, ° oder m*“ werden als ein Zeichen gezahlt.

- Bei einigen Items ist Uber den Antwortmdglichkeiten eine Grafik zu sehen, die darin enthaltenen Zeichen
miissen ebenfalls gezahlt werden. Die Zeichen missen allerdings nicht zu jeder Antwortmdglichkeit ein-
zeln addiert werden, sondern nur einmal gesondert vermerkt werden.

In den Items enthaltene Regeln:

Die verwendeten Regeln, die zu einer Losung als bekannt vorausgesetzt und korrekt angewandt werden miis-
sen, sollen ebenfalls gezahlt und aufgefuhrt werden.

Wahrend bei einer einfachen Addition von zwei einstelligen Ziffern unter 5 nur eine Regel verwendet werden
muss, ist es notwendig, bei einer Addition bei Ziffern (iber 5 neben der zuvor genannten Regel ebenfalls die
des Stellenwerts einzuhalten. Wichtig beim Raten der Items ist das Auffiihren der verwendeten Regeln, hier
gilt es moglichst elementar vorzugehen. Man beginne mit den Regeln des Stellenwerts und ,,untersuche* die
einzelnen Operationen, die weiterhin notwendig sind.
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