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Zusammenfassung: Im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-
Spiirnasen ‘ besuchen Grundschulklassen (4. Schul-
jahr) die Universitat und arbeiten in heterogenen
Kleingruppen zu einem ausgewahlten Thema der Ma-
thematik in Form von substanziellen Lernumgebun-
gen, die den Lernenden unterschiedliche Zugéange
und Strategien ermdglichen sollen. Die Lernumge-
bungen werden im Lehr-Lern-Labor entwickelt, er-
probt und im Sinne eines Design-Research-An-satzes
weiterentwickelt. Auch Studierende werden in den
Entwicklungsprozess integriert, z. B. im Rahmen des
Berufsfeldpraktikums oder von Abschlussarbeiten.
Einzelne Lernumgebungen werden dariber hinaus in
weiteren Lehrveranstaltungen aufgegriffen, wodurch
der Design-Research-Ansatz, z. B. durch die Analyse
von Studierendenbearbeitungen, vielféltig bereichert
wird.

Am Beispiel der Lernumgebung ,Fibonacci-Folge*

wird die Entwicklungsforschung im Lehr-Lern-La-
bor vorgestellt. Die konkreten Fragen beziehen sich
u. a. auf Untersuchungen des Aufgabenverstandnis-
ses, der Strategieentwicklung und der Argumentati-
onsprozesse. Der Beitrag skizziert den Entwicklungs-
prozess der gesamten Lernumgebung, um dann auf
die Einflihrung und eine kombinatorische Vertiefung
zu fokussieren und daran spezifische Design-prinzi-
pien und -prozesse zu konkretisieren.

Abstract: In the teaching-learning-lab , Good Noses
Mathematics * primary classes (grade 4) visit the uni-
versity and work in heterogeneous groups on a spe-
cific mathematical topic in form of substantial learn-
ing environments that should offer different ap-
proaches and strategies to the students. The learning
environments are developed and tried out in the
teaching-learning-lab, followed by a further develop-
ment according to a design-research-approach. Also
teacher students are integrated in the developmental
process, for example when absolving practical stud-
ies or when writing their BA- or MA-theses. Moreo-
ver, selected learning environments are taken up in
further teacher education courses, which enlarges
the design-research-approach, for example by ana-
lyzing teacher students’ work.

In the contribution, exemplary, for the learning envi-
ronment , Fibonacci Sequence * the developmental re-
search of the teaching-learning-lab will be pre-
sented. The concrete research questions include for
example the investigation of the understanding of the
given problems, the development of strategies and the

processes of argumentation. The contribution
sketches the developmental process for the complete
learning environment, then putting specific design
principles as well as design processes into concrete
terms for the introductory unit and a combinatorial
unit.

1. Einleitung

Im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen’ der Univer-
sitdt Duisburg-Essen besuchen Grundschulklassen
des 4. Schuljahres an einem Vormittag die Universi-
tat, um in Kleingruppen ausgewéhlte mathematische
Themen zu erforschen. Die Lernangebote und Prob-
lemstellungen sollen in Form substanzieller Lernum-
gebungen im Sinne einer natirlichen Differenzierung
(vgl. Krauthausen & Scherer, 2014) vielféltige Zu-
gange und Strategien ermdglichen, um so in beson-
derer Weise einer heterogenen Schilerschaft gerecht
zu werden.

Im vorliegenden Beitrag werden die konzeptionellen
Grundlagen des Projekts, insbesondere zur Entwick-
lung von Lernumgebungen mit entsprechender Be-
gleitforschung vorgestellt, eine exemplarische Lern-
umgebung konkretisiert sowie Perspektiven fur das
Projekt aufgezeigt.

2. Konzeptionelle Grundlagen des
Lehr-Lern-Labors

2.1 Grundidee

Das Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen‘ versteht
sich als auRerschulischer Lernort, an dem fiir Schiile-
rinnen und Schiiler mathematische Lerngelegenhei-
ten und fir Studierende Mdéglichkeiten der Erfahrung
und Reflexion mathematikdidaktischer Praxis ange-
boten werden. Konkret werden in komplexitatsredu-
zierten Lernsettings bzw. Lernumgebungen re-ale In-
teraktionen ermdéglicht. Zugleich wird dadurch Raum
fur mathematikdidaktische Entwicklungsforschung
eroffnet (vgl. auch Abschnitt 2.3.; zu weiteren
Schwerpunkten und Ausgestaltungen von Lehr-Lern-
Laboren vgl. z. B. Briining, 2017; Scherer & Rasfeld,
2010).

In schulischen wie auch auBerschulischen Kontexten
sollen mathematische Inhalte mdglichst in einem
konstruktivistischen Verstandnis von Lernen und
Lehren behandelt werden (vgl. z. B. Wittmann,
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1995a). Im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen’
wird dies durch das Angebot substanzieller Lernum-
gebungen (im Folgenden SLU) angestrebt (vgl. Witt-
mann, 1995a; siehe auch Krauthausen & Scherer,
2014). Ausgangspunkt fur das Design der konkreten
Lernumgebungen fir Klasse 4 ist jeweils die Aus-
wahl eines substanziellen mathematischen Gegen-
stands im Sinne mathematischer Grundideen, um da-
ran verschiedene Zielsetzungen umzusetzen (vgl.
Abschnitt 2.2).

Konkret bedeutet dies, dass ein bestimmtes mathe-
matisches Thema unter verschiedenen Perspektiven
bearbeitet wird. Die Umsetzung eines Themas erfolgt
dabei in einfihrenden und vertiefenden Aktivitaten
Zu einer bestimmten Lernumgebung im Sinne von
,Lernumgebungen innerhalb einer Lernumgebung’
(vgl. Abschnitt 3.3). Auf diese Weise sollen fir die
Schilerinnen und Schiler vielféltige Vernetzungen
und anschlussfahige Lernprozesse ermdglicht wer-
den. Der auBerschulische Lernort kann dabei spezifi-
sche Lernerfahrungen, u. a. als hands-on-Aktivitaten
(vgl. Abschnitt 3.2) bieten und so Interesse und Mo-
tivation fur die Mathematik steigern (vgl. auch Sche-
rer & Rasfeld, 2010).

Bislang wurden die folgenden SLU entwickelt und
erprobt: ,Platonische Korper’, ,Fibonacci-Folge’
(vgl. Rutten & Weskamp, 2015; H&hn, Ritten, Sche-
rer & Weskamp, 2018), ,Pascal’sches Dreieck’ (vgl.
Weskamp, 2015, 2016), ,Quadrat’ (vgl. Hihn &
Scherer, 2017), ,Wiirfel” (vgl. Baltes, Riitten Scherer
& Weskamp, 2014; Riitten & Scherer, 2015), und
,Kreis’ (vgl. Hédhn, 2016, 2017). Im vorliegenden
Beitrag wird in Abschnitt 4 die SLU ,Fibonacci-
Folge’ genauer vorgestellt.

Das Projekt startete 2012 mit der Entwicklung erster
Themen und Erprobungen und ging zum Winterse-
mester 2015/16 in einen reguldren Betrieb Uber, in
dem waéhrend des Semesters einmal wochentlich
Schulklassen die Universitat besuchen. Seit dem Pro-
jektstart haben mehr als 60 Schulklassen (ca. 1500
Schilerinnen und Schiiler) das Angebot wahrgenom-
men. Daneben wurden ausgewéhlte Aktivitdten auch
bei weiteren fakultéts- bzw. universitatsinternen oder
-Ubergreifenden Veranstaltungen angeboten, wie
bspw. am Tag der offenen Tir, auf der Bildungs-
messe Didacta oder bei der WissensNacht Ruhr.

2.2 Ziele

Im Lehr-Lern-Labor werden verschiedene vernetzte
Zielsetzungen verfolgt (vgl. Abb. 1). Aus diesen all-
gemeinen Zielsetzungen ergeben sich folgende
Schwerpunkte beziglich der Entwicklung und Erfor-
schung der SLU, die inshesondere auch fir den Um-
gang mit Heterogenitat relevant sind:
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e Verbindung inhaltlicher und allgemeiner pro-
zessbezogener Kompetenzen (vgl. KMK, 2005);

e Verknupfung verschiedener inhaltlicher Leit-
ideen: Ermoglicht werden soll dies durch eine ak-
tive Wissenskonstruktion, wobei Lernen als ein
konstruktiver, aktiv-entdeckender und auf Ver-
stehen ausgerichteter, anschlussfahiger Prozess
gesehen wird (vgl. Walther, Selter & Neubrand,
2008, S. 22);

e Vernetzung inner- und auBermathematischer Be-
reiche durch den Einbezug naturwissenschaftli-
cher Phanomene, Alltagssituationen oder die Ge-
schichte der Mathematik (vgl. Winter, 1995).

Das allgemeine Ziel einer praxisorientierten Lehrer-
bildung wird durch die Einbindung in konkrete fach-
liche wie auch fachdidaktische Lehrveranstaltungen
angestrebt: So werden Praktikumsplatze fiir das Be-
rufsfeldpraktikum im Lehr-Lern-Labor angeboten, so
dass einerseits Lernprozesse der Schilerinnen und
Schiiler beobachtet und analysiert, andererseits auch
die eigenen Lehrerfahrungen reflektiert werden kon-
nen. Darliber hinaus werden regelmaRig Abschluss-
arbeiten im Rahmen der ,Mathe-Spiirnasen’ angefer-
tigt, thematisch bislang in den Feldern ,Heterogeni-
tat’, ,Interaktionsprozesse’ und ,Strategieentwick-
lung® angesiedelt, jeweils auf konkrete Lernumge-
bungen bezogen.

Insgesamt soll so fur die Lernenden — Schilerinnen
und Schiler sowie Studierende — Interesse und Moti-
vation fiir die Mathematik gefordert werden. Dabei
kénnen die flexiblen Rahmenbedingungen eines au-
Rerschulischen Lernorts, wie bspw. das Arbeiten in
Kleingruppen oder der Einbezug geeigneter Materia-
lien, unterstitzen.

Entwicklung
und Erforschung
von Lernumgebungen

Starkung der
Praxisorientierung
in der Lehrerbildung

Férderung von
Interesse und Motivation
der Lernenden fiur Mathematik

Abb. 1. Zielsetzungen im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spir-
nasen’
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2.3 Forschung

Entsprechend der zuvor genannten Ziele findet im
Projekt mathematikdidaktische Forschung im Be-
reich der Stoffdidaktik, der erkenntnistheoretischen
und lernpsychologischen Forschung und der praxis-
orientierten Entwicklungsforschung unter den Per-
spektiven ,Mathematik am auRerschulischen Lernort
(Perspektive Grundschulkinder und Lehrperson)’
und ,Mathematik im Lehramtsstudium Grundschule
(Perspektive Studierende)’ statt (vgl. auch Hefen-
dehl-Hebeker, 2004).

Konkrete Forschungsprojekte verbinden dabei die
Bereiche bzw. vernetzen die Perspektiven und ver-
knipfen damit Theorie und Praxis:

e Entwicklung von SLU im Rahmen eines Design-
Research-Ansatzes,

e zusatzliche Erprobung verschiedener SLU an
schulischen und auBerschulischen Lernorten,

e Untersuchung inhalts- und prozessbezogener
Kompetenzen von Lernenden im Rahmen ausge-
wahlter SLU (u. a. Identifikation von Probleml6-
sestrategien, Analyse des Argumentationsverhal-
tens),

e FEinsatz einer SLU in Schule und Hochschule
(u. a. vergleichende Analyse der Bearbeitungen
von Grundschulkindern und Studierenden),

o Entwicklung und Erforschung des Konzepts ver-
netzter Lernumgebungen ,Lernumgebungen in
einer Lernumgebung’.

Das Projekt wird damit auch in substanzieller Weise
in die Lehrerbildung integriert, einerseits in Fachver-
anstaltungen, andererseits in fachdidaktische Lehr-
veranstaltungen: So werden Lern- und Unterrichts-
prozesse, sowohl hinsichtlich der Schiiler- als auch
der Studierendenperspektive (als Lernende oder Leh-
rende), etwa im Berufsfeldpraktikum oder im Rah-
men von Abschlussarbeiten reflektiert. Diese Umset-
zungen werden im Projekt u. a. auch flr den Design-
Research-Zyklus genutzt.

Fir die detaillierte Erforschung der Lernprozesse der
Lernenden, insbesondere zur Schilerperspektive, fin-
den unterschiedliche Schwerpunkte ihre forschungs-
orientierte Anwendung: z. B. Rekonstruktion von
Lernerstrategien (vgl. Ritten & Weskamp, 2015),
Argumentationen (vgl. Rutten & Scherer, 2015), In-
teraktionen in inklusiven Settings (vgl. Hahn, 2017),
oder Analyse verschiedener SLU in heterogenen
Gruppen (vgl. Weskamp, 2015).

3. Design der Lernumgebungen

3.1 Lernumgebungen im Rahmen fachdi-
daktischer Entwicklungsforschung

Fur empirische Forschung bieten SLU groles Poten-
zial und dienen im Rahmen von Unterrichtsexperi-
menten ,,nicht nur als Forschungswerkzeuge, sondern
sind auch selbst Forschungsobjekte” (Wittmann,
1998, S. 339). In diesem Zusammenhang sind auch
im Umfeld von Lehr-Lern-Laboren, bspw. hinsicht-
lich besonders begabter Schilerinnen und Schiiler,
bereits umfangreiche Entwicklungsforschungsarbei-
ten vorhanden (vgl. z. B. Bauersfeld, 2006; Kapnick,
2010).

SLU liefern zum einen Erkenntnisse hinsichtlich der
Lern- und Lehrprozesse, zum anderen konnen diese
Erkenntnisse nitzlich sein, um SLU weiterzuentwi-
ckeln. Hierzu sind in der internationalen Literatur
zahlreiche Begriffsdefinitionen und Begriffsbestim-
mungen zu verzeichnen, die Forschungsansétze zur
(Weiter)Entwicklung von Artefakten und deren Er-
forschung beschreiben. International sind u. a. Be-
zeichnungen, wie Design Experiments (z. B. Collins,
1992), Design-Based Research (z.B. TDBRC,
2003), Design Research (z. B. van den Akker, Grave-
meijer, McKenney & Nieveen, 2006), Research-Ba-
sed Educational Design (z. B. McKenney & Reeves,
2012) und Action Research (z. B. Elliott, 1991) zu
finden.

Hé&ufig werden die Bezeichnungen synonym verwen-
det oder unter dem Oberbegriff (Educational) Design
Research oder Design-Based Research zusammenge-
fasst (vgl. McKenney & Reeves, 2012). Van den Ak-
ker et al. (2006, S. 5) beschreiben Gemeinsamkeiten
einiger Forschungsansétze unter dem Label Design
Research anhand folgender Merkmale:

o Der Forschungsprozess verlauft iterativ in Zyklen
(Design, Evaluation und Re-Design).

e Dabei erfolgt der Einsatz eines Designs und ent-
sprechender Interventionen in realen Settings.

e Angestrebt wird die Verbesserung eines Designs
bzw. der Interventionen, wobei vor allem die
Nachvollziehbarkeit des Entwicklungsprozesses
gewahrleistet sein soll.

e Fur den Entwicklungsprozess ist zudem eine
Nutzungs- und Theorieorientierung von grof3er
Bedeutung, d. h. zum einen sollte das konzipierte
Design fur Nutzer leicht anwendbar sein, zum
anderen basiert das entsprechende Design auf
Theorie und liefert zugleich einen Beitrag zur
Theorieentwicklung.
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Trotz Gemeinsamkeiten lassen sich unterschiedliche
Schwerpunktsetzungen bspw. hinsichtlich der Ziele
erkennen (vgl. Link, 2012; Prediger & Link, 2012):
So zielt Research-Based Design eher auf die Ent-
wicklung eines Produkts oder Programms ab und
nicht unbedingt auf explizite Theorieentwicklung
(vgl. McKenney & Reeves, 2012, S. 28 f.). Auch Ac-
tion Research strebt in erster Linie die Verbesserung
der Unterrichtspraxis durch die Professionalisierung
von Lehrpersonen und weniger die Entwicklung von
Theorien an (vgl. Elliott, 1991, S. 49; Matter, 2017,
S. 101). Die Generierung von Wissen in Form lokaler
Theorien und die (Weiter)Entwicklung von Unter-
richtsaktivitdten wird im Rahmen eines Design-Re-
search-Ansatzes verknipft, wobei z. B. die theorie-
orientierte Entwicklung von Lernumgebungen und
die systematische Erforschung von Lernprozessen
fokussiert werden (vgl. TDBRC, 2003; s. a. Collins,
1992; Gravemeijer & Cobb, 2006).

Die theorieorientierte Entwicklung und Erforschung
von SLU im Sinne eines Design-Research-Ansatzes
ist zentraler Bestandteil des Projekts ,Mathe-Spr-
nasen’. Ziel ist es zum einen, konkrete SLU fiir den
Einsatz im Lehr-Lern-Labor bzw. im Mathematikun-
terricht der Grundschule zu entwickeln und aufzube-
reiten (vgl. Abschnitt 2.2), zum anderen sollen auf
der Forschungsebene lokale Theorien als Beitrag zur
Mathematikdidaktik als Design Science (weiter)ent-
wickelt werden, die Aufschluss Uber Lehr-Lern-Pro-
zesse geben (vgl. Humann, Thiele, Hinz, Prediger &
Ralle, 2013; Wittmann, 1995b).

Im Folgenden werden der dem Projekt ,Mathe-Spir-
nasen’ zugrundeliegende Forschungsansatz sowie
diesbezugliche Auswahl- und Designprinzipien n&-
her erldutert.

3.2 Designprinzipien

Ausgangspunkt der Konstruktion und Erforschung
der SLU ist die Mathematik als Wissenschaftsdiszip-
lin selbst. Hierbei geht es um die mathematische Sub-
stanz eines bestimmten Themas, welche den Kern der
Lernumgebung bildet (vgl. Wollring, 2009, S. 14).
Dabei erfolgt zundchst die Auswahl substanzieller In-
halte unter Beriicksichtigung mathematischer Grund-
ideen (vgl. Wittmann, 2004, S. 54). Nach der Aus-
wahl eines substanziellen mathematischen Themas
erfolgt die Aufbereitung der Inhalte im Sinne der Ent-
wicklung einer SLU (vgl. ebd., S. 54).

Die im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen’ entwi-
ckelten SLU sollen Lernenden unterschiedliche ma-
thematische Perspektiven hinsichtlich eines ausge-
wahlten Themas bieten (vgl. Baltes et al., 2014; vgl.
auch Abschnitt 2). Neben der Beriicksichtigung zent-
raler Grundideen und eines Facettenreichtums der
mathematischen Inhalte, geht es darlber hinaus um
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fachertbergreifende Aspekte (vgl. ebd.). Im Hinblick
auf den Lernprozess ist es von groRer Bedeutung, Be-
ziehungen zwischen verschiedenen inhaltlichen As-
pekten zu erkennen (vgl. Roth, 2013). Derartige Be-
ziehungen werden u. a. im Rahmen einer Mathematik
als Wissenschaft von Mustern und Strukturen bzw.
mit Mustern und Strukturen als fachliches Grundkon-
zept sichtbar (vgl. Wittmann & Muller, 2008,
S. 42 ff.; siehe auch MSW, 2008; Roth, 2013).

Damit Muster und Strukturen bzw. Zusammenhange
verschiedener inhaltlicher Aspekte Uberhaupt ent-
deckt werden kdnnen, bedarf es einer inhaltlichen Of-
fenheit des Lernangebots gegeniiber unterschiedli-
chen Schwerpunkten eines mathematischen Themas.
Mit Offenheit ist hier die fachliche Rahmung ge-
meint, in der die Lernenden diverse entdeckte As-
pekte gemeinsam betrachten und verschiedene Per-
spektiven im Hinblick auf den mathematischen Ge-
genstand einnehmen kénnen (vgl. Krauthausen &
Scherer, 2014, S. 47; Wittmann, 1996; siehe auch
H&hn & Scherer, 2017, S. 232).

Diese inhaltliche Offenheit ist ein wichtiger Aspekt
fur den Umgang mit Heterogenitat und wird erganzt
durch eine didaktische Flexibilitat: SLU sollen an die
spezifischen Gegebenheiten einer Lerngruppe ange-
passt werden kénnen, um u. a. ein Spektrum an ma-
thematischen Fragestellungen und Aktivitaten zu er-
moglichen (vgl. Krauthausen & Scherer, 2014,
S.110f.).

Die mathematischen Aktivitaten im hier vorgestell-
ten Projekt umfassen sowohl Hands-on-Aktivitaten
als auch kognitive Aktivitaten, welche im Zusam-
menspiel und in Bezug auf ein konstruktivistisches
Lernverstandnis nachhaltiges Lernen ermdglichen
(vgl. Beutelspacher, 2017, S. 4; Krauthausen & Sche-
rer, 2014). Hands-on-Aktivititen kénnen Lernenden
Einsichten in Zusammenhange ermdglichen und Er-
kenntnisse liefern (vgl. Beutelspacher, 2017, S. 4).
Die eingesetzten Materialien sollten nicht zuletzt
dadurch allen Lernenden — auch Schiilerinnen und
Schiilern mit Lernschwierigkeiten — einfache Zu-
gangsweisen bieten und der mathematischen Sub-
stanz gerecht werden (vgl. Beutelspacher, 2017,
S. 4 1.; vgl. auch Abschnitt 2):

Der Einsatz addquater Materialien bietet Schillerinnen
und Schilern mit Lernschwierigkeiten eine niedrige
Eingangsschwelle zu einem mathematischen Thema.
Ebenso kdnnen Materialien helfen, verbale Darstel-
lungsschwierigkeiten zu tiberwinden, indem Handlun-
gen mit dem Material verbale AuRerungen ergénzen o-
der ersetzen. Werden diese von anderen dann verbali-
siert, wird ein Beitrag zur fachlichen Sprachférderung
geleistet. Durch das Material kénnen ebenso logisch
erschlossene, verbale Argumentationen konkret darge-
stellt und deren Inhalt so fiir andere zuganglich ge-
macht werden. (Hahn & Scherer, 2017, S. 230)
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3.3 Zyklus zur Entwicklung und Erfor-
schung der SLU

Nach der Entscheidung fur einen mathematischen In-
halt, der die Grundlage der SLU bildet, erfolgen eine
erste Sichtung und erste Analysen zu méglichen Auf-
gaben und entsprechenden Materialien und Veran-
schaulichungen aus der Literatur (zur Konkretisie-
rung vgl. Abschnitt 4.2). Dieses Vorgehen lasst sich
in Anlehnung an den theory-guided-bricolage-An-
satz beschreiben (Gravemeijer, 1994, S. 447 £.). Da-
bei werden neue Artefakte theoriebasiert aus verfiig-
baren Mitteln entwickelt (vgl. Gravemeijer, 1994).
Im Projekt ,Mathe-Spiirnasen’ werden so ggf. bereits
vorliegende Umsetzungen im Hinblick auf ihren Ein-
satz unter Berticksichtigung der Designprinzipien ge-
priift. Falls Aufgaben oder Umsetzungen im Bereich
der Sekundarstufe I vorhanden sind, kann es ggf. hilf-
reich sein, eine Adaption auf Grundschulniveau vor-
zunehmen. Jedoch ist auch die Konzeption véllig
neuer Lernarrangements denkbar. Bei alldem werden
bereits fachliche und fachdidaktische Aspekte mdgli-
cher Umsetzungen sowie ggf. vorhandene Lernerper-
spektiven berucksichtigt (vgl. Prediger et al., 2012).
An dieser Stelle wére es ebenso maéglich, ein mathe-
matisches Thema aufgrund einer mangelnden Reich-
haltigkeit an unterschiedlichen Perspektiven auf ei-
nen bestimmten Lerngegenstand zu verwerfen.

Der weitere Entwicklungs- und Forschungsprozess
folgt einem iterativen Zyklus aus Design, Durchfiih-
rung, Analyse sowie Re-Design (vgl. z. B. TDBRC,
2003; zur Konkretisierung vgl. Abschnitte 4.3 und
4.4.2). Ein mdgliches Modell, um die Prozesse im
Rahmen der fachdidaktischen Entwicklungsfor-
schung zu beschreiben, ist das FUNKEN-Modell
(Prediger et al., 2012; HuBmann et al., 2013). Hierbei
werden die Spezifizierung und Strukturierung des
Lerngegenstandes, die (Weiter)Entwicklung des De-
signs, die Durchfiihrung und Auswertung der De-
sign-Experimente sowie die (Weiter)Entwicklung lo-
kaler Theorien als Phasen innerhalb eines iterativen
Zyklus betrachtet (Prediger et al., 2012). In Anleh-
nung an dieses Modell kénnen die Entwicklungs- und
Forschungsprozesse im Projekt ,Mathe-Spiirnasen’
beschrieben werden.

Die Spezifizierung des Lerngegenstandes zieht sich
durch den gesamten Zyklus, da der mathematische
Gegenstand in allen Phasen des Zyklus bericksich-
tigt wird. Um das mathematische Thema als SLU
aufzubereiten, werden Aufgaben bzw. Umsetzungen
strukturiert, indem magliche Uberlegungen zum Auf-
bau der entsprechenden Lernumgebung angestellt
werden. Wie oben bereits angedeutet, bestehen die
SLU im Projekt ,Mathe-Spiirnasen’ jeweils aus einer
Einflhrung und drei Vertiefungen zu einem mathe-
matischen Thema. Die Einfuhrung und Vertiefungen

kénnen dabei wiederum selbst als Lernumgebungen
bezeichnet werden (,Lernumgebungen innerhalb ei-
ner Lernumgebung’; zur Konkretisierung des Auf-
baus der SLU ,Fibonacci-Folge’ vgl. Abschnitt 4.1).
Durch den Aufbau der SLU soll die Betrachtung ei-
nes mathematischen Themas unter vielféltigen Per-
spektiven ermdglicht werden, sodass Madglichkeiten
zur Vernetzung verschiedener inhaltlicher Bereiche
und Ankniipfungsmdglichkeiten an diverse Voraus-
setzungen seitens der Lernenden geboten werden
(vgl. hierzu Abschnitte 2.1 und 2.2). So ergeben sich
individuell bspw. Vernetzungsméglichkeiten bzgl.
der Einfuhrung und der jeweils bearbeiteten Vertie-
fung. Dartiber hinaus kann perspektivisch ein Aus-
tausch Uber verschiedene Vertiefungen in einer
Schulklasse im Anschluss an den Experimentiervor-
mittag zur Vernetzung und Multiperspektivitat bzgl.
eines mathematischen Themas beitragen. In der
Phase der konkreten Entwicklung der SLU erfolgt im
Projekt die Anfertigung von Informationstexten zur
Einfhrung bzw. zu den Vertiefungen der Lernumge-
bungen, die eine genaue Beschreibung des Ablaufs
inkl. der Formulierung von Arbeitsauftragen sowie
der einzusetzenden Materialien enthalten, ggf. durch
Verlaufsplane erganzt. Dabei werden bereits zentrale
Forschungsfragen in Bezug auf den Entwicklungs-
und Forschungsprozess formuliert (z. B. Inwiefern
ermoglichen die Arbeits- und Forschungsauftrage ein
breites Bearbeitungsspektrum? Inwiefern unterstiit-
zen die eingesetzten Materialien die Bearbeitungs-
prozesse der Schilerinnen und Schiiler? Wie nutzen
Lernende die Arbeitsbléatter zur Dokumentation im
Bearbeitungsprozess?). Die formulierten For-
schungsfragen beziehen sich auf unterschiedliche
Ebenen der Design- und Theorieentwicklung (vgl.
HuBmann et al., 2013). Die (Weiter)Entwicklung des
Designs bzw. der Theorie erfolgt bspw. unter Be-
riicksichtigung des mathematischen Gegenstands,
eingesetzter Materialien sowie der Lehrerinterventio-
nen (vgl. Weskamp, 2016). Dabei stehen die Ebenen
der Design- und Theorieentwicklung sowie die je-
weiligen Lernprozesse in Wechselbeziehungen zuei-
nander (vgl. HuBmann et al., 2013).

Zur systematischen Untersuchung der Forschungs-
fragen erfolgt im Rahmen des Design-Research-Zyk-
lus die Erprobung der konzipierten SLU am auler-
schulischen Lernort. Diese findet im Lehr-Lern-La-
bor an der Universitat Duisburg-Essen statt. Ge-
schulte studentische Hilfskréafte und z. T. auch Stu-
dierende im Rahmen von Lehrveranstaltungen bzw.
Abschlussarbeiten werden als Lehrende in das Pro-
jekt miteinbezogen und Gbernehmen die Durchfiih-
rung der SLU.

Die Datenerhebung erfolgt mittels multipler Metho-
den, wie Videoaufzeichnungen, teilnehmender Be-
obachtung und schriftlichen Dokumenten (vgl. z. B.
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TDBRC, 2003; siehe auch Brown, 1992): So wird
jede Kleingruppe wéhrend der gesamten Bearbeitung
der Lernumgebung (Einfuhrung und Vertiefung) ggf.
aus unterschiedlichen Perspektiven videographiert.
Zusétzlich erfolgt teilweise eine teilnehmende Be-
obachtung durch Projektmitglieder. Im Rahmen der
Bearbeitung der SLU entstehen diverse Schiilerdoku-
mente und Tafelbilder, welche ebenfalls zur Auswer-
tung genutzt werden.

Die Auswertung erfolgt i. Allg. mittels qualitativer
Inhaltsanalyse (vgl. z. B. Mayring, 2010). So werden
im Rahmen einer zusammenfassenden Inhaltsanalyse
bspw. die Bearbeitungsstrategien der Lernenden ka-
tegorisiert (vgl. Abschnitt 4.4). Die Analyse kann da-
bei sowohl an Textdokumenten (Transkripte und Do-
kumentationen teilnehmender Beobachtung) als auch
an Videosequenzen vorgenommen werden. Ergan-
zend werden auch die im Rahmen der Erprobung der
SLU angefertigten Schilerdokumente einbezogen,
sodass die verschiedenen Daten in der Analyse wech-
selseitig Berticksichtigung finden mit dem Ziel, mog-
lichst umfassende und fundierte Erkenntnisse zu er-
halten. Die Analyse erfolgt mit Bezug zum theoreti-
schen Rahmen (vgl. z. B. McKenney & Reeves,
2012), der bereits bei der Konzeption der SLU von
zentraler Bedeutung ist. Im Rahmen von Qualifikati-
onsarbeiten oder Promotionsprojekten, die in das
Projekt ,Mathe-Spiirnasen’ eingebettet sind, kdnnen
durchaus auch fokussierte Analysen (z. B. hinsicht-
lich der Interaktionen oder bzgl. Argumentations-
strukturen) erfolgen (vgl. z. B. Hahn, 2017).

Auf der Basis der Analysen kdnnen unter Berlick-
sichtigung der verschiedenen Ebenen der Theorieent-
wicklung lokale Theorien (weiter)entwickelt und for-
muliert werden. Lokale Theorien kdnnen z. B. zent-
rale Erkenntnisse im Hinblick auf die Realisierung
einer natirlichen Differenzierung bei eingesetzten
SLU sein. Hierbei kdnnen u. a. Erkenntnisse bzgl. der
Zuganglichkeit zu entsprechenden Aufgabenstellun-
gen fiir unterschiedliche Lernende, der Herausforde-
rung von Argumentationen oder der Mdglichkeit zur
Strategieentwicklung gewonnen werden. Dabei sind
die lokalen Theorien nicht ohne Weiteres auf andere
Lerngegenstande Ubertragbar. Allerdings sind sie in
Bezug auf deren Anwendbarkeit in der Praxis von
grolRer Bedeutung (vgl. Wittmann, 1998, S. 340). So
konnen die in Bezug auf die jeweilige SLU entwi-
ckelten Theorien ggf. in der Lehrerausbildung ge-
nutzt bzw. weiterentwickelt werden, indem sie z. B.
im Rahmen von Lehrveranstaltungen eingesetzt wer-
den.

Neben der Theorieentwicklung erfolgt in Anlehnung
an die Erkenntnisse aus den Analysen die (Wei-
ter)Entwicklung des Designs unter Beriicksichtigung
verschiedener Fragestellungen. Das Re-Design kann
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sich u. a. auf eine (Weiter)Entwicklung der Arbeits-
bzw. Forschungsauftrage sowie auf die eingesetzten
Materialen beziehen. Darlber hinaus ist es denkbar,
dass eine Lernumgebung (Einfuhrung oder Vertie-
fung) selbst durch eine andere ersetzt wird, weil sie
sich mdglicherweise im Rahmen der Bearbeitungs-
prozesse bspw. als zu voraussetzungsreich erwiesen
hat (vgl. Abschnitt 4.4).

Nach der Phase des Re-Designs erfolgen erneute Er-
probungen bzw. Durchfuhrungen der SLU. Diese
kdénnen sowohl weiterhin im Lehr-Lern-Labor als
auch in anderen Kontexten (bspw. in der Schule)
stattfinden. Der weitere Verlauf des Entwicklungs-
und Forschungsprozesses setzt sich in iterativen Zyk-
len fort, was exemplarisch in Abschnitt 4 illustriert
wird.

4. SLU ,Fibonacci-Folge*

4.1 Skizzierung der aktuellen SLU

Grundsétzlich werden im Projekt fiir eine SLU eine
Einfihrung sowie drei verschiedene Vertiefungen
konzipiert, die in Kleingruppen bearbeitet werden.
Jede Kleingruppe bearbeitet dabei die Einfuihrung so-
wie eine der Vertiefungen. Die unterschiedlichen
Vertiefungen motivieren die Lernenden zum an-
schliefenden Austausch in der Klassen (z. B. in der
folgenden Unterrichtsstunde) und zur weiteren Ver-
netzung der verschiedenen Perspektiven auf den ma-
thematischen Gegenstand der SLU. Entsprechend
dem Projekt-Design (vgl. Abschnitt 3.3) besteht auch
die SLU ,Fibonacci-Folge‘ aus einer allen Gruppen
gemeinsamen Einflhrung und drei verschiedenen
Vertiefungen (vgl. Abb. 2). In der Einfiihrung sollen
die Schilerinnen und Schiler zun&chst die Zahlen-
folge bei der Bearbeitung des historischen Kanin-
chen-Problems entdecken. In arithmetischen, geo-
metrischen und kombinatorischen Konkretisierungen
rickt danach in den drei Vertiefungen die Struktur
der Fibonacci-Folge starker in den Fokus, wodurch
eine Verallgemeinerung im Hinblick auf verschie-
dene Anwendungen eroffnet wird (vgl. Cofman,
1992). Im Sinne dieser Verallgemeinerung zielen die
Vertiefungen auf einen horizontalen Transfer (vgl.
BLK, 1998), indem Bezlige zwischen einzelnen
Fachgebieten der Mathematik (Arithmetik, Geomet-
rie, Kombinatorik, Algebra) sowie zu anderen Dis-
ziplinen (Naturwissenschaften) bzw. lebensweltliche
Beziige aufgezeigt werden.

In der Einflhrung wird zundchst das Kaninchen-
Problem aus Fibonaccis Liber abaci (1202; vgl. Bon-
compagni, 1857) sowie dessen neuzeitliche Publika-
tion durch Lucas (1877) historisch an einem zum
Zeitstrahl umgedeuteten Zahlenstrahl verortet und zu
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den Lebensdaten der Lernenden in Beziehung ge-
setzt. AnschlieRend bearbeiten die Grundschulkinder
in der Kleingruppe gemeinsam das Problem und re-
flektieren ihre Losungen.

1 \
1 Einfihrung Einflihrung Einfihrung 1
I| Kaninchen-Problem Kaninchen-Problem Kaninchen-Problem |1
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Abb. 2: Aufbau der SLU ,Fibonacci-Folge’

Als arithmetische Vertiefung versuchen die Lernen-
den viergliedrige, der Struktur der Fibonacci-Folge
entsprechende ,Zahlenketten® mit der Zielzahl 30 als
letztem Folgeglied zu finden (vgl. z. B. Scherer,
1996). Dabei reflektieren sie Uber Strategien sowie
die Vollstindigkeit der gefundenen Ldsungen.

Uber ein Puzzle aus Quadraten mit Viertelkreisbogen
soll in der geometrischen Vertiefung die Goldene
Spirale entdeckt werden:; Setzt man zwei Quadrate
mit Seitenldngeneinheit (LE) 1 aneinander und fugt
an die langere Seite des entstandenen Rechtecks ein
Quadrat mit LE 2 an, so entsteht bei Fortsetzung die-
ser Konstruktion mit entsprechenden Quadraten im-
mer ein sog. goldenes Rechteck (vgl. Ladel, 2015,
S. 10). In jedes dieser Quadrate kann ein Viertelkreis-
bogen mit Radius der Seitenldnge so eingezeichnet
werden, dass eine spiralférmige Figur, die sog. gol-
dene Spirale entsteht. Nach einer Erkundung der gol-
denen Spirale und anschlieBender Abgrenzung zur
archimedischen Spirale untersuchen die Lernenden
Fotos spiralférmiger Figuren aus der Umwelt (z. B.
Perlboot, Blutenstande, Wolkenwirbel) und versu-
chen, goldene und archimedische Spiralen zu identi-
fizieren.

In der kombinatorischen Vertiefung werden die Ler-
nenden aufgefordert, alle Turme aus gelben und
blauen Legosteinen (2x2) der Hohe 1, 2, 3 und 4 zu
finden, wobei niemals blaue Steine unmittelbar Uber-
einander gesteckt werden diirfen. Diese SLU sowie
die Einflhrung werden zusammen mit deren Ent-
wicklungen in den folgenden Abschnitten 4.3 und 4.4
ausfuhrlicher vorgestellt.

4.2 Uberblick tiber den gesamten Entwick-
lungsprozess

Der Wahl des Themas ,Fibonacci-Folge’ lagen ver-
schiedene Aspekte zugrunde: Die Fibonacci-Folge
bietet die Mdglichkeit, einerseits die Vielfaltigkeit
mathematischer Beziehungen und andererseits Zu-
sammenhénge zwischen einzelnen mathematischen
Gebieten herauszustellen (vgl. Cofman, 1992,
S. 157). Aus diesem Grund eignet sich das Thema im
Rahmen der ,Mathe-Spiirnasen® als SLU mit einer
Einflihrung und drei Vertiefungen (vgl. Abb. 2), in
der unterschiedliche Facetten der Fibonacci-Folge
aufgespannt und die Folge aus unterschiedlichen Per-
spektiven beleuchtet wird, wobei ein tieferes Ver-
sténdnis der Struktur dieser Folge erdffnet wird.

Bei der Entwicklung der SLU wurde fiir zwei Vertie-
fungen zuné&chst auf die beiden erprobten Lernange-
bote ,Zahlenketten’ (vgl. Scherer, 1996; Scherer &
Selter, 1996; Selter & Scherer, 1996) und ,Wege le-
gen’ (vgl. Bottinger, 2006) zuriickgegriffen und diese
flr das Projekt adaptiert. Dabei wurde die kombina-
torische Vertiefung ,Wege legen’ im Laufe des Ent-
wicklungsprozesses durch ein Lernarrangement zum
isomorphen Problem ,Tiirme bauen’ (vgl. Riitten &
Weskamp, 2015) ersetzt (vgl. Abschnitt 4.4).

Eine weitere Vertiefung sowie die Einflihrung waren
im Projekt noch neu zu entwickeln. Als Gegenstand
der Einfiihrung wurde Fibonaccis Kaninchen-Prob-
lem (vgl. Boncompagni, 1857, S. 283 f.) ausgewahit,
da sich dieses als zugénglicher Ausgangspunkt fiir
die Erkundung der Fibonacci-Folge durch Grund-
schulkinder eignet und auch in unterschiedlichen
Kontexten entsprechend genutzt wird (vgl. z. B. Jost,
1999, S. 34 ff.). Als weitere Vertiefung wurde eine
SLU zur Goldenen Spirale (vgl. Abschnitt 4.1) ent-
wickelt, da der Zusammenhang zwischen Spiralen
und Fibonacci-Folge vielfach herausgestellt wird
(z. B. Jost, 1999, S. 34 ff.) und sich zudem eine Ver-
netzung sowohl zwischen Arithmetischem und Geo-
metrischem sowie von mathematischen Objekten und
Alltagsphdnomenen anbietet. Herausfordernd war es
dabei allerdings, zu diesem mathematisch komplexen
Gegenstand eine SLU fur Grundschulkinder zu ent-
wickeln.

Insgesamt ist die Entwicklung der verschiedenen
Lernumgebungen zur ,Fibonacci-Folge® (Einfiih-
rung, Vertiefungen) in unterschiedlichen Zyklen ver-
laufen (vgl. Abb. 3). Ein erster Zyklus im Jahr 2012
verlief in allen Lernumgebungen parallel und bein-
haltete die Entwicklung bzw. Adaption der Lernum-
gebungen flr das Projekt sowie deren erste Erpro-
bungen mit Schulklassen und zugehorige Analysen.
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Abb. 3: Entwicklungsprozess der gesamten SLU ,Fibonacci-Folge’

Dabei zeigte sich, dass bei der Vertiefung ,Zahlen-
ketten® vorerst keine weitere Revision notwendig er-
schien. Seit dem Jahr 2013 pragten in den anderen
Lernumgebungen alternierende Zyklen aus Re-De-
sign der Lernumgebungen, erneuten Erprobungen
und Analysen den weiteren Entwicklungsprozess.
Dabei liefen diese Zyklen zu den einzelnen Lernum-
gebungen innerhalb der Lernumgebung nicht immer
parallel, sondern orientierten sich an den aus der Ana-
lyse erwachsenden Erfordernissen der Weiterent-
wicklung. Lediglich bei der Entwicklung der Einfiih-
rung, der geometrischen und kombinatorischen Ver-
tiefungen forderte die Analyse der Dokumente der
teilnehmenden Beobachtung sowie der Videogra-
phien des ersten Zyklus zeitgleich ein Re-Design.
Der weitere Entwicklungsprozess gestaltete sich
dann in den einzelnen Vertiefungen und der Einfiih-
rung durchaus unterschiedlich. Wahrend Einflihrung
und geometrische Vertiefung bislang drei Zyklen
durchlaufen haben, wurde bei der kombinatorischen
Vertiefung aufgrund einer umfassenderen Veréande-
rung im Jahr 2013 eine differenzierte Entwicklung
mit nunmehr fiinf Zyklen notwendig (Abschnitt 4.4).

Exemplarisch wird im Folgenden auf den Entwick-
lungsprozess anhand der Design-Research-Zyklen
von Einfuhrung und kombinatorischer Vertiefung né-
her eingegangen.

4.3 Exemplarischer Entwicklungsprozess:
Umsetzung des Kaninchen-Problems

Da die Thematisierung der Fibonacci-Folge lber die
Bearbeitung der historischen Aufgabe aus dem Liber
abaci erfolgt, bestimmt die historische Einordnung
auch den ersten Teil der Einflihrung. Dabei wurde im
ersten Entwicklungszyklus sowohl eine geographi-
sche als auch zeitliche Einordnung vorgenommen.

Eine Konzentration auf die zeitliche Einordnung er-
wies sich aufgrund der empirischen Beobachtungen
hinsichtlich der Komplexitét sowie der Betonung ma-
thematischer Aktivitaten als sinnvoll: Freudenthal
(1981) weist darauf hin, dass 8- bis 9-jahrige keine

differenzierte Vorstellung der Vergangenheit besit-
zen, und schildert, wie sich Lernende der dritten
Klasse im Rahmen einer Mathematikstunde den Zeit-
strahl und damit eine strukturiertere Geschichtsauf-
fassung durch Beziige zur eigenen Familienge-
schichte erarbeiten. In ahnlicher Form wird hier in
der Einfiihrung zunéchst eine historische Einordnung
des Kaninchen-Problems aus dem Liber abaci unter-
nommen. Ein Zahlenstrahlausschnitt mit 100er-Ska-
lierung von ca. 800 bis 2200 wird dabei als Zeitstrahl
gedeutet, und die Lernenden werden aufgefordert,
Zeitpunkte der individuellen Geschichte (eigenes Ge-
burtsjahr, Geburtsjahr der Eltern oder GrofReltern) da-
ran zu zeigen. Dabei erfordert die Bestimmung eini-
ger Zeitpunkte bereits die Berticksichtigung des Zu-
sammenhangs von Zeitpunkten und Zeitspannen. So
wird das Geburtsjahr der Eltern oder GroReltern
(Zeitpunkt) oft mithilfe deren Alter (Zeitspanne) be-
stimmt. Nach solchen Ubungen am Zeitstrahl, bei de-
nen der Bezug von Zeitpunkt und Zeitspanne ggf.
auch durch die Lehrperson herausgefordert wird,
wird Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci, als his-
torische Person kurz vorgestellt. AnschlielRend sollen
die Schilerinnen und Schiler das Entstehungsjahr
1200 (eigentlich 1202) des Kaninchen-Problems aus
dem Liber abaci als Zeitpunkt am Zeitstrahl einord-
nen und die Zeitspanne angeben, die seitdem vergan-
gen ist. Als weiterer Zeitpunkt in der Geschichte des
Kaninchen-Problems wird Lucas angesprochen, der
das Kaninchen-Problem erneut publizierte und auf
Leonardo von Pisa als dessen Entdecker verwies (vgl.
Lucas, 1877). Auch Lucas wird von den Lernenden
am Zeitstrahl verortet, und es werden Uberlegungen
zu den Zeitspannen von Fibonacci bis Lucas und von
Lucas bis in die Gegenwart unternommen. Auf diese
Weise erfahren die Lernenden das im Folgenden be-
handelte Kaninchen-Problem als historische Frage-
stellung der Mathematik und lernen dariiber hinaus
mathematikhistorisch bedeutsame Personen kennen.
Diese geschichtliche Einordnung der Problemstel-
lung erwies sich durch die Orientierungsibungen am
Zeitstrahl als wichtige mathematische Aktivitat zu
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Beginn der Lernumgebung und wurde im zweiten
und dritten Design-Research-Zyklus der Lernumge-
bung unverandert beibehalten.

1/
.
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Abb. 4 Darstellung der Kaninchenpaare bis zum 4. Monat

Nach der historischen Einordung wird das Kanin-
chen-Problem in einer Adaption des historischen Ori-
ginals prasentiert. Drei Regeln sind dabei fur die Er-
kundung des Wachstums der Kaninchenpopulation
leitend:

(i) Jedes Kaninchenpaar wird im Alter von 2 Monaten
gebérfahig.

(ii) Jedes Paar bringt (von da an) jeden Monat ein
neues Paar zur Welt.

(o0) Alle Kaninchen leben ewig. (Beutelspacher &
Petri, 1996, S. 87)

Diese Regeln wurden im Hinblick auf eine bessere
Darstellbarkeit mittels Materials bereits im ersten
Zyklus wie folgt modifiziert:

(1) Kaninchenkinder sind weil3 und verfarben sich
nach einem Monat grau.

(2) Alle grauen Kaninchenpaare bekommen im fol-
genden Monat ein weilles Kinderpaar.

(3) Alle Kaninchen leben ewig.

Anhand der Anzahl der Kaninchenpaare in den ersten
drei Monaten erarbeiten die Schiilerinnen und Schi-
ler diese Regeln gemeinsam mit der Lehrperson. Die
Anzahlen in den weiteren Monaten bestimmen die
Lernenden eigenstandig in der Kleingruppe. Dabei
stehen seit dem ersten Zyklus Karten mit Darstellun-
gen von weilRen und grauen Kaninchenpaaren als
Material zur Darstellung der Anzahlen in den jewei-
ligen Monaten (vgl. Abb. 4) sowie eine Tabelle in
entsprechender Grofe zur Verfligung.

Gab es im ersten und zweiten Zyklus noch hinrei-
chend viele Karten, dass sich die Populationen bis
zum 7. Monat vollstandig darstellen lieen, wurde
die Anzahl der verfligharen Karten wahrend des
zweiten Zyklus bewusst reduziert. Es zeigte sich,
dass die Lernenden durch die Beschrankung der Kar-
tenanzahl neue Formen der Représentation entwi-
ckeln miissen: Dabei wurden selten rein ikonische,
den Karten analoge Reprasentationen gewahlt. Oft
fand ein Wechsel zu ikonisch-symbolischen (vgl.
z. B. Abb. 5, oben) oder rein symbolischen Darstel-
lungen statt (vgl. z. B. Abb. 5, unten).

Solche Darstellungen lenken den Blick der Lernen-
den bereits in der Phase der Problembearbeitung auf
das zu entdeckende arithmetische Muster, wahrend
im ersten und zweiten Zyklus mit einer ausreichen-
den Kartenanzahl der Zugang zu diesem Muster in
einer von der eigentlichen Problemlésung separierten
und von der Lehrperson initiierten Phase der Refle-
xion der Aufgabenbearbeitung stattfand und eine
stérkere Lenkung erforderte.
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Abb. 5: Darstellungen der Kaninchenpaare im 6. und 7. Monat (nachgestellt, Erprobungen vom 17.05.2017, oben und

16.05.2018, unten)
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Durch die Veranderung des Materials werden von
den Lernenden weiterfihrende Aktivitaten gefordert,
die gleichzeitig eine starker eigenstdndige Durch-
dringung der Aufgabenstellung ermdglichen kénnen
und zudem unterschiedliche Aufgabenbearbeitungen
(mit unterschiedlichen Darstellungen und Strategien)
im Sinne einer natirlich differenzierenden SLU er-
mdglichen (vgl. Abb. 5).

4.4 Exemplarischer Entwicklungsprozess
vom ,Wege legen’ zum ,Tirme bauen’

4.4.1 Designprinzipien bei kombinatori-
schen Problemstellungen

In der kombinatorischen Vertiefung liefert der rekur-
sive  Zusammenhang  der  Fibonacci-Folge
(Fn-1+Fn= Fn+1) eine Strategie zur LOsung eines
Abzéhlproblems. Einige entsprechende Probleme
zeigt u. a. Rényi (1984).

Die Entdeckung einer Zahlstrategie setzt i. d. R. das
Aufzahlen einer gewissen Anzahl von Mdglichkeiten
sowie dazu vorgenommene Strukturierungen voraus.
Damit sind bei entsprechenden Abzahlproblemen ne-
ben der zu findenden Zahlstrategie auch Strukturie-
rungsstrategien von zentraler Bedeutung. Letztlich
besteht zwischen beiden eine Interdependenz (Hove-
ler, 2014; Lockwood, 2013), da Z&hlstrategien einer-
seits darauf beruhen, dass eine vorhandene Struktur
des zu z&hlenden Bereichs genutzt oder eine geeig-
nete Strukturierung vorgenommen wird (vgl. Mller
& Wittmann, 1984), andererseits haufig Hinweise auf
effizientere Strukturierungen liefern, die als Grund-
lage fir Begriindungen und Beweise der entsprechen-
den Zahlstrategien dienen kdnnen (vgl. Ritten &
Weskamp, 2015). Die kombinatorische Vertiefung
versucht daher, anhand der Fibonacci-Folge erste
Einblicke in diesen Zusammenhang zwischen Struk-
turierungen und Zahlstrategien zu er6ffnen.

Allgemein zielt die Bearbeitung kombinatorischer
Aufgaben mit Grundschulkindern weniger auf die
Entwicklung kombinatorischer Figuren, die zum L§-
sen isomorpher Probleme genutzt werden kénnen,
sondern umfassender auf die Anregung von Kreativi-
tat im Hinblick auf den Problemléseprozess, die Ent-
wicklung von Strategiedenken und die Forderung der
Argumentationsfahigkeit (vgl. z. B. Kiitting, 1981).
Damit sind diese Aspekte als spezifische Designprin-
zipien fir die (Weiter)Entwicklung der kombinatori-
schen Vertiefung ausschlaggebend. Kombinatorische
Probleme sollen somit eine systematische Organisa-
tion bei der Problemlésung, das Suchen nach Mus-
tern sowie die Generalisierung von Entdeckungen
fordern (vgl. Maher & Uptegrove, 2011, S. 10). Im
Projekt liegt fir die (Weiter)Entwicklung kombina-
torischer Vertiefungen daher der Fokus bislang auf
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der Entwicklung des Strategiedenkens und anderer-
seits der Forderung damit verbundener Argumentati-
onsféhigkeiten. Dabei sind diese Designprinzipienim
Kontext anderer kombinatorischer Lernarrangements
hinreichend erforscht und die entsprechenden Er-
kenntnisse auch auf die Analyse der kombinatori-
schen Vertiefung anwendbar.

So untersuchte English (1991) das strategische Vor-
gehen von Kindern zwischen 4 und 10 Jahren beim
Losen kombinatorischer Aufzéhlprobleme zur Méach-
tigkeit des Kreuzproduktes. Dabei wurden sechs L6-
sungsstrategien identifiziert, die English (1996) drei
Entwicklungsstufen der Strategiebildung zuordnete:
Die erste Stufe wird bestimmt von einem unplanma-
Rigen Vorgehen (nonplanning stage), das lediglich
tber Versuch und Irrtum gesuchte Figuren ermittelt.
Wird eine zugrundeliegende Struktur genutzt oder
werden Strukturierungen vorgenommen, die aller-
dings nicht notwendig alle gesuchten Mdglichkeiten
generieren, ordnet English diese der zweiten Stufe
zu, die sie als Ubergangsstufe (transitional stage) be-
schreibt. Diese Stufe fuhrt vom unplanméRigen Vor-
gehen zur effizientesten Problemlésung (final stage),
die bspw. im Falle von Aufz&hlproblemen zur Mé&ch-
tigkeit des Kreuzproduktes in der ,,odometer stra-
tegy* liegt. Diese Strategie ldsst sich instruktiv mit-
tels Baumdiagramm darstellen und liegt der entspre-
chenden Zahlstrategie (Produktregel) fur diese Ab-
zahlprobleme zugrunde. Das von English generierte
Modell eignet sich nur bedingt fir die Rekonstruk-
tion der Strategieentwicklung aus Schilerdokumen-
ten und videographierten Unterrichtssequenzen. Oft
lasst sich ein ,,Strategiekeim* (Stein, 1995, S. 60) im
nur scheinbar unplanmaiigen Vorgehen nicht rekon-
struieren, da er in den Schillerdokumenten und der
Kommunikation im Kleingruppengesprach von den
Lernenden nicht explizit gemacht wird. Solche Expli-
zierungen bedurfen i. d. R. eingehender Erkundun-
gen mittels klinischer Interviews (z. B. Hoffmann,
2003; siehe auch Hoveler, 2014). Zudem erweist sich
das Modell von English (1996) als stark auf die kon-
krete Problemstellung ihrer Untersuchung bezogen,
und es scheint fraglich, inwieweit die doch allgemein
formulierten Stufen als problemubergreifend aufge-
fasst werden koénnen.

Eine flir die Rekonstruktion hilfreiche Differenzie-
rung unternimmt Hoffmann (2003). Sie unterscheidet
zwischen Mikro- und Makrostrategien.

Wiéhrend mit dem Begriff Mikrostrategie Handlungs-
muster beschrieben werden, die geeignet sind, um die
folgende Kombination bzw. Kombinationen oder zu-
mindest Teile von ihnen zu erstellen, bezeichnet der
Begriff Makrostrategie Regeln, die das Erzeugen mog-
lichst aller Kombinationen strukturieren. (Hoffmann,
2003, S. 34)
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Mikrostrategien lassen sich demnach auf der zweiten
Stufe von Englishs Modell verorten. Es werden zwar
Strukturen genutzt bzw. Strukturierungen vorgenom-
men, diese flhren aber lediglich zum Generieren ei-
ner oder weniger weiterer Mdglichkeiten bzw. sogar
nur Teilen derselben. Makrostrategien sind insofern
als effiziente Strategien zu betrachten, da sie poten-
ziell alle Mdglichkeiten generieren kénnen. Dabei
lasst sich zwischen Strukturierungen unterscheiden,
die lediglich das Potenzial besitzen, alle Moglichkei-
ten zu erzeugen und solchen, die zwingend alle M6g-
lichkeiten erzeugen. Unter Strukturierungen des ers-
ten Typs fallen u. a. solche Makrostrategien, die sich
als zusammengesetzt aus Mikrostrategien betrachten
lassen (z. B. Losungssuche in Phasen, vollstandige
Umwendung bzw. vollstandige Gegenpaarbildung,
vgl. Hoffmann, 2003, S.169). Die von English
(1996) erwihnte ,,odometer strategy — bei Hoff-
mann (2003, S. 169) als ,,Tachometerzéhlprinzip*
bezeichnet — kann dem zweiten Typ zugerechnet
werden. Dieser zweite Typ der Strukturierung legt oft
eine Zahlstrategie nahe, die eine Verallgemeinerung
auf der Grundlage der entsprechenden Strategie er-
laubt. In diesem Sinne kann er als effizienter als der
erste Typ betrachtet werden.

Solche Mikro- und Makrostrategien lieBen sich auch
im Projekt ,Mathe-Spiirnasen’ in Schiilerdokumen-
ten und videographierten Unterrichtssequenzen der
kombinatorischen Vertiefung zur Fibonacci-Folge
rekonstruieren. Dabei sind bei den Schilerdokumen-
ten immer Anhaltspunkte fiir entsprechende Rekon-
struktionen in den Videodokumenten notwendig, da
sich evtl. auch aus zufélligen Anordnungen der ge-
suchten Mdglichkeiten Mikro- und Makrostrategien
rekonstruieren lielen.

4.4.2 Darstellung des Entwicklungspro-
zesses

Fir die Entwicklung einer kombinatorischen Lern-
umgebung zur Fibonacci-Folge finden sich bspw.
Ideen bei Rényi (1982). Eine unterrichtliche Umset-
zung dieser Ideen beschreibt Cofman (1992) fir die
Sekundarstufe, hélt die vorgestellten kombinatori-
schen Problemstellungen aber auch fir jingere Schi-
lerinnen und Schuler fur geeignet. Bottinger (2006)
adaptiert diese fur den Einsatz in der Grundschule.
An diesen Vorschlag anknipfend wurde im Projekt
,Mathe-Spiirnasen’ zunéchst die kombinatorische
Vertiefung ,Wege legen* entwickelt: Das dort vorge-
stellte Problem l&sst sich als Variante des bekannte-
ren Problems des Treppensteigens (vgl. z. B. Beu-
telspacher & Petri, 1996; Lovasz, Pelikan & Veszter-
gombi, 2005) betrachten, bei dem nach der Anzahl
der Moglichkeiten gefragt wird, die n Stufen einer

Treppe in Einer- oder Zweier-Schritten zu berwin-
den. Battinger beschreibt das Problem ,Wege legen*
folgendermaRen:

Mithilfe von Steinen, deren Kanten sich wie 2:1 ver-
halten, kann man besondere Wege legen. [...] Es gelten
folgende Regeln: 1. Der Weg ist so breit wie ein Stein
und zwar wie die breitere Seite. 2. Der Weg ist ein
Rechteck, das keine Loécher haben darf. (Bottinger,
2006, S. 44)

Gesucht sind alle Moglichkeiten, Wege aus n Steinen
zu legen. Den Lernenden kdnnen hierzu passende
Steine (z. B. die entsprechenden Frobel-Steine) als
Arbeitsmaterial zur Verfugung gestellt werden. Da-
mit erweist sich das ,Wege legen® gegeniiber dem
Problem des Treppensteigens als leichter darstellbar,
da sich Letzteres nur ikonisch-symbolisch reprasen-
tieren lieRe (vgl. z. B. Stowasser & Mohry, 1978). Im
Projekt wurde das Problem ,Wege legen‘ nach dem
zweiten Zyklus durch die Lernumgebung ,Tiirme
bauen® abgelost. Dabei sollen die Lernenden alle
moglichen Tirme der Hohen 1, 2, 3 und 4 aus gelben
und blauen Legosteinen finden, wobei keine blauen
Steine unmittelbar Obereinander gesteckt werden.
Ausschlaggebend fur diesen Wechsel der kombinato-
rischen Problemstellung waren das Aufgabenver-
standnis, die von den Lernenden entwickelten Strate-
gien und die damit verbundenen Argumentationen.
Diese drei Bereiche erwiesen sich zuvor nicht hinrei-
chend erfiillt bzw. angeregt, um allen Lernenden ge-
recht zu werden, was im Folgenden genauer erlautert
wird.

Aufgabenverstandnis

Bei der Problemstellung ,Wege legen‘ wurden die
Legeregeln den Lernenden im ersten Zyklus zunéchst
mundlich mitgeteilt und dabei z. T. schriftlich an der
Tafel fixiert. Zur Problembearbeitung erhielten die
Lernenden  als  Arbeitsmaterial ~ Pappkarten
(5 x 10 cm) sowie ein Arbeitsblatt zur Dokumenta-
tion aller Wege aus ein, zwei, drei, vier und finf Stei-
nen. Zundchst wurden alle Wege aus einem und zwei
Steinen gemeinsam gelegt. Danach folgte eine Akti-
vitatsphase, in der die Schiilerinnen und Schiler in
Einzel- bzw. in Partnerarbeit alle Gibrigen moglichen
Wege finden sollten. Wahrend dieser Phase &ul3erten
die Lernenden immer wieder Verstandnisfragen bzgl.
der Aufgabenstellung. Vor allem die Orientierung
der Wege erwies sich als besondere Schwierigkeit.
So zeigen die Schiilerdokumente, dass einige Ler-
nende, wie bspw. Nele, um 90°-gedrehte Wege als
neue Wege auffassten (vgl. Abb. 6).

Diese Schwierigkeit bzgl. der Orientierung der Wege
artikulierten Lernende wie Nils auch als Frage an die
Lehrperson (L).
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Nils:  Geht das auch, wenn man das hier einmal sozusa-
gen so einen macht [legt zwei Steine horizontal
ibereinander] und so [legt an die zwei horizonta-

len Steine rechts einen Stein vertikal an].
L: Ja.

Nils:  So dass man den so macht [beginnt die gelegte
Wegfigur gegen den Uhrzeigersinn zu drehen].
Und einmal so [dreht die Figur um 90°]. Dann
einmal so [dreht die Figur weiter um 90°, insge-

samt 180°].

L: Also senkrecht, die z&hlen nicht [macht eine
Handbewegung im Blickfeld von unten nach
oben]. Weil wir die nur, weil die nur waagerecht
[macht eine Handbewegung im Blickfeld von links
nach rechts]. Aber das [zeigt auf die insgesamt
um 180° gedrehte Wegfigur] ist ein neuer Weg, ja.
Also wenn die nach oben [macht Handbewegung
von unten nach oben] liegen, das z&hlt nicht. Es
geht nur um waagerecht [macht Handbewegung
von links nach rechts], nur um eine Richtung im-
mer.

Um derartigen Schwierigkeiten bzgl. des Aufgaben-
verstandnisses entgegenzuwirken, wurde im zweiten
Zyklus die Aufgabestellung auch in schriftlicher
Form auf dem Arbeitsblatt prasentiert: ,,Wie viele
verschiedene Wege kann man legen? Erklart, wie lhr
die Wege gefunden habt.” Dabei lag eine Karte mit
den Legeregeln der Wege in der Mitte des Arbeitsti-
sches (Regeln: Der Weg ist so breit wie ein Stein. Der
Weg ist ein Rechteck ohne Locher.). Allerdings er-
wies sich — wie oben bereits angedeutet — die Orien-
tierung der Wege weiterhin als zentrale Schwierig-
Keit.

Wege aus 5 Steinen m L LT [ ! Jj }j e
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Abb. 6: Neles Wege aus funf Steinen

Um dieser Schwierigkeit zu begegnen, wurde im drit-
ten Zyklus das ,Wege legen‘ durch das ,Tiirme
bauen‘ ersetzt. Um auf das Problem der Orientierung
einzugehen, wurde als eine der Bauregeln fir die
Tirme festgehalten: Tirme werden von unten nach
oben gebaut. Diese Regel wurde aber ab dem vierten
Zyklus als tiberflussig verworfen, da die Orientierung
der Tirme letztlich eindeutig vorgegeben war und
auch das entsprechende Arbeitsblatt keine anderen
Deutungsmdglichkeiten zulie. AufRerdem wurde
eine entsprechende Regel im Hinblick auf das strate-
gische Denken der Lernenden als eher einschrankend
wahrgenommen. Mit dem Wechsel der Problemstel-
lung erwies sich das Aufgabenverstandnis flr die
Lernenden nicht mehr als Hiirde.
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Die Schwierigkeiten im Aufgabenverstandnis beim
,Wege legen‘ scheinen sich auch auf die Strategieent-
wicklung vieler Lernender auszuwirken. Die im Rah-
men der Klarung des Aufgabenverstandnisses ge-
troffenen Uberlegungen bzgl. der Orientierung der
Wege implizieren im Hinblick auf die um 180°-ge-
drehten Wege die Mikrostrategie der Umwendung,
da sich Uber entsprechende Drehungen in vielen Fal-
len neue Wege finden lassen. Lediglich Jakob be-
schrieb diese Strategie auf seinem Arbeitsblatt im
Rahmen der Erprobung des zweiten Zyklus (vgl.
Abb. 7).

b ot A vy sy Ur e odraht,

Abb. 7: Jakobs Erklarung

Ben aus der gleichen Kleingruppe brachte die von
ihm genutzte Strategie der Umwendung in der Refle-
xionsphase zum Ausdruck:

Ben:  Ich hab’ die meisten einfach nur umgedreht.

Ob Bens Idee von Jakob Ubernommen und nachtrég-
lich notiert wurde, ist nicht eindeutig rekonstruierbar.
Aus der Anordnung von Jakobs Wegfiguren lasst
sich nur schwer die Verwendung dieser Strategie re-
konstruieren. Aber auch Bens Arbeitsblatt l&sst die
entsprechende Strategie kaum erkennen.

Im Ubrigen lieRen sich im ersten und zweiten Zyklus
keine weiteren Strategien oder Strategiekeime bei
den Lernenden rekonstruieren. Vielmehr scheint ihr
Vorgehen eher durch Versuch und Irrtum gepragt.
Dies brachte bspw. Cancan zum Ausdruck, indem er
schrieb: ,,Ich habe mir die Quadrate immer lengst und
hochkant hingelegt und ausprobiert.*

Die Entwicklung von vielfaltigen Strategien scheint
somit bei der Problemstellung ,Wege legen‘ kaum
angeregt zu werden. Vielmehr zeigte sich die Auf-
gabe fir die Lernenden wenig zugénglich, so dass die
Bemiihungen um ein Aufgabenverstandnis die Ent-
wicklung von Strategien vermutlich hemmen.

Diese Beobachtungen fiihrten zum Wechsel der
Problemstellung, so dass die Lernenden seit dem drit-
ten Zyklus das Problem ,Tirme bauen‘ bearbeiten.
Bereits bei den ersten Erprobungen lie sich bei na-
hezu allen Lernenden ein strategisches VVorgehen ver-
muten. Fir eine detaillierte Analyse fehlte allerdings
eine umfassendere Untersuchung der VVorgehenswei-
sen bzgl. dieser Aufgabenstellung. Daher wurden die
schriftlich vorliegenden Bearbeitungen von Lehr-
amtsstudierenden zum gleichen Problem aus der Ver-
anstaltung ,Elementare Kombinatorik® im Winterse-
mester 2014/15 (N = 235) herangezogen und mittels
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gualitativer Inhaltsanalyse (vgl. Mayring, 2010) un-
tersucht. Auf diese Weise konnten neben bekannten
beschriebenen Strukturierungsstrategien (vgl. z. B.
Hoffmann, 2003), eine horizontale und eine vertikale
Perspektive identifiziert werden, unter denen die
Strukturierungen vorgenommen wurden (vgl. Ritten
& Weskamp, 2015).

Anders als die Grundschulkinder sollten die Studie-
renden alle Tlrme bis zur Hohe 5 (d. h. aus funf Stei-
nen) unter folgender Aufgabenstellung ermitteln:
,Finden Sie durch systematisches Kombinieren alle
verschiedenen Tirme aus ein, zwei, drei, vier und
funf Steinen. Untersuchen Sie ihr Ergebnis in Hin-
blick auf ein Muster, so dass Sie eine begriindete Ver-
mutung fur die Anzahl der Tlrme aus sechs Steinen
aufstellen konnen.“ Analog zu den Grundschulkin-
dern sollten sie auf dieser Grundlage schlief3lich eine
Strategie fur die Anzahlbestimmung der Tirme jeder
beliebigen Hohe entwickeln.!

y "‘\_.l —
= o e
= K S .
Fabian Sara

Abb. 8: Instruktive Zeichnungen von Lehramtsstudieren-
den unter horizontaler Perspektive

Bei Fabian und Sara zeigten sich Beispiele fiir den
Einsatz von Mikrostrategien unter horizontaler Per-
spektive. Beide nutzten Strategien, um Turme dersel-
ben Hohe zu finden. Fabian nutzte dabei die Strategie
der Umwendung (vgl. Hoffmann, 2003, S. 156 f.).
Diese verdeutlichte er durch eine instruktive Zeich-
nung (vgl. Abb. 8, links) und kommentierte wie folgt:

Fabian: Jede Mdglichkeit kann gespiegelt werden, was in
den meisten Fallen zu zwei Mdglichkeiten fihrt.

Auf eine nach Hoffmann (2003) effizientere Strategie
unter horizontaler Perspektive griff Sara zuriick, in-
dem sie das Treppen- bzw. Fahrstuhlmuster (elevator
pattern) nutzte (vgl. Hoffmann, 2003, S. 164; Mabher,
Sran & Yankelewitz, 2011; Stein, 1995, S. 70 f.; vgl.
Abb. 8, rechts):

Sara: Ich habe den blauen Stein immer abwaérts wan-

dern lassen.

Als Makrostrategie unter horizontaler Perspektive
eignet sich bei dieser Problemstellung letztlich nur
die Ldsungssuche in Phasen (vgl. Hoffmann, 2003,
S. 177 ff.).

Britta und Hannah nahmen eine vertikale Perspektive
ein. Sie generierten aus den Turmen einer bestimm-

ten Hohe durch Anbau die Tlrme der jeweils nachs-
ten Hohe. Dabei nutzten sie allerdings unterschiedli-
che Strategien: beidseitigen oder einseitigen Anbau.

Hannah
7S \
H = o >
\\

2% el [ e 3
) oy ) (| s ) ﬁw&
L) s S o S \l \_\| B
= =
Britta

Abb. 9: Instruktive Zeichnungen von Lehramtsstudieren-
den unter vertikaler Perspektive

Hannah baute beidseitig, sowohl oben als auch unten
an die bestehenden Tlrme einen Stein an und er-
zeugte unter den so generierten Turmen auch Dublet-
ten, die es nachfolgend zu streichen galt (vgl. Abb. 9,
oben). Britta baute einseitig, ausschliellich oben an
die bestehenden Turme an. Sie differenzierte jeweils,
ob sie eine oder zwei Mdoglichkeiten hat, entspre-
chend der Regel einen Stein anzufiigen (vgl. Abb. 9,
unten). Beide Strategien haben eine vergleichbare
Qualitat wie die Makrostrategie ,Losungssuche in
Phasen’, da sie potenziell alle gesuchten Tiirme ge-
nerieren. Allerdings stellen diese Strukturierungen
ein Finden aller Ttrme einer Hohe noch nicht sicher.
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Abb. 10: Instruktive Zeichnung zum einseitigen Anbau beim ,Tiirme bauen’

Hierzu mussten die Strukturierungen modifiziert
werden und die Turme der Hohe n aus den Tirmen
der H6he n—1 und n— 2 durch einseitigen Anbau
von einem gelben bzw. erst einem gelben und dann
einem blauen Stein generiert werden (vgl. Abb. 10).

Entsprechende Restrukturierungen werden von den
Studierenden vorgenommen, wenn sie Hypothesen
zu Zahlstrategien entwickeln. So begrindete Susi
ihre Hypothese letztlich tber (Re-)Strukturierungen
beim Aufzédhlen:

Susi:  Die Anzahl aus F, -1 bleibt stehen, weil man hier
Uberall einen gelben Stein auflegen kann. Dazu
wird die Anzahl von F,-, addiert, weil man hier
jeweils einen gelben und einen blauen Stein auf-
legen kann, um die Anzahl der in n geforderten

Etagen zu erfillen.

Studierende wie Lea blieben allerdings auch im Zu-
sammenhang mit der Entwicklung von Zahlstrate-
gien bei einer bloRen Beschreibung des Zusammen-
hangs der Anzahlen, ohne eine Verbindung zu den
Strukturierungen aufzubauen:

Lea: Die Anzahl der Mdglichkeiten eines Turms mit x
Etagen ist die Summe der Mdglichkeiten der
Tirme mit x — 1 und x — 2 Etagen.

Diese bei den Studierenden rekonstruierten Strate-
gien wurden als Orientierung bei der Analyse der Be-
arbeitungen der Grundschulkinder im Design-Rese-
arch-Prozess bzgl. des spezifischen Designprinzips
der Entwicklung von Strategiedenken genutzt. Ahn-
lich wie Studierende nutzten auch einige Grundschul-

kinder Strukturierungen unter horizontaler Perspek-
tive. Bspw. nutzte Jana die Mikrostrategie der Um-
wendung.

Jana:  Den? [zeigt auf den Turm (blau, gelb, gelb, gelb)
der Hohe 4] Ja und dann haben wir das umge-
dreht. Dann haben wir das gemacht. Mist, das ist

falsch [dreht einen Turm um].

Verbreiteter als die Umwendung ist die etwas effizi-
entere Strategie Treppenmuster (vgl. Abschnitt
4.4.1). So fand bspw. Lina Turme der Hohe 3 und 4
Uber diese Strategie.

Lina:  Also, wir haben erst das gemacht [zeigt auf den
Turm der H6he 3 mit einem blauen Stein unten
und zwei gelben darlber] und dann oben gelb.
Dann das [zeigt auf den Turm der Héhe 3 mit ei-
nem blauen Stein zwischen zwei gelben] und alles

gelb. Dann oben und alles gelb.

L: Und wie habt ihr das gemacht? [zeigt auf die
Tlrme der Hohe 4]. Wie habt ihr da alle gefun-
den?

Lina:  Also wir haben [unverstandlich]

L: Habt ihr irgendein System gehabt, oder [unver-
standlich]

Lina:  Ja, das Gleiche wie gerade eben.

Auch Florian strukturierte die Ttrme der Héhe 3 ho-
rizontal mittels Treppenmuster.

Florian: Also, ich habe es so gebaut, dass ich jetzt so die
Blauen [zeichnet mit der Hand eine Diagonale
nach] wie so eine, wie eine schrége Linie also und
der Rest dann Gelb.
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Neben seiner Nutzung horizontaler Strukturierungen
nahm er bzgl. der Turme aus ausschlieflich gelben
Steinen auch eine vertikale Perspektive ein:

Florian: [...], also, bei jedem der verschiedenen Etagen-
Tirme gibt es immer einen mit nur Gelben. Den
habe ich dann auch ganz am Anfang gebaut, [...]

Uber diese beiden Strukturierungen fand Florian aber
nur vier Tirme der Hohe 3. Den Turm mit zwei
blauen Steinen fand er ohne weitere Systematik, al-
lein aufgrund der Bauregel:

Florian: [...] dann habe ich noch den letzten Turm so her-
ausbekommen, weil es gibt ja keine drei Blauen.

Das Treppenmuster als horizontale Strukturierung
nutzte auch Paul. Zunachst beschrieb er die Kon-
struktion der Turme der Hohe 4 mit lediglich einem
blauen Stein.

Also, ich habe die immer zu einer Art Musterreihe
[zeigt auf die blaue Diagonale der Ttrme]. Immer
erst den Blauen ganz unten und dann der Rest
Gelb und dann den Blauen in den zweiten, ich
meine den zweiten Stein und dann den Rest Gelb
und dann beim dritten Stein und dann beim vier-
ten Stein.

Paul:

Paul nutzte die Strategie der Treppe mit gleichzeiti-
ger ,,Elementfixierung* (Hoveler, 2014) auch fiir das
Finden der Tirme mit zwei blauen Steinen, wobei die
Strukturierung dort abgebrochen wurde, wo ein nicht
regelkonformer Turm entstehen wiirde.

Paul:  [...] dann habe ich halt noch so gemacht, dass ich
dann oben den Blauen gemacht habe und dann
wieder einen Stein und dann habe ich wieder eine
Treppe gemacht, so dass ganz oben halt auch wie-
der ein Blauer ist, und dann habe ich den Blauen
noch einen runtergeholt und danach gab es ja nur
noch eine Mdglichkeit, weil hoher kdnnte man ja

nicht bauen, weil da ja dann zwei Blaue sind.

Interessant erscheint, dass Paul im Reflexionsge-
sprach wenig spater eine andere Perspektive beziig-
lich der Strukturierung einnahm, die ausschlieBlich
vertikal zu sein scheint. Moglicherweise regt die Re-
flexion damit auch Restrukturierungen an. Ahnlich
wie bei den Ldsungen der Studierenden, gab Paul als
vertikale Strukturierungsperspektive an, jeweils oben
und unten an die zuvor gefundenen Tirme einer
Hohe einen Stein anzusetzen (beidseitiger Anbau).

Paul:  [...] wir hatten erst die drei Tiirme und da haben
wir an die drei Tlirme nach oben oder unten einen

drangebaut.

Bei konsequenter Anwendung dieser Strategie ent-
stehen insgesamt acht Dubletten und vier nicht regel-
konforme Tirme der Héhe 4. Da Paul im weiteren
Verlauf des Gespréches nicht vom Streichen von
Dubletten oder nicht regelkonformen Tlrmen sprach,

sondern vielmehr von der Konstruktion noch fehlen-
der Tiirme (,,und dann haben wir geguckt, was noch
gefehlt hat und die haben wir dann noch dazu ge-
baut™), ist davon auszugehen, dass er hier eine neu
gefundene Strukturierungsidee einbringt, ohne sie
tatséchlich zuvor beim Bau der Tilirme genutzt zu ha-
ben.

Die angesprochenen Beispiele geben einen Einblick
in die Vielféltigkeit, mit der Grundschulkinder beim
,Tirme bauen‘® Strukturierungen und sogar Restruk-
turierungen vornehmen. Damit erweist sich diese
kombinatorische Problemstellung im Hinblick auf
das Designprinzip der Entwicklung von Strategie-
denken als deutlich ergiebiger als das ,Wege legen®.

Argumentieren

Auch im Hinblick auf das spezifische Designprinzip
der Argumentationsfahigkeit zeigt das ,Tirme
bauen‘ gegenuiber dem ,Wege legen® eine hohere Er-
giebigkeit. So wurden durch die Reflexionsfrage auf
dem Arbeitsblatt des ersten Zyklus ,,Warum habt ihr
alle Wege gefunden?* Argumentationen nicht ausrei-
chend angeregt, und selbst wenn die Betonung im an-
schlieBenden Reflexionsgesprach auf der Vollstan-
digkeit der L6sungen lag, argumentierten die Lernen-
den kaum, sondern beschrieben wie Kim vielmehr ihr
Vorgehen.

L: Woher weil man denn, ob, dass man alle gefun-
den hat? Oder wie kann man denn sicher sein,
dass man alle gefunden hat?

Kim:  Indem man vielleicht noch was ausprobiert und
dann schaut man erst hier [zeigt auf die bereits ge-
legten Wege] also.

Im zweiten Zyklus wurden Erlauterungen zum stra-
tegischen Vorgehen expliziter durch die Aufforde-
rung auf dem Arbeitsblatt ,,Erklére, wie ihr die Wege
gefunden habt* eingefordert. Allerdings wurden hier-
durch kaum Argumentationen motiviert. Auch im
dritten Zyklus mit der veranderten Problemstellung
,Tiurme bauen‘ wurden Argumentationen zundchst
nicht angeregt, und das Arbeitsblatt enthielt auch kei-
nen entsprechenden Arbeitsauftrag mehr. Im vierten
Zyklus wurde das Arbeitsblatt um die Aufforderung
zur Hypothesenbildung bzgl. der Anzahl der Tirme
aus fiinf Steinen erginzt: ,,Wie viele verschiedene
Tirme gibt es mit 5 Etagen? Vermute.“. Im Reflexi-
onsgesprach wurde auf diese Frage dann néher ein-
gegangen. Dabei stellten Lernende unterschiedliche
Hypothesen auf.

Nina meinte, die Anzahl der Tiirme aus finf Steinen
Uber die Summe der Anzahlen aller Tlrme aus weni-
ger als finf Steinen (1+2+3+5+8=18) bestimmen zu
kénnen.
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Nina: Ich habe einfach so gerechnet, wie Mira das ge-
rechnet hat letztes Mal und das zusammengezo-

gen.

Tom bspw. entdeckte das arithmetische Muster +1,
+2, +3, +4 bei den Anzahlen der Tlirme mit bis zu
vier Steinen und nahm entsprechend eine Anzahl von
zwolIf Turmen aus fuinf Steinen an.

Tom:  Weil das bei der zweiten Etage einer mehr ist als
bei der ersten. Bei der dritten sind zwei mehr und
bei der vierten sind drei mehr und bei der fiinften

sind dann vier mehr. Also sind das dann zwolf.

Schliellich entdeckten einige Lernende — wie Tugba
— aber auch die strukturelle Ahnlichkeit der Anzahlen
mit der Fibonacci-Folge und nutzten deren Struktur
fir eine Hypothesenbildung bzgl. der Anzahl von
Tirmen aus funf Steinen.

Tugba: Weil zwei plus drei sind fiinf und drei plus funf
sind acht. [...] Dann sind flnf plus acht, sind dann
wieder dreizehn.

Letztlich fordern gerade diese unterschiedlichen Hy-
pothesen die Restrukturierung der gefundenen Turm-
figurenmenge, um die jeweiligen Argumente zu stiit-
zen. Ahnlich wie bei den Studierenden bleibt die Ar-
gumentation aber bei den Grundschulkindern auch
meist auf der Ebene des arithmetischen Musters, und
ein Bezug zur Strukturierung wird nicht hergestellt,
was z. T. auch in fehlenden Impulsen der Lehrperson
begriindet liegen diirfte.

Insgesamt erweist sich die Problemstellung ,Tiirme
bauen’ dennoch als hinreichend anregend fiir ver-
schiedene Lernende im Hinblick auf die Argumenta-
tionsfahigkeit und besitzt zudem das Potenzial, diese
durch entsprechende Impulse der Lehrperson ggf.
auszubauen.

5 Fazit und Perspektiven

Fur den Umgang mit Heterogenitat wird der Einsatz
SLU vielfach als geeignet und erfolgreich berichtet
(vgl. z. B. Krauthausen & Scherer, 2014; Hirt &
Wilti, 2008). Dies kann auch fir die Arbeit im Lehr-
Lern-Labor bestétigt werden. Am Beispiel der SLU
,Fibonacci-Folge‘ wurde aufgezeigt, inwiefern die
Vielfalt von bspw. unterschiedlichen Bearbeitungs-
und Losungsstrategien — u. a. auf unterschiedlichen
Représentationsebenen —, aber auch Argumentations-
prozessen berticksichtigt werden konnte.

Die eingesetzten SLU sind in ihrer Konstruktion auch
fur den inklusiven Mathematikunterricht geeignet
und teilweise bereits erprobt (z. B. die SLU Kreis in
Héhn, 2017), wenngleich sie noch nicht unbedingt
die Anforderungen spezifischer Forderschwer-
punkte, wie bspw. Forderschwerpunkt Sehen oder
Geistige Entwicklung, realisieren. Perspektivisch
sollen die im Lehr-Lern-Labor eingesetzten SLU
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auch auf besondere Anforderungen eines inklusiven
Mathematikunterrichts hin untersucht und ggf. erwei-
tert und adaptiert werden. Erste theoretische Uberle-
gungen und Erprobungen werden derzeit fiir die SLU
Quadrat durchgefihrt (vgl. auch Hdhn & Scherer,
2017).

Im Beitrag wurde die Bedeutung eines Design-Rese-
arch-Prozesses mit substanziellen Veranderungen ei-
ner SLU dargestellt. Als zentrale Erkenntnis im Ent-
wicklungsprozess der SLU ,Fibonacci-Folge* konnte
gezeigt werden, dass sich in der SLU , Tiirme bauen*
vielfaltige Strategien rekonstruieren lassen, wohinge-
gen beim ,Wege legen® kaum strategisches Vorgehen
rekonstruierbar war. Im Sinne einer lokalen Theorie
scheint die SLU ,Tiirme bauen‘ eine Forderung der
Strategieentwicklung besser zu realisieren als die
SLU ,Wege legen®.

Die SLU ,Tiirme bauen‘ ermdglichte den Lernenden
in Bezug auf die Aufgabenstellung einen Zugang zu
den zugrundeliegenden Regeln. Es zeigte sich, dass
die Orientierung bzgl. der zu erstellenden Figuren im
Rahmen der kombinatorischen SLU von zentraler
Bedeutung ist. Zudem ermdglicht die SLU ,Tiirme
bauen‘ die Entwicklung verschiedener Strukturie-
rungsstrategien. Insbesondere durch Re-Strukturie-
rungen der erstellten Figurenmenge unter Beriick-
sichtigung der horizontalen und vertikalen Perspek-
tive kénnen Argumentationen bzgl. der Vollstandig-
keit der Figurenmenge herausgefordert werden.

Im Hinblick auf den weiteren Design-Research-Pro-
zess sind neben der Forderung strukturierungsbezo-
gener Argumentationen weitere Perspektiven ange-
dacht, z. B. Re-Design der SLU ,Wege legen‘, um
weitere Strategieentwicklungen zu unterstiitzen oder
das Design des isomorphen Problems zum Bauen von
Tlrmen aus wirfel- und quaderférmigen Steinen.
Des Weiteren gilt es, die Erkenntnisse bei anderen
kombinatorischen SLU zu tberprifen, um Perspekti-
ven allgemein flir den Kombinatorikunterricht abzu-
leiten.

Perspektivisch kann die SLU , Tlirme bauen‘ im Hin-
blick auf inklusive Settings weiterentwickelt werden.
So kdnnen z. B. Materialadaptionen unter Beriick-
sichtigung verschiedener Forderschwerpunkte in ei-
nem weiteren Design-Research-Zyklus fokussiert
werden.

Anmerkung

1 In der Version fir die Studierenden wurde materialbe-
dingt anstelle der gelben und blauen Steine mit weiRen und
roten Steinen gearbeitet. Im Beitrag wurden die Farben in
allen Transkriptausschnitten und Abbildungen zur besse-
ren Lesbarkeit entsprechend ersetzt.

142



C. Rutten, P. Scherer & S. Weskamp

Literatur

Baltes, U.; Rutten, C.; Scherer, P. & Weskamp, S. (2014).
Mathe-Splrnasen — Grundschulklassen experimentie-
ren an der Universitat. In J. Roth & J. Ames (Hrsg.),
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2014 (Bd. 1,
S. 121-124). Minster: WTM-Verlag.

Bauersfeld, H. (2006). Die Probleme mathematisch beson-
ders befahigter Kinder und ihrer Tutoren. mathematica
didactica, 29(1), 26—40.

Beutelspacher, A. (2017). Mathematische Experimente
und ihr Potenzial fur Grundschulkinder. Erfahrungen
aus einem internationalen Projekt. Grundschulunter-
richt, 64(2), 4-9.

Beutelspacher, A. & Petri, B. (1996). Der Goldene Schnitt
(2., Gberarb. u. erw. Aufl.). Heidelberg: Spektrum Akad.
Verlag.

BLK — Bund-Lander-Kommission (1998). Gutachten zur
Vorbereitung des Programms ,Steigerung der Effizienz
des mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unter-
richts”. Bonn: BLK.

Bottinger, C. (2006). Aufgaben fiir begabte Schiler. Mo-
delle fur die Fibonacci-Zahlen. Grundschulunterricht,
53(2), 44—46.

Boncompagni, B. (Hrsg.) (1857). Scritti di Leonardo Pi-
sano. matematico del secolo decimoterzo (Bd. 1: Liber
Abaci). Rom: Tipografia delle scienze matematiche e fi-
siche.

Brown, A. L. (1992). Design Experiments. Theoretical and
Methodological Challenges in Creating Complex Inter-
ventions in Classroom Settings. Journal of the Learning
Sciences, 2(2), 141-178.

Briining, A.-K. (2017). Lehr-Lern-Labore in der Lehramts-
ausbildung — Definition, Profilbildung und Effekte fir
Studierende. In U. Kortenkamp & A. Kuzle (Hrsg.), Bei-
trage zum Mathematikunterricht 2017 (S. 1377-1378).
Munster: WTM-Verlag.

Cofman, J. (1992). Verallgemeinerung der Fibonacci-
Folge. Praxis der Mathematik, 34(4), 157-160.

Collins, A. (1992). Toward a Design Science of Education.
Technical Report No. 1. In E. Scanlon & T. O'Shea
(Hrsg.), New directions in educational technology
(S. 4-9). New York: Springer.

Elliott, J. (1991). Action research for educational change.
Philadelphia: Open University Press.

English, L. D. (1991). Young children’s combinatoric strat-
egies. Educational Studies in Mathematics, 22(5), 451—
474.

English, L. D. (1996). Children’s Construction of Mathemat-
ical Knowledge in Solving Novel Isomorphic Problems
in Concrete and Written Form. The Journal of Mathe-
matical Behavior, 15(1), 81-112.

Freudenthal, H. (1981). Should a mathematics teacher
know something about the history of mathematics? For
the learning of mathematics, 2(1), 30-33.

Gravemeijer, K. (1994). Educational Development and De-
velopmental Research in Mathematics Education. Jour-
nal for Research in Mathematics Education, 25(5), 443—
471.

Gravemeijer, K. & Cobb, P. (2006). Design research from
a learning design perspective. In K. G. Jan Van den Ak-
ker, S. E. McKenney, N. Nieveen (Hrsg.), Educational
Design Research (S. 17-51). New York: Routledge.

Hahn, K. (2016). Individuelle Lern- und Kooperationspro-
zesse in einer geometrischen Lernumgebung im inklu-
siven Mathematikunterricht der Grundschule. In Institut
fur Mathematik und Informatik der PH. Heidelberg
(Hrsg.), Beitrdge zum Mathematikunterricht 2016
(Bd. 1, S. 349-352). Minster: WTM.

Hahn, K. (2017). Analyses of learning situations in inclusive
settings: a coexisting learning situation in a geometrical
learning environment. In J. Novotna & H. Moraova
(Hrsg.), SEMT 2017. International Symposium Elemen-
tary Maths Teaching. August 20-25, 2017. Proceed-
ings: Equity and Diversity (S. 187-196). Prague:
Charles University.

Hahn, K. & Scherer, P. (2017). Kunst quadratisch aufrau-
men. Eine geometrische Lernumgebung im inklusiven
Mathematikunterricht. In U. Hasel-Weide & M. Nuhren-
borger (Hrsg.), Gemeinsam Mathematik lernen — mit al-
len Kindern rechnen (S. 230-240). Frankfurt/M.: Ar-
beitskreis Grundschule.

Hahn, K.; Rutten C., Scherer. P. & Weskamp, S. (2018).
Lernumgebungen fir alle — Die Fibonacci-Folge natir-
lich differenzierend erkunden. In Fachgruppe Didaktik
der Mathematik der Universitat Paderborn (Hrsg.), Bei-
trage zum Mathematikunterricht 2018 (S. 703-706).
Munster: WTM.

Hefendehl-Hebeker, L. (2004). Perspektiven fiir einen kiinf-
tigen Mathematikunterricht. In H. Bayrhuber et al.
(Hrsg.), Konsequenzen aus PISA — Perspektiven der
Fachdidaktiken (S. 141-189). Innsbruck: Studienver-
lag.

Hirt, U. & Walti, B. (2008). Lernumgebungen im Mathema-
tikunterricht. Naturliche Differenzierung fur Rechen-
schwache bis Hochbegabte. Seelze: Kallmeyer.

Hoffmann, A. (2003). Elementare Bausteine der kombina-
torischen Problemldseféhigkeit. Hildesheim: Franzbe-
cker.

Hoveler, K. (2014). Das Lsen kombinatorischer Anzahlbe-
stimmungsprobleme. Eine Untersuchung zu den Struk-
turierungs- und Zahlstrategien von Drittklasslern. Dort-
mund: TU Dortmund.

HuBmann, S.; Thiele, J.; Hinz, R.; Prediger, S. & Ralle, B.
(2013). Gegenstandsorientierte Unterrichtsdesigns ent-
wickeln und erforschen. Fachdidaktische Entwicklungs-
forschung im Dortmunder Modell. In M. Komorek & S.
Prediger (Hrsg.), Der lange Weg zum Unterrichtsde-
sign. Zur Begriindung und Umsetzung fachdidaktischer
Forschungs- und Entwicklungsprogramme (S. 26-42).
Munster: Waxmann.

Jost, D. (unter Mitarbeit von F. Zillig) (1999). Lernland-
schaften fur das Erleben und Entdecken von Mathema-
tik. Luzern: Lehrmittelverlag des Kantons Luzern.

Képnick, F. (Hrsg.) (2010). Das Miinsteraner Projekt ,Ma-
the fiir kleine Asse”. Eine Darstellung aus der Perspek-
tive von Kindern, Studierenden und Wissenschaftlern.
Munster: WTM.

KMK — Kultusministerkonferenz (Hrsg.) (2005). Bildungs-
standards im Fach Mathematik fur den Primarbereich
Beschluss vom 15.10.2004. Miinchen: Wolters Kluwer.

Krauthausen, G. & Scherer, P. (2014). Naturliche Differen-
zierung im Mathematikunterricht — Konzepte und Pra-
xisbeispiele aus der Grundschule. Seelze: Kallmeyer.

Kitting, H. (1981). Didaktik der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Freiburg: Herder.

143



Ladel, S. (2015). Zur Schonheit der Mathematik in der Na-
tur. Auf der Spur von Mustern und Strukturen. Grund-
schulmagazin, 83(3), 7-11.

Link, M. (2012). Grundschulkinder beschreiben operative
Zahlenmuster Entwurf, Erprobung und Uberarbeitung
von Unterrichtsaktivitaten als ein Beispiel fur Entwick-
lungsforschung. Wiesbaden: Springer Spektrum.

Lockwood, E. (2013). A model of students’ combinatorial
thinking. The Journal of Mathematical Behavior, 32(2),
251-265.

Lovasz, L.; Pelikan, J. & Vesztergombi, K. (2005). Diskrete
Mathematik. Berlin: Springer.

Lucas, E. (1877). Recherches sur plusieurs ouvrages de
Léonard de Pise et sur diverses questions d'arithmé-
tique supérieure. Bulletino di bibliografia e di storia delle
scienze matematiche e fisiche, (10), 129-193 & 239—
293.

Maher, C. A.; Sran, M. K. & Yankelewitz, D. (2011). Tow-
ers: Schemes, Strategies, an Arguments. In C. A. Ma-
her, A. B. Powell & E. B. Uptegrove (Hrsg.), Combina-
torics and reasoning. Representing, justifying and build-
ing isomorphisms (S. 27-43). Dordrecht: Springer.

Maher, C. A. & Uptegrove, E. B. (2011). Methodology. In
C. A. Maher, A. B. Powell & E. B. Uptegrove (Hrsg.),
Combinatorics and reasoning. Representing, justifying
and building isomorphisms (S. 9-14). Dordrecht:
Springer.

Matter, B. (2017). Lernen in heterogenen Lerngruppen. Er-
probung und Evaluation eines Konzepts fiir den jahr-
gangsgemischten Mathematikunterricht. Wiesbaden:
Springer Spektrum.

Mayring, P. (2010). Qualitative Inhaltsanalyse. Grundlagen
und Techniken. Weinheim und Basel: Beltz.

McKenney, S. E. & Reeves, T. C. (2012). Conducting edu-
cational design research. Oxon: Routledge.

MSW — Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Lan-
des Nordrhein-Westfalen. (2008). Richtlinien und Lehr-
plane fur die Grundschule in Nordrhein-Westfalen. Fre-
chen: Ritterbach Verlag.

Mdller, G. N. & Wittmann, E. C. (1984). Der Mathematikun-
terricht in der Primarstufe (3. Aufl.). Braunschweig: Vie-
weg.

Prediger, S.; Link, M.; Hinz, R.; HuBmann, S.; Thiele, J. &
Ralle, B. (2012). Lehr-Lernprozesse initiieren und erfor-
schen. Fachdidaktische Entwicklungsforschung im
Dortmunder Modell. MNU, 65(8), 452—-457.

Prediger, S. & Link, M. (2012). Fachdidaktische Entwick-
lungsforschung — Ein lernprozessfokussierendes For-
schungsprogramm mit Verschréankung fachdidaktischer
Arbeitsbereiche. In H. Bayrhuber et al. (Hrsg.), Formate
fachdidaktischer Forschung. Empirische Projekte — his-
torische Analysen — theoretische Grundlegungen (Bd.
2, S. 29-45). Minster: Waxmann.

Rényi, A. (1982). Tagebuch uber die Informationstheorie.
Basel: Birkhduser.

Roth, J. (2013). Vernetzen als durchgéngiges Prinzip — Das
Mathematik-Labor ,Mathe ist mehr®. In A. S. Steinweg
(Hrsg.), Mathematik vernetzt — Tagungsband des AK
Grundschule in der GDM 2013 (S. 65-80). Bamberg:
Universitatsdruck Bamberg.

Ruatten, C. & Scherer, P. (2015). ‘Throwing dice’ versus
‘Passing the Pigs’ — Fourth-graders’ reasoning about
probability. In J. Novotna & H. Moraova (Hrsg.), SEMT
2015. International Symposium Elementary Maths

math.did. 41(2018)2

Teaching. August 16-21, 2015. Proceedings: Develop-
ing mathematical language and reasoning in elemen-
tary mathematics (S. 284-292). Prague: Charles Uni-
versity.

Rutten, C. & Weskamp, S. (2015). Turme bauen — Eine
kombinatorische Lernumgebung fir Grundschulkinder
und Lehramtsstudierende. In F. Caluori, H. Linnewe-
ber-Lammerskitten & C. Streit (Hrsg.), Beitrdge zum
Mathematikunterricht 2015 (Bd. 2, S. 772-775). Mins-
ter: WTM.

Scherer, P. (1996). Zahlenketten. Entdeckendes Lernen im
1. Schuljahr. Die Grundschulzeitschrift, (96), 20—23.

Scherer, P. & Rasfeld, P. (2010). AuRerschulische Lernorte
— Chancen und Maéglichkeiten fiir den Mathematikunter-
richt (Basisartikel zum Themenheft). mathematik leh-
ren, (160), 4-10.

Scherer, P. & Selter, C. (1996). Zahlenketten — ein Unter-
richtsbeispiel fur naturliche Differenzierung. Mathema-
tische Unterrichtspraxis, 17(2), 21-28.

Selter, C. & Scherer, P. (1996). Zahlenketten. Ein Unter-
richtsbeispiel fur Grundschiler und Lehrerstudenten.
mathematica didactica, 19(1), 54—66.

Stein, M. (1995). Elementare Bausteine von Problemlo-
seprozessen: Gestaltorientierte Verhaltensweisen. ma-
thematica didactica, 18(2), 59-84.

Stowasser, R. & Mohry, B. (1978). Rekursive Verfahren.
Ein problemorientierter Eingangskurs. Hannover:
Schroedel.

TDBRC - The Design-Based Research Collective. (2003).
Design-Based Research: An Emerging Paradigm for
Educational Inquiry. Educational Researcher, 32(1), 5-
8.

Van den Akker, J.; Gravemeijer, K.; McKenney, S. & Niev-
een, N. (2006). Introducing educational design re-
search. In J. van den Akker, S. E. McKenney, N. Niev-
een (Hrsg.), Educational Design Research (S. 3-7).
New York: Routledge.

Walther, G.; Selter, C. & Neubrand, J. (2008). Die Bildungs-
standards Mathematik. In G. Walther et al. (Hrsg.), Bil-
dungsstandards fir die Grundschule: Mathematik kon-
kret (S. 16—-41). Frankfurt/M.: Cornelsen Scriptor.

Weskamp, S. (2015). Einsatz von substanziellen Lernum-
gebungen in heterogenen Lerngruppen im Mathematik-
unterricht der Grundschule. In F. Caluori, H. Linnewe-
ber-Lammerskitten & C. Streit (Hrsg.), Beitrdge zum
Mathematikunterricht 2015 (Bd. 2, S. 996-999). Mins-
ter: WTM.

Weskamp, S. (2016). Design einer Lernumgebung fur dif-
ferenzierenden Mathematikunterricht der Grundschule
und Erforschung diesbzgl. Bearbeitungsprozesse. In
Institut fir Mathematik und Informatik PH Heidelberg
(Hrsg.), Beitrdge zum Mathematikunterricht 2016 (Bd.
3, S. 1137-1140). Minster: WTM.

Winter, H. (1995). Mathematikunterricht und Allgemeinbil-
dung. Mitteilungen der Gesellschaft fur Didaktik der Ma-
thematik, (61), 37—46.

Wittmann, E. C. (1995a). Mathematics Education as a ,de-
sign science’. Educational Studies in Mathematics,
29(4), 355-374.

Wittmann, E. C. (1995b). Unterrichtsdesign und empirische
Forschung. In K. P. Mller (Hrsg.), Beitrdge zum Ma-
thematikunterricht 1995 (S. 528-531). Hildesheim:
Franzbecker.

144



C. Rutten, P. Scherer & S. Weskamp

Wittmann, E. C. (1996). Offener Mathematikunterricht in
der Grundschule — vom FACH aus. Grundschulunter-
richt, 43(6), 3—7.

Wittmann, E. C. (1998). Design und Erforschung von Ler-
numgebungen als Kern der Mathematikdidaktik. Bei-
trage zur Lehrerbildung, 16(3), 329-342.

Wittmann, E. C. (2004). Design von Lernumgebungen zur
mathematischen Frihférderung. In G. Faust et al.
(Hrsg.), Anschlussfahige Bildungsprozesse im Elemen-
tar- und Primarbereich (S. 49-63). Kempten: Klink-
hardt.

Wittmann, E. C. & Milller, G. N. (2008). Muster und Struk-
turen als fachliches Grundkonzept. In G. Walther et al.
(Hrsg.), Bildungsstandards fiir die Grundschule: Mathe-
matik konkret (S. 40-63). Berlin: Cornelsen Scriptor.

Wollring, B. (2009). Zur Kennzeichnung von Lernumgebun-
gen fur den Mathematikunterricht in der Grundschule.
In A. Peter-Koop et al. (Hrsg.), Lernumgebungen — Ein
Weg zum kompetenzorientierten Mathematikunterricht
in der Grundschule (S. 9-23). Offenburg: Mildenberger.

Anschrift der Verfasser

Christian Rutten

Universitéat Duisburg-Essen,
Fakultat fir Mathematik
Thea-Leymann-Str. 9

45127 Essen
christian.ruetten@uni-due.de

Petra Scherer

Universitéat Duisburg-Essen,
Fakultat fir Mathematik
Thea-Leymann-Str. 9
45127 Essen
petra.scherer@uni-due.de

Stephanie Weskamp

Universitéat Duisburg-Essen,
Fakultat fir Mathematik
Thea-Leymann-Str. 9

45127 Essen
stephanie.weskamp@uni-due.de

145


mailto:christian.ruetten@uni-due.de
mailto:petra.scherer@uni-due.de

