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Zusammenfassung: Ziel dieser Studie ist es, den Be-
darf an einer mathematikdidaktischen Lehrerfortbil-
dung zu elementaren Funktionen abzuklaren. Dazu
wurde unter 80 Siebt- bzw. Achtkl&sslern untersucht,
inwieweit aus der Literatur bekannte Lernschwierig-
keiten mit Darstellungswechseln anzutreffen sind.
Zusatzlich wurden deren Mathematiklehrkréafte be-
fragt, um ihr diesbezlgliches Wissen zu ermitteln.
Zur Datenerhebung wurden auf Schilerebene ein Pa-
per-Pencil-Test und auf Lehrerebene strukturierte
Leitfadeninterviews verwendet. Die Ergebnisse zei-
gen, dass die aus der Literatur abgeleiteten Lern-
schwierigkeiten auch in der untersuchten Stichprobe
verbreitet sind mit teilweise grofien Klassenunter-
schieden. Den Lehrkréaften waren einige der doku-
mentierten Schwierigkeiten nicht bekannt, die Quali-
tat ihrer Einschatzungen von Aufgabenbearbeitun-
gen stellte sich als heterogen heraus. Implikationen
dieser Ergebnisse werden in Hinblick auf Theorie
und Praxis diskutiert.

Abstract: The aim of this study is to clarify the needs
for a mathematics teacher training related to elemen-
tary functions. Therefore, we investigated among 80
students from grade 7 and 8 to what extent they strug-
gled with learning difficulties with representational
changes deduced from the literature. Furthermore,
their mathematics teachers were interviewed to iden-
tify their corresponding knowledge. The data collec-
tion was done at the student level via paper-pencil
tests and at the teacher level via structured guideline
interviews. The results show that the learning diffi-
culties deduced from the literature are also prevalent
in this student sample with partly large class differ-
ences. Some of the documented learning difficulties
were not known by the participating teachers, the
quality of their estimations about their students’ per-
formance proved to be heterogeneous. Implications
of these findings are discussed with regard to theory
and practice.

1. Einleitung

Schulerschwierigkeiten! beim Lernen von Funktio-
nen — insbesondere im Zusammenhang mit Darstel-
lungswechseln — sind seit Jahrzehnten Gegenstand
mathematikdidaktischer Forschung. Um Lernpro-
zesse sinnvoll initiieren und unterstiitzen zu kénnen,
ist es wichtig, dass Lehrkrafte typische Schwierig-

keiten sowie mdgliche Ursachen kennen. Wéhrend
entsprechende Schwierigkeiten von Lernenden im
Bereich (elementarer) Funktionen in der Literatur gut
dokumentiert sind, gibt es insbesondere innerhalb
von Deutschland kaum Studien, die diesbeziigliches
Lehrerwissen in den Blick nehmen. Die Untersu-
chung dieses Lehrerwissens ist nicht nur im Sinne der
Grundlagenforschung von Interesse, sondern auch
far die Entwicklung von Professionalisierungsmaf3-
nahmen in Aus- und Weiterbildung von Lehrkréften
von Bedeutung, die letztlich Schilerlernen unterstit-
zen sollen.

Im Rahmen einer Vorstudie des Projekts ProfiL9? der
Padagogischen Hochschule Heidelberg wurde unter-
sucht, welche typischen Fehler bei Darstellungs-
wechseln elementarer Funktionen unter Schilern der
7. Gymnasial- und der 8. Realschulklassen in der Re-
gion vor Ort auftreten und ob deren Mathematikleh-
rer diese kennen. Dadurch sollte (nach einer theorie-
basierten Auswahl der intendierten Fortbildungsin-
halte) empirisch abgesichert werden, dass die aus der
Literatur bekannten Lernschwierigkeiten bei Darstel-
lungswechseln mit elementaren Funktionen auch in
den Lehr-Lernkontexten von potentiellen Teilneh-
mern einer Lehrerfortbildung anzutreffen und des-
halb relevant fir diese sind. Uber den Abgleich mit
der Einschédtzung und dem Wissen der jeweiligen
Mathematiklehrer sollten dariiber hinaus weitere In-
formationen gewonnen werden, welche Inhalte fir
diese mathematikdidaktische Lehrerfortbildung von
Bedeutung sind.

Im Folgenden soll in Abschnitt 2 der theoretische
Hintergrund zu elementaren Funktionen im Bil-
dungskontext, zu verbreiteten Schulerschwierigkei-
ten bei Darstellungswechseln sowie zu diesbezugli-
chem Lehrerprofessionswissen dargelegt werden.
Dies fihrt zu den fir diese Studie zentralen For-
schungsfragen. AnschlieBend wird in Abschnitt 3 die
methodische Anlage der Untersuchung erlautert. Die
gewonnenen Ergebnisse werden in Abschnitt 4 vor-
gestellt und in Abschnitt 5 diskutiert.

2. Theoretischer Hintergrund

2.1 Mathematische Funktionen im Bil-
dungskontext

Das Arbeiten mit Funktionen stellt einen bedeutsa-
men Aspekt des Lernens von Mathematik und somit
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auch des schulischen Mathematikunterrichts dar
(z. B. KMK, 2003; 2004; 2012; Selden & Selden,
1992). Dies zeigt sich nicht zuletzt darin, dass die
Leitidee Funktionaler Zusammenhang in den Sekun-
darstufen 1 und Il einen von funf grundlegenden In-
haltsbereichen bildet. Obgleich der Begriff der Funk-
tion komplex ist, soll fur die vorliegende Arbeit fol-
gende Definition gentgen:

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung der
Elemente einer nicht-leeren Menge A zu den Ele-
menten einer Menge B, geschrieben f: A — B.
Dabei wird jedem Element x € A eindeutig ein
Element ye€B  zugeordnet, geschrieben
x —y =f(x). A wird dann als Definitionsmenge
bezeichnet, B als Zielmenge und
f(A) = {f(x)|x€A} als Wertemenge. Fur
A, Bc R lasst sich der Funktionsgraph (oder
kurz: Graph) von f (zumindest ausschnittsweise)
in einem Koordinatensystem darstellen, genauer
ist der Graph die Menge Gr = {(x| Ax))| x € A}.
(Buchter & Henn, 2010, S. 18)

Obige Definition bringt zum Ausdruck, dass Funkti-
onen — wie andere mathematische Begriffe — abs-
trakte gedankliche Konstrukte sind. Insofern sind sie
nicht direkt zugénglich, sondern es muss auf Darstel-
lungen zuriickgegriffen werden, um sie zu verstehen
und zu kommunizieren (Duval, 2006; Vogel, Girwidz
& Engel, 2007). Im Schulkontext gdngige Funktions-
darstellungen sind Verbalbeschreibungen, Werteta-
bellen, Funktionsgraphen und -gleichungen (vgl.
z. B. KMK, 2004; Land Baden-Wirttemberg, 2004).
Dabei ist zu beachten, dass mathematische Begriffe
wie der Funktionsbegriff dennoch nicht identisch mit
diesen Darstellungen sind und die verschiedenen
Darstellungen jeweils bestimmte Eigenschaften und
Aspekte des jeweiligen Begriffs betonen, wahrend
andere in den Hintergrund treten (z. B. Barzel, HuR-
mann & Leuders, 2005; Niss, 2014; Vogel, 2006).
Dadurch besteht die Gefahr, dass verschiedene Dar-
stellungen fir Lernende isoliert (,,kompartmentali-
siert*; vgl. Duval, 2006) erscheinen bzw. der Funkti-
onsbegriff nur mit einzelnen dieser Darstellungen
gleichgesetzt wird (Niss, 2014).

Nicht nur bezogen auf Funktionen wird das flexible
und adaptive Nutzen von Darstellungen im Sinne von
kognitiver Variabilitat als bedeutsam angesehen, um
(mathematikbezogene) Probleme schnell und akkurat
zu verstehen und zu l6sen (Heinze, Star & Verschaf-
fel, 2009; vgl. auch Vollrath, 1989). Zudem unter-
stlitzt das flexible Nutzen sowie der Wechsel zwi-
schen Darstellungen die mathematische Begriffsbil-
dung (ibid.; Duval, 2006). Diese allgemeinen Uber-
legungen gelten auch fiir Funktionen, denn flr die
Bearbeitung eines konkreten Problems mdgen sich
bestimmte Darstellungen besonders eignen, wahrend
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aufgrund des begrenzten und spezifischen Charakters
der einzelnen Darstellungen der Funktionsbegriff als
solcher nur in deren Gesamtschau zu erschlief3en ist.
Leinhardt Zaslavsky und Stein (1990, S. 3) beschrei-
ben dies am Beispiel von Funktionsgleichung und
-graph folgendermaBen: ,,... algebraic and graphical
representations are two very different symbol sys-
tems that articulate in such a way as to jointly con-
struct and define the mathematical concept of func-
tion.” Weitet man dies auf Funktionsdarstellungen im
Allgemeinen aus, so zeigt sich das Verstandnis von
Funktionen insbesondere darin, inwieweit a) ver-
schiedene Darstellungen gelesen bzw. interpretiert
werden konnen, b) die jeweiligen Stérken von Dar-
stellungen erkannt und genutzt werden sowie c) zwi-
schen einzelnen Darstellungen gewechselt werden
kann (z. B. Adu-Gyamfi, 2007; Barzel et al., 2005;
Bichter & Henn, 2010; Vollrath, 1989). Dabei wer-
den Darstellungswechsel in zweierlei Hinsicht als be-
sonders charakterisierend fur das Lernen von Funkti-
onen angesehen (z. B. Barzel et al., 2005; Humann
& Laakmann, 2011; Janvier, 1978; Leinhardt et al.,
1990; Shell Centre for Mathematical Education,
1985): Wie oben bereits angesprochen, unterstiitzen
multiple Darstellungen einerseits die Begriffsbil-
dung, und nur der Wechsel zwischen diesen Darstel-
lungen verdeutlicht deren zugrundeliegende Gemein-
samkeit bzw. mindert eine moégliche Kompartmenta-
lisierung oder das Gleichsetzen der Funktion mit ein-
zelnen ihrer Darstellungen (vgl. Duval, 2006; Niss,
2014). Andererseits werden diese zum Funktionsver-
standnis beitragenden Darstellungswechsel selbst
zum Lerngegenstand, um unterschiedliche Perspekti-
ven auf Funktionen einzunehmen (z. B. Doorman,
Drijvers, Gravemeijer, Boon & Reed, 2012; Zindel,
2019) sowie eine je nach Problemstellung geeignete
Darstellung nutzen zu konnen (z. B. Vollrath, 1989).
Vollrath beschreibt in diesem Zusammenhang aufer-
dem, dass durch das Nutzen multipler Darstellungen
keine zu starke Abhéngigkeit der Lernenden von ei-
ner bestimmten Darstellung entsteht.

Fur den Aufbau des Funktionsbegriffs spielen Grund-
vorstellungen von Funktionen eine bedeutende Rolle.
Vollrath (1989, S. 6) charakterisiert flr das soge-
nannte Funktionale Denken als ,,eine Denkweise, die
typisch fiir den Umgang mit Funktionen ist* drei
Grundvorstellungen (vgl. auch Malle, 2000): Funkti-
onen kénnen demnach als Zuordnung, Kovariation o-
der als Ganzes verstanden werden, wobei die ver-
schiedenen Darstellungen diese Grundvorstellungen
unterschiedlich stark betonen. So ist die Zuordnungs-
vorstellung bei punkteweiser Betrachtung eines
Funktionsgraphen sowie bei Betrachtung von zuei-
nander gehdérenden Wertepaaren einer Tabelle auf
den ersten Blick erkennbar, wéhrend sie in der Glei-
chung vor allem beim Berechnen eines konkreten
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Funktionswerts zutage tritt. Die Kovariationsvorstel-
lung tritt z. B. im Graphen hervor, wenn man die Ver-
anderung der y-Werte bei ,,Entlanglaufen an der x-
Achse in den Blick nimmt bzw. wenn man die (ge-
ordnete) Tabelle statt wertepaareweise — je nach Aus-
richtung der Tabelle — spalten- bzw. zeilenweise be-
trachtet. In der Funktionsgleichung ist die Kovariati-
onsvorstellung schwieriger erkennbar, da sie VVorwis-
sen Uber die jeweilige Funktionsklasse und die Be-
deutung der darin relevanten Parameter erfordert. Die
Wahrnehmung der Funktion als Ganzes meint, dass
Lernende in der jeweiligen Darstellung die Funktion
als mathematisches Objekt erkennen. Da dies im
Sinne einer umfassenden Begriffshildung nur durch
Einbezug von und Wechsel zwischen verschiedenen
Darstellungen maglich ist, spielen Darstellungs-
wechsel fiir den Aufbau dieser Grundvorstellung eine
wesentliche Rolle. Vollrath (1989, S. 16) schreibt
dazu: ,,Die Auspriagung des funktionalen Denkens
zeigt sich an der Fahigkeit, in unterschiedlichen Dar-
stellungen von Funktionen das Ganze der Funktion
zu erfassen und in der Fahigkeit, vom Einzelnen aufs
Ganze und umgekehrt vom Ganzen aufs Einzelne
,umzuschalten‘. Es ist also insgesamt festzuhalten,
dass Darstellungen von Funktionen und insb. die
Wechsel zwischen diesen nicht von den geschilderten
Grundvorstellungen zu Funktionen zu trennen sind.

Der Aufbau des Funktionalen Denkens als einem
Denken in Zusammenhéngen, Abhéngigkeiten und
Verénderungen ist sowohl im unterrichtlichen Kon-
text verschiedener Féacher als auch im Alltag fir Ler-
nende relevant. Insbesondere kommt es zum Einsatz,
wenn Problemstellungen aus realen oder innermathe-
matischen Kontexten beschrieben oder bearbeitet
werden (z. B. Biichter & Henn, 2010; Vollrath, 1989;
Wittmann, 2008). Diese Uberlegung verdeutlicht die
Bedeutung des curricularen Inhaltsbereichs ,,Funkti-
onaler Zusammenhang*. Laut den fiir diese Studie re-
levanten Bildungsstandards fir Klasse 8 (Land Ba-
den-Wurttemberg, 2004; vgl. auch KMK, 2004) sol-
len in diesem Kontext sprachliche, tabellarische, gra-
phische und algebraische Darstellungen von (linea-
ren) Funktionen verstanden, genutzt, interpretiert,
verglichen und gewechselt werden. Diese kdnnen in-
nermathematische und realitatsbezogene Zusammen-
hénge, Abhéngigkeiten und Veranderungen repré-
sentieren. Ubergeordnete Ziele der schulischen Aus-
einandersetzung mit (linearen) Funktionen sind also
einerseits die funktionenbezogene Begriffsbildung
und andererseits die Befahigung zum Nutzen von
Funktionen fur die Bearbeitung von Problemstellun-
gen. Darstellungswechsel spielen fur diese beiden
Zielsetzungen — wie oben bereits dargelegt — eine be-
deutsame Rolle.

Inhaltlich fokussiert die vorliegende Arbeit auf qua-
litative Betrachtungen funktionaler Zusammenhange

sowie auf (qualitative und) quantitative Betrachtun-
gen linearer Funktionen (zusammengefasst als soge-
nannte ,,Elementare® Funktionen*). Eine qualitative
Betrachtung meint, dass die Art eines Zusammen-
hangs zweier GroRenbereiche (z. B. Verdnderung
von Geschwindigkeit in Abhangigkeit von der Zeit)
in den Blick genommen wird. Daflr werden hier die
situative und die graphische Darstellung sowie der
Wechsel zwischen diesen adressiert. Bei quantitati-
ven Betrachtungen liegt der Fokus auf linearen Funk-
tionen mit der allgemeinen Gleichung y =mx + b.
Die Punkte des Graphen einer linearen Funktion lie-
gen auf einer Geraden, wobei der Parameter m die
konstante Steigung ausdruckt und der Parameter b
den y-Achsenabschnitt (z. B. Blicher & Henn, 2010).
Im Zusammenhang mit linearen Funktionen stehen
die situative, algebraische und graphische Darstel-
lungsform sowie der Wechsel zwischen diesen im
Fokus. Als mdglicher Zwischenschritt ist auch der
Ruckgriff auf eine Wertetabelle mdglich. Dieser
Teilbereich von Funktionen, der typischerweise in
Klasse 7 und 8 in der Unterrichtseinheit ,,lineare
Funktionen® thematisiert wird, wurde ausgewéhlt,
weil er in der Regel die erste formale Auseinander-
setzung von Lernenden mit Funktionen darstellt. Aus
diesem Grund erscheint der Aufbau belastbarer Kon-
zepte als Basis fiir die Weiterarbeit mit Funktionen in
folgenden Schuljahren besonders relevant. Insbeson-
dere der Darstellungswechsel zwischen Funktions-
graph und -gleichung, der fiir das weitere Arbeiten
mit Funktionen gerade im Rahmen der Analysis fun-
damental ist, wird in diesem Zusammenhang einge-
flhrt.

Die Ausflihrungen dieses Abschnitts umreien die
Komplexitat des Arbeitens mit Funktionen. In dieser
Hinsicht ist es nicht verwunderlich, dass zahlreiche
diesbezugliche Fehler und Lernschwierigkeiten in
der internationalen Literatur dokumentiert sind. Dies
mag verschiedene Griinde haben, wie beispielsweise
die Schwierigkeit, den abstrakten Charakter der in-
nermathematischen Darstellungen Funktionsgraph
und -gleichung zu erkennen (z. B. Vogel, 2006) oder
die Tatsache, dass zwischen Darstellungen gewech-
selt werden muss, die verschiedene Funktionseigen-
schaften unterschiedlich stark betonen und es deshalb
schwierig ist, sie direkt miteinander in Bezug zu set-
zen (z. B. Leinhardt et al., 1990; Niss, 2014). Zudem
ist generell zu beachten, dass der Einbezug vielfalti-
ger Darstellungen zwar zu einem vertieften Verstand-
nis eines (mathematischen) Inhalts beitragen mag
(vgl. Ainsworth, 2006), aber auch zu kognitiver
Uberlastung fiinren kann (vgl. Chandler & Sweller,
1991). Im né&chsten Abschnitt wird auf konkrete
Lernschwierigkeiten mit Darstellungswechseln bei
elementaren Funktionen eingegangen.




2.2 Lernschwierigkeiten mit Darstellungs-
wechseln bei elementaren Funktionen

Eine Vielzahl empirischer Studien belegen Schiiler-
schwierigkeiten mit Darstellungswechseln bei Funk-
tionen. Allerdings ist zu vermuten (oder zumindest
denkbar), dass Verschiedenheiten im curricularen,
kulturellen oder zeitlichen Kontext Auswirkungen
auf die jeweilige Befundlage haben. Aufgrund der
raumlichen und zeitlichen Nahe zur vorliegenden Ar-
beit erscheint die Studie von Nitsch (2015) zu
Schwierigkeiten bei Darstellungswechseln ein sinn-
voller Ankniipfungspunkt zu sein. Eine empirische
Uberpriifung in unseren Lehr-Lernkontexten vor Ort
ist in Anbetracht der genannten moglichen Verschie-
denheiten zusatzlich zu leisten. Im Folgenden wird
also insbesondere auf Schilerschwierigkeiten mit
elementaren Funktionen eingegangen, wie sie auch
von Nitsch untersucht wurden. Mit der Bezeichnung
typisch sind in Anlehnung an Nitsch Fehler bzw.
Lernschwierigkeiten gemeint, die hdufig festgestellt
wurden. Diese kénnen sich bei Individuen zusatzlich
tiber mehrere Aufgaben konsistent in einem soge-
nannten Fehlermuster zeigen (vgl. Nitsch, 2015).

Eine seit Langem dokumentierte Schwierigkeit be-
steht darin, dass Lernende beim graphisch-algebra-
ischen Darstellungswechsel den x-Achsenschnitt-
punkt an Stelle der Steigung oder des y-Achsenab-
schnitts verwenden (z. B. Moschkovich, 1990, 1999;
Schoenfeld, 1993). In der Studie von Nitsch (2015)
fokussierten 25,7 % der Lernenden Giber zwei Aufga-
ben hinweg beim Darstellungswechsel von Graph zu
Funktionsgleichung auf den x-Achsenschnittpunkt
anstatt der Steigung. Bei einer Aufgabe zum umge-
kehrten Darstellungswechsel wurde dieser Fehler
von 16,4 % der Lernenden gemacht. Das Auftreten
dieses Fehlers Fokus auf Achsenschnittpunkte deutet
auf ein unzureichendes Verstandnis der Bedeutung
der Parameter m und b hin. Auch weitere Fehlertypen
wie die Bildung des Kehrwertes der Steigung, Vor-
zeichenfehler oder die Verwechslung der Parameter
kénnen durch diesbeziigliche Verstandnisprobleme
erklart werden.

Darstellungswechsel mit Beteiligung einer Situati-
onsheschreibung scheinen fiir Schiler besondere
Schwierigkeiten zu bergen, da bei entsprechenden
Aufgaben — im Sinne des Modellierungskreislaufs —
zusatzlich zu innermathematischen Anforderungen
eine Ubersetzung zwischen Realitat und Mathematik
geleistet werden muss (z. B. Blum & Leiss, 2005;
Vogel, 2006). Bei der Ubersetzung einer Situations-
beschreibung in eine Funktionsgleichung identifi-
ziert Clement (1982) eine Fehlerquelle darin, dass die
Reihenfolge aus dem Text direkt auf die zu erstel-
lende Gleichung ubertragen wird. Die Bildung eines
sinnvollen Situationsmodells und darauf aufbauend
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eines mathematischen Modells im Rahmen des Mo-
dellierungskreislaufs entfallt hierbei. Fehler im Sinne
dieser Uberbetonung der Textreihenfolge stellte auch
Nitsch (2015) bei 12,7 % der befragten Lernenden
tber drei Aufgaben hinweg fest.

Eine im internationalen Kontext intensiv beforschte
Lernschwierigkeit stellt der Graph-als-Bild-Fehler
dar (z. B. Hadjidemetriou & Williams, 2001; Janvier,
1978; McDermott, Rosenquist & vanZee, 1987; Vo-
gel, 2006). Hierbei werden Oberflachenmerkmale ei-
nes Funktionsgraphen und einer Situation falschli-
cherweise aufeinander tbertragen. In der Studie von
Nitsch (2015) zeigte sich der Graph-als-Bild-Fehler
beim Zeichnen eines Funktionsgraphen zu einer ge-
gebenen Situation bei etwa 13,3 % der Schiler. Bei
Aufgaben im Single-Choice-Format kam er sowohl
beim Wechsel von Situation zu Graph als auch beim
umgekehrten Darstellungswechsel haufiger vor; etwa
7,2 % der Schiller machten diesen Fehler Gber drei
Aufgaben hinweg.

Ein weiterer in der Literatur dokumentierter Fehler
beim situativen Interpretieren von Funktionsgraphen
ist die Slope-Height-Confusion (z. B. Hadjideme-
triou & Williams, 2001; Janvier, 1978; McDermott et
al., 1987). Wie der Name indiziert, wird bei diesem
Fehler statt auf die Steigung eines Funktionsgraphen
auf dessen Hohe bzw. y-Wert an einer bestimmten
Stelle fokussiert. In der Untersuchung von Nitsch
(2015) trat die Slope-Height-Confusion bei zwei
Aufgaben zu linearen Weg-Zeit-Graphen bei 49,7 %
bzw. 14,4 % der Lernenden auf. Diese Diskrepanz
begriindet Nitsch mit gré3eren Schwierigkeiten beim
Vergleichen von Geschwindigkeiten zu einem Zeit-
punkt als in einem Zeitraum aufgrund einer mangeln-
den Vorstellung der Steigung in einem Punkt.

Wie in 2.1 erldutert, sind Darstellungswechsel funda-
mental fiir das Lernen von und Arbeiten mit Funkti-
onen. Insofern ist es als Ausgangspunkt fur die Ge-
staltung von effektivem Unterricht und insbesondere
die Initiierung von Schilerlernen bedeutsam, dass
Lehrkréfte typische diesbeziigliche Lernschwierig-
keiten kennen und die Schwierigkeit von entspre-
chenden Aufgaben (fir die eigenen Schiler) adaquat
einschatzen kénnen. Im nachsten Abschnitt wird ins-
besondere auf Wissen uiber Schiilerfehler und Aufga-
benschwierigkeit als bedeutsame Komponente von
Lehrerprofessionswissen auch im Zusammenhang
mit (Darstellungswechseln bei) elementaren Funkti-
onen eingegangen.

2.3 Lehrerprofessionswissen im Zusam-
menhang mit elementaren Funktionen

Das Professionswissen von Lehrkraften gilt als ein
wesentlicher Faktor fiir das Gelingen von Lernpro-
zessen (z. B. Baumert et al., 2010; Bromme, 1992).
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Shulmans (1987) Konzeptualisierung insbesondere
von fachdidaktischem Wissen wurde in weiteren the-
oretischen Modellen zur Lehrerexpertise aufgegrif-
fen und bildet so auch die Grundlage zahlreicher em-
pirischer Studien. Beispielsweise unterteilen Ball und
Kollegen (2008) das fachdidaktische Wissen von
Mathematiklehrkréften in das knowledge of content
and students, das knowledge of content and teaching
und das knowledge of content and curriculum. Das
knowledge of content and students (KCS) schlief3t
unter anderem das Nachvollziehen von Schulerden-
ken, die Kenntnis verbreiteter (Fehl-)Konzepte und
Lernschwierigkeiten sowie die Einschatzung von
Aufgabenschwierigkeit ein. Lehrerwissen tiber Schi-
lerdenken und Aufgaben(-schwierigkeit) wird auch
in weiteren mathematikdidaktischen Forschungskon-
texten operationalisiert, wie etwa im Bereich der For-
schung zu professionellen Kompetenzen von Lehr-
kraften (z. B. Blomeke, Kaiser & Lehmann., 2008;
Kunter et al., 2011) oder zu ihrer diagnostischen
Kompetenz. Letztere fallt im Sinne des Modells von
Ball et al. (2008) weitgehend mit der Wissensfacette
KCS zusammen.

Weinert (2000, S. 16) definiert diagnostische Kom-
petenz als ,,Biindel von Fahigkeiten, um den Kennt-
nisstand, die Lernfortschritte und die Leistungsprob-
leme der einzelnen Schiler sowie die Schwierigkei-
ten verschiedener Lernaufgaben im Unterricht fort-
laufend beurteilen zu kdnnen, sodass das didaktische
Handeln auf diagnostischen Einsichten aufgebaut
werden kann®“. In der Empirischen Bildungsfor-
schung wird diagnostische Kompetenz héufig lber
die Ubereinstimmung von Lehrereinschatzung und
tatsachlicher Schulerleistung operationalisiert (vgl.
Urteilsgenauigkeit, z. B. Leuders, Dorfler, Leuders &
Philipp, 2017). Empirische Studien bestatigen einer-
seits die Bedeutung fachdidaktischen Wissens bzw.
diagnostischer Kompetenz fur Lernerfolg auf Schi-
lerebene (z. B. Anders, Kunter, Brunner, Krauss &
Baumert, 2010; Baumert et al., 2010; Carpenter,
Fennema, Peterson, Chiang & Loef, 1989; Kunter et
al., 2011), zeigen andererseits aber auch diesbezlgli-
che Schwachen von (angehenden) Mathematiklehr-
kréaften. So stellen Nathan und Koedinger (2000) in
Bezug auf arithmetische und algebraische Problem-
l6seaufgaben fest, dass lediglich unter Lehrkraften
der Middle School die Einschatzung von Aufgaben-
schwierigkeit signifikant mit der empirischen
Schwierigkeit (operationalisiert ber die Lésungsra-
ten) korreliert ist. Lehrkrafte der Grundschule und
der Highschool tendieren dieser Studie zufolge
falschlicherweise dazu, realitdtshezogene Aufgaben
in ihrer Schwierigkeit zu tber- und formal-abstrakte
Aufgaben zu unterschatzen. Die Autoren flhren die
niedrigen Ubereinstimmungen demnach einerseits
darauf zurick, dass viele Lehrkrafte das Lodsen

abstrakter innermathematischer Aufgaben als Vo-
raussetzung fur das Ldsen von Anwendungsaufgaben
betrachten (,,symbol-precedence). Andererseits flh-
ren sie aus, dass Highschool-Lehrer sich aufgrund ih-
rer fachwissenschaftlichen Expertise nur schwer in
die Probleme ihrer Schiler hineinversetzen kénnen
(,,Expert-Blind-Spot*). In der vorliegenden Studie
werden Lehrkrafte der Sekundarstufe | fokussiert,
deren Studium am ehesten vergleichbar mit Middle-
bzw. Highschool-Lehrkraften ist. Auch da die Be-
funde von Nathan und Koedinger in Bezug auf diese
beiden Gruppen unterschiedlich ausfallen, stellt sich
die Frage, inwieweit dies auf Lehrkréfte hierzulande
Ubertragbar ist.

In Bezug auf den Inhaltsbereich Funktionen konsta-
tieren Hadjidemetriou und Williams (2002) eine mit-
telmaRige Ubereinstimmung von durch Lehrkrafte
geschatzten und empirisch ermittelten Aufgaben-
schwierigkeiten. Grunde daflr identifizieren die Au-
toren einerseits in Schwéchen des Fachwissens sowie
des fachdidaktischen Wissens bezuglich typischer
Fehler oder Lésungsmdglichkeiten von vorgelegten
Aufgaben. Andererseits wurden — aufgrund der Do-
minanz von innermathematischen Aufgaben in der
Unterrichtseinheit Funktionen — die Schwierigkeit
von innermathematischen Aufgaben haufig unter-
und die Schwierigkeit von Aufgaben mit Realitatsbe-
zug Uberschatzt (vgl. Nathan & Koedinger, 2000).
Diese Unterrichtskultur begriindete auch, dass die
Lehrkrafte vor allem Fehler in Bezug auf innermathe-
matische Aufgaben kannten. VVon den in 2.2 genann-
ten Schwierigkeiten waren vor allem die Slope-
Height-Confusion (bei fiinf von 12 Lehrern) und der
Graph-als-Bild-Fehler (bei acht von 12 Lehrern) be-
kannt, wobei das Wissen Uber typische Fehler in der
Stichprobe stark streute. Die Autoren machen keine
Detailangaben zur Lehrerfahrung oder Ausbildung
der befragten Probanden, beschreiben diese aber ins-
gesamt als ,,knowledgeable® (S. 2). Inwieweit die ge-
schilderten Befunde auf Lehrkrafte hierzulande als
potentielle Fortbildungsteilnehmer Ubertragen wer-
den konnen, ist auch aufgrund dieser fehlenden An-
gaben zum Hintergrund der Lehrkrafte nur schwer zu
beurteilen.

Ostermann und Kollegen (2015) wie auch Busch und
Kollegen (2015) berichten Befunde aus Stichproben
mit vergleichbarer Lehramtsausbildung zur vorlie-
genden Studie. So stellen Ostermann et al. in einer
Interventionsstudie einen Zusammenhang zwischen
fachdidaktischem Wissen bezuglich Lernschwierig-
keiten mit Funktionen und der Einschatzung von ent-
sprechenden Aufgabenschwierigkeiten fest. Darber
hinaus zeigen die Autoren, dass (angehende) Mathe-
matiklehrkrafte insbesondere die Ldsungshdufigkei-
ten von Aufgaben mit Einbezug eines Funktionsgra-
phen uberschétzen. Insgesamt zeigte sich, dass sich
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die Uberschatzung von Losungshaufigkeiten vom
Studium Uber das Referendariat bis hin zum Schul-
dienst verringert. Konkretere Angaben zum Zusam-
menhang mit der Lehrerfahrung werden jedoch nicht
gemacht. Die Studie von Busch und Kollegen (2015)
dokumentiert, dass auch unter praktizierenden Lehr-
kréften Schwachen im fachdidaktischen Wissen be-
zlglich Lernschwierigkeiten bei Funktionen anzu-
treffen sind.

Die zitierten Studien legen trotz ihrer Heterogenitét
nahe, dass Lehrkrafte in vielen Féallen Nachholbedarf
beziiglich ihres Wissens Uber typische Lernschwie-
rigkeiten bzw. ihrer Einschdtzung von Aufgaben-
schwierigkeiten haben. Wie in den letzten Absétzen
angesprochen, ist es schwierig zu beurteilen, inwie-
weit die berichteten Befunde auf Lehrkréfte hierzu-
lande Ubertragbar sind. Dies liegt u. a. daran, dass die
Lehramtsausbildung der Probanden z. B. aufgrund
von curricularen, kulturellen oder zeitlichen Unter-
schieden variieren. Zudem finden sich in der zitierten
Literatur nur wenige Angaben zum Hintergrund der
Probanden, beispielsweise zu deren Lehrerfahrung.
Informationen hierzu erscheinen aber bedeutsam,
wenn man sich im Sinne des Experten-Novizen-Pa-
radigmas bewusst macht, dass Lehrkraften mit zu-
nehmender (reflektierter) Unterrichtspraxis ein fle-
xibleres und besser vernetztes Professionswissen ent-
wickeln (Berliner, 2004). Empirische Studien wie
TEDS-M, TEDS-FU oder COACTIV-R bestatigen
hohere Werte im (allgemeinen) mathematikdidakti-
schen Wissen mit fortschreitendem Studium (z. B.
Blomeke, Schwarz, Kaiser, Seeber & Lehmann,
2009; Buchholtz & Kaiser, 2013) bzw. beim Uber-
gang vom Studium in die ersten Jahre der Unter-
richtspraxis (z. B. Blomeke et al., 2014; Kleickmann
etal., 2013). Setzt man diese Befunde aus der Berufs-
einstiegsphase in Bezug zu Ergebnissen aus COAC-
TIV, wonach Lehrerfahrung und Wissensniveau
praktizierender Mathematik-Lehrkrafte kaum korre-
liert sind (z. B. Krauss et al., 2008), so veréndert sich
das fachdidaktische Lehrerprofessionswissen im All-
gemeinen anscheinend gerade bei Berufsanfangern
stark. Empirische Ergebnisse zum fachdidaktischen
Wissen inshesondere von Junglehrern in Bezug auf
den mathematischen Inhaltsbereich elementarer
Funktionen liegen unseres Wissens nicht vor und las-
sen sich — wie obige Ausfihrungen illustrieren — aus
den vorliegenden Studien kaum sinnvoll ableiten. Da
einerseits gerade in der Berufseinstiegsphase Unter-
stitzungsangebote wie Fortbildungen besonders hilf-
reich fir eine positive Entwicklung des Professions-
wissens erscheinen (Blémeke & Kaiser, 2015; BI6-
meke et al., 2014), andererseits viele Junglehrer auf-
grund der noch vergleichsweise geringen Unter-
richtspraxis vermutlich einem besonders hohen
Workload ausgesetzt sind, sollten entsprechende
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FortbildungsmaRnahmen maglichst zielgenau an die
Bedurfnisse potentieller Teilnehmer vor Ort ange-
passt sein. In diesem Sinn soll die vorliegende Studie
gleichermaBen konkrete Implikationen fir die Ent-
wicklung einer spezifischen Lehrerfortbildung als
auch einen Beitrag zur Grundlagenforschung liefern,
indem die geschilderte Forschungsliicke zu fachdi-
daktischem Wissen im Bereich elementarer Funktio-
nen von Junglehrern in exemplarischer Weise ge-
schlossen wird. Im folgenden Abschnitt 2.4 wird das
Forschungsdesiderat dieser Studie konkreter be-
schrieben.

2.4 Forschungsdesiderat

Angesichts der Bedeutung von Darstellungswechseln
fur den verstandigen Umgang mit Funktionen
(vgl. 2.1) sowie einer Vielzahl entsprechender Schii-
lerfehler auch im Bereich elementarer Funktionen
(vgl. 2.2) erscheint diesbeziugliches mathematikdi-
daktisches Wissen von Lehrkréaften notwendig, um
effektive Lehr-Lern-Prozesse zu gestalten. Die unter
2.3 dokumentierten Schwachen im Lehrerprofessi-
onswissen begriinden die oben bereits dargelegte In-
tention des Projekts ProfiL9, eine Lehrerfortbildung
mit Fokus auf Lernschwierigkeiten mit Darstellungs-
wechseln bei elementaren Funktionen zu entwickeln.
Auch wenn Fortbildungen im Sinne eines lebenslan-
gen Lernprozesses sicher auch fir erfahrene Lehr-
krafte fruchtbar sein kénnen, erscheinen solche Un-
terstlitzungsmalRnahmen insbesondere fiir Junglehrer
wichtig: Blomeke und Kollegen (2014) betonen, dass
Junglehrer fiir eine positive Entwicklung Unterstut-
zung im Reflexionsprozess benétigen. In dieser Per-
spektive schlagen Blomeke und Kaiser (2015) konk-
ret Fortbildungen und Supervisionsphasen als For-
dermalRnahmen vor. Um Informationen zum bereits
vorhandenen Professionswissen im adressierten In-
haltsbereich von elementaren Funktionen zu erhalten,
auf die bei der Konzeption von Fortbildungsmalinah-
men zurlickgegriffen werden kann, fokussiert die
vorliegende Studie auf Junglehrer als Zielgruppe.

Da die oben berichteten empirischen Studien groR-
tenteils nicht aus den Lehr-Lernkontexten potentiel-
ler Fortbildungsteilnehmer stammen, soll in dieser
Studie gekl&rt werden, in welchem Umfang oben dar-
gestellte Lernschwierigkeiten mit Darstellungswech-
seln unter Schilern vor Ort anzutreffen sind; darlber
hinaus wird untersucht, wie das Wissen der jeweili-
gen Lehrkréfte Gber diese Lernschwierigkeiten aus-
geprégt ist und inwieweit ihre Einschdtzungen von
Aufgabenbearbeitungen in den eigenen Klassen em-
pirischen Ergebnisse entsprechen. Demnach ergibt
sich als Ziel dieser Studie zun&chst die empirische
Uberpriifung bisheriger Studienergebnisse bezogen
auf Schulerfehler mit Darstellungswechseln bei ele-
mentaren Funktionen und entsprechendem Lehrer-
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wissen in baden-wirttembergischen Lehr-Lernkon-
texten. Darlber hinaus soll ein Abgleich zwischen
Schiiler- und Lehrerebene weiteren Aufschluss dar-
uber geben, welche Lernschwierigkeiten fur potenti-
elle Fortbildungsteilnehmer relevant sind und dem-
nach in der zu entwickelnden Lehrerfortbildung the-
matisiert werden sollen.

Die konkreten Forschungsfragen lauten:

1) Wie erfolgreich 16sen die befragten Schiler die
vorgelegten Aufgaben zu Darstellungswechseln
bei elementaren Funktionen?

2) Wie verbreitet sind die Lernschwierigkeiten Fo-
kus auf Achsenschnittpunkte, Uberbetonung der
Textreihenfolge, Graph-als-Bild-Fehler und
Slope-Height-Confusion in dieser Stichprobe?

3) Inwieweit kennen bzw. erkennen die jeweiligen
Mathematiklehrkréfte diese Fehler?

4) Konnen die untersuchten Mathematiklehrkrafte
einschatzen, wie erfolgreich die vorgelegten
Aufgaben in den eigenen Klassen geldst werden?

Mit der Untersuchung dieser Forschungsfragen ver-
breitert diese Studie die empirische Basis bestehen-
der Befunde, da einerseits ein direkter Bezug von
Lehrerwissen bzw. -einschétzung zur jeweiligen
Klasse hergestellt werden kann, wéhrend bei den
oben berichteten Studien Ergebnisse auf Lehrerebene
gemittelt / zusammenfassend betrachtet wurden bzw.
in Bezug zu einer den Lehrkréften unbekannten
Schilergruppe gesetzt wurden. Andererseits wird in
dieser Studie eine Gruppe sehr junger Lehrkréfte be-
trachtet, die aufgrund ihrer geringen Lehrerfahrung
eine geeignete Zielgruppe fir eine Fortbildung repra-
sentiert (vgl. Blomeke & Kaiser, 2015; Blomeke et
al., 2014). Zudem sind unseres Wissens keine Be-
funde zu (funktionen-)spezifischen Facetten des Pro-
fessionswissens von Junglehrern dokumentiert.

Da in Hinblick auf die zu entwickelnde Lehrerfortbil-
dung die Erfassung eines lokalen Status Quo im Vor-
dergrund steht, soll der Vergleich von geschatzten
und empirischen Losungshadufigkeiten rein deskriptiv
vorgenommen werden und fokussiert nicht wie an-
dere Studien zur Diagnosekompetenz auf eine Ur-
teilsgenauigkeit im Sinne von Korrelationen. Eine
Fokussierung sowohl auf Lehrerwissen bezlglich ty-
pischer Schulerfehler als auch auf die Einschatzung
von Aufgabenbearbeitungen in den eigenen Klassen
erscheint im Kontext der vorliegenden Studie sinn-
voll, da durch den Einbezug beider Aspekte ein mog-
lichst umfassendes Bild aus der Schulpraxis abgebil-
det werden kann. Insbesondere kénnen auf diesem
Weg entsprechende Zusammenhange in den Blick
genommen werden.

3. Methode

3.1 Stichprobe und Kontext der Studie

In dieser Studie nahmen 80 Schuler aus vier Klassen
sowie deren Mathematiklehrkrafte teil. Alle Klassen
stammen aus demselben Schulzentrum aus einem
Randbezirk einer baden-wirttembergischen GroR-
stadt. Da elementare Funktionen in Gymnasium und
Realschule in unterschiedlichen Jahrgangsstufen the-
matisiert werden, nahmen eine siebte Gymnasial-
klasse und drei achte Realschulklassen teil. Die Gym-
nasialklasse (im Folgenden Klasse G) bestand aus 15
Jungen und 14 Madchen im Alter zwischen 12 und
14 Jahren (M = 12,8; SD = 0,6) wahrend die Teilneh-
menden aus den drei Realschulklassen jeweils zwi-
schen 13 und 16 Jahren alt waren. Realschulklasse
RSA bestand aus 10 Jungen und 6 M&dchen (Alter:
M =14,4; SD = 0,8), Realschulklasse RSB aus 8 Jun-
gen und 10 Madchen (Alter: M = 14,3; SD =0,7) und
Realschulklasse RSC aus 11 Jungen und 6 Madchen
(Alter: M = 14,2; SD = 0,6). In den Realschulklassen
fehlten am Befragungstag aus unbekannten Griinden
einige Schiler (RSA: 5 Schuler; RSB: 2 Schiiler;
RSC: 3 Schiiler). Laut Einschatzung des jeweiligen
Mathematiklehrers herrschte in Klasse G eine eher
Uberdurchschnittliche Leistungsstarke vor. Klasse
RSA verfligte Uber ein durchschnittliches Leistungs-
niveau, die Klassen RSB und RSC wurden als eher
unterdurchschnittlich leistungsstark eingeschatzt.

Die Lehrkréfte befanden sich zum Zeitpunkt der Stu-
dienteilnahme am Anfang ihrer Berufstétigkeit. Inso-
fern konnen sie als exemplarische Vertreter von
Junglehrkraften aufgefasst werden, fir die Fortbil-
dungsangebote besonders fruchtbar erscheinen, um
ihr Lehrerprofessionswissen positiv zu entwickeln
(Blomeke & Kaiser, 2015; Blémeke et al., 2014). In
Hinblick auf die Exploration des Bedarfs an einer zu
entwickelnden Lehrerfortbildung erscheint diese
Zielgruppe demnach als geeignet. Der Lehrer der
Gymnasialklasse (im Folgenden Herr Ginger) hatte
Mathematik als Hauptfach studiert und befand sich
bei Studienteilnahme am Ende seines ersten Schul-
jahres nach dem Referendariat. Zu diesem Zeitpunkt
hatte er lineare Funktionen zweimal in Klasse 7 und
zweimal in Klasse 8 unterrichtet. Herr Ginger berich-
tete, dass er wahrend der Unterrichtseinheit zu linea-
ren Funktionen in Klasse G abgesehen von Textauf-
gaben und Fullgraphen keine Aufgaben mit situativer
Bedeutung behandelt habe. Er wiirde die Schiiler re-
gelméBig in eigenen Worten ,,rezeptartige Anleitun-
gen fur abstrakte Darstellungswechsel schreiben las-
sen.

Der Lehrer der Realschulklasse RSA (Herr Albert)
hatte Mathematik als Nebenfach gewahlt und nach
dem Referendariat drei Schuljahre unterrichtet.
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Lineare Funktionen hatte er bereits mit zwei 8. Klas-
sen thematisiert. Herr Albert habe im Zusammen-
hang mit linearen Funktionen in seiner Klasse nicht
situativ gearbeitet und insbesondere keine Textaufga-
ben behandelt. Er lege den Fokus auf abstrakte Dar-
stellungswechsel und gabe seinen Schiilern algorith-
mische Hilfen fur deren Realisierung.

Die Lehrerin von Klasse RSB (Frau Beck) hatte Ma-
thematik ebenso als Nebenfach studiert und befand
sich am Ende ihres ersten Schuljahres nach dem Re-
ferendariat. Funktionen in Klasse 8 hatte sie zum
Zeitpunkt der Studienteilnahme erst einmal unter-
richtet. Frau Beck nannte Situierungen zwar als Ver-
standnishilfe bei Problemen mit dem Vorzeichen der
Steigung, sei sonst im Unterricht aber nur im Zusam-
menhang mit Textaufgaben explizit darauf eingegan-
gen.

Realschulklasse RSC wurde von einem Lehrer in sei-
nem zweiten Referendariatsjahr unterrichtet (,,Herr
Cesar*). Mathematik besaR in seinem Studium einen
vergleichsweise geringen Stellenwert (,,affines
Fach®). Lineare Funktionen hatte er im Referendariat
mit zwei 8. Klassen behandelt. Herr Cesar gab an,
dass er Aufgaben zur situativen Interpretation von
Funktionsgraphen nicht behandelt und lediglich das
Vorzeichen der Steigung situativ illustriert habe.
Zum Steigungsdreieck habe er eine algorithmische
Merkhilfe gegeben.

Im Rahmen dieser Evaluationsstudie standen den
Schilern 45 Minuten zur Bearbeitung eines Paper-
Pencil-Tests (siehe 3.2) zur Verfugung, wobei die
meisten Lernenden deutlich weniger Zeit daflir beno-
tigten. Um langfristige Lerneffekte sowie typische
Lernschwierigkeiten und Fehler unabhéngig von
kurzfristig gelernten Algorithmen festzustellen, er-
folgten die Testungen einige Zeit nach Behandlung
der Unterrichtseinheit Funktionen. Der genaue Zeit-
punkt der Befragung wurde durch die Schulleitung
bzw. die Lehrkrafte festgelegt und lag in den Klassen
G, RSA und RSC ungefahr 6 Monate und in Klasse
RSB etwa 4 Monate nach Abschluss der Unterrichts-
einheit.

Die Daten auf Lehrerebene wurden durch videogra-
phierte Leitfadeninterviews (ca. 45 — 55 Minuten) er-
hoben. Der Hauptteil dieser Interviews bestand darin,
dass den jeweiligen Mathematik-Lehrkraften zu je-
dem Aufgabentyp des Schillertests exemplarisch eine
Aufgabe vorgelegt wurde (Details siehe 3.2). Schi-
ler- und Lehrerbefragungen fanden jeweils am glei-
chen Tag statt. Die Schulleitung vor Ort terminierte
die Befragungen so, dass in den Klassen G und RSA
das Lehrerinterview vor dem Schilertest lag, wah-
rend in den Klassen RSB und RSC zuerst die Schi-
lerbefragung stattfand.
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3.2 Eingesetzte Instrumente
3.2.1 Schulertest

Um die unter 2.2 erlauterten Lernschwierigkeiten bei
Darstellungswechseln nachzuweisen, wurde gréfiten-
teils auf Aufgaben eines Erhebungsinstruments von
Nitsch (2015) mit offenen und Single-Choice-Aufga-
ben zurlckgegriffen. Die jeweils drei Distraktoren
der Single-Choice-Aufgaben bilden von Nitsch er-
mittelte typische Fehler ab (S. 190). Zusétzlich wur-
den einige Items mit analogen Aufgabenstellungen
entwickelt, so dass im Test von jedem Aufgabentyp
ein offenes und zwei Single-Choice-Items enthalten
waren. Dies hat den Vorteil, dass uber die offenen
Items eine grof3e Vielfalt verschiedener Fehlertypen
explorativ erhoben werden konnte und gleichzeitig
tber die Single-Choice-ltems auf ékonomische Art
aus anderen Studien bekannte und ggfs. implizit vor-
handene Lernschwierigkeiten fokussiert werden
konnten. Zudem konnte durch die Gesamtschau aller
Items eines Aufgabentyps die Konsistenz von Fehler-
mustern vertieft analysiert werden — selbst wenn bei
offenen Aufgaben vermehrt Missings auftraten. Ein
durch Projektmitarbeiter mit mehrj&hriger Schulpra-
xis vorgenommener Abgleich der verwendeten Auf-
gaben mit dem giiltigen Bildungsplan (Land Baden-
Wirttemberg, 2004; KMK, 2004) bestatigt die Auf-
gaben als typisch fur die Unterrichtseinheit Funktio-
nen in Klasse 7/8.

Insgesamt sechs Aufgaben priften die Lernschwie-
rigkeit Fokus auf Achsenschnittpunkte ab (siehe
Ubersicht in Tabelle 1). In drei dieser Aufgaben war
zu einem gegebenen Graphen eine Funktionsglei-
chung gesucht (vgl. Anhang, Tabelle 2: FAL), in
ebenso drei Aufgaben sollte zu einer gegebenen Glei-
chung der Graph gezeichnet bzw. ausgewahlt werden
(vgl. Anhang, Tabelle 2: FA4). Drei weitere Aufga-
ben Uberpriiften, inwieweit die Schiiler beim Aufstel-
len einer Funktionsgleichung aus einer gegebenen Si-
tuationsbeschreibung (Textaufgabe) die Textreihen-
folge auf die Reihenfolge der Parameter in der Glei-
chung ubertrugen (vgl. Anhang, Tabelle 2: TR1). Der
Graph-als-Bild-Fehler wie auch die Slope-Height-
Confusion wurden ebenso durch jeweils drei Aufga-
ben abgefragt (vgl. Anhang, Tabelle 2: Graph-als-
Bild-Fehler GB1 und GB2; Slope-Height-Confusion
SH1). Zusétzlich gab es im Schiilertest noch drei wei-
tere Aufgaben zur Interpretation von Funktionsgra-
phen und drei Aufgaben mit Fokus auf Begriffswis-
sen, die im vorliegenden Artikel nicht thematisiert
werden.
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Bezeichnung der Aufgabena;iizg
Lernschwierigkeit Offen Choice
Fokus auf Achsenschnittpunkte 2 4
Uberbetonung der Textreihen- 1 2
folge bei Textaufgaben
Graph-als-Bild-Fehler 1 2
Slope-Height-Confusion 1 2

Tab. 1: Anzahlen und Formate der Schilleraufgaben.

Alle Fragebogen wurden von zwei unabhéngigen Ra-
tern anhand eines in dieser Studie entwickelten Code-
books zur Kategorisierung typischer Lernschwierig-
keiten eingegeben. Die Ubereinstimmung der Rater
(Cohen’s Kappa) lag fiir die hier thematisierten Auf-
gaben zwischen 0,96 und 1,0. Die nicht tibereinstim-
menden Codierungen wurden in einem zweiten
Durchgang von den Ratern besprochen, so dass in al-
len Féllen ein Konsens erreicht wurde. In einigen der
Aufgaben wurden die Lernenden dazu aufgefordert,
ihr Vorgehen bei der Bearbeitung der jeweiligen Auf-
gabe zu beschreiben. Diese Beschreibungen wurden
zur Beleuchtung von Fehlerursachen verwendet, so
dass bei einer fehlenden Beschreibung die jeweilige
Aufgabe nicht grundsétzlich als falsch oder unvoll-
stdndig gewertet, sondern die aus der Schiilerbearbei-
tung am plausibelsten erscheinende Codierung ge-
wahlt wurde.

3.2.2 Leitfaden der Lehrerinterviews

Um bestehende Hypothesen direkt Uberpriifen, aber
bei Bedarf auch AuRerungen weiterentwickelnd ex-
plorieren zu kdnnen, wurde fir die Lehrerbefragung
eine stark strukturierte Interviewform gewéhlt. Vor
dem Einsatz in dieser Studie wurde der entwickelte
Interviewleitfaden unter Mathematik-Lehramtsstu-
dierenden und -Lehrkréften pilotiert. Im Folgenden
wird der fir diese Studie relevante Teil des Uberar-
beiteten Interviewleitfadens vorgestellt.

Den Lehrkréften wurden sechs Aufgaben zu Darstel-
lungswechseln aus dem Schiilertest vorgelegt (siehe
Anhang, Tabelle 2 links), die sie sich in Ruhe an-
schauen und den Einsatz in der eigenen Klasse vor-
stellen sollten. Die Abfolge von Fragen war grund-
sdtzlich immer die gleiche: Zuerst wurde eruiert, wel-
che typischen Fehler und Lernschwierigkeiten die
Lehrkrafte bei der jeweiligen Aufgabe in der eigenen
Klasse erwarteten (,,Welche typischen Fehler / Lern-
schwierigkeiten erwarten Sie bei dieser Aufgabe in
Ihrer Klasse?*). Anschlieflend wurde ein aus der Li-
teratur abgeleiteter Schilerfehler gezeigt (siehe An-
hang, Tabelle 2 rechts) und nach einer méglichen zu-
grundeliegenden Vorstellung gefragt (,,Wir haben die
Aufgabe einer Klasse vorgelegt. XY hat die Aufgabe
folgendermaRen geldst... Welche Vorstellung kdnnte
dahinterliegen? Bitte begriinden Sie!*) Die Lehrer
sollten sich ebenso dazu &uRern, ob sie die

vorgelegten Fehler in der eigenen Klasse erwarten
wirden. AbschlieBend sollten sie einschatzen, wie
viele Lernende der eigenen Klasse die Aufgabe in ei-
ner bestimmten Art [6sen wiirden (,,Was meinen Sie,
wie viele der Lernenden lhrer Klasse in etwa diese
Aufgabe richtig l6sen kdnnten / diesen Fehler ma-
chen wiirden?*). Nach jeder Aufgabe sowie am Ende
des Interviews erhielten die Lehrkrafte die Gelegen-
heit, weitere Uberlegungen zu den besprochenen
Aufgaben bzw. allgemeiner Art zu duBern. Im letzten
Teil der Interviews wurden die in 3.1 geschilderten
Daten zum Mathematikstudium und zur Unter-
richtserfahrung erhoben.

3.3 Auswertung und Ergebnisprasentation

Die Lehrerinterviews wurden mit Kamerafokus auf
die besprochene Aufgabe videographiert. Dieses
Vorgehen ermdglichte auf 6konomische Art die Do-
kumentation der LehrerdufRerungen sowie mdglicher
skizzierter Bemerkungen oder Veranschaulichungen.
Aus den mindlichen AuBerungen der Lehrerinter-
views wurden lediglich die Teile transkribiert, die zur
Beantwortung der Forschungsfragen unmittelbar re-
levant erschienen. Zusatzlich wurden bedeutsam er-
scheinende Nebenerscheinungen notiert, wie z. B.
schriftliche Erganzungen, Pausen flir 1angeres Nach-
denken, Nachfragen von beiden Seiten, oder auch im
Nachhinein erganzte Bemerkungen. Da die Schwer-
punkte der Interviewauswertung durch die For-
schungsfragen bereits im Vorfeld festgelegt worden
waren, spiegeln die in Abschnitt 4 berichteten Ergeb-
nisse auf Lehrerebene eher objektiv erfassbare As-
pekte und weniger Interpretationen der gegebenen
Lehrerantworten wieder.

Die im Ergebnisteil angefihrten Fehlerhdufigkeiten
wurden mit SPSS 22 ermittelt. Im Folgenden wird
zunachst eine detaillierte Ubersicht der Ergebnisse
auf Schiiler- und Lehrerebene in Form von Tabelle 3
prasentiert. Diese enthélt nach Fehlertypen und
Schulklassen geordnet auf der linken Seite Informa-
tionen auf Schulerebene. Neben der Aufgabenbe-
zeichnung finden sich hier Angaben zu absoluten und
relativen Haufigkeiten korrekter Antworten, des je-
weils fokussierten Fehlers und von Missings. Dabei
sind die relativen Haufigkeiten richtig gelster Auf-
gaben bzw. konkreter Fehler als glltige Prozent an-
gegeben, d. h. als Bezugspunkt wird jeweils die An-
zahl der in der entsprechenden Klasse bearbeiteten
Aufgaben zu Grunde gelegt. Durch diese Angabe
steht der Vergleich der gegebenen Antworten im
Vordergrund und wird nicht durch die Anzahl von
Missings verzerrt. Zuséatzlich wird zu jeder Aufgabe
die Haufigkeit der Missings angegeben, da dies zu-
mindest bei offenen Aufgaben als ein Indikator flr
eine subjektive Schwierigkeitsempfindung betrachtet
werden kann.
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Schiilerebene Lehrerebene
Fehlertyp 1: Fokus auf Achsenschnittpunkte
Klasse Auf- Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Fehler... Geschatzte Lo-
gabe korrekt ge-  Fokus auf Missings bekannt/ erkannt/ erwartet sungshaufigkeit
l6st Achsen jetzt (und nach UE)
FA1* 10 (52,6 %) 4(21,1%) 10(34,5%) nein nein nein 15
G FA2** 9(32,1%) 12(42,9 %) 1 (3,4%) (19 -22)
n=og FA3** 8(29,6%) 14(51,9%) 2 (6,9%)
FA4* 7 (31,8 %) 2 (9,1%) 7(24,1%) nein ja selten 15
FAS** 14 (483%) 12(41,4%) O (19-22)
FA6**  10(34,5%) 17(586%) O
FA1* 3 (50,0 %) 0 10 (62,5 %)  nein ja nein Etwas weniger als
RSA FA2** 3(21,4 %) 7(50,0%)  2(12,5%) 6-7
no1s FAI* 4(286%)  9(643%) 2(125%) (6-7)
FA4* 3 (25,0 %) 0 4 (25,0 %) | nein nein nein 6-8
FAS** 5(31,3%) 11(688%) O (8)
FAG** 4 (26,7 %) 10 (66,7 %) 1 (6,3%)
FAL1* 0 7(58,3%) 6(33,3%) | nein nein nein Deutlich weniger
rep | A2 1 (59%) 13(765%) 1 (56%) als 8-12
no1g FAIY 2(118%) 12(706%) 1 (56%) =iz
FA4* 0 6 (33,3 %) 0 nein ja nein 5-6
FAS** 2(11,8%) 13(76,5%) 1 (5,6 %) (10)
FAG** 0 14 (82,4 %) 1 (56%)
FA1* 2 (14,3 %) 8(57,2%) 3(17,6%) nein ja nein 6
RSC FA2** 0 13(76,5%) 1 (5,9 %) (15)
n=17 FA3** 1 (59%) 13(76,5%) O
FA4* 0 2 (16,7 %) 7 (24,1 %) | nein nein nein 6
FAS** 1(17,6%) 13(76,5%) O (15)
FAG** 0 16(94,1%) O
Fehlertyp 2: Uberbetonung der Textreihenfolge bei Textaufgaben
Klasse Auf- Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Fehler... Geschéatzte Lo6-
gabe Korrekt ge-  Fehler Text-  Missings bekannt/ erkannt/ erwartet sungshaufigkeit
I6st reihenfolge jetzt (und nach UE)
G TR1* 11 (37,9 %) 1 (2,4%) 0 nein nein nein 10-20
n=29 TR2**  23(82,1%) 2 (71%) 1 (3,4%) (20)
TR3** 19 (67,9 %) 4(143%) 1 (3,4%)
RSA TR1* 0 0 8 (50,0 %) ' nein nein nein 1
n=16  TR** 8 (57,1 %) 5(357%) 2(12,5%) (ebenso)
TR3** 6 (40,0 %) 7(46,7%) 1 (6,3%)
RSB TR1* 0 1 (10,0 %) 8 (44,4 %) ' nein nein nein Weniger als 3
n=18  TR2** 5(29,4 %) 11 (64,7 %) 1 (5,6%)
TR3** 3(18,8%) 13(81,3%) 2(11,1%)
RSC TR1* 0 0 12 (70,6 %) ja ja ja (3 bis 4)
n=17 TR2** 7 (43,8 %) 8 (50,0 %) 1 (5,9 %)
TR3** 3 (18,8 %) 10 (62,5 %) 1 (5,9 %)

Tab. 3 Anfang:

Bemerkungen:

Detaillierte Auflistung der Schiler- und Lehrerergebnisse.

*...offenes Format; **... Single-Choice-Format
UE ... Unterrichtseinheit; SC ... Single-Choice-Aufgabe
Zugunsten der Leserfihrung wurden sinnstiftende Abkurzungen fir die Aufgabenbezeichnungen sowie
eine Nummerierung eingefiihrt (z. B. FAL). Diese entspricht nicht der Reihenfolge im Schilertest
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Fehlertyp 3: Graph-als-Bild-Fehler

Klasse Auf- Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Fehler... Geschatzte Lo-
gabe Korrekt ge- Graph-als-  Missings bekannt/ erkannt/ erwartet sungshaufigkeit
Iost Bild-Fehler jetzt (und nach UE)
G GB1* 12 (42,9%) 3(10,7%) 1 (3,4%) ja ja ja Jeweils 3-4
n=29 GB2** 7(25,0%) 11(39,3%) 1 (3,4%) (ebenso)
GB3**  18(62,1%) 5(17,2%) O
RSA GB1* 6(60,0%) O 6(37,5%) nein ja ja 4 -6 offen; 57
n=16 Ggp2** 6(40,0%) 7(46,7%) 1 (6,3%) SC
GB3**  4(364%) 5(455%) 5(31,3%) (ebenso)
RSB GB1* 3(23,1%) 1 (7,7%) 5(27,8%) ja ja ja 5
n=18 GB2** 3(17,6%) 10(58,8%) 1 (5,6 %) (6-7)
GB3** 4(23,5 %) 9 (52,9 %) 1 (5,6 %) SC etwas einfacher
RSC GB1* 2 (13,3 %) 1 (6,7%) 2(11,8%) nein ja ja 1 -2 offen; 3 SC
n=17 GB2** 2(13,3%) 7(46,7%) 2(11,8 %) (ebenso)
GB3** 2(12,5%) 12 (75,0%) 1 (59%)
Fehlertyp 4: Slope-Height-Confusion
Klasse Auf- Haufigkeit Haufigkeit Haufigkeit Fehler... Geschatzte L6-
gabe Korrekt ge-  Slope- Missings bekannt/ erkannt/ erwartet  sungshaufigkeit
I6st Height- jetzt (und nach UE)
Confusion
G SH1**  15(556%) 9(33,3%) 2 (69%) ja ja ja 2-3
n=29 SH2**  16(59,3%) 10(37,0%) 2 (6,9 %) (ebenso)
SH3* 3(14,3%) 10 (47,6 %) 8 (27,6 %)
RSA SH1** 5(41,7%) 4(33,3%) 4(250%) nein ja Keine 2-6
n=16  gH2** 7(583%) 4(33,3%) 4(250%) Angabe  (ebenso)
SH3* 1(12,5 %) 4 (50,0 %) 8 (50 %)
RSB SH1** 5(33,3%) 10(66,7 %) 3(16,7 %) ja ja ja 10
n=18  SH2** 9(60,0%) 5(33,3%) 3(16,7 %) (héchstens 6)
SH3* 3(27,3%) 6(545%) 7(38,9%)
RSC SH1** 2(143%) 8(57,1%) 3(17,6%) nein ja Keine Keine Angabe
n=17 SH2** 1(6,7%) 11(73,3%) 2 (11,8 %) Angabe
SH3* 0 6(54,5%) 6(35,3 %)

Tab. 3 Fortsetzung:

Bemerkungen:

Detaillierte Auflistung der Schiler- und Lehrerergebnisse.

*...offenes Format; **... Single-Choice-Format
UE ... Unterrichtseinheit; SC ... Single-Choice-Aufgabe

Zugunsten der Leserfihrung wurden sinnstiftende Abkirzungen fir die Aufgabenbezeichnun-
gen sowie eine Nummerierung eingefihrt (z. B. FA1). Diese entspricht nicht der Reihenfolge im

Schilertest
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Die relativen Haufigkeiten der Missings beziehen
sich auf alle beteiligten Schiiler einer Klasse. Die
rechte Tabellenhélfte zeigt die Ergebnisse auf Leh-
rerebene. Hier wird dokumentiert, inwieweit die the-
matisierten Fehler bekannt waren (d. h. bereits bei
der offenen Frage nach erwarteten Fehlern genannt
wurden) bzw. nach Vorlage erkannt und in der eige-
nen Klasse erwartet wurden. Abschlielend findet
sich die Einschétzung der Lésungshaufigkeit der den
Lehrkréften vorgelegten und durch Fettschrift her-
vorgehobenen Aufgabe zum Zeitpunkt der Befra-
gung (,,jetzt”) und direkt im Anschluss an die Unter-
richtseinheit (,,nach UE®).

In den Abschnitten 4.2 bis 4.5 werden nach Aufga-
bentypen geordnet Ergebnisse zur Konsistenz von
Fehlermustern in den vier Klassen vorgestellt. Zu-
dem wird ergénzend zu Tabelle 3 berichtet, welche
alternativen Fehler und Fehlerursachen die Lehr-
kréafte erwarteten sowie weitere, unter den Schiilern
beobachtete Fehlertypen systematisiert.

4. Ergebnisse

4.1 Tabellarischer Uberblick der Ergebnisse

In Tabelle 3 ist jeweils die Aufgabe, die Lehrkréften
und Schulern vorgelegt wurde, zuerst abgedruckt und
durch Fettschrift hervorgehoben. Die Fehlerhaufig-
keiten der parallelen Aufgaben werden ergénzt, um
ein umfassenderes Bild zu ermdglichen.

4.2 Aufgaben zur Diagnose des Fokus* auf
Achsenschnittpunkte

Tabelle 4 stellt die Konsistenz des Fehlers Fokus auf
Achsenschnittpunkte (kurz: FA) in den vier Klassen
dar. Hierbei werden Félle gelistet, bei denen dieser
Fehler unter den jeweils drei Items zweimal (Spalte
,Fehler zweifach®: drittes Ttem anderweitig beant-
wortet; Spalte ,,Fehler zweifach plus Missing*: drit-
tes Item nicht beantwortet) oder sogar dreimal
(Spalte ,,Fehler dreifach*) beobachtet wurde.

Klasse Fehlerkonsistenz
Fehler Fehler zweifach Fehler
zweifach plus Missing dreifach
Wechsel von Graph zu Gleichung (FAL, FA2, FA3)
G (n=29) 6 4 1
RSA (n = 16) 2 4 0
RSB (n = 18) 3 2 6
RSC (n =17) 5 1 6
Wechsel von Gleichung zu Graph (FA4, FA5, FAG)
G (n=29) 6 5 1
RSA (n = 16) 5 4 0
RSB (n = 18) 9 0 4
RSC (n=17) 7 3 2

Tab. 4: Fehlerkonsistenz Fokus auf Achsenschnittpunkte.

math.did. 43(2020)1

Der Mathematiklehrer Herr Ginger von Gymnasial-
klasse G rechnete bei Aufgaben zum graphisch-al-
gebraischen Darstellungswechsel kaum mit dem Fo-
kus auf Achsenschnittpunkte, sondern hauptsachlich
mit VVorzeichenfehlern oder dem Bilden des Kehr-
werts der Steigung sowie bei ungewohnter Glei-
chungsreihenfolge auch mit Verwechslungen der Pa-
rameter. Herr Albert erwartete den Fokus auf Ach-
senschnittpunkte in Klasse RSA nicht, sondern rech-
nete bei Aufgaben zum graphisch-algebraischen Dar-
stellungswechsel hauptsachlich mit den Fehlern
Kehrbruchbildung bei der Steigung und mit einem
fehlenden LOsungsansatz aufgrund von Problemen
mit der allgemeinen Geradengleichung. Die Mathe-
matiklehrerin von Klasse RSB Frau Beck hatte den
Fehler Fokus auf Achsenschnittpunkte in der eigenen
Klasse nicht bemerkt und rechnete bei Aufgaben zum
graphisch-algebraischen Darstellungswechsel vor al-
lem mit einem fehlenden Losungsansatz aufgrund
von Vergessen der allgemeinen Geradengleichung
und mit Kehrbriichen der Steigung sowie in seltenen
Féllen mit Vorzeichenfehlern und einer Parameter-
verwechslung. In Klasse RSC war der Mathematik-
lehrer Herr Cesar ebenso davon iberzeugt, diesen
Fehler nicht beobachtet zu haben. Er rechnete beim
graphisch-algebraischen Darstellungswechsel mit
Problemen, einen Losungsansatz zu finden, sowie
mit Schwierigkeiten der Skalierung des Koordinaten-
systems, dem Ignorieren des y-Achsenabschnitts oder
einer Parameterverwechslung.

In allen vier Klassen kamen im offenen und im Sin-
gle-Choice-Format Fehler wie die Verwechslung der
Parameter, Vorzeichenfehler oder die Kehrbruchbil-
dung der Steigung — wenn Uberhaupt — unsystema-
tisch und selten vor. Der Fehler Fokus auf Achsen-
schnittpunkte stellte im Single-Choice-Format in al-
len Klassen den haufigsten Fehler dar — meist mit ho-
heren Haufigkeiten als die richtige Lésung. Im offe-
nen Aufgabenformat bildete der Fokus auf Achsen-
schnittpunkte zumindest in Klasse RSC in Aufgabe
FA1 sowie in Klasse RSB in den Aufgaben FA1 und
FA4 den haufigsten Fehler. Darlber hinaus konnte in
den offenen Aufgaben ein weiterer Fehlertyp ermit-
telt werden, bei dem die Schiler die Parameter m und
b falschlicherweise mit einem Punkt im Koordinaten-
system in Verbindung brachten: Bei Aufgabe FAl
(Darstellungswechsel von Gleichung y =4x—3 zu
Graph) wurde entweder a) nur ein Punkt im Koordi-
natensystem markiert (hdufig (4/-3) oder b) dieser an-
schlieBend mit dem Ursprung oder einem weiteren
beliebigen Punkt zu einer Geraden verbunden. Das
Vorgehen a) wahlten insgesamt 13 Schiiler (Klasse
RSA: 5; Klasse RSB: 4; Klasse RSC 4), das Vorge-
hen b) wurde in 10 Féllen (G: 3; RSA: 1; RSB: 3;
RSC: 3) gewahlt. Beim Darstellungswechsel von
Graph zu Gleichung (Aufgabe FA4) konnte verstérkt
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festgestellt werden, dass Schiler den gut ablesbaren
Punkt des Graphen (2/4) wahlten und diese Koordi-
naten dann als Parameter in eine Gleichung einsetz-
ten (z. B.y = 4x — 2 oder auchy = 2x - 4). Ein solcher
Fehler kam insgesamt 10 Mal vor (Klasse G: 2;
Klasse RSA: 0; Klasse RSB: 6; Klasse RSC: 2). Al-
lerdings l&sst diese Fehlerklassifikation Interpretati-
onsspielraum, da — im Gegensatz zu den in FAL zu-
sétzlich festgestellten Fehlern — die Schulererklarun-
gen die Fehlerursache in letzteren Féllen weniger ein-
deutig benannten. Uber die beschriebenen Fehler hin-
aus wurden in den offenen Aufgaben FA1 und FA4
weitere nicht eindeutig erklarbare bzw. unsystemati-
sche Fehler festgestellt.

4.3 Aufgaben zur Diagnose der Uberbeto-
nung der Textreihenfolge bei Textaufga-
ben

Tabelle 5 zeigt die Konsistenz des Fehlers Uberbeto-
nung der Textreihenfolge (im Folgenden: Fehler
Textreihenfolge) in den vier Klassen. Wieder werden
die Lernenden gelistet, bei denen dieser Fehler unter
den drei Items zweimal oder dreimal beobachtet
wurde.

Variable x vollstdndig weggelassen oder zumindest
nicht algebraisch umgesetzt (z. B. Notation als ,,pro
Stunde“. Andererseits fuhlten sich 13 Lernende (G:
3; RSA: 5; RSB: 3; RSC: 2) durch die Aufgabenstel-
lung dazu aufgefordert zu berechnen, wann kein
Wasser mehr im Aquarium wére. Uber diese beiden
weiteren Fehlertypen hinaus kam im offenen Aufga-
benformat eine Vielzahl an Fehlern zum Tragen, zu
denen aufgrund ihrer Vielfaltigkeit keine eigene Ka-
tegorie entwickelt wurde.

4.4 Aufgaben zur Diaghose des Graph-als-
Bild-Fehlers

In Tabelle 6 ist die Konsistenz des Graph-als-Bild-
Fehlers abgebildet, wobei erneut die Falle betrachtet
werden, bei denen dieser Fehler unter den drei Items
zweimal oder dreimal nachgewiesen wurde.

Klasse Fehlerkonsistenz
Fehler Fehler zweifach Fehler
zweifach plus Missing dreifach
G (n=29) 0 0 3
RSA (n = 16) 2 2 0
RSB (n = 18) 3 1 1
RSC (n =17) 8 0 0

Klasse Fehlerkonsistenz
Fehler Fehler zweifach Fehler
zweifach plus Missing dreifach
G (n=29) 0 1 0
RSA (n = 16) 0 1 0
RSB (n = 18) 5 3 1
RSC (n =17) 1 4 0

Tab. 5: Fehlerkonsistenz Textreihenfolge.

Die Mathematiklehrer Herr Ginger, Herr Albert und
Frau Beck erkannten die Fehlerursache Uberbeto-
nung der Textreihenfolge auch nach Vorlage eines
konkreten Beispiels nicht und fiihrten den gezeigten
Fehler auf Raten zurtick bzw. im Fall von Frau Beck
konkret auf zufalliges Unterbringen der Parameter in
der allgemeinen Form, wenn das Verstandnis fiir die
Bedeutung der Parameter fehle. Dagegen kannte der
Mathematiklehrer von Klasse RSC Herr Cesar den
Fehler Textreihenfolge und erwartete ihn neben all-
gemeinen Problemen beim Verstehen von Textaufga-
ben auch in seiner Klasse.

Der Fehler Textreihenfolge stellte in allen Klassen
bei Aufgaben im Single-Choice-Format jeweils den
haufigsten Fehler dar, in einigen Klassen wurde er
h&ufiger angekreuzt als die richtige L6sung. Im offe-
nen Aufgabenformat konnte er kaum festgestellt wer-
den, daftir wurden unter den falschen Bearbeitungen
zwei weitere systematische Fehlertypen klassifiziert:
Einerseits wurde von sechs Schulern (Klasse G: 4;
Klasse RSA: 1; Klasse RSB: 1, Klasse RSC: 0) beim
Aufstellen der Funktionsgleichung die unabhédngige

Tab. 6: Fehlerkonsistenz Graph-als-Bild-Fehler.

Die Mathematiklehrer Herr Ginger und Frau Beck
nannten den Graph-als-Bild-Fehler bereits bei der of-
fenen Frage nach typischen Fehlern und erwarteten
ihn auch verstarkt in den eigenen Klassen. Herr Gin-
ger begrindete dies ausdriicklich damit, dass er in
seiner Klasse kaum Geschwindigkeits-Zeit-Dia-
gramme behandelt habe. Herr Albert und Herr Cesar
erkannten diesen Fehler nach Vorlage des entspre-
chenden Distraktors und erwarteten ihn in den eige-
nen Klassen zumindest im Single-Choice-Format.
Ahnlich wie Herr Ginger betonte Herr Albrecht in
diesem Zusammenhang, dass er vergleichbare Auf-
gaben zur Interpretation von Graphen in seiner
Klasse nicht behandelt habe.

In allen Klassen war der Graph-als-Bild-Fehler bei
beiden Single-Choice-Aufgaben der héaufigste Feh-
ler. In den Realschulklassen wurde er haufiger ange-
kreuzt als die richtige Ldsung. Im offenen Aufgaben-
format wurde der Graph-als-Bild-Fehler selten direkt
diagnostiziert und die Klassifikation der weiteren fal-
schen Bearbeitungen war insgesamt schwierig, insbe-
sondere da die Schiler in dieser Aufgabe nicht zur
Beschreibung ihres VVorgehens aufgefordert wurden.
Auffallig waren folgende vier Fehlertypen: Insge-
samt flnf Schiiler (G: 1; RSA: 0; RSB: 0; RSC 4)
zeichneten lediglich eine horizontale Linie, die eine
konstante Geschwindigkeit ausdruickte. Weitere sie-
ben Lernende (G: 4; RSA: 0; RSB: 2; RSC: 1) zeich-
neten einen Graphen durch den Ursprung, wobei
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diese Graphen in ihrer weiteren Gestalt sehr hetero-
gen ausfielen und deshalb nicht weiter systematisiert
wurden. In acht Fallen (G: 3; RSA: 1; RSB: 3;
RSC: 1) erstellten die Schiler Graphen mit drei Tief-
punkten / Abbremsvorgangen, die aufgrund ihrer
Anhnlichkeit zum Graphen in der Parallelaufgabe
GB2 davon inspiriert erschienen. Neun weitere Ler-
nende zeichneten Graphen mit drei Tiefpunkten / Ab-
bremsvorgangen (wie in GB2), die zudem der Form
der gegebenen Rennstrecke &hnlich sahen und somit
eine Verbindung aus einem Graph-als-Bild-Fehler
und dem Graphen aus GB2 darstellen konnten. Uber
diese Fehlertypen hinaus konnte keine Systematik
hinter den weiteren Fehlern erkannt werden.

4.5 Aufgaben zur Diagnose der Slope-
Height-Confusion

Tabelle 7 ist die Konsistenz des Fehlers Slope-
Height-Confusion zu entnehmen. Wieder werden alle
Schler gelistet, bei denen dieser Fehler unter den
drei Items zweimal oder dreimal beobachtet wurde.

Klasse Fehlerkonsistenz
Fehler Fehler zweifach Fehler
zweifach plus Missing dreifach
G (n=29) 5 1 2
RSA (n = 16) 1 2 0
RSB (n = 18) 4 4 0
RSC (n=17) 3 2 3

Tab. 7: Fehlerkonsistenz Slope-Height-Confusion.

Der Gymnasiallehrer Herr Ginger und die Realschul-
lehrerin Frau Beck kannten die Slope-Height-Confu-
sion und erwarteten sie auch in den eigenen Klassen.
Wieder begriindete Herr Ginger dies damit, dass er
vergleichbare Aufgaben in seinem Unterricht nicht
behandelt habe. Die Mathematiklehrer Herr Albert
und Herr Cesar hatten beim Vorlegen dieser Aufgabe
zunachst selbst Verstandnisprobleme, erkannten den
konkreten Fehler Slope-Height-Confusion aber nach
Vorlage und einiger Bedenkzeit. Herr Cesar wollte
keine Einschatzung der Lésungshaufigkeit angeben,
da er vergleichbare Aufgaben nicht behandelt habe;
er hielt die vorgelegte Aufgabe aber flir schwierig.

Die Slope-Height-Confusion stellte in allen vier
Klassen in beiden Aufgabenformaten jeweils den
haufigsten Fehler dar. Im Single-Choice-Format
wurde sie teilweise hdufiger angekreuzt als die rich-
tige LOsung. Im offenen Aufgabenformat wurde dar-
tiber hinaus in vier Fallen (G: 3; RSA: 1; RSB: 0;
RSC: 0) festgestellt, dass die Lernenden im s-t-Dia-
gramm zwar auf die ungleichen Startpunkte der ab-
gebildeten Laufer fokussierten, den Transfer zur Ge-
schwindigkeit aber nicht vollzogen und deshalb die
gestellte Frage nicht beantworteten. Zwei weitere
Schuler (G: 0; RSA: 0; RSB: 1; RSC: 1) fokussierten
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auf die gegebenen Intervallgrenzen. Weitere Fehler
konnten nicht systematisch festgestellt werden.

5. Diskussion und Ausblick

Im Folgenden werden die Ergebnisse zusammenge-
fasst und in Hinblick auf Theorie und Praxis disku-
tiert. Dazu wird in der Reihenfolge obiger Aufgaben-
typen zuné&chst auf die Schilerebene und anschlie-
Rend auf die Lehrerebene sowie deren Zusammen-
spiel eingegangen. Es folgen Implikationen fir The-
orie, Praxis und zukunftige Forschung sowie eine Re-
flexion der Grenzen dieser Studie.

5.1 Zusammenfassung Schilerergebnisse

Die ersten beiden Forschungsfragen beziehen sich
darauf, wie erfolgreich die Schiler dieser Stichprobe
die vorgelegten Aufgaben bearbeiteten und inwie-
weit bei den Aufgabenbearbeitungen die aus der Li-
teratur abgeleiteten typischen Fehler vorkamen. Ob-
wohl Aufgaben zum graphisch-algebraischen Dar-
stellungswechsel laut Aussagen der Lehrkrafte die
Unterrichtseinheit dominierten, fielen die L&sungs-
haufigkeiten der entsprechenden Aufgaben eher
niedrig aus. Die Gymnasiasten erzielten die besten
Ergebnisse, in den Klassen RSB und RSC gab es
kaum richtige Losungen. Der Fokus auf Achsen-
schnittpunkte war in allen Klassen insbesondere im
Single-Choice-Format sehr verbreitet, im offenen
Aufgabenformat lag sein Vorkommen (ber alle vier
Klassen hinweg mit etwa 15 % (von Gleichung zu
Graph) und etwa 35 % (von Graph zu Gleichung)
ebenso im beachtenswerten Bereich. Die verhéltnis-
maRig hohen Anzahlen an Missings in den offenen
Aufgaben legen auBerdem eine allgemeine Unsicher-
heit bei diesem Aufgabentyp nahe — obwohl er laut
Aussagen der Lehrkrafte intensiv behandelt wurde.
Diese Unsicherheit mag auf die zeitliche Distanz
zwischen Unterrichtseinheit und Testung zuriickzu-
fhren sein und zudem erkléren, dass die Schiler bei
den Single-Choice-Aufgaben mehrheitlich den Dis-
traktor Fokus auf Achsenschnittpunkte wahlten, der
eine direkte Entsprechung zwischen Gleichung und
Graph aufwies. Insofern mag das Single-Choice-For-
mat in der vorliegenden Stichprobe diesen Fehler
provoziert haben. Auf Grundlage der vorliegenden
Daten kann nicht erklért werden, warum die anderen
aus der Literatur abgeleiteten typischen Fehler nicht
in vergleichbaren Haufigkeiten angekreuzt wurden.

Weitere Fehler wie die Verwechslung der Parameter,
Vorzeichenfehler oder eine Kehrbruchbildung der
Steigung konnten nicht vermehrt festgestellt werden.
Somit sind die vorliegenden Befunde in Bezug auf
den Fokus auf Achsenschnittpunkte — aber nicht in
Bezug auf diese weiteren Fehlertypen — vergleichbar
zu Nitsch (2015). Uber die in Anlehnung an Nitsch
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(2015) Uberpruften Fehler hinaus wurden in der vor-
liegenden Stichprobe bei den offenen Aufgaben zum
graphisch-algebraischen Darstellungswechsel ver-
mehrt die Ubertragung der Funktionsparameter auf
die Koordinaten eines Punktes festgestellt. Im Falle
des Wechsels von Gleichung zu Graph erreichte die-
ser Fehlertyp eine zum Fokus auf Achsenschnitt-
punkte vergleichbare GréfRenordnung. Zudem ist die-
ses Vorgehen dem Fokus auf Achsenschnittpunkte
nicht ganz unéhnlich, da auch hier die Bedeutung der
Parameter nicht durchdrungen wurde und diese als
Punkte im Koordinatensystem umgesetzt wurden.
Eine mogliche Erklérung fur das Vorkommen dieses
Fehlertyps ist die zeitliche Distanz zwischen der Un-
terrichtseinheit Lineare Funktionen und der Testung,
durch die das Erinnern an die korrekte VVorgehens-
weise mit dem schon langer bekannten Verorten von
Punkten im Koordinatensystem interferieren kénnte.
Da diese Fehlertypen nicht erwartet worden waren,
sondern explorativ untersucht wurden, waren sie un-
ter den Distraktoren der Single-Choice-Aufgaben
nicht enthalten. Aus diesem Grund koénnen keine Er-
gebnisse zur Konsistenz dieser Fehler berichtet wer-
den.

Die Analyse der Konsistenz des Fehlers Fokus auf
Achsenschnittpunkte sowie sein Vorkommen im of-
fenen Aufgabenformat legen es nahe, dass einige
Schiiler systematisch die Strategie des Ablesens/Ein-
zeichnens vom y-Achsenabschnitt auf die Steigung
ubertragen und es sich nicht nur um einen Fliichtig-
keitsfehler handelt. Insbesondere angesichts des lan-
gen zeitlichen Abstands zur Unterrichtseinheit er-
scheint eine solche Strategie als nachvollziehbar,
wenn das richtige Vorgehen nur teilweise erinnert
wird. Auch die insgesamt niedrigen Losungshaufig-
keiten sowie das Vorkommen einer Vielzahl nicht
nachvollziehbarer Bearbeitungen sind vor diesem
zeitlichen Abstand zu bewerten.

Vergleicht man den Fehler Fokus auf Achsenschnitt-
punkte im Hinblick auf die Richtung des Darstel-
lungswechsels, so stellt man ihn im offenen Aufga-
benformat in den Klassen G und RSC (deutlich) hau-
figer vom Graphen zur Gleichung als in umgekehrter
Richtung fest. Bezieht man jedoch alle Aufgaben so-
wie die Fehlerkonsistenz ein, so scheint der Fehler et-
was hadufiger beim Darstellungswechsel von der Glei-
chung zum Graph aufzutreten. Insgesamt ergibt sich
in dieser Hinsicht kein einheitliches Bild, was ver-
mutlich auch an der eher kleinen Stichprobe liegt.

Im Zusammenhang mit der Bearbeitung von Textauf-
gaben zeigte sich ein deutlicher Schulart-Unter-
schied. Wahrend unter den Gymnasiasten gut ein
Drittel die offene Aufgabe korrekt I6sen konnte, fand
sich unter allen Realschilern keine richtige Losung.
Die Gymnasiasten schnitten auch bei den

entsprechenden Single-Choice-Aufgaben besser ab,
wobei in diesem Aufgabenformat in allen Klassen
hohere Losungshéufigkeiten zu verzeichnen waren.
Der Fehler der Uberbetonung der Textreihenfolge
konnte im offenen Aufgabenformat in keiner der
Klassen verstarkt festgestellt werden, er spielte aber
im Single-Choice-Format eine groRe Rolle: Die Re-
alschiler kreuzten fast ausschlieRlich die richtige L6-
sung oder den Distraktor Textreihenfolge an, in den
Klassen RSB und RSC wurde diese Falschantwort
sogar deutlich haufiger als die richtige Antwort ge-
wahlt. Andere Falschantworten wie Vorzeichenfeh-
ler kamen kaum vor. Dieser Befund deutet darauf hin,
dass den Realschulern die Platzierung der Parameter
in der Textreihenfolge &hnlich plausibel oder sogar
plausibler erscheint als die Aufstellung der richtigen
Gleichung. Versucht man weitere Fehler in der Text-
aufgabe im offenen Aufgabenformat zu klassifizie-
ren, so zeigten sich zum einen die Schwierigkeit, die
unabhéngige Variable algebraisch umzusetzen. Dies
stellt im Sinne des Modellierungskreislaufs (z. B.
Blum & Leiss, 2005) eine nachvollziehbare Schwie-
rigkeit am Ubergang zwischen realem und mathema-
tischem Modell dar. Dariiber hinaus gab es einen be-
achtlichen Teil an Schilern, die entgegen der Aufga-
benstellung die Nullstelle der Funktion zu bestimmen
versuchten. Dabei ist unklar, ob dieses VVorgehen auf-
grund von Gewohnheit (eine nachvollziehbare Frage-
stellung wére, wann das Aquarium leergelaufen ist),
aufgrund oberflachlichen Lesens oder aufgrund eines
Unverstandnisses der eigentlichen Aufgabe gewéhlt
wurde.

In Bezug auf die Fehlerkonsistenz zeigte sich, dass
der Fehler Textreihenfolge in den Klassen G und
RSA eher ein Einzelphdanomen war, wahrend er in
den Klassen RSB und RSC auch systematisch vor-
kam. Ob dies in der vermeintlichen Leistungsstarke
der Klassen oder im konkreten Unterricht der jewei-
ligen Lehrer begriindet ist, lasst sich durch diese Stu-
die nicht klaren. Trotz der berichteten Heterogenitét
zeigt diese Studie vergleichbar zu Nitsch (2015), dass
der Fehler Textreihenfolge im Single-Choice-Format
sehr dominant und konsistent vorkommen kann. Ins-
gesamt l&sst sich auch unter Beachtung der hohen
Anzahlen an Missings im offenen Format festhalten,
dass die befragten Realschiiler grofRere Probleme
beim Aufstellen einer Gleichung aus einer gegebenen
Situationsbeschreibung hatten als die Gymnasiasten.

Drei der Aufgaben zum situativ-graphischen Darstel-
lungswechsel wurden zur Diagnose des Graph-als-
Bild-Fehlers genutzt. Die Lésungshéaufigkeiten der
offenen Aufgabe GB1 waren in den vier Klassen he-
terogen mit Vorteilen fur die Gymnasialklasse und
die Realschulklasse RSA, obwohl deren Lehrkrafte
vergleichbare Aufgaben laut eigener Aussage nicht
behandelt hatten. Der Graph-als-Bild-Fehler konnte
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bei dieser Aufgabe in allen Klassen nur selten direkt
diagnostiziert werden, was auch dadurch erschwert
wurde, dass in der Aufgabe keine Begriindung des
Vorgehens eingefordert wurde. Diesbezuglich sollte
die Aufgabe vor der weiteren Nutzung Uberarbeitet
werden. An einigen Falschbearbeitungen dieser offe-
nen Aufgabe fiel auf, dass diese dhnlich zum Graphen
aus der parallelen Single-Choice-Aufgabe GB2 aus-
fielen, was auf grundsatzliche Probleme bei diesem
eher unbekannten Aufgabentyp zurtickzufiihren sein
mag. Ob teilweise zusatzlich eine Uberlagerung mit
dem Graph-als-Bild-Fehler vorliegt, ist aufgrund der
fehlenden Begriindung schwer zu beurteilen. In ver-
gleichbarer Weise kann kaum beurteilt werden, ob
die Schiler, die ihren Graphen durch den Ursprung
gezeichnet hatten, lediglich einen Teil der Situations-
beschreibung (zweite Runde auf der Rennstrecke) ig-
noriert haben oder ob in diesen Fallen der Prototyp
,funktionsgraph durch den Ursprung™ angeregt
wurde (z. B. Hadjidemetriou & Williams, 2001). In
&hnlicher Weise konnten die Lerner, die eine hori-
zontale Linie als Funktionsgraph gezeichnet haben,
dem Prototyp ,linearer Funktionsgraph® erliegen
(z. B. Hadjidemetriou & Williams, 2001) oder ein
unpassendes Situationsmodell gewéhlt haben (vgl.
Blum & Leiss, 2005). Betrachtet man dagegen die
beiden Single-Choice-Aufgaben, so stellte der
Graph-als-Bild-Fehler in allen Klassen den verbrei-
tetsten Fehler dar und wurde meist haufiger als die
richtige Losung gewéhlt. Entgegen der Erwartung
der Realschullehrkrafte wurden die Single-Choice-
Aufgaben nicht systematisch haufiger korrekt geldst
als die offene Aufgabe, was vermutlich auf die Be-
einflussung durch den Distraktor Graph-als-Bild-
Fehler zurtickzufiihren ist. Im Vergleich zu Nitsch
(2015) kam der Graph-als-Bild-Fehler in dieser
Stichprobe im offenen Aufgabenformat seltener, im
Single-Choice-Format meist haufiger vor, was
Nitschs Feststellung bekraftigt, dass das Single-
Choice-Format diesen Fehler provozieren kann. Ein
moglicher Grund fur den extremeren Befund mag ne-
ben der erschwerten Diagnose des Graph-als-Bild-
Fehlers in der offenen Aufgabe aufgrund fehlender
Begriindungen sein, dass die Schuler dieser Stich-
probe junger und laut ihren Mathematiklehrern wenig
erfahren in der Interpretation von Graphen waren.
Eine mangelnde Geléufigkeit mag Lernende dazu be-
wegen, Graphen und Situationsabbilder nach opti-
scher Ahnlichkeit zuzuordnen. Diese Vermutung
spiegelt sich auch darin wider, dass es in allen vier
Klassen einige Schiler gab, die den Graph-als-Bild-
Fehler mehrfach machten. Insgesamt stellte dieser
Fehler — abgesehen von Realschulklasse RSC — aber
eher ein inkonsistentes Einzelphdnomen dar, das den
Schilern je nach Aufgabe mehr oder weniger nahe-
liegend erschien.
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In den drei Aufgaben zur Diagnose der Slope-Height-
Confusion wurden den Schilern lineare Weg-Zeit-
Diagramme vorgelegt und sie wurden nach dem Gra-
phen gefragt, der die hochste Geschwindigkeit dar-
stellt. In der offenen Aufgabe erzielten alle drei Klas-
sen nur wenige richtige Lésungen, was vermutlich an
der fur viele Lernende ungewdhnlichen Aufgaben-
stellung lag und deshalb vorsichtig interpretiert wer-
den sollte. Die beiden Single-Choice-Aufgaben wur-
den von den Klassen G und RSA und teilweise auch
von RSB mit zufriedenstellenden Losungshéufigkei-
ten bearbeitet, Klasse RSC schnitt wieder sehr
schwach ab. Die Slope-Height-Confusion kam in den
vier Klassen in beiden Aufgabenformaten regelmé-
Rig und hédufig vor mit der stdrksten Verbreitung in
Klasse RSC. Im Vergleich zu Ergebnissen von Nitsch
(2015) ist festzustellen, dass — abgesehen von Klasse
RSB - die Slope-Height-Confusion bei der Frage
nach einem Zeitpunkt (SH1) nicht haufiger vorkam
als bei der Frage nach einem Zeitraum (SH2). Dem-
nach konnte in der vorliegenden Stichprobe das Er-
gebnis von Nitsch nicht bestétigt werden, dass die
Fokussierung auf einen Zeitpunkt die Slope-Height-
Confusion begunstigt. In allen Klassen auRer RSA
kam die Slope-Height-Confusion relativ konsistent
vor. Dies spricht dafir, dass es sich hierbei nicht um
einen Flichtigkeitsfehler, sondern eine systematische
Fehlstrategie handelt. Diese Interpretation bezieht
auch mit ein, dass es keine anderen verstarkt auftre-
tenden Fehler gab. Untersucht man trotz der unge-
wohnten Aufgabenstellung weitere Fehler in der of-
fenen Aufgabe SH3, so fallt zumindest in einigen
Fallen auf, dass Lernende im s-t-Diagramm auf mar-
kante Punkte wie die (ungleichen) Startpunkte oder
die Schnittpunkte mit den Intervallgrenzen fokussie-
ren, den Transfer zum Vergleich der Geschwindig-
keit aber nicht leisten konnten. Dies mag — wie be-
reits erwahnt — auf die fehlende Gel&ufigkeit solcher
Aufgaben zuriickzufuhren sein.

5.2 Zusammenfassung Lehrerergebnisse

Die Forschungsfragen 3 und 4 zielen auf das fachdi-
daktische Wissen der Lehrkrafte ab. Die entsprechen-
den Ergebnisse sind vor dem Hintergrund der be-
grenzten Lehrerfahrung der Stichprobe zu interpre-
tieren. Wie oben argumentiert, erscheint die Untersu-
chung dieser Zielgruppe im Zusammenhang mit der
Entwicklung einer Lehrerfortbildung jedoch sinn-
voll, da sie prédestiniert fur die Teilnahme an ent-
sprechenden Unterstutzungsmalinahmen st (vgl.
Blomeke & Kaiser, 2015; Blomeke et al., 2014). Zu-
dem ermdglicht die Untersuchung dieser Stichprobe
eine Verbreiterung der Forschungsbasis zum Profes-
sionswissen von Junglehrern mit einem bisher man-
gelndem funktionen-spezifischen Fokus.
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Bei der Interpretation der erwarteten Fehlerhdufig-
keiten sollte beachtet werden, dass diese in den Inter-
views auf Grundlage von sechs konkreten, den Lehr-
kréaften vorgelegten Items besprochen wurden (siehe
Tabelle 2 im Anhang). Auf Schilerebene wurde ne-
ben diesen Items auch auf Parallelitems im jeweils
anderen Aufgabenformat eingegangen, die teilweise
deutlich andere Losungshaufigkeiten aufwiesen. Aus
diesem Grund wird die Einschédtzung der Lehrkrafte
zu den jeweiligen Schulerergebnissen in den vorge-
legten Aufgaben in Bezug gesetzt und es sollten
keine verallgemeinernden Schlusse auf Parallelitems
gezogen werden.

Der Abgleich zwischen den von den Lehrkréften ge-
nannten / erwarteten und den empirisch festgestellten
Fehlern beim graphisch-algebraisch Darstellungs-
wechsel ergibt ein eher schwaches Bild: Selbst nach
Vorlage eines Fehlerbeispiels erkannten die Lehr-
krafte nur teilweise den empirisch haufigsten Fehler
Fokus auf Achsenschnittpunkte und stellten keine
Verbindung dieses Fehlerbildes zwischen den beiden
Richtungen des graphisch-algebraischen Darstel-
lungswechsels her. Lediglich Herr Ginger erwartete
den Fehler in seiner eigenen Klasse, obwohl er in al-
len Klassen (teilweise dominant) vorkam. Die Uber-
schatzung der Losungshéufigkeiten fiel in den Klas-
sen RSB und RSC, in denen die Lehrkréfte den Fokus
auf Achsenschnittpunkte nicht kannten und erwarte-
ten, am deutlichsten aus. Die von den Lehrern erwar-
teten Schulerschwierigkeiten wie Vorzeichenfehler
oder eine Kehrbruchbildung der Steigung konnten
empirisch nicht bestatigt werden; lediglich ein erwar-
teter fehlender Ldsungsansatz wurde in der Stich-
probe vorgefunden.

Die Interviews illustrieren, dass sich die befragten
Lehrkrafte nur wenig mit Grinden fir Schwierigkei-
ten bei Textaufgaben auseinandersetzen. Von den
vier Lehrkraften nannte lediglich Herr Cesar die
Ubernahme der Textreihenfolge in die Funktionsglei-
chung als méglichen Fehler im Zusammenhang mit
der vorgelegten Textaufgabe und erwartete ihn in sei-
ner Klasse. Die drei anderen Lehrkrafte erkannten
und erwarteten dies nicht, sondern nannten als Grund
fur den vorgelegten Fehler ein zufélliges Raten der
Schiiler. Auch wenn dies nattrlich grundsétzlich
moglich ist, so widersprechen die haufige Auswahl
des Distraktors Textreihenfolge in den Single-
Choice-Aufgaben sowie die in zwei Klassen hohe
Fehlerkonsistenz dennoch einer generellen Ratestra-
tegie beim Ldsen. Ein Raten ware auf Grundlage der
vorliegenden Ergebnisse nur zwischen richtigem Er-
gebnis und dem Distraktor Textreihenfolge einiger-
maRen plausibel, wobei auch hier die teilweise hohe
Fehlerkonsistenz eher auf eine bewusste Auswahl
hindeutet. Obwohl sich das fachdidaktische Wissen
der Lehrkréfte in Bezug auf typische Fehler bei

Textaufgaben als begrenzt herausstellte, entsprachen
die von den Lehrern erwarteten Losungshaufigkeiten
in den Klassen G, RSA und RSB weitgehend den em-
pirischen Ergebnissen. Dies ist in den Klassen RSA
und RSB hauptsachlich darauf zuriickzufiihren, dass
die jeweiligen Lehrkrafte ihren Schilern kaum Lo-
sungsansétze zutrauten und Textaufgaben als im All-
gemeinen sehr schwierig fir die Lernenden ein-
schatzten. Sie nahmen die Schillerprobleme demnach
wahr, setzten sich aber kaum mit mdglichen Ursa-
chen auseinander. Obwohl Herr Cesar den Schuler-
fehler Uberbetonung der Textreihenfolge kannte und
in seiner Klasse erwartete, uberschétzte er die LO-
sungshaufigkeit stérker als seine Kollegen. Dies
kénnte mdglicherweise durch seine sehr geringe
Lehrerfahrung erklart werden, zumal Probleme mit
Textaufgaben nicht auf den Inhaltsbereich Funktio-
nen beschrénkt sind.

Im Gegensatz zum Fokus auf Achsenschnittpunkte
und der Uberbetonung der Textreihenfolge (er)kann-
ten alle vier Lehrkrafte den Graph-als-Bild-Fehler
und erwarteten ihn zumindest im Single-Choice-For-
mat in den eigenen Klassen. Die Bekanntheit dieses
Fehlers konnte in Veroffentlichungen im Zusammen-
hang mit PISA 2000 (z. B. OECD, 2000) begrindet
liegen. Wahrend Herr Ginger die Ldsungshaufigkei-
ten in seiner Klasse aufgrund der nicht-Behandlung
vergleichbarer Aufgaben sehr stark unterschétzte,
spiegelten die Einschatzungen der Realschullehr-
krafte die jeweiligen Schiilerergebnisse adéquat wi-
der. Lediglich die Erwartung, dass den Schilern die
offene Aufgabe schwerer fallen wiirde als die ent-
sprechende Single-Choice-Aufgabe, fand sich empi-
risch nicht bestétigt.

Bei der Aufgabe zur Diagnose der Slope-Height-
Confusion ist auffallig, dass zwei der vier Lehrkrafte
zunachst selbst Verstandnisprobleme mit der ver-
wendeten Aufgabe zeigten. Den vorgelegten Fehler
erkannten sie erst nach einigem Uberlegen, wihrend
die beiden anderen Lehrkréfte diesen gleich zu Be-
ginn genannt hatten. Herr Albert und Frau Beck
schatzten die Losungshaufigkeiten in den eigenen
Klassen weitgehend konform zu den Schiilerergeb-
nissen ein. Herr Cesar wollte aufgrund fehlender Er-
fahrung mit vergleichbaren Aufgaben keine quantita-
tive Prognose abgeben, lag mit seiner Erwartung gro-
Rer Schilerschwierigkeiten aber richtig. Ahnlich wie
bei den Aufgaben zur Diagnose des Graph-als-Bild-
Fehlers hatte Herr Ginger vergleichbare Aufgaben
nicht behandelt und unterschétzte seine Klasse in den
Losungshéaufigkeiten stark.

5.3 Implikationen fur Theorie und Praxis

Beziiglich des fachdidaktischen Wissens der vier be-
fragten Lehrkréfte 1asst sich festhalten, dass lediglich
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der Graph-als-Bild-Fehler allen bekannt war und in
den eigenen Klassen erwartet wurde. Bei der Slope-
Height-Confusion und dem Fokus auf Achsenschnitt-
punkte zeigte sich in Bezug auf das Wissen und die
Erwartungen der Lehrkréfte ein heterogenes Bild. Im
Zusammenhang mit der vorgelegten Textaufgabe
stellte sich heraus, dass kaum tiber mogliche Griinde
flr Probleme mit Textaufgaben reflektiert und Fehler
vereinfachend durch Raten erklart wurden. Diese Be-
funde sind in Hinblick auf ihre Heterogenitat und die
Unkenntnis von — in den eigenen Klassen verbreite-
ten — Lernschwierigkeiten konsistent mit Ergebnis-
sen anderer Forschergruppen und deuten auf entspre-
chenden Verbesserungsbedarf hin (Busch et al.,
2015; Hadjidemetriou & Williams, 2002; Ostermann
et al., 2015). Dies betrifft auch die in den offenen
Aufgaben diagnostizierten Schulerfehler, die Uber
den Fokus der Studie von Nitsch (2015) hinausgehen.

Ein Zusammenhang zwischen der adaquaten Ein-
schatzung von Losungshéufigkeiten und fachdidakti-
schem Wissen zu mdglichen Lernschwierigkeiten,
wie Ostermann und Kollegen (2015) es nahelegen,
konnte in dieser Studie hochstens stellenweise fest-
gestellt werden und lieR sich in der vorliegenden
(kleinen) Stichprobe nicht systematisch bestatigen.
Die Einschétzungsgute beziiglich Losungshaufigkei-
ten war je nach Aufgabe und Klasse sehr unterschied-
lich. Insgesamt zeigte sich, dass die Lehrkréfte bei
Aufgabentypen, die sie im Unterricht verstéarkt be-
handelt hatten (insbesondere graphisch-algebraische
Darstellungswechsel), meist deutlich héhere L6-
sungshaufigkeiten erwarteten als bei Aufgaben zum
situativ-graphischen Darstellungswechsel, die in ih-
rem Unterricht kaum eine Rolle spielten. Im Gegen-
satz zu dieser Einschétzung fielen die empirischen
Losungshéaufigkeiten auf Schillerebene bei den Auf-
gaben zum situativ-graphischen Darstellungswechsel
tendenziell am héchsten aus. Die Aufgabenkultur der
vier Lehrer — im Sinne von tatséchlich im Unterricht
eingesetzten Aufgaben — hatte demnach einen maf-
geblichen Einfluss darauf, ob sie Losungshéufigkei-
ten eher Uber- oder unterschatzten (vgl. auch Hadji-
demetriou & Williams, 2002). Konsistent mit Ergeb-
nissen von Nathan und Koedinger (2000) unter-
schatzten die Lehrkrédfte die Ldsungshéaufigkeiten
von Aufgaben mit Realitatsbezug meist, wéhrend die
Losungshédufigkeiten von abstrakt-mathematischen
Aufgaben (berschatzt wurden. Dies kdnnte neben
dem Einfluss durch die eigene Aufgabenkultur insbe-
sondere beim Gymnasiallehrer Herr Ginger auf den
Expert-Blind-Spot zurtickzufiihren sein, da sein fach-
wissenschaftlich gepréagtes Universitatsstudium den
Blick fur Probleme von Lernenden erschweren
konnte. Im Gegensatz zur Studie von Ostermann und
Kollegen (2015) stellte sich in dieser Stichprobe die
Uberschatzung von  Losungshaufigkeiten  bei
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Aufgaben mit Graphen nicht grundsatzlich als starker
heraus als bei anderen Aufgaben.

Betrachtet man auf Schilerebene die Fehlerhdufig-
keiten uber alle Klassen hinweg, so finden sich im
Single-Choice-Format héaufig starkere Auspragungen
als bei Nitsch (2015). Dies ist einerseits im Sinne der
Grundlagenforschung zu beachten, da anscheinend
das Aufgabenformat in dieser Stichprobe einen maR-
geblichen Einfluss auf das Vorkommen bestimmter
Fehler hatte. Da sich dieser Befund nicht nur bei fur
die Schuler eher unbekannten Aufgabentypen zeigte,
kann er nicht (nur) auf mangelnde Gelaufigkeit zu-
riickgefihrt werden und verdient weitere Beachtung.
Andererseits offenbaren diese im Vergleich zu Nitsch
hoheren Fehlerquoten in Kombination mit den Er-
gebnissen zum fachdidaktischen Wissen der Lehr-
kréfte diesbeziiglichen Nachholbedarf in der Aus-
und Fortbildung von Lehrkréften, die letztendlich auf
die Unterstiitzung von Schiilerlernen abzielt.

Die Befunde dieser Studie auf Schiler- und Lehrer-
ebene legen fiir die geplante Lehrerfortbildung nahe,
alle in dieser Vorstudie festgestellten Lernschwierig-
keiten zu berlcksichtigen. Im Rahmen einer solchen
Lehrerfortbildung ist es sicher sinnvoll, Ergebnisse
verschiedener Studien vorzulegen und dabei insbe-
sondere auf deren Heterogenitat einzugehen. Dabei
liefert die vorliegende Studie insbesondere Hinweise
auf mogliche Unterschiede der Richtung des Darstel-
lungswechsels (Fokus auf Achsenschnittpunkte), des
Aufgabenformats sowie der einbezogenen Klassen.
Vor dem Hintergrund der identifizierten Lehrerer-
wartungen erscheint es ebenso sinnvoll, die Ver-
wechslung der Parameter, Vorzeichenfehler und die
Bildung des Kehrbruchs in die Fortbildung einzube-
ziehen, aber in den jeweiligen Haufigkeiten zu relati-
vieren. Da die fokussierten Fehler in allen Klassen
gefunden wurden, erscheint eine schulartiibergrei-
fende Lehrerfortbildung sinnvoll. Inzwischen wurde
diese Fortbildung mit den genannten Schwerpunkten
entwickelt und in mehreren Zyklen durchgefihrt. Da-
bei wurde insbesondere mit den Lehrkraften bespro-
chen, wie auf die genannten Lernschwierigkeiten di-
daktisch sinnvoll reagiert werden kann bzw. wie
diese durch den Aufbau belastbarer Vorstellungen
maoglichst vermieden werden koénnen. Zu diesem
Zweck wurden im Vorfeld der Fortbildung langjéh-
rige Experten aus Schule, Studienseminar und Hoch-
schule zur Vorbeugung von bzw. zum Umgehen mit
diesen Lernschwierigkeiten befragt. Zudem wurden
in der Fortbildungsplanung verschiedene Merkmale
umgesetzt, die sich empirisch als wirksam gezeigt ha-
ben (z. B. Lipowsky, 2013): So gewdbhrleistete die
Schwerpunktsetzung auf die genannten Fehler eine
hohe Inhaltsspezifizitat. AuBerdem wurde die Fort-
bildung langfristig angelegt, so dass die Lehrkréfte
die Moglichkeit hatten, die thematisierten Inhalte im
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eigenen Unterricht zu erproben und in der Fortbil-
dung gemeinsam zu reflektieren. Insbesondere wurde
den Fortbildungsteilnehmern angeboten, Schilertes-
tungen in den eigenen Klassen durchfiihren zu lassen
und die Ergebnisse im Rahmen der Fortbildung zu
diskutieren. Dartiber hinaus ermdglichte die kleine
Gruppengrofie von maximal zehn Teilnehmern eine
individuelle Ausrichtung und insbesondere die Gabe
von lernforderlichem Feedback.

Eine Interpretation der Ergebnisse auf Schuler- und
Lehrerebene sollte auch in Hinblick auf die Aufga-
benkultur erfolgen: Insgesamt scheinen bei den be-
fragten Lehrkraften abstrakte algebraisch-graphische
Darstellungswechsel im Unterricht zu dominieren
(vgl. auch Hadjidemetriou & Williams, 2002). Der
Einbezug von Situierungen wird entgegen der Bil-
dungsstandards (KMK, 2004; Land Baden-W(rttem-
berg, 2004) auf die Bearbeitung von Textaufgaben
und Fullgraphen reduziert — sofern diese tberhaupt
eine Rolle spielen. Algorithmische ,,Rezepte” ohne
inhaltliche und verstandnisfordernde Vernetzungen
nehmen demnach den meisten Platz im Unterricht
dieser Lehrkréafte ein —anscheinend ohne, dass in die-
sen Bereichen zufriedenstellende Ergebnisse erzielt
werden. Ein solcher Fokus auf innermathematische
Aufgaben deutet auf die von Nathan und Koedinger
(2000) beschriebene Perspektive einer symbol-prece-
dence (s. Abschnitt 2.3) hin. Dies birgt die Gefahr,
dass wesentliche Aspekte der Funktionenlehre, ins-
besondere belastbare Vorstellungen, zu kurz kom-
men. Zudem widerspricht es den Zielen der Bil-
dungsstandards (z. B. KMK, 2004; Land Baden-
Wirttemberg, 2004), und mag auch zu verstarkten
Problemen bei der Auseinandersetzung mit komple-
xeren / hohergradigen Funktionsklassen fiihren. Ge-
rade in den Klassen 7 und 8, wo der Funktionsbegriff
aus formal-mathematischer Sicht eingefihrt wird und
deshalb belastbare Vorstellungen besonders bedeut-
sam sind, kdnnen Situierungen leicht mit den abstrak-
ten Darstellungen Funktionsgraph und -gleichung
verknipft werden und dadurch das Verstandnis un-
terstiitzen (vgl. z. B. Shell Centre for Mathematical
Education, 1985). Da die vorliegenden Schilerergeb-
nisse auf einen diesbeziiglich verbesserungswirdi-
gen Unterricht hindeuten, l&ge in dieser Fokussierung
eine groflie Chance.

5.4 Ausblick und Implikationen fiar zukinf-
tige Forschung

Die Erkenntnisse dieser Studie wurden fir die Ent-
wicklung einer mathematikdidaktischen Lehrerfort-
bildung genutzt, deren Evaluationsdaten auf Schiiler-
und Lehrerebene aktuell ausgewertet werden. Auf
diesem Weg kdnnen die oben geschilderten Befunde
zumindest teilweise in einer gréferen Stichprobe
Uberprift  werden. Im  Hinblick auf die

Grundlagenforschung und motiviert durch Verglei-
che mit Nitsch (2015) ware es hierbei insbesondere
von Interesse an einer grofieren Stichprobe zu unter-
suchen, inwieweit die Richtung des Darstellungs-
wechsels (Fokus auf Achsenschnittpunkte) sowie das
Aufgabenformat zu unterschiedlichen Fehlerhaufig-
keiten flihrt. Nitsch hatte eine signifikant hohere Feh-
lerhdufigkeit im Single-Choice-Format lediglich
beim Graph-als-Bild-Fehler festgestellt. Obige Er-
gebnisse legen dies auch fir die Fehler Fokus auf
Achsenschnittpunkte und Uberbetonung der Textrei-
henfolge nahe.

5.5 Grenzen der Studie

Die in diesem Avrtikel vorgestellten Befunde sind auf-
grund der kleinen StichprobengréRe insbesondere auf
Lehrerebene nicht verallgemeinerbar. Die geringe
Lehrerfahrung der untersuchten Lehrkréfte stellte sie
einerseits als eine fir die vorliegende Studie im Be-
reich der elementaren Funktionen interessante Ziel-
gruppe heraus (vgl. Blomeke & Kaiser, 2015; BIl6-
meke et al., 2014), andererseits geht damit einher,
dass die entsprechenden Ergebnisse vor dem Hinter-
grund ihrer sehr begrenzten Lehrerfahrung interpre-
tiert werden sollten. Aufgrund der Art der Stichpro-
benziehung (Einbezug von Gymnasial- und Real-
schulklassen eines Schulzentrums) kann davon aus-
gegangen werden, dass das allgemeine Leistungs-
spektrum an Schulen in Baden-Wirttemberg in die-
ser Stichprobe weitgehend abgebildet wurde. Dabei
wurden die mutmallich schwachsten Lerner von
Haupt- bzw. Werkrealschule bewusst nicht einbezo-
gen, da diese die hier zentralen Inhalte weitgehend in
Klassenstufe 10 bearbeiten. Die Fragestellung, in-
wieweit die aus der Literatur abgeleiteten Lern-
schwierigkeiten auch in den Lehr-Lernkontexten po-
tentieller Fortbildungsteilnehmer anzutreffen sind,
konnte demnach — zumindest exemplarisch — auch in
dieser kleinen Stichprobe zufriedenstellend beant-
wortet werden. Auf Lehrerebene handelt es sich auf-
grund der kleinen Stichprobe und der spezifischen
demographischen Eigenschaften der befragten Lehr-
krafte um Einzelbefunde, die sich dennoch fir die
Fortbildungskonzeption als sehr aufschlussreich
zeigten.

Die Einschdtzung von Ldsungshaufigkeiten in be-
stimmten Aufgaben ist mehrere Monate nach Be-
handlung eines Themas nachvollziehbarerweise
schwierig und kdnnte durch spezifische Vergessens-
effekte verzerrt sein. Da in den Klassen G und RSA
das Lehrerinterview vor dem Schulertest stattfand,
hatten Herr Ginger und Herr Albert im Gegensatz zu
Frau Beck und Herrn Cesar nicht die Gelegenheit,
sich die Schileraufgaben im Vorfeld anzuschauen
bzw. ihre Eindriicke aus der Schillertestung im Inter-
view aufzugreifen. Ein Vergleich der Lehrer-
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antworten deutet aber darauf hin, dass diese unglei-
chen Rahmenbedingungen keinen systematischen
Effekt hatten und die Lehrkrafte wéahrend der Schi-
lertestung lediglich eine oberflachliche Beobachter-
rolle einnahmen.

In Bezug auf die Schulerergebnisse sollte beachtet
werden, dass der lange zeitliche Abstand eine mogli-
che Begrindung fur niedrige Haufigkeiten korrekter
Bearbeitungen sowie von Nicht- und Falschbearbei-
tungen im offenen Aufgabenformat darstellen
konnte. Mdoglicherweise war das Aufgabenformat
Single-Choice flr einige Lernende ungewohnt und
verstarkte augenscheinlich einige Fehlerhdufigkei-
ten. Dies war in diesem Umfang nicht erwartet wor-
den, da sich bei Nitsch (2015) nur bei den Aufgaben
zur Diagnose des Graph-als-Bild-Fehlers ein syste-
matischer Unterschied nach Aufgabenformat gezeigt
hatte. Da auch den Lehrkréften mehrheitlich offene
Aufgaben vorgelegt wurden, sollten hauptséchlich
diese beachtet werden. Zudem muss bei Aufgaben im
Single-Choice-Format immer die Mdglichkeit eines
zufalligen Ankreuzens beriicksichtigt werden.

Anmerkungen

L In diesem Artikel wird zugunsten der Lesbarkeit bei Per-
sonenbezeichnungen und zusammengesetzten Begriffen
die mannliche Form benutzt. Geschlechtsspezifisch sind
diese Bezeichnungen jedoch neutral zu verstehen.

2 ProfiL9 war ein Teilprojekt des durch das Ministerium
fiir Wissenschaft, Forschung und Kunst Baden-Wirttem-
berg geforderten Promotionskollegs Professionalisierung
im Lehrberuf. Siehe z.B. https://www.ph-heidel-
berg.de/mathematik/forschung-projekte/professionalisie-
rung-im-lehrberuf.html

% Da keine hohergradigen Funktionsklassen als lineare
Funktionen betrachtet werden, wird die Bezeichnung ele-
mentare Funktionen verwendet.
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Anhang

Schuleraufgabe Vorgelegter Fehler

Gegeben ist der Graph der Funktion f:
A A

1/

y

Stelle passend zum Funktionsgraphen eine
Gleichung auf.

FA4: Schilergraph:
Gegeben ist folgende Funktionsgleichung:
y=5x—-2
A
Zeichne den Graphen dieser Funktion in das ! y
Koordinatensystem ein. i
2
—
14 — =]
i 2-1,1 12 X

Parallelitems: FA5 (SC) und FA6 (SC)

Gegeben ist folgende Situation:

-In 2inem Agquarium mit 80| Wasser befindet
sich ein kleines Loch, durch welches pro
Stunde etwa 1,21 Wasser austritt.”

Stelle die Funktionsgleichung auf!

GB1:
Zeichne den Geschwindigkeitsgraphen eines Rennwagens AUfgI’Uﬂd von Aufgabenteil GB2 wurde hierzu
in der zweiten Runde auf folgender Rennstrecke: kein Schilerfehler vorgelegt.

Start

120} Geschwindigkeit
ig0| (km/h)

83 & 3 8

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

Streckenentfernung
(km)
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Dieser Graph zeigt, wie die Geschwi eines R in
der zweiten Runde auf einer langen, ebenen Rennstrecke variiert.

ST

Geschwindigkeit (km/h)
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02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Streckenentfernung (km)

Im Folgenden sind vier Rennstrecken abgebildet: Auf welcher dieser
Rennstrecken fuhr der Wagen, sodass der oben gezeigte
Geschwindigkeitsgraph entstand?

hine>tamd]

SH1:
Welches der vier Fahrzeuge ist zum Zeitpunkt t = 5 am schnellsten?
100
sof E
£
0| g -
- -
o] I’
70| © | L]
= Fahrzeu, o
sl 1 1 e i
~_~"Fahrzeug 2
50 T <<
W0 L ! ] -
w o~ Fahrzeug3 - - Schilerauswahl:
0l - - \ - \ Fahrzeug 2
Fahrzeug 4
10 | | !
Zeittins

o 1 2 3 4 5 6 T & 9 W M 12 13 14 15 16

[JFahrzeug 1 [J Fahrzeug 2 [JFahrzeug 3

(Item adaptiert nach Nitsch, 2015, S. 220)

Parallelitems: SH2 (SC; Kontext: Laufergeschwindigkeiten in
s-t-Diagramm) und SH3 (offen; Kontext: Laufergeschwindigkeiten in
s-t-Diagramm)

[ Fahrzeug 4

Tab. 2: Ubersicht iiber die vorgelegten Schilleraufgaben und -fehler.

Bemerkungen: offen ... offenes Aufgabenformat; SC ... Single-Choice-Format
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