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Zusammenfassung:

Das Verstandnis von Briuchen umfasst sowohl kon-
zeptuelles als auch prozedurales Wissen. In einer
vergleichenden Analyse werden fiinf Schulbucher
daraufhin untersucht, in welcher Weise sie in den
Kapiteln zu den Grundrechenarten beide Wissensar-
ten ansprechen und welche Rolle dabei Visualisie-
rungen spielen. Die Aufgaben werden kodiert und
haufigkeitsanalytisch ausgewertet. Es zeigt sich,
dass nach einem auf beide Wissensarten zielenden
Wissensaufbau, der sich auch auf Visualisierungen
stutzt, die folgenden Aufgaben vorwiegend, wenn
auch in unterschiedlichem Maf3, auf prozedurales
Wissen fokussieren und der Einsatz von Visualisie-
rungen weitgehend hinter den fachdidaktischen
Forderungen zuriickbleibt.

Abstract: When learning fractions, students are
expected to develop conceptual knowledge as well
as procedural knowledge. In a comparative analysis
of five textbooks we thus examined the chapters on
fraction operations with a focus on the ways in
which both knowledge types were addressed. More-
over, we investigated which role visualizations play
in corresponding learning opportunities. A quantita-
tive content analysis revealed that after a visualiza-
tion-based introduction focusing on both knowledge
types, the following tasks focused predominantly on
procedural knowledge whereas the use of visualiza-
tions did not live up to the state of the art in mathe-
matics education.

1. Einleitung

Das Verstandnis von (gemeinen) Briichen umfasst
zwei zentrale Aspekte: den Bruchzahlbegriff und
das Rechnen mit Brichen, die spater als konzeptuel-
les und prozedurales Wissen weiter ausdifferenziert
werden. Es besteht Konsens dartiber, dass diese
beiden Wissensarten im Hinblick auf die Unter-
schiede in den Leistungen von Schiiler*innen zent-
ral sind (z. B. Cramer, Post & del Mas, 2002; Gab-
riel, Coché, Szucs, Carette, Rey & Content, 2013;
Hecht & Vagi, 2010; Siegler & Lortie-Forgues,
2015). Inshesondere wird angenommen, dass es
Schiiler*innen an konzeptuellem Wissen zu Bri-
chen mangelt (z. B. Bempeni, Poulopoulou, Tsiplaki
& Vamvakoussi, 2018; Moss & Case, 1999). Ein
Erklarungsansatz hierfiir sind unter anderem unzu-
reichende Lerngelegenheiten der Schiler*innen im

Unterricht (Lortie-Forgues, Tian & Siegler, 2015;
Obersteiner, Dresler, Bieck & Moeller, 2019). Inter-
nationale Schulbuchanalysen zeigen, dass Aufgaben
als Indikator fiir Lerngelegenheiten tiberwiegend auf
prozedurales Wissen fokussieren, wéhrend konzep-
tuelles Wissen nur in geringem Mal angesprochen
wird (Alajmi, 2012; Son & Senk, 2010; Yang, Reys
& Wu, 2010). Analog hierzu wird in der deutsch-
sprachigen Literatur vielfach die tiberwiegend erfah-
rungsbasierte, jedoch nicht empirisch geprifte The-
se vertreten, dass im Unterricht zu schnell formal-
regelhaft agiert und auf prozedurales Wissen fokus-
siert wird (z. B. Malle, 2004; Padberg & Wartha,
2017). Gleichzeitig belegen empirische Untersu-
chungen, dass der Einsatz von Visualisierungen sich
positiv auf das konzeptuelle Wissen zu Briichen
auswirken kann (z. B. Cramer & Henry, 2002; Cra-
mer & Wyberg, 2009; Rau, Aleven & Rummel,
2009, 2013). Die Interpretation von Visualisierun-
gen erfordert die Aktivierung von Grundvorstellun-
gen und kann insofern den Erwerb von konzeptuel-
lem Wissen unterstiitzen (Charalambous & Pitta-
Pantazi, 2007; Cramer et al., 2002; Ni, 2001). Eine
vergleichende Analyse funf deutscher Schulblicher
soll deshalb aufzeigen, in welcher Weise dort Lern-
gelegenheiten fir konzeptuelles und prozedurales
Wissen angeboten werden und inwiefern Visualisie-
rungen zur Forderung von konzeptuellem Wissen
eingesetzt werden.

2. Theoretische Grundlagen

Als wesentliche Grundlagen werden im Folgenden
drei relevante Theoriebausteine (Wissensarten, Vi-
sualisierungen, Schulbiicher) referiert.

2.1 Konzeptuelles und prozedurales Wissen

Die grundlegende Unterscheidung von konzeptuel-
lem und prozeduralem Wissen als zwei verschiede-
ne Wissensarten ist nicht nur in der Kognitionspsy-
chologie (z. B. Anderson, Funke, Neuser-von Oet-
tingen & Plata, 2013) sondern auch in der Mathema-
tikdidaktik tblich (Geary, 2004; Geary et al., 2008;
Hiebert & Lefevre, 1986; Moss & Case, 1999; Ritt-
le-Johnson & Schneider, 2015; Schneider & Stern,
2010).

Prozedurales Wissen wird in Anlehnung an Hiebert
und Lefevre (1986) als Wissen beziiglich der Aus-
fuhrung von mathematischen Verfahren definiert. Es
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umfasst sowohl Wissen zu den Teilschritten eines
(mathematischen) Verfahrens und deren Abfolge als
auch Wissen zu deren Anwendbarkeit (Byrnes &
Wasik, 1991; Hiebert & Lefevre, 1986; Malle, 2004;
Prediger, Barzel, Leuders & HuBmann, 2011; Rittle-
Johnson, Siegler & Alibali, 2001). Prozedurales
Wissen zu Briichen ist ausgesprochen komplex, da
Briche in den jeweiligen Rechenverfahren auf un-
terschiedliche Weise verarbeitet werden. Die Multi-
plikation von Briichen erlaubt beispielsweise eine
komponentenweise Verarbeitung von Zé&hler und
Nenner, was fiir Addition und Subtraktion nicht
moglich ist.

Konzeptuelles Wissen wird definiert als Wissen zu
mathematischen Begriffen (Byrnes & Wasik, 1991;
Hiebert & Lefevre, 1986; Kilpatrick, Swafford &
Findell, 2001) und Wissen dariiber, warum ein ma-
thematisches Verfahren funktioniert (Crooks & Ali-
bali, 2014; Kilpatrick et al., 2001). Konzeptuelles
Wissen zu Briichen umfasst insbesondere Eigen-
schaften von Brichen (z. B. Zahler-Nenner-Rela-
tion, Dichte) als auch Grundvorstellungen zu Bri-
chen (z. B. Kieren, 1976; Malle, 2004; Padberg &
Wartha, 2017).

Um beispielsweise zwei Briiche zu addieren, wird in
der Regel auf prozedurales Wissen zuriickgegriffen,
u.a. Wissen zu den Teilschritten des Ldsungs-
verfahrens (Hauptnenner bestimmen, Briiche gleich-
namig machen, Z&hler addieren) und deren Reihen-
folge sowie Abgrenzungswissen (eine isolierte Ver-
arbeitung von Zahler und Nenner ist bei der Additi-
on nicht korrekt). Um hingegen zu verstehen, wa-
rum das Verfahren auf entsprechende Weise funkti-
oniert, ist konzeptuelles Wissen notwendig, u. a. die
Grundvorstellung eines Bruchs als Teil eines Gan-
zen und die Grundvorstellung des Addierens von
Briichen als Zusammenfligen gleichartiger Objekte
sowie deren Visualisierung durch geeignete Model-
le.

Aus diesem Grund wird das Wissen, warum ein
Rechenverfahren funktioniert, dem konzeptuellen
Wissen zugeordnet, wenngleich der Begriff ,kon-
zeptuelles Wissen® so nah an den des tiefergehenden
prozeduralen Wissens nach Star (2005) ruckt. Den-
noch erfolgt diese Begriffsverwendung in Anleh-
nung an Crooks und Alibali (2014), da sie auf der
Annahme griindet, dass Wissen darlber, warum ein
Verfahren funktioniert, auf konzeptuellen Wis-
senselementen (z. B. Zahleigenschaften; Grundvor-
stellungen) basiert (z. B. Crooks & Alibali, 2014;
Kilpatrick et al., 2001).

Im Unterschied zur Begriffsdefinition nach Hiebert
und Lefevre (1986), die konzeptuelles Wissen als
vernetztes Wissen und prozedurales Wissen als
oberflachliches Wissen beschreibt, werden im Fol-
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genden beide Begriffe unabhangig von der Wis-
sensqualitat verstanden (de Jong & Ferguson Hess-
ler, 1996; Star, 2005; Star & Stylianides, 2013).

Studien zeigen, dass Schiiler*innen beim Rechnen
mit Brichen haufig ausschlielich auf prozedurales
Wissen zuriickgreifen (Moss & Case, 1999; Predi-
ger, 2012). Zudem scheint konzeptuelles Wissen bei
Schuler*innen unzureichend ausgebildet zu sein
(z. B. Bempeni et al., 2018; Moss & Case, 1999;
Prediger, 2012; Siegler & Pyke, 2013). Dieser Fakt
erweist sich insofern als problematisch, weil die
Abldsung des prozeduralen Wissens von konzeptu-
ellem Wissen dazu fuhren kann, dass die Rechen-
verfahren zu Brichen in ihrer Komplexitdt von
Schaler*innen nur schwer memoriert und abgerufen
werden konnen (Siegler & Pyke, 2013). In der Folge
konnen sich falsche Vorgehensweisen bei der Aus-
fuhrung der Verfahren ergeben. Beispielsweise ist
die Prozedur ,,Zdhler mit Zihler, Nenner mit Nen-
ner* fiir das Multiplizieren von Briichen angemes-
sen, nicht jedoch fiir das Addieren. Gelange es den
Schiiler*innen, konzeptuelles Wissen in die Ausfiih-
rung des Verfahrens einzubeziehen und sich die
Rechnung bildhaft vorzustellen, kénnten sie erken-
nen, dass einerseits das ermittelte Ergebnis nicht
stimmen kann, und andererseits eine Vorstellung
davon entwickeln, warum die Briiche bei der Addi-
tion zunéchst gleichnamig gemacht werden miissen.
Die Einsicht, warum ein Rechenverfahren funktio-
niert, kann dazu beitragen, Fehler beim Ausfiihren
der Prozedur zu vermeiden (Hecht, Close & Santisi,
2003; Wearne & Hiebert, 1989). Fir das Angebot an
Lerngelegenheiten bedeutet dies, dass die Aneig-
nung von konzeptuellem Wissen zu Briichen nicht
auf die Entwicklung des Bruchzahlbegriffs be-
schrankt sein sollte, sondern auch fiir das Rechnen
mit Briichen bedeutsam ist (z. B. Baroody, 2003;
Cramer & Henry, 2002; Hecht, 1998; Hiebert &
Lefevre, 1986; Kilpatrick et al., 2001). Als Ziel des
Mathematikunterrichts wird daher heute gesehen,
Schiler*innen durchgéngig sowohl konzeptuelles
als auch prozedurales Wissen zu vermitteln und
beide Wissensarten miteinander zu verkniipfen (Ge-
ary et al., 2008; Hiebert & Lefevre, 1986; Prediger
etal., 2011).

Die Unterscheidung der beiden Wissensarten bietet
somit eine Orientierung im Hinblick auf Wissen, das
im Mathematikunterricht erworben werden soll
(Barzel, HuBmann, Leuders & Prediger, 2012; Gea-
ry et al., 2008; Hiebert & Lefevre, 1986). Insbeson-
dere ermdglicht sie eine Kategorisierung von Auf-
gaben hinsichtlich der angesprochenen Wissensart
(Anderson & Krathwohl, 2001; Hiebert & Lefevre,
1986).
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2.2 Visualisierungen

Mathematische Inhalte mussen Uber die Nutzung
unterschiedlicher externer Représentationen (Dar-
stellungen) fir Lernende ,,sichtbar” gemacht wer-
den, da sie in einer abstrakten Form vorliegen
(Duval, 2002, 2006). Hierzu kénnen, ebenfalls nach
Duval (2002, 2006), vier unterschiedliche Repréasen-
tationsformen genutzt werden: (1) bildliche Repré-
sentationsform (z. B. Zeichnungen, Skizzen), (2)
grafische Représentationsform (z. B. Diagramme,
Graphen), (3) sprachliche Représentationsform so-
wohl in mindlicher Form (z. B. Erklarungen) als
auch in schriftlicher Form (z. B. Sétze) und (4)
symbolische Reprasentationsform (z. B. Rechnun-
gen).

Innerhalb der Représentationsformen gibt es Repré-
sentationen mathematischer Inhalte, die gleiche
Eigenschaften aufweisen. Diese werden in soge-
nannten Darstellungsregistern (Duval, 2002, 2006)
zusammengefasst. Darstellungsregister sind somit
Unterklassen der Repréasentationsformen, die eine
feinere Unterscheidungsmdglichkeit im Hinblick auf
mathematische Reprasentationen ermdglichen. Bei-
spiele fur unterschiedliche Darstellungsregister in
bildlicher Représentationsform sind die bekannten
Modelle zu Briichen, wie z. B. Kreismodell, Recht-
eckmodell, Zahlenstrahl und Bruchstreifen.

Unter dem Begriff ,Visualisierung® werden in der
vorliegenden Arbeit externe bildliche Reprasentati-
onen gefasst (z. B. Presmeg, 2006; Rau et al., 2009).
Demnach ist Visualisierung als Unterbegriff von
Reprasentation zu verstehen.

Empirische Studien belegen, dass die Verwendung
von Visualisierungen positive Effekte auf die Ent-
wicklung von konzeptuellem Wissen haben kann
(z. B. Cramer & Henry, 2002; Cramer & Wyberg,
2009; Rau et al., 2009, 2013). Deshalb werden in
diesem Beitrag Aufgaben in Schulblchern im Hin-
blick auf Visualisierungen analysiert. Als wesentli-
che Kategorien hierfir erwiesen sich die im Folgen-
den erlduterten Gesichtspunkte aus der Visualisie-
rungsforschung.

Funktion

Visualisierungen  konnen bei der Wissens-
vermittlung funf Funktionen zukommen (Carney &
Levin, 2002; Levin, Anglin & Carney, 1987): (1)
Sie kdnnen eine Dekorationsfunktion besitzen, wenn
sie der Motivation dienen und keinen direkten Be-
zug zum Lerninhalt haben. (2) Visualisierungen
konnen eine Reprasentationsfunktion haben, indem
sie verbal beschriebene Elemente abbilden und so
konkretisieren. (3) Visualisierungen konnen eine
Organisationsfunktion tibernehmen, indem sie einen
Uberblick iber einen Sachverhalt geben. (4) Die

Interpretationsfunktion von Visualisierungen liegt
darin, Wissensinhalte Uber bildliche Analogien zu
verdeutlichen. (5) Visualisierungen konnen eine
Transformationsfunktion einnehmen, indem sie In-
formationen flr das Merken und Abrufen in geeig-
neter Form darbieten und somit zur Verankerung
von Lerninhalten im Gedé&chtnis beitragen.

Da die Dekorationsfunktion von Visualisierungen
fur das Lernen eines konkreten Sachverhaltes von
untergeordneter Bedeutung ist, wird sie in anderen
Funktionsbeschreibungen  von  Visualisierungen
nicht erwéhnt (z. B. Schnotz, 2010).

Die doménenunspezifischen Funktionsbeschreibun-
gen nach Levin et al. (1987) wurden im For-
schungsprozess induktiv erweitert. Obwohl sie nach
Slough und Mc Tigue (2013) bis heute das gangigs-
te Klassifikationsschema in Bezug auf Visualisie-
rungen in Schulbichern darstellen, erwies sich ihre
Passung im Zuge der Analyse als begrenzt. So
konnten in den analysierten Mathematikschulbi-
chern innerhalb der Représentationsfunktion zweier-
lei Visualisierungen unterschieden werden: (1) Vi-
sualisierungen, die Informationen bereitstellen,
(2) Visualisierungen, welche verbal beschriebene
Aufgabenstellungen redundant veranschaulichen
und somit einem besseren Verstandnis derselben
dienen. Zudem erwies sich die Unterscheidung von
Interpretations- und Transformationsfunktion in
Bezug auf die vorliegende Analyse als nicht rele-
vant, da Visualisierungen, die auf konzeptuelles
Wissen zielen, jeweils beide Funktionen umfassen.
Des Weiteren traten im Analysematerial keine Visu-
alisierungen mit Organisationsfunktion auf. Aus
diesem Grund wurden zusatzlich zur Dekorations-
funktion induktiv drei Unterkategorien beziiglich
der Funktion von Visualisierungen in Mathematik-
schulbiichern gewonnen: Visualisierungen dienen
(1) dem Bereitstellen von Information, (2) dem Ver-
stdndnis der Aufgabenstellung und (3) dem Ver-
standnis des mathematischen Inhalts.

Nutzung

Bezuglich der Nutzung von Visualisierungen unter-
scheiden Gagatsis und Elia (2004) im mathematik-
didaktischen Kontext zwischen auxiliaren Visuali-
sierungen, die unterstiitzend genutzt werden kon-
nen, fur den Losungsprozess aber nicht unbedingt
notwendig sind, und autonomen Visualisierungen,
die genutzt werden missen, da sie relevante Infor-
mationen fur den Lésungsprozess beinhalten.

Tatigkeit

Im Hinblick auf Té&tigkeiten von Lernenden im Um-
gang mit Visualisierungen arbeitet Schmitz (2017,
S. 22 ff.) die Unterscheidung zwischen dem Ver-
wenden von Visualisierungen und dem Erstellen

107



von Visualisierungen heraus. Die Schiler*innen-
tatigkeit Verwenden erfordert von Lernenden, in den
Visualisierungen das mathematisch Relevante zu
erkennen und zu deuten (Duval, 2014). Die Schii-
ler*innentétigkeit Erstellen erfordert von Lernen-
den, mathematische Inhalte zu interpretieren und in
eine Visualisierung umzusetzen. Dementsprechend
wird fir diese Schiler*innentétigkeit die Kenntnis
entsprechender Visualisierungen vorausgesetzt. Em-
pirische Befunde verweisen auf differenzielle Effek-
te zwischen dem Erstellen von Visualisierungen und
dem Verwenden von vorgegebenen Visualisierun-
gen (Deliyianni, Panaoura, Elia & Gagatsis, 2008).
Insbesondere wird angenommen, dass das Erstellen
von Visualisierungen héhere kognitive Anforderun-
gen an die Lernenden stellt als das Verwenden von
Visualisierungen (Dreher, Kuntze & Winkel, 2014).
Demnach ist es relevant, ob die Visualisierungen in
vorgefertigter Form vorliegen und verwendet wer-
den sollen oder von den Schuler*innen selbst zu
erstellen sind.

Ubersetzungsprozess

Ubersetzungsprozesse erfordern eine Verkniipfung
der strukturellen Eigenschaften des jeweiligen Dar-
stellungsregisters mit inhaltlichen und strukturellen
Aspekten des mathematischen Inhalts (Bruner, Ol-
ver & Greenfield, 1971; Duval, 2006; English &
Halford, 1995; Lesh, Post & Behr, 1987; Rau et al.,
2009). Duval (2006) unterscheidet in Bezug auf
Ubersetzungsprozesse zwei unterschiedliche Aktivi-
taten. Treatments beziehen sich auf Ubersetzungen
innerhalb einer Reprasentationsform (z. B. algebrai-
sche oder arithmetische Umformungen). Conversi-
ons sind Ubersetzungsprozesse, die einen Wechsel
zwischen  verschiedenen  Reprasentationsformen
erfordern (z. B. Notieren einer Bruchzahl zu einem
bildlich dargestellten Anteil). Nach Duval (2006)
sind Conversions entscheidend, um konzeptuelles
Wissen zu entwickeln, da sie das Ubertragen der
zentralen Aspekte eines mathematischen Konzepts
in ein anderes Darstellungsregister erfordern. Treat-
ments hingegen stellen geringere Anforderungen an
Schiler*innen, da sie oft im Sinne eines Algorith-
mus ausgefiihrt werden koénnen. Entscheidend fir
das Lernen aus mathematikdidaktischer Sicht sind
daher vor allem Conversions (Duval, 2006; Goldin
& Shteingold, 2001; Kuntze, 2013; Lesh et al.,
1987), wobei nach Duval (2006) jeweils beide
Ubersetzungsrichtungen beriicksichtigt werden soll-
ten.

Eine &hnliche, allerdings nicht identische Unter-
scheidung ist die Differenzierung zwischen in-
tramodalem und intermodalem Transfer, die auf der
Unterscheidung von Représentationsformen gemaf
dem EIS-Prinzip nach Bruner et al. (1971) beruht.
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Ein intermodaler Transfer beschreibt einen Uberset-
zungsprozess zwischen zwei unterschiedlichen Re-
présentationsformen, beispielsweise von einer sym-
bolischen zu einer ikonischen Darstellung. Ein in-
tramodaler Transfer beschreibt einen Ubersetzungs-
prozess innerhalb einer Représentationsform, bei-
spielsweise von einer ikonischen zu einer anderen
ikonischen Darstellung. Er ist jedoch nach dem An-
satz von Duval (2006) als Conversion einzuordnen,
da unterschiedliche Darstellungsregister auftreten,
obwohl beide Darstellungen in bildlicher Form re-
prasentiert sind.

Um Rechnungen mit Briichen in einen entsprechen-
den Sachkontext oder eine bildliche Darstellung zu
Ubersetzen bzw. Sachkontexte in eine symbolische
Darstellung zu Uberfuhren, ist die Nutzung von
Grundvorstellungen notwendig (vom Hofe, 1995).
In Bezug auf Grundvorstellungen zu Briichen finden
sich in der Literatur unterschiedliche Auflistungen
(z. B. Kieren, 1976; Malle, 2004; Padberg &
Wartha, 2017), welche international als sub-
constructs (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007;
Kieren, 1976; Lamon, 2007) bezeichnet werden. In
der vorliegenden Arbeit werden unter Grundvorstel-
lungen zu Briichen in Anlehnung an Kieren (1976)
die folgenden gefasst: (1) Bruch als Teil eines Gan-
zen, (2) Bruch als Verhaltnis, (3) Bruch als Resultat
einer Division; (4) Bruch als Vergleichsoperator und
(5) Bruch als Mal3zahl.

Modell

In Bezug auf Briche haben sich unterschiedliche
Modelle (Darstellungsregister in Anlehnung an
Duval, 2006) fiir die bildliche Reprdsentation von
Briichen etabliert.

Kreismodell und Rechteckmodell représentieren
z.B. die Grundvorstellung ,Bruch als Teil eines
Ganzen‘ durch Einteilung einer Flache in gleich
groRe Teile und lassen das Ganze deutlich sichtbar
werden. Inshesondere Rechteckmodelle sind nach
Wartha und Wittmann (2009) universelle und vor
allem erweiterbare Visualisierungen, die flr alle
Grundrechenarten einsetzbar und auch spater bei der
Dezimal- und Prozentschreibweise tragfahig sind.
Der Zahlenstrahl veranschaulicht die Grundvorstel-
lung ,Bruch als Mafl3zahl‘ und kann Lernende dabei
unterstiitzen, eine Vorstellung hinsichtlich der Ord-
nungsrelation von Brichen zu entwickeln. Ebenso
kann die Einbettung der naturlichen Zahlen in die
Bruchzahlen am Zahlenstrahl veranschaulicht wer-
den (z. B. Cramer et al., 2002; Geary et al., 2008).
Mit Hilfe der Vorstellung hinsichtlich der Ord-
nungsrelation von Briichen lassen sich Ergebnisse
von Rechnungen abschétzen, was eine Plausibili-
tatsprifung der Ausfiihrung der Rechenverfahren
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ermoglicht (Cramer & Wyberg, 2009; Geary et al.,
2008, Keijzer & Terwel, 2003).

2.3 Schulbtcher

Schulbucher besitzen eine hohe Relevanz fir die
Unterrichtsvorbereitung der Lehrkrafte und damit
fiir die Struktur und Durchfiihrung des Unterrichts
(Pepin & Haggarty, 2001; Valverde, Bianchi, Wol-
fe, Schmidt & Houang, 2002). Sie haben einen gro-
RBeren Einfluss auf das Unterrichtsgeschehen als
Lehrplane (Chen, 2002; Heinze, 2005; Oelkers &
Reusser, 2008), weshalb sie als wichtige Unterst(it-
zung bei Bildungsreformen angesehen werden
(Bolsterli Bardy, 2015). Speziell im deutschen Ma-
thematikunterricht gelten Schulbticher als Leitmedi-
um, welches tber das Aufgabenangebot die mdgli-
chen Entscheidungen von Lehrpersonen hinsichtlich
inhaltlicher Ziele und methodischer Wege zu deren
Erreichung stark beeinflusst (Leuders, 2016; Remil-
lard, Herbel-Eisenmann & Lloyd, 2012). Beispiels-
weise gaben in einer vergleichenden Analyse der
Nutzung von Schulblchern in Deutschland, England
und Frankreich (Haggarty & Pepin, 2002; Pepin &
Haggarty, 2001) die meisten Lehrer*innen im Inter-
view an, sich mit dem Schulbuch auf ihren Unter-
richt vorzubereiten und es in nahezu jeder Unter-
richtsstunde zu nutzen. Hierbei wurde die Bedeu-
tung von Schulbiichern im Hinblick auf Ubungsauf-
gaben besonders betont.

Internationale Analysen von Schulbtichern zeigen,
dass die dort dargebotenen Lerngelegenheiten zum
Thema Briiche vorwiegend auf prozedurales Wissen
zielen und das Ausfiihren von Algorithmen erfor-
dern, weniger auf konzeptuelles Wissen (Alajmi,
2012; Son & Senk, 2010; Yang et al., 2010). Fur
den deutschsprachigen Raum sind derartige Analy-
sen bislang ein Forschungsdesiderat.

3. Anlage der Untersuchung

3.1 Forschungsfragen

Vor dem Hintergrund, dass Lernende fiir das Ver-
stdndnis von Briichen sowohl konzeptuelles als auch
prozedurales Wissen erwerben sollen, erscheint eine
entsprechende Analyse der in Schulbiichern angebo-
tenen Lerngelegenheiten als aufschlussreich. Da
Visualisierungen von grofRer Bedeutung fur den
Erwerb konzeptuellen Wissens sein konnen, soll
weiter untersucht werden, welche Rolle sie in
Schulbtichern fiir das Thema Briiche spielen.

In einem ersten Schritt werden die Aufgaben in
Schulbtichern als Lerngelegenheiten fur konzeptuel-
les und prozedurales Wissen analysiert. In einem
zweiten Schritt werden die Aufgaben mit Visualisie-
rung naher betrachtet. Dabei wird die Bedeutung der

Visualisierung anhand der Funktion und ihres Ein-
satzes in Bezug auf Nutzung und Lernendentétigkeit
analysiert. Da Visualisierungen, die dem mathema-
tischen Versténdnis dienen, fur konzeptuelles Wis-
sen zu Brichen von besonderem Interesse sind,
werden diese zusitzlich hinsichtlich Ubersetzungs-
prozess und Modell ausgewertet.

Folgende Forschungsfragen, jeweils in Bezug auf
Briiche, sind dabei leitend:

1) Auf welche Wissensart (prozedural, konzeptu-
ell) zielen die in Schulblichern angebotenen
Lerngelegenheiten?

2) Welche Arten von Visualisierungen (Funktion,
Modell) werden in Schulbtichern verwendet und
wie werden sie im Hinblick auf Nutzung, Ler-
nendentatigkeit und Ubersetzungsprozess einge-
setzt?

3) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den
Arten der Visualisierungen und den Wissensar-
ten sowie den Phasen im Lernprozess (Wis-
sensaufbau, Uben)?

3.2 Methodisches Vorgehen

Es werden exemplarisch finf Schulbucher unter-
sucht, die in Baden-Wirttemberg und weiteren Lan-
dern zugelassen sind®: ,Lambacher Schweizer 2
(Baum et al., 2005), ,,Neue Wege 2 (Lergenmiiller
& Schmidt, 2005), ,,Mathewerkstatt 2“ (Prediger,
Barzel, HuBmann & Leuders, 2013), ,,Schnitt-
punkt 2 (Backhaus et al., 2015) sowie ,,Mathe li-
ve 6 (Kliemann et al., 2007) und ,,Mathe live 7¢
(Boer et al., 2007)°.

Die Analyse erfasst jeweils die Kapitel zur Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation und Division von
Briichen. Ausgehend von unserer Definition kon-
zeptuellen Wissens, das auch das Wissen Uber die
Funktionsweise eines Verfahrens umfasst, erschei-
nen diese Kapitel besonders interessant, da in ihnen
beide Wissensarten gleichermalen angesprochen
werden kodnnten, es gerade in ihnen dariiber hinaus
von besonderem Interesse ist, ob beide Wissensarten
miteinander verbunden werden.

Im Rahmen einer Frequenzanalyse wird eine kate-
goriengeleitete Analyse von Texten und Bildern in
Schulbuchern vorgenommen (Déring & Bortz,
2016, S.552f.; Mayring, 2015, S.11 ff.). Diese
Form der quantitativen Inhaltsanalyse ermdglicht es,
in den Analyseeinheiten die Haufigkeit des Auftre-
tens bestimmter Kategorien festzustellen, um Aus-
sagen Uber das relative Gewicht der Kategorien im
Vergleich zu anderen Kategorien treffen zu kénnen.
Auspragungen, die im Material besonders héufig
vorkommen, kdnnen so erkannt und naher beschrie-
ben werden (Mayring, 2015, S. 14 ff.).
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Das Datenmaterial wird in Anlehnung an das Vor-
gehen der TIMS-Studie in kleinere Einheiten zerlegt
(Valverde et al., 2002, S.53 ff.), wozu die Mikro-
struktur der Schulbticher genutzt wird. Auf der Mik-
rostrukturebene ist die Unterteilung in Abschnitte
(z. B. Lehrtexte, Merkwissen, Musterbeispiele,
Ubungsaufgaben) charakteristisch fiir Schulbiicher
(Rezat, 2009, S. 80 ff.; Valverde et al., 2002, S. 56),
die als Strukturelemente bezeichnet werden (Rezat,
2009, S. 70). Sie sind als Sinneinheiten zu betrach-
ten, da die darin enthaltenen Lerngelegenheiten
zusammengehdren und sich meist auf einen be-
stimmten Lerninhalt beziehen. Allerdings unter-
scheiden sich die funf Lehrbuchreihen in Bezug auf
die Gestaltung auf der Mikrostrukturebene deutlich.
Speziell in ,,Mathewerkstatt“ werden neue Inhalte
ausgehend von Sachkontexten prasentiert und erar-
beitet, weshalb die einzelnen Aufgaben meist um-
fangreicher sind, ihre Anzahl jedoch geringer aus-
fallt, wihrend insbesondere ,,Schnittpunkt* eine
Fulle an Automatisierungsaufgaben anbietet.

Dementsprechend musste eine Analyseeinheit be-
stimmt werden, die zu allen funf Schulblchern
passt. Grundlage hierfur ist ein erweiterter Aufga-
benbegriff. Eine Aufgabe wird definiert als Auffor-
derung an Lernende zur Auseinandersetzung mit
einem mathematischen Inhalt (Leuders, 2014). So-
mit werden neben den klassischerweise durchnum-
merierten Aufgaben im engeren Sinne z. B. auch
Informationstexte oder Ldsungsbeispiele in der
Analyse berticksichtigt. Da die Aufgaben in den
betrachteten Schulblichern jeweils unterschiedlich
viele Teilaufgaben umfassen, also unterschiedlich
umfangreich sind, ware eine Kodierung auf der
Ebene von Teilaufgaben eine mdgliche Alternative.
Davon wurde jedoch abgesehen, weil sich die Lehr-
buchreihen im Hinblick auf deren Anzahl stark un-
terscheiden, wodurch ein noch groReres Ungleich-
gewicht in der Anzahl analysierter Einheiten entste-
hen wirde. Hinzu kommt, dass die Anzahl an Teil-
aufgaben im Hinblick auf das Angebot an unter-
schiedlichen Lerngelegenheiten nicht zwangslaufig
als relevant erachtet wird, da diese haufig dieselbe
mathematische Aktivitét erfordern.

Jeder Analyseeinheit wurden Kategorien zugewie-
sen. Die Kategorien wurden deduktiv aus den empi-
rischen Befunden der Visualisierungsforschung
abgeleitet, mit Ausnahme der Kategorien zur Funk-
tion von Visualisierungen (s. Abschnitt 2.2).

Das Kategoriensystem (Abb. 1) ist in einem aus-
fuhrlichen Kodierleitfaden mit Definitionen, An-
kerbeispielen und Kodierregeln festgehalten. Die
Kategorien wurden weiter ausdifferenziert in Unter-
kategorien, welche jeweils dichotom kodiert wurden
(O: trifft nicht zu; 1: trifft zu).

math.did. 42(2019)2

Fur die Kategorien Inhaltsbereich, Wissensart,
Funktion, Ubersetzungsprozess und Modell sind
Mehrfachkodierungen zugelassen. Die in den Er-
gebnistabellen (Tab.1 und Tab.2) angegebenen
relativen Haufigkeiten berechnen sich als Quotient
aus der jeweiligen Unterkategorie und der jeweils
dartiber angegebenen Grundmenge an Aufgaben.

Zur Bestimmung der Intercoder-Reliabilitdt wurde
eine Zufallsstichprobe des Analysematerials im
Umfang von 20 % durch eine zweite, entsprechend
geschulte Person kodiert. Cohens Kappa lag je nach
Kategorie zwischen k = 0,652 und x =1, was als
gute bis sehr gute Ubereinstimmung gewertet wer-
den kann (Doéring & Bortz, 2016, S. 346). Die Un-
terkategorien ,,Verstindnis der Aufgabenstellung™;
,Herstellen”; |, Zahlenstrahl®, , bildlich > verbal® mit
k <0,7 wurden einer inhaltlichen Prifung unterzo-
gen: Es handelt sich um Variablen, deren Grundhdu-
figkeit in der untersuchten Stichprobe fur die Aus-
pragung ,,0° wesentlich groRer ist als fiir die Aus-
pragung ,,1¢. Diese Prdvalenz einer Variablen-
auspragung verzerrt Cohens Kappa aufgrund einer
hoheren  Ratewahrscheinlichkeit (Gwet, 2012,
S. 165 ff.; Wirtz & Kutschmann, 2007), weshalb die
Kodiereriibereinstimmung auch bei den genannten
Variablen als angemessen betrachtet wird.

3.3 Kategoriensystem

Das entwickelte Kategoriensystem (Abb. 1) bezieht
sich zundchst auf die Analyse der Aufgaben. Bein-
haltet eine Aufgabe eine Visualisierung, wird diese
entsprechend detailliert weiter analysiert.

3.3.1 Analyse der Aufgaben

Im Folgenden werden die Kategorien und Unterka-
tegorien der ersten Analyseebene naher beschrieben.

Inhaltsbereich

Zunéchst werden die Aufgaben nach dem Inhaltsbe-
reich (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divisi-
on) kodiert. Wenn in einer Aufgabe mehrere Opera-
tionen angesprochen werden, ist eine Doppelkodie-
rung moglich.

Phase im Lernprozess

Aus der Art der Aufgabe und der Reihenfolge, in
der die Aufgaben in den Schulbiichern dargeboten
werden, konnen Ruckschliisse auf die Phase im
Lernprozess gezogen werden, in der sie eingesetzt
werden sollen (Bruder, 1991; Rezat, 2009; Zech,
1998). Hierbei wird zwischen den zentralen Phasen
Wissensaufbau und Uben unterschieden (vgl. Her-
bart, zitiert nach Prediger, HuBmann, Leuders &
Barzel, 2014).
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Addition
Inhaltsbe- Subtraktion
1 *
c L Multiplikation
[}
® Division
g
Nl Phase im Wissensaufbau
3 Lernprozess Uben
g
s prozedural
I3 Wissensart*
konzeptuell
Reprisenta- mit Visualisierung
UL L ohne Visualisierung

Bereitstellen von Information

Verstandnis. d. Aufgabenstellung

Funktion*
Verstandnis d. math. Inhalts

Dekoration

unterstitzend

Nutzung
notwendig

verwenden

Tatigkeit
erstellen

bildlich = symbolisch

symbolisch = bildlich
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Abb. 1: Kategoriensystem mit Kategorien (grau unterlegt) und Unterkategorien (fir mit * markierte Kategorien bzw.
Unterkategorien sind Mehrfachkodierungen zugelassen.

Dem Wissensaufbau werden Einstiegsaufgaben,
erlauternde Lehrtexte, Musterbeispiele und Merk-
wissen zugeordnet, mit deren Hilfe die Erarbeitung
und Systematisierung von neuem Wissen erfolgt.
Dem Uben werden Aufgaben zugeordnet, die auf
die Festigung von Wissen zielen.

Wissensart

Im Hinblick auf die Wissensart werden die Aufga-
ben als auf konzeptuelles Wissen zielend oder als auf
prozedurales Wissen zielend kodiert, wobei Doppel-
kodierungen moglich sind. Die Aufgabe in Abb. 2
zielt ausschliellich auf prozedurales Wissen, da ein
mathematisches Verfahren ausgefiihrt werden soll.
Die Textaufgabe in Abb. 3 zielt auf konzeptuelles
und prozedurales Wissen: Fiir die Uberfiihrung der
Sachsituation in ein mathematisches Modell ist kon-
zeptuelles Wissen vonnoten, wéhrend die anschlie-
Rende Berechnung prozedurales Wissen verlangt.
Die Aufgabe in Abb. 4 zielt auf konzeptuelles Wis-
sen, da Grundvorstellungen (Bruch als Teil eines
Ganzen) und Zusammenhdnge (Aufgabenbeziehun-
gen) angesprochen werden. Sie zielt nicht auf pro-
zedurales Wissen, da keine Ausfiihrung eines Re-
chenverfahrens gefordert ist.

3 Berechne.

1,3 7_1
gty b) 75 -3

Abb. 2: Aufgabe, die auf prozedurales Wissen zielt.

(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 47 © Ernst Klett Verlag
GmbH)

® |/ Jan spart fiir ein neues Mountainbike.
Die Halfte des Kaufpreises hat er schon.
Von seinen Eltern erhélt er 50 €. Jetzt
fehlt ihm nur noch  des Kaufpreises.
Wie teuer ist das Rad?

Abb. 3: Aufgabe, die auf konzeptuelles Wissen und pro-
zedurales Wissen zielt.

(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 49 © Ernst Klett Verlag
GmbH)

Ole hat zu einem Bild aus Aufgabe 11 auch eine Subtraktion gefunden.

2N

i

t
<lx
<|w

<lw
\
<\

(XTEN

Erkldre, wie die Aufgaben zu dem Bild passen.

Finde auch zu den anderen Bildern

Subtraktionsaufgaben.

Abb. 4: Aufgabe, die auf konzeptuelles Wissen zielt.

(Quelle: Mathewerkstatt 2, 2013, S. 58 © 2013 Cornelsen
Schulverlage GmbH, Berlin/Christian Nusch ©
2018 Cornelsen Verlag GmbH/Christian Nusch)
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Repréasentationsform

Aufgaben werden bezogen auf die Reprasentations-
form dahingehend unterschieden, ob sie eine Visua-
lisierung enthalten bzw. einfordern oder ohne Vi-
sualisierung auskommen.

Bei Aufgaben ohne Visualisierungen endet die Ana-
lysetiefe an dieser Stelle (vgl. Abb. 2 und Abb. 4).
Enthélt die Aufgabe hingegen eine Visualisierung,
wird diese entsprechend weiter kodiert.

3.3.2 Analyse der Aufgaben mit Visualisie-
rung

Im Folgenden werden die Kategorien und Unterka-
tegorien der zweiten Analyseebene néher beschrie-
ben.

Funktion

In Bezug auf die Funktion von Visualisierungen
werden die folgenden vier Unterkategorien unter-
schieden: (1) Visualisierungen, die dem Bereitstel-
len von Information dienen, (2) Visualisierungen,
die auf das Verstdndnis der Aufgabenstellung zie-
len, (3) Visualisierungen, die auf das Verstandnis
des mathematischen Inhalts zielen, oder (4) Visuali-
sierungen, die rein dekorativ sind. Letztere Unterka-
tegorie ist flr den mathematischen Wissensaufbau
kaum von Bedeutung (vgl. Abb. 5). Sie wird zwar in
der Analyse erfasst, aber nicht weiter untersucht.
Mehrfachkodierungen sind zugelassen fir die ersten
drei Unterkategorien, nicht jedoch fiir die vierte. Die
Visualisierung in Abb. 6 stellt Informationen bereit
und wird auch so kodiert. Dass sie daruber hinaus
auch dekorativ ist, ist fur die Informationsfunktion
der Visualisierung nicht von Bedeutung, weshalb
dieser Aspekt nicht kodiert wird. Visualisierungen,
die verbal beschriebene Elemente der Aufgabenstel-
lung redundant in bildlicher Form darbieten, werden
der Kategorie Visualisierungen, die auf das Ver-
standnis der Aufgabenstellung zielen, zugeordnet
(vgl. Abb. 7). Im Hinblick auf konzeptuelles Wissen
sind vor allem Visualisierungen von Bedeutung, die
Grundvorstellungen zu Brichen oder Eigenschaften
von Brilichen zugénglich machen, also auf das Ver-
standnis des mathematischen Inhalts zielen (vgl.
Abb. 8). Nur solche Visualisierungen werden spater
im Hinblick auf die Kategorien Ubersetzungspro-
zess und Modell weiter ausgewertet (Tab. 2).

math.did. 42(2019)2

@~ Wohin fliegen die Ballons?
2 .4 7 1 5 1
aA3+s b)5-3 i35
17 8 1" 7 7 3
dDig-75 D%~ Dats
3 31 5 7 axvihia P
82+ WET RT3 N g+3z
25 - 22 ~
/ =K »
“ 7 15 1R\
3%E L@ 4 £ Tl R |
e R 2 S /
1 1 3 12
15 A §A 2
3
Abb. 5: Visualisierung, die ausschlie3lich der Dekoration
dient.
(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 48 © Ernst Klett Verlag
GmbH)

Wer bekommt was vom Sportschuh?

1 .o
30 Transport ; Einzelhandel ca. 30%
und Steuern \ /

Markenfirma

; [
z Mehrwert-
" steuer

Herstellungskosten 11 %

Abb. 6: Visualisierung, die Informationen bereitstellt.

(Quelle: Mathewerkstatt 2, 2013, S. 154 © 2013 Cornel-
sen Schulverlage GmbH, Berlin/Christian Nusch
© 2018 Cornelsen Verlag GmbH/Christian
Nusch)

@/ 88 Jeder wiirfelt mit vier Wiirfeln. Bildet
aus den Augenzahlen zwei Briiche und ad-
diert oder subtrahiert sie. Es gewinnt der,

a) der das grofRere Ergebnis hat.
b) der das kleinere Ergebnis hat.

Beispiel:

)
ol

[
EXES
+
ol

1
6

Abb. 7: Visualisierung, die auf das Verstéandnis der Auf-
gabenstellung zielt.

(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 47 © Ernst Klett Verlag
GmbH.)
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Addition

3
5 +

ui|=
(S =3

Abb. 8: Visualisierung, die auf das Verstandnis des ma-
thematischen Inhalts zielt.

(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 44 © Ernst Klett Verlag
GmbH)

A Ldse mithilfe einer Zeichnung.

3
3% b)Z 2

Abb. 9: Aufgabe, die das Erstellen einer Visualisierung
fordert.

(Quelle: Schnittpunkt 6, 2015, S. 55 © Ernst Klett Verlag
GmbH)

Nutzung

Als Néchstes wird unterschieden, ob die Nutzung
der Visualisierung im Sinne einer unterstiitzenden
Visualisierung (auxiliar) erfolgt (vgl. Abb. 7) oder
fur den L&sungsprozess notwendig (autonom) ist
(vgl. Abb. 8).

Tatigkeit

Im Hinblick auf die Tatigkeit konnen Visualisierun-
gen vorgegeben sein (vgl. Abb. 8) oder sie miissen
von den Schuler*innen erstellt werden (vgl. Abb. 9).

Ubersetzungsprozess

Es werden die folgenden Ubersetzungsprozesse
erfasst, die nach Duval (2006) als Conversions be-
zeichnet werden, da insbesondere diese zur Ausbil-
dung von konzeptuellem Wissen beitragen kdnnen:
(1) bildlich — symbolisch, (2) symbolisch — bild-
lich, (3) bildlich — verbal, (4) verbal — bildlich, (5)
bildlich <> bildlich.

Modell

In der Kategorie Modell werden Rechteckmodell,
Kreismodell, Zahlenstrahl, Bruchstreifen (basierend
auf der Streifentafel) und sonstiges Modell (z. B.
realistisches Bild, Mengenmodell, Pfeilbild) unter-
schieden. Demnach werden fotorealistische oder
gezeichnete Darstellungen mit Bezug zur alltagli-
chen Erfahrungswelt (wie Pizza- oder Kuchenbilder)
der Kategorie sonstiges Modell zugeordnet. Wenn
eine Aufgabe mehrere Visualisierungen enthalt, sind
teilweise Mehrfachkodierungen erforderlich.

4. Ergebnisse

Die Ergebnisdarstellung ist zweigeteilt: Sie bezieht
sich zunéchst auf die erste Analyseebene (Aufgaben
gesamt) und anschlieBend auf die zweite Analyse-
ebene (Aufgaben mit Visualisierungen). Die relati-
ven Haufigkeiten basieren jeweils auf unterschiedli-
chen Grundmengen. Diese werden in den Ergebnis-
tabellen jeweils in einer Zeile oberhalb der Katego-
rien angegeben.

4.1 Analyse der Aufgaben

Zundchst werden die Ergebnisse der Aufgabenana-
lyse vorgestellt (vgl. Tab.1); hierbei wird N als
Bezeichnung fiir die absoluten Haufigkeiten ver-
wendet.

Inhaltsbereich

In ,,Lambacher Schweizer”, ,,Neue Wege"“, ,,Ma-
thewerkstatt* und ,,Mathe live* beinhaltet das Kapi-
tel zur Multiplikation die meisten Aufgaben, in
»Schnittpunkt* hingegen das Kapitel zur Addition.

Phase im Lernprozess

ErwartungsgemaR enthalten alle Schulbticher weni-
ger Aufgaben fir den Wissensaufbau als fir das
anschlie3ende Uben.

Wissensart

Im Hinblick auf die Wissensart zeigt sich ein mar-
kanter Unterschied zwischen den Schulbtichern:
Alle, bis auf ,,Schnittpunkt®, enthalten vorwiegend
Aufgaben, die auf beide Wissensarten zielen. Wah-
rend der Anteil an rein prozeduralen Aufgaben in
,Lambacher Schweizer”, ,,Neue Wege* und ,,Mathe
live* bei ungeféhr 40 % (N = 30 bis 60) liegt, stellt
,»Schnittpunkt™ mit 56 % (N =79) vorwiegend rein
prozedurale Aufgaben zur Verfiigung. In ,,Mathe-
werkstatt finden sich dagegen nur 5 % (N =4) rein
prozedurale Aufgaben. Der Anteil an rein konzeptu-
ellen Aufgaben ist mit 26 % (N =20) in ,,Mathe-
werkstatt hoher als in den anderen Schulblichern,
die einen Anteil von weniger als 10 % aufweisen.

Reprasentationsform

Auch in Bezug auf die Reprdsentationsform ist
,,Mathewerkstatt“ auffallig: Der Anteil an Aufgaben
mit Visualisierung liegt bei 78 % (N = 60), wahrend
die Ubrigen Schulbtcher Anteile unter 50 % (N = 23
bis 59) aufweisen. Dies steht im Einklang mit der
Erwartung, dass Visualisierungen héufiger einge-
setzt werden, wenn auf konzeptuelles Wissen gezielt
wird.
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Lam- Mathe Mathe- Neue Schnitt-
bacher live werk- Wege punkt
Schweizer statt.
Aufgaben gesamt 99 76 76 145 141
Addition 27 27% 23 30% 27 36% 43 30% 53 38%
Inhalts- Subtraktion 27 27% 16 21% 17 22% 38 26% 50 35%
bereich*  Multiplikation 48 48% 38 50% 48 63% 58 40% 44 31%
Division 38 38% 14 18% 12 16% 49 34% 42 30%
Phase im  Wissensaufbau 23 23% 13 17% 16 21% 43 30% 47 33%
el Uben 76 77% 63 83% 60 79% 102 70% 94 67%
prozess
weder noch 1 1% 2 3% O 1 1% 0
Wissens-  rein prozedural 43 43% 30 39% 4 5% 60 41% 79 56%
art konzeptuell u. prozedural 48 48% 39 51% 52 68% 71 49% 52 37 %
rein konzeptuell 7 7% 5 6% 20 26% 13 9% 10 7%
Repré- mit Visualisierung 28 28% 23 32% 60 78% 59 41% 44 31%
sentati- — ohe visualisierung 71 72% 53 68% 16 22% 86 59% 97 69%
onsform

Tab. 1: Ergebnisse der ersten Analyseebene (absolute und relative Haufigkeiten; fir mit * markierte Kategorien sind
Mehrfachkodierungen zugelassen, die relativen Haufigkeit konnen sich hier zu tber 100% aufsummieren).

4.2 Analyse der Aufgaben mit Visualisie-
rung

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Analyse
der Aufgaben mit Visualisierung (vgl. Tab. 2) vor-
gestellt. Die Kategorien Ubersetzungsprozess und
Modell werden nur in Bezug auf die Funktion ,,Ver-
stindnis des mathematischen Inhalts* ausgewertet.

Funktion

,,Lambacher Schweizer” setzt mit einem Anteil von
46 % (N =13) mehr rein dekorative Bilder ein als
die iibrigen Schulbiicher. ,,Mathewerkstatt weist
die meisten Aufgaben mit Visualisierungen auf und
verwendet diese nur in 12 % (N =8) der Félle rein
dekorativ. In allen Schulblichern zielen die fir die
Aufgabe relevanten Visualisierungen vorwiegend
auf das Verstandnis des mathematischen Inhaltes.
An zweiter Stelle stehen Visualisierungen, die In-
formationen bereitstellen. Visualisierungen, die auf
ein besseres Verstandnis der Aufgabenstellung zie-
len, kommen am wenigsten vor. Insgesamt l&sst sich
festhalten, dass in den Kapiteln zu den Operationen
Visualisierungen, die relevant fir die Bearbeitung
von Aufgaben sind (Bereitstellen von Information;
Verstandnis der Aufgabenstellung, Verstandnis des
mathematischen Inhalts), in den Schulbtichern hgu-
figer verwendet werden als Visualisierungen mit
Dekorationsfunktion. Da Visualisierungen mit De-

korationsfunktion fiir das Lernen eines konkreten
Sachverhaltes von untergeordneter Bedeutung sind,
werden entsprechende Aufgaben im Folgenden
nicht weiter analysiert. Deshalb bezieht sich die
Betrachtung der folgenden Kategorien auf Aufgaben
mit relevanten Visualisierungen (Bereitstellen von
Information, Verstdndnis der Aufgabenstellung,
Verstandnis des mathematischen Inhalts).

Nutzung

Die Nutzung der Visualisierungen ist vorwiegend
notwendig. Die Visualisierungen enthalten also
keine redundanten Informationen, sondern bilden
fur die Bearbeitung der Aufgaben einen wichtigen
Bestandteil.

Tatigkeit

Das Verwenden einer vorgegebenen Visualisierung
ist die hauptsachlich angedachte Tétigkeit, wéhrend
das Erstellen einer Visualisierung weitaus weniger
verlangt wird (vgl. Tab. 2). ,,Mathewerkstatt* unter-
scheidet sich hier von den Ubrigen Biichern dahin-
gehend, dass anteilig 38 % (N =20) der Aufgaben
das Erstellen einer Visualisierung einfordern, wah-
rend die Ubrigen Schulbiicher nur vereinzelt derarti-
ge Aufgaben enthalten.
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Lam- Mathe Mathe- Neue Schnitt-
bacher live werkstatt Wege punkt
Schweizer
Aufgaben mit Visualisierung 28 23 60 59 44
Dekoration 13 46 % 4 17 % 8 12% 4 7% 12 27 %
Information 4 14% 8 33% 23 39% 31 53% 13 30%
Funktion*  Aufgaben- 11 % 4 17% 1 2% 3 5% 5 11%
stellung
mathemati- 9 32% 12 52 % 42 70% 44 75 % 22 50%
scher Inhalt
Aufgaben mit Visualisierung
ohne Dekorationsfunktion 15 19 52 55 32
unterstiitzend 4 27% 4 21% 1 2% 12 22% 4 13%
Nutzung .
notwendig 11 73% 15 79% 51 98 % 43 78% 28 87 %
o Verwenden 13 86 % 14 74 % 32 62% 51 91% 30 94%
Tatigkeit
Erstellen 2 14% 5 26% 20 38% 4 9% 2 6%
Aufgaben mit Visualisierung
Verstandnis des math. Inhalt 9 12 . o 22
bildlich — 8 89% 11 92% 27 64 % 39 87% 17 77%
symbolisch
symbolisch — 8 89% 8 66 % 27 64% 26 59 % 13 59%
) bildlich
;Jubnergefr'o_ bildlich —» 1 11% 3 250 23 58% 6 14% 6 27%
zess% P verbal
verbal —» 7 78% 7 58% 21 50% 22 50% 11 50%
bildlich
bildlich & 2 22% 0 0% 5 12% 1 2% 1 5%
bildlich
Kreis 6 67% 3 25% 2 1% 19 43 % 1 5%
Rechteck 3 33% 7 58% 16 38% 20 45% 17 77%
Modell* Zahlenstrahl 1 11% 0 5 12% 1 2% 0 0%
Bruchstreifen 0 0 10 24% 0 0
sonstiges 0 2 17% 6 14% 9 20% 5 23%

Tab. 2: Ergebnisse der zweiten Analyseebene (absolute und relative Haufigkeiten; fur mit * markierte Kategorien sind
Mehrfachkodierungen zugelassen, die relativen Haufigkeit kbnnen sich hier zu tber 100% aufsummieren).

Ubersetzungsprozess

Im Folgenden werden nur Ubersetzungsprozesse
betrachtet, die sich auf Visualisierungen beziehen,
die auf das Verstandnis des mathematischen Inhalts
zielen. Am hdufigsten wird in allen Schulbtchern
die Ubersetzung von einer bildlichen zu einer sym-
bolischen Reprasentationsform angeregt, gefolgt
von einer symbolischen zu einer bildlichen Repré-
sentationsform. Die Ubersetzung von einer verbalen

zu einer bildlichen Représentationsform kommt
ebenfalls hdufig in allen Schulbiichern vor. Die
Ubersetzung von einer bildlichen Reprasentations-
form zu einer verbalen Reprasentationsform liegt in
,,Mathewerkstatt“ mit 58 % (N = 23) deutlich héher
als in den anderen Schulbtichern, die einen Anteil
unter 30 % (N =1 bis 6) aufweisen. In allen Schul-
biichern treten Ubersetzungen von einer bildlichen
Darstellung zu einer anderen bildlichen Darstellung
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am sg_ltensten auf. So werden in ,,Mathe live* derar-
tige Ubersetzungen tberhaupt nicht gefordert.

Modell

Die folgenden Angaben beziehen sich ebenfalls nur
auf Visualisierungen, die auf das Verstandnis des
mathematischen Inhalts zielen. In den gesichteten
Schulbiichern werden vorwiegend die Modelle
Kreis und Rechteck verwendet um Briiche zu veran-
schaulichen, wobei das Rechteckmodell hdufiger
eingesetzt wird als das Kreismodell. Beide Modelle
betonen die Grundvorstellung vom Bruch als Anteil
eines Ganzen. Der Bruchstreifen gelangt nur in
,,Mathewerkstatt“ zum Einsatz. Der Zahlenstrahl, als
lineares Modell, kommt nicht in allen Biichern vor
und wird im Vergleich eher selten verwendet. Im
Unterschied zu den anderen Schulbiichern, die sich
weitgehend auf Kreis- und Rechteckmodelle und
somit die Grundvorstellung vom Bruch als Teil ei-
nes Ganzen beschranken, setzt , Mathewerkstatt
mehrere unterschiedliche Modelle ein.

Visualisierungen und Phase im Lernprozess

Im Hinblick auf die Phase im Lernprozess ist der
Anteil an Visualisierungen, die auf das Verstandnis
des mathematischen Inhalts zielen, in allen Schul-
biichern in der Phase des Wissensaufbaus deutlich
hoher als in der Phase des Ubens. In anderer Be-
trachtung: Mehr als 85 % der Visualisierungen im
Bereich des Ubens dienen in ,,Lambacher Schwei-
zer”, ,Mathe live” und ,,Schnittpunkt™ nicht dem
mathematischen Verstindnis, wihrend in ,,Neue
Wege“ 24% (N=24) und in ,Mathewerkstatt*
47 % (N =28) auf das mathematische Verstandnis
zielen.

5. Diskussion und Ausblick

AbschlieRend werden die methodischen Grenzen der
beschriebenen Vorgehensweise aufgezeigt, die zent-
ralen Ergebnisse diskutiert und zwei Desiderate
mathematikdidaktischer Forschung skizziert.

5.1 Methodische Grenzen

Die vorliegende Analyse fokussiert auf Aufgaben zu
den Grundrechenarten im Bereich der Briiche und
insbesondere auf Visualisierungen als eine Mdog-
lichkeit, konzeptuelles Wissen zu entwickeln. Dabei
werden die Visualisierungen primédr nach Kriterien
kategorisiert, die der Forschung zum Lernen mit
Visualisierungen entstammen, also nur bedingt in-
haltsspezifisch sind und deshalb auch die mathema-
tikdidaktischen Aspekte der Visualisierung von
Brichen nur teilweise erfassen. Nicht untersucht
wurden ferner weitere mathematikdidaktische As-
pekte bezuglich Aufgaben (z. B. Aufgabenformate,
Impulse zur Verbalisierung, gegebene Zahlen im

math.did. 42(2019)2

Hinblick auf die Pravention von Fehlermustern).
Insofern lassen sich die betrachteten Schulbtcher
zwar beziiglich der analysierten Kriterien charakte-
risieren, es konnen aber keine Aussagen Uber deren
Lernwirksamkeit in Bezug auf konzeptuelles und
prozedurales Wissen zu Briuchen getroffen werden.
Die Frage nach ihrer Wirkung auf Lehrende und
Lernende bleibt in der vorliegenden produktbezoge-
nen Schulbuchanalyse offen (Mayer, Mullens &
Moore, 2000). An dieser Stelle kdnnte eine wir-
kungsorientierte Schulbuchforschung ankniipfen.

5.2 Diskussion der Ergebnisse

In der vorliegenden Studie werden funf Schulbtcher
aus dem deutschsprachigen Raum im Hinblick auf
die fokussierte Wissensart sowie den Einsatz von
Visualisierungen analysiert. Alle Schulblicher haben
gemein, dass sie insgesamt mehr Aufgaben zur Ver-
fugung stellen, die auf prozedurales Wissen zielen,
als Aufgaben, die konzeptuelles Wissen ansprechen.
Dieses Ergebnis bestétigt fur den deutschsprachigen
Raum bereits vorliegende Befunde internationaler
Schulbuchvergleiche (Alajmi, 2012; Son & Senk,
2010; Yang et al., 2010).

Diese Fokussierung auf prozedurales Wissen kann
eine Erklarung dafur liefern, dass konzeptuelles
Wissen zu Briichen bei Schiiler*innen héaufig nur
unzureichend ausgebildet ist und seit Langem be-
kannte Fehlermuster (z. B. Eichelmann, Narciss,
Schnaubert & Melis, 2012) nach wie vor auftreten
(Lortie-Forgues et al., 2015; Obersteiner et al.,
2019), entgegen der Erwartung, dass sich langjéhri-
ge fachdidaktische Forschung in besseren Leistun-
gen der Schuler*innen niederschlagen musste.

Obwohl Untersuchungen zu typischen Fehlermus-
tern nahelegen, dass die Addition von Briichen
weitaus fehleranfélliger ist als die Multiplikation
(z. B. Padberg & Wartha, 2017), werden in vier der
finf Schulbticher mehr Aufgaben zur Multiplikation
angeboten. AuBRerdem werden deutlich weniger Auf-
gaben zur Division angeboten, welche im Vergleich
zur Multiplikation ebenfalls als fehleranfalliger gilt
(Siegler & Lortie-Forgues, 2017), was wiederum
mit Ergebnissen internationaler Schulbuchverglei-
che konsistent ist (Son & Senk, 2010).

Im Hinblick auf den Zusammenhang von Visualisie-
rung, Wissensart und Phase im Lernprozess zeigen
die Ergebnisse die Tendenz, dass sich der Einsatz
von Visualisierungen, die auf das Verstdndnis des
mathematischen Inhalts zielen, auf den Wissensauf-
bau konzentriert. Nach einer vorstellungsgestiitzten
Phase des Wissensaufbaus mit Visualisierungen
verengen sich die Aufgaben beim Uben weitgehend
auf den Erwerb von prozeduralem Wissen ohne den
Einsatz von Visualisierungen. Dieser Riickgang von

116



K. Lenz, G. Wittmann & L. Holzépfel

Aufgaben mit Visualisierungen, die auf das Ver-
stdndnis des mathematischen Inhalts zielen, zeigt
sich je nach Schulbuch in unterschiedlichem Aus-
maR. Es gibt Schulbiicher, die anteilig in weniger als
5% derartige Aufgaben enthalten. Demgegenuber
gibt es ein Schulbuch, das in nahezu 50 % der
Ubungsaufgaben Visualisierungen enthalt, die auf
das Verstandnis des mathematischen Inhalts zielen.
Die Konzentration von Aufgaben mit Visualisierun-
gen, die auf das Verstdndnis des mathematischen
Inhalts zielen, auf die Phase des Wissensaufbaus
konnte eine Abkoppelung des konzeptuellen Wis-
sens vom prozeduralen Wissen verursachen. Eine
solche Abkoppelung ist insbesondere problematisch,
da das schematische Ausfiihren von Rechenverfah-
ren fehleranfallig ist (z. B. Dreher, 2013; Siegler &
Pyke, 2013; Siegler, Thompson & Schneider, 2011).
Eine durchgéngige Nutzung von Visualisierungen
nicht nur in Phasen des Wissensaufbaus, sondern
auch wahrend des Ubens kénnte dazu beitragen,
prozedurales Wissen und konzeptuelles Wissen zu
Briichen bei Schiller*innen zu vernetzen (Cramer &
Henry, 2002; Cramer & Wyberg, 2009).

Weiter zeigt sich, dass das Erstellen von Visualisie-
rungen weitaus weniger gefordert wird als das Nut-
zen von Visualisierungen. Diese Schiller*innen-
tatigkeit konnte im Hinblick auf das kognitive Akti-
vierungspotential (Hiebert et al., 2003; Jordan et al.,
2006; Jordan et al., 2008) von Aufgaben starker
angesprochen werden.

Bezuglich der Modelle liefert die Analyse eine deut-
liche Fokussierung auf Kreis- und Rechteckmodelle,
welche die Grundvorstellung ,Bruch als Teil eines
Ganzen® veranschaulichen. Dies birgt die Gefahr,
dass Schiler*innen nur eingeschrénkte Vorstellun-
gen fir den Umgang mit Briichen erwerben (Behr,
Lesh, Post & Silver, 1983; Charalambous & Pitta-
Pantazi, 2007; Hannula, 2003; Prediger, 2006;
Zhang, Clements & Ellerton, 2005). Demnach ware
ein gezielter Einsatz unterschiedlicher Modelle von-
ndten, um verschiedene Grundvorstellungen zu Bri-
chen aufzubauen (Cady, Collins & Hodges, 2015;
Duval, 2006; Lamon, 2007). Offen ist jedoch, wie
dieser gezielte Einsatz unterschiedlicher Modelle
aussehen kann. Studien, die sich mit der Wirksam-
keit von Modellen zu Briichen beschéftigen (z. B.
Cramer et al., 2002; Cramer & Wyberg, 2009; Kei-
jzer & Terwel, 2003), zeigen, dass diese je nach
Einsatz sowohl Starken als auch Schwachen aufwei-
sen. Dies flihrt zum Teil zu widerspruchlichen Emp-
fehlungen, aus denen sich bislang kein Gesamtkon-
zept ableiten I&sst.

5.3 Forschungsdesiderate

Insgesamt deuten die berichteten Ergebnisse der
Analyse auf ein Transferproblem von der fachdidak-
tischen Forschung zur Konzeption von Schulbi-
chern hin.

Die starke Fokussierung der untersuchten Schulbi-
cher auf prozedurales Wissen verweist ferner darauf,
dass die Frage, mit welchem Ziel Briiche in den
Jahrgangsstufen 5 und 6 unterrichtet werden, auch
fachdidaktisch keineswegs abschlielend geklart ist.
Als Konsens gilt zwar schon seit langerem, dass bei
der Behandlung von Briichen das konzeptuelle Wis-
sen nicht hinter dem prozeduralen zurtickstehen darf
— explizit auch fur die Grundrechenarten (z. B. Pre-
diger, 2006; Winter, 1999). Dennoch wurde bislang
kaum diskutiert, in welcher Weise Rechenfertigkei-
ten zu Briichen notwendig sind. So wird auch im
Hinblick darauf, dass Briiche grundlegend fiir Term-
umformungen (insbesondere von Bruchtermen) in
der Algebra der Sekundarstufe I sind, zumindest in
der deutschsprachigen Diskussion nicht explizit
zwischen prozeduralem und konzeptuellem Wissen
unterschieden (vgl. Padberg & Wartha, 2017,
S. 7 ff.). Auch wird nur selten genannt, dass in der
Analysis der Sekundarstufe Il konzeptuelles Wissen
zu Brichen beispielsweise Voraussetzung fur ein
Verstandnis des Differenzenquotienten und die Be-
rechnung einfacher Grenzwerte ist. Es erscheint
deshalb angebracht, die Zieldiskussion bezuglich
der Behandlung von Briichen neu und differenzier-
ter zu fhren.

Anmerkungen

! Die Verzeichnisse der in den Bundeslandern zugelasse-
nen Schulbicher sind zuganglich Uber den Deutschen
Bildungsserver unter http://www.bildungsserver.de/ Zu-
gelassene-Lernmittel-und-Schulbuecher-522.html
[14.09.2018]

2 Die in der Stichprobe erfassten Schulbticher unterschei-
den sich im Hinblick auf die Zielgruppe, den Entste-
hungszeitraum und die Konzeption. ,Lambacher Schwei-
zer (gymnasial) und ,,Schnittpunkt® (nicht-gymnasial)
als tradierte Werke, ,,Mathe live* (nicht-gymnasial) und
»Neue Wege™ (gymnasial) als Schulbiicher, die im Rah-
men der Reformbewegung der 2000er Jahre neu konzi-
piert wurden und ,,Mathewerkstatt* (nicht-gymnasial) als
Schulbuch, das im Rahmen von Unterrichtsentwicklungs-
forschung entstanden ist.
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