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Zusammenfassung:

Der vorliegende Beitrag will zeigen, dass die Unter-
suchung von historischen Zeichengeréten grundle-
gende Einsichten in aktuelle didaktische Themen bie-
tet. So werden im Verlauf des Artikels z. B. Beziige
zum Modellieren herausgearbeitet. Es wird der Be-
griff des ldeenkonglomerats vorgestellt und in Bezie-
hung zum Konzept der instrumentellen Genese ge-
setzt. Zentrale Ergebnisse einer empirischen Studie,
die der Frage nachging, welche Lernprozesse beim
Einsatz und Bildung eines Ideenkonglomerats auftre-
ten und wie die instrumentelle Genese eines Zeichen-
gerats stattfindet, werden zusammengefasst.
Dadurch konnen Anregungen flr einen medienba-
sierten Mathematikunterricht entwickelt werden.

Abstract:

The present article aims to show that the investiga-
tion of historical drawing instruments offers basic in-
sights into current didactic topics. In the course of
the article, references to modeling are worked out.
The concept of a conglomerate of ideas is introduced
and placed in relation to the theory of instrumental
genesis. Important results of an empirical study are
summarized. Two key questions of the study were:
Which learning processes happen when using and
forming an idea-conglomerate in the classroom?
How does the instrumental genesis of a drawing de-
vice take place?

Finally, suggestions for a media-based mathematics
education are given.

1. Einleitung

Im Mittelpunkt des Artikels steht ein historisches
Zeichengerat aus dem 17. Jahrhundert. Der Para-
belzirkel von Frans van Schooten Jr. (1646) wurde in
einer bestimmten (mathematik-)historischen Situa-
tion mit einer konkreten Absicht erschaffen. Er ent-
stand im Kontext der Herausbildung und Verbreitung
der kartesischen Geometrie. Instrumente tragen eine
theoretische und eine praktische Seite in sich. Dabei
zeigt sich, dass das theoretische Interesse (fast) im-
mer im Vordergrund stand oder zumindest stets ein
entscheidender Ausgangspunkt fir diese war (vgl.
van Randenborgh, 2015a, S.14 ff).

Werkzeuge werden auch heute noch als bedeutend
fiir die Entwicklung des Denkens und umgekehrt als
materieller Ausdruck von Denkprozessen aufgefasst.

Im Unterricht sollen Denkprozesse angestol3en wer-
den. Dieses ist zumindest ein wichtiges Ziel, das in
unterschiedlichen Fachdidaktiken mit der Forderung
einer kognitiven Aktivierung umschrieben wird. Flr
den Mathematikunterricht heben das etwa Ufer,
Heinze und Lipowski (2015, S. 419) hervor.
Vollrath (2013) beschreibt die Erstbegegnung mit ei-
nem unbekannten Instrument so:

Sehen wir ein uns unbekanntes Instrument, so fragen
wir: Was fir ein Instrument ist das? Was macht man
damit? Wie geht man mit ihm um? Oder vielleicht
noch anspruchsvoller: Warum funktioniert es? Wel-
che Idee liegt ihm zugrunde? ... Wenn ich in diesem
Zusammenhang von Ideen spreche, dann sehe ich dies
im Kontext des Problemldsens. Damit sind Einfélle,
Gedanken und Vorstellungen gemeint, wie die L6-
sung aussehen kénnte. Und am fertigen Instrument
lasst die Art der Losung dann meist auch die zugrun-
deliegenden Ideen erkennen. Mathematische Instru-
mente l16sen mathematische Probleme auf praktische
Weise. (Vollrath, 2013, S. 5)

Bereits hier wird das mathematik-didaktische Poten-
zial eines solchen Prozesses deutlich. Der Einsatz ei-
nes unbekannten Gerdts im Unterricht liefert eine
Problemstellung, die zur mathematischen Idee des
Gerats und so zum mathematischen Kern der Unter-
richtsstunde flhrt. Wird es im Unterricht analysiert,
fuhrt die Erklarung seiner Bau- und Funktionsweise
zu der in ihm verborgenen Mathematik. Das ist der
Grund, warum dieses Gerat im Mathematikunterricht
untersucht wird. Wirde es beispielsweise im Kunst-
oder Geschichtsunterricht betrachtet, wére der Be-
schaftigungsschwerpunkt ein anderer. Beim hier vor-
gestellten Einsatz ist die prozessbezogene Kompe-
tenz des Argumentierens entscheidend. Daher scheint
ein solches Gerat besonders dafiir geeignet zu sein,
eine kognitive Aktivierung der Lernenden zu initiie-
ren und die Lernenden zu Denkprozessen anzuregen.

Im Mathematikunterricht wurden und werden Instru-
mente eingesetzt — heute allerdings oft digitale Tech-
nologien (z. B. graphikféhige Taschenrechner, dyna-
mische Geometriesoftware oder Tabellenkalkulatio-
nen). Reale Zeichengerate werden in Form von Zir-
keln, Linealen und Geodreiecken auch weiterhin ver-
wendet. Sie sind fester Bestandteil der Lehrpléne.

Wird ein Zeichengerat im heutigen Mathematikun-
terricht mit dem Ziel eingesetzt, die in ihm verbor-
gene Mathematik von den Lernenden entdecken zu
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lassen, kann man von einer besonderen Art des (in-
strumentellen) Lernens sprechen. Die mathematik-
didaktische Relevanz einer derartigen Beschaftigung
liegt einerseits an der Mdglichkeit eines enaktiven
Zugangs. Andererseits kénnen auch gerade mit Blick
auf den Einsatz digitaler Technologien im Mathema-
tikunterricht die Beobachtungen von Lernprozessen
mit realen und digitalen Zeichengerdten weiterfiih-
rend sein. Denn Uber den Vergleich des Zugangs zur
inhdrenten Mathematik und den Wegen ihres Sicht-
barwerdens in den Lernwegen der Schiilerinnen und
Schuler kann deutlich werden, worauf beim Einsatz
einer digitalen Lernumgebung geachtet werden
sollte, um zielfiihrende Lernprozesse zu initiieren.

Letztlich geht es um Fragestellungen wie: Wie findet
Mathematiklernen beim Einsatz von Geraten statt?
Welches Potenzial bietet ein Instrument fiir mathe-
matische Lernprozesse?

2. Die Bedeutung von Instrumenten fir
das Lernen von Mathematik

Zeichengerate sind mathematische Instrumente. In
allen Gebieten der Mathematik und in allen Alters-
stufen vom Kindergarten bis zur Universitat haben
Instrumente eine groRe Bedeutung. Im Bereich der
Arithmetik lernen Kinder beispielsweise Zahlen und
das Rechnen mit diesen oft mit einem Abakus (Re-
chenrahmen) kennen. Diese Zugangsweise ist offen-
sichtlich sogar geeignet, um Lernenden mit Rechen-
schwierigkeiten bei der Entwicklung eines Zahlbe-
griffs, von Grundvorstellungen und den Operationen
mit Zahlen zu unterstitzten (Wartha & Schulz,
2014). Das Instrument ist somit ein wichtiges Hilfs-
mittel zum Lernen von Mathematik.

Im Geometrieunterricht werden verschiedenen Line-
ale bzw. Schablonen (z. B. fur Parabeln), ein Geo-
dreieck und der Zirkel eingesetzt. Mit Hilfe von In-
strumenten wird mindestens seit der Antike konstru-
iert. Der Zirkel gilt sogar als das Werkzeug eines Ma-
thematikers (s. Aristophanes, Die Wolken oder Die
Vogel, 423 bzw. 414 v. Chr. uraufgefihrt). Euklid
legt Zirkel und Lineal als einzige Konstruktionswerk-
zeuge fest (vgl. Davis & Hersh, 1981, S. 13). Doch
dieses geschieht implizit. Denn er spricht zwar da-
von, einen Kreis zu zeichnen (kvxiog yeypadOw, SO
z. B. in Euklids Elementen, Buch |, §2), aber wie
bzw. womit ein solcher gezeichnet werden soll, wird
nicht thematisiert. Seine ersten drei Postulate sind
aber so formuliert, dass sie Zirkel und Lineal als ein-
zige zulassige geometrische Werkzeuge implizit fest-
legen (van Randenborgh, 2015a, S. 15 ff). Dieses
flhrte einerseits zu einer intensiven und langen Be-
schéftigung mit den drei klassischen Problemen der
Antike und andererseits zur Erfindung neuer Werk-
zeuge (vgl. Ludwig & Schelldorfer, 2015, S. 4).
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Seitdem Herausbilden einer mathematischen Diszip-
lin bis zur heutigen Zeit werden Instrumente im Kon-
text des Entdeckens, Verstehens und Anwendens von
Mathematik gebraucht. In der Geschichte der Geo-
metrie, Mechanik oder Landvermessung wurden im-
mer wieder neue Geréte erfunden, die im heutigen
Mathematikunterricht eingesetzt, interessante mathe-
matische Entdeckungen erlauben. Einige Beispiele
und ihr Einsatz in verschieden Jahrgangsstufen fin-
den sich etwa bei Ludwig und Schelldorfer (2015).

Die besondere Bedeutung, die mathematische Instru-
mente in verschieden Berufsfeldern, wie Architektur,
Handwerk, Nautik und Wirtschaft, oder den Wissen-
schaften, wie Arch&ologie oder Astronomie, auch
heute noch haben, ist ein wichtiger Aspekt. Dartiber
hinaus sind Instrumente mit dem »Betreiben« und
Denken von Mathematik aufs Engste verbunden.

Zahlen, Rechnen, Messen und Konstruieren sind die
Wurzeln, aus denen die Mathematik erwachsen ist.
Zwar spielt sich das Wesentliche dabei im Denken
des Menschen ab, doch im praktischen Vollzug wer-
den Hilfen beim Rechnen verwendet, wird mit Instru-
menten gemessen und mit Werkzeugen gezeichnet.
(Vollrath, 2013, Buchriicken)

Ludwig und Schelldorfer (2015) wégen Vor- und
Nachteile des Einsatzes von Werkzeugen im Unter-
richt ab und kommen zu einer positiven Bilanz. Dem
schlieRe ich mich an und mdchten an dieser Stelle nur
vier mir wichtig erscheinende Aspekte hervorheben.
Der Unterrichtseinsatz eines unbekannten Zeichen-
geréts weckt die Neugier der Lernenden (motivatio-
naler Aspekt). Die genauere Beschaftigung fuhrt zur
verborgenen Mathematik, zu der ein handlungsorien-
tierter, enaktiver Zugang ermdglicht wird (methodi-
scher Aspekt). Neben den dazu erforderlichen in-
haltsbezogenen Kompetenzen werden auch prozess-
bezogene, z. B. Argumentieren oder Problemldsen,
bendtigt (mathematischer Aspekt). Darliber hinaus
sind durch mathematische Gerdte immer mathema-
tik-historische Aspekte vorgegeben. Beim hier vor-
gestellten Gerat ist es das 17. Jahrhundert. In dieser
Zeit wird gerade auch bei René Descartes (1596 —
1650) die enge und wechselseitige Verbindung von
theoretischem Denken und praktischem Gebrauch
von Geréaten deutlich. In seiner Géométrie (1637) be-
schaftigt sich Descartes mit der geometrischen Er-
zeugung von Kurven und er gibt drei Kriterien dafir
an. Er mochte Kurven als »geometrisch« bezeichnen,
wenn sie durch eine kontinuierliche Bewegung (1)
gewonnen wurden, eine punktweise Konstruktion (2)
angegeben werden kann oder es eine bestimmte Fa-
denkonstruktion (3) gibt. Dabei scheint die beste Art
der Erzeugung fur Descartes die kontinuierliche Be-
wegung zu sein. Bei diesem Kriterium spielen Zei-
chengeréte eine besondere Rolle. Dartiber hinaus er-
findet er »neue Zirkel«, die fur ihn eine besondere
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Zugangsweise zu bestimmten Eigenschaften wvon
Kurven zu seien scheinen. Die dabei gewonnenen Er-
kenntnisse lassen sich dann in Gleichungen zusam-
menfassen. Aber eine Gleichung als solche scheint
ihm nicht auszureichen, um eine Kurve vollstandig
zu erfassen, es ist eine Methode der Erzeugung erfor-
derlich (vgl. Bos, 1981). Geht man in dieser Richtung
einen Schritt weiter, wiirde es in der Konsequenz be-
deuten, dass jede Kurve mit einer algebraischen Glei-
chung mit Hilfe eines Zeichengeréats zu erzeugen sei.
Ein Beweis daflir gelingt zwar erst im 19. Jahrhun-
dert durch Kempe (1876), aber im 17. und 18. Jahr-
hundert wird die Kurvenerzeugung durch eine konti-
nuierliche Bewegung mit Hilfe eines Zeichengeréts
zunehmend wichtiger. Ja es kommt sogar zu der Ent-
wicklung der sogenannten organischen Geometrie.
Dabei kommt das Wort organisch aus dem Griechi-
schen (opyavov) und bedeutet Werkzeug. Es handelt
sich also um eine durch Werkzeuge entwickelte Ge-
ometrie, bei der insbesondere Gelenkmechanismen
eine wichtige Rolle spielen.

3. Theoretische Grundlagen

Der Blick in die Literatur zeigt, dass es zwei erprobte
theoretische Zugangsweisen zur Analyse von mathe-
matischen Lernprozessen beim Einsatz von Geréten
gibt. Hier ist zunachst die Theorie der instrumentel-
len Genese (Kap. 3.2) zu nennen, die v. a. im Rahmen
des Einsatzes digitaler Technologien weiterentwi-
ckelt wurde (Trouche, 2005a). Aul’erdem wurde das
Modell der semiotischen Vermittlung (Kap. 3.3) bei
unterschiedlichen Geréaten und Altersstufen der Ler-
nenden angewandt (z. B. Bartolini Bussi & Mariotti,
2008). Dartiber hinaus habe ich in Anlehnung an
Vollrath (2003) den Begriff des Ideenkonglomerats
entwickelt (van Randenborgh, 2012). Dieser soll nun
zunachst vorgestellt und im Kontext der beiden The-
orien eingeordnet werden.

3.1 Der Begriff des Ideenkonglomerats

Betrachten wir zunéchst den Begriff des Konglome-
rats. Er stammt vom lateinischen Wort conglomerare
— zusammenballen. In der Geologie versteht man
dementsprechend unter einem Konglomerat ein Ge-
stein, das aus einzelnen Steinbestandteilen zu einem
Ganzen zusammengeballt ist. Die einzelnen Bestand-
teile sind durch eine Art Mortel fest miteinander ver-
kittet. Dieses Gebilde wird Konglomerat genannt.
Ein Ideenkonglomerat besteht dementsprechend aus
Ideen, die zu einem solchen Gebilde miteinander ver-
woben sind. Mit Hilfe des Begriffs des Ideenkonglo-
merats lasst sich ein historisches Zeichengerat als ein
Gebilde auffassen. Es ist etwas, was vor einiger Zeit
(hier im 17. Jahrhundert) gebildet worden ist und be-
stimmte Ideen enthalt. Anders aber als in der Geolo-

gie, ist dieser Bildungsprozess nicht endglltig abge-
schlossen. Denn im Augenblick der Beschaftigung
mit einem Zeichengerét entstehen eigene Ideen des
Betrachters. Hierin liegt eine Analogie zum Erfassen
eines Gedichts. Eine entsprechende Sicht scheint
etwa Bobrowski (1987) zu vertreten:

[...] dieses Gedicht, dieses lyrische Gebilde erfassen
wir mit unseren Sinnen. Indem wir lesen [...] ergreift
es uns uber die Sinne, die Organe der Wahrnehmung
[...]- (Bobrowski, 1987, S. 424 f.)

Dabei wird ein Gedicht von ihm verstanden als ein

komplexes Gebilde, in dem sich Inhalt, Sprachfiih-
rung, Lautstand, rhythmische Bewegung usw. mitei-
nander unldsbar verbunden haben. So unlésbar, dass
die einzelnen Elemente nicht austauschbar sind. (ebd.)

Der Begriff des Ideenkonglomerats muss nun zeigen,
welche einzelnen Elemente bei einem Zeichengeréat
angegeben werden kénnen und wie diese miteinander
verbunden sind. Dariiber hinaus soll er es ermdgli-
chen, dem Phédnomen gerecht zu werden, dass ein his-
torisches Zeichengerét einerseits in der Vergangen-
heit gebildet worden ist und andererseits im Augen-
blick der Auseinandersetzung, z. B. im Mathematik-
unterricht, gebildet wird.

Das Wort Element weist, zumindest in der Sprache
der Mathematik, auf den Begriff der Menge hin. Hier
ist die von Cantor gegebene Definition (der sog. nai-
ven Mengenlehre) hilfreich:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammen-
fassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objecten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu ei-
nem Ganzen (Cantor, 1895, S.481)

Ein in diesem Zusammenhang wichtiger Aspekt fin-
det sich in der Umschreibung des Mengenbegriffs bei
Hausdorff (1914). Er formuliert:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen
zu einem Ganzen, d. h. zu einem neuen Ding.
(Hausdorff 1914, S.1)

Damit wird erfasst, dass ein ldeenkonglomerat etwas
Neues ist. Es werden mit ihm unterschiedliche Ideen
zu einem neuen Ganzen zusammengefasst. An dieser
Stelle soll nicht auf die philosophische Diskussion
des ldeenbegriffs eingegangen werden, sondern es
sollen nur gezielte Hinweise zur Bedeutung des Wor-
tes gegeben werden, die deutlich machen, warum es
sinnvoll erscheint, ihn im Kontext eines historischen
Zeichengerates zu verwenden. Betrachtet man den
griechischen Ursprung des Wortes, so ist festzuhal-
ten, dass das Nomen (16ea,) Aussehen, Erscheinung,
Gestalt und auch Meinung oder Vorstellung bedeuten
kann. Das zugrundeliegende Verb bedeutet: sehen,
erblicken, wahrnehmen oder erkennen. An diesen
Bedeutungsaspekt mdchte ich anknlpfen, denn hier
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wird deutlich, dass es bei einer so verstanden ldee ein
Subjekt gibt, das etwas in einem Gegenstand — hier
dem Zeichengerat — wahrnimmt oder erkennt. Dar-
Uber hinaus ist das Wort auch fiir den Zeitpunkt der
Erschaffung eines historischen Zeichengerats an-
wendbar, im Sinne von Idee als Einfall, den der Er-
finder gehabt hat und der im Gerat Gestalt angenom-
men hat. Eine Idee ist also mit der Wahrnehmung ei-
nes Subjekts aufs Engste verbunden. Zusammenfas-
send ergibt sich damit die folgende Definition bzw.
Umschreibung eines Ideenkonglomerats:

Ein Ideenkonglomerat ist ein Gebilde oder eine
Menge von Ideen, die eine Person in einem Gegen-
stand (hier: Zeichengerat) wahrnimmt und mit ihm
verbindet.

Ein mathematisches Instrument kann die folgenden
sechs Ideen enthalten. Dabei sind die einzelnen Ele-
mente (Ideen) vom Subjekt, dem Zeitpunkt und Ort
der Begegnung abhéngig (s. u.). Die einzelnen Ideen
sind dariiber hinaus ineinander »verwoben«, wie
gleich deutlich werden wird.

So kann zunéchst eine Einsatzidee (1) wahrgenom-
men werden. Ein Zeichengerat wird beispielsweise
dazu benutzt, um mit seiner Hilfe etwas zu zeichnen.
Je nach dem, was und wie damit gezeichnet wird, las-
sen sich genauere Unterteilungen vornehmen, etwa
in:

e Lineale und Schablonen,
e  Pantographen oder
e  Kurvenzeichner

(vgl. Bartolini Bussi & Pergola 1996, S. 45; van
Randenborgh, 2015a, S. 5 ff.).

Ein Zeichengerét ist zunéchst einfach ein physikali-
scher Gegenstand. Die mechanische Idee (2) steht flr
die technische Umsetzung und ist in der Bauweise
des Gerats vorhanden. Vollrath (2003) spricht daher
von einer ,,technischen Idee”. An Hand eines Zirkels
erlautert er das folgendermalien:

Mit dem Zirkel kann man seit jeher Kreis verschiede-
ner Radien zeichnen, denn die Schenkel des Zirkels
wurden bereits im Altertum Uber ein Gelenk drehbar
miteinander verbunden. Das war die entscheidende
technische Idee dieses Instruments.

(Vollrath, 2003, S. 256)

Hier wird auch noch einmal deutlich, was die Ein-
satzidee des Zirkels ist, namlich das Zeichnen von
Kreisen mit unterschiedlichen Radien.

Die entscheidende Idee ist die mathematische (3).
Denn auf dieser beruht die ganze Konstruktion des
Instruments. Beim Zirkelbeispiel ist die mathemati-
sche Idee, dass alle Punkte auf der Kreislinie den
gleichen Abstand zu einem festen Punkt (Zirkelspitze
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= Kreismittelpunkt) haben. Fir Zeichengerate allge-
mein bedeutet das, dass die mathematische Idee fiir
die erzeugte Kurve oder Zeichnung verantwortlich
ist. Somit ist sie in der Funktionsweise des Gerats
wiederzufinden. Andererseits setzt das Gerat auch
diese Idee um und ist daher fiir seine Bauweise ver-
antwortlich. Im Zusammenspiel von Bau- und Funk-
tionsweise lasst sich daher die mathematische Idee
erkennen.

An dieser Stelle wird bereits deutlich, dass die ein-
zelnen Ideen miteinander verbunden bzw. verwoben
sind. Urspriinglich wurde sie durch den Erfinder mit-
einander verknupft. Heute kann man diese Verknup-
fungsidee der Entstehungszeit des Instruments nur er-
ahnen, indem man sich mit der Person des Erfinders
beschaftigt und eine historische Einordnung vor-
nimmt. Denn ein historisches Gerat, speziell ein Zei-
chengerét, ist in einer bestimmten Zeitsituation ent-
standen und verkorpert ein besonderes Interesse an
der Mathematik oder Geometrie. Das ist die kulturell-
historische Idee (4) (zu dieser Idee siehe auch Voll-
rath, 1999; 2003; Bartolini Bussi, 2001).

Diese Ideen kdnnen bei einer heutigen Beschaftigung
mit einem historischen Gerét entdeckt werden. Dabei
sind im Wesentlichen zwei grundsatzliche Szenarien
denkbar. Ein Mensch kann ein ihm unbekanntes Zei-
chengerét real vor sich haben (Situation A). Es wurde
beispielsweise auf einem Flohmarkt gefunden. Eine
andere Situation (B) ist gegeben, wenn das histori-
sche Gerat z. B. als Abbildung in einem Buch ent-
deckt wurde. Denn in der ersten Situation kann das
Subjekt enaktiv vorgehen und so zur Einsatzidee ge-
langen. Auch ein direkter Zugang zur mechanischen
Idee ist hier gegeben. Beide Ideen kdnnen dann auch
zur mathematischen Idee fiihren. Die zweite Situa-
tion ist schwieriger. Es konnen hier zwar auch be-
stimmte Elemente der mechanischen Idee gesehen
werden, etwa, ob bestimmte Schienen gleich lang
sind. Das Zusammenspiel der einzelnen Bestandteile
ist aber nicht direkt zuganglich. In beiden Féllen ent-
wickelt jedoch das Subjekt Nutzungs- und Erkl&-
rungsideen (5), wie die einzelnen Bestandteile und
Ideen (Einsatzidee, mechanische und mathematische
Idee) zusammenhédngen. Diese Ideen bilden ein
Ideenkonglomerat insofern, dass die eben aufgezéhl-
ten Ideen als Elemente des Gerats erfasst werden und
nun miteinander zu einem Ganzen verbunden wer-
den.

Wie die einzelnen Bestandteile eines Konglomerat-
gesteins durch eine Art Mortel fest miteinander ver-
kittet sind, werden die einzelnen Ideen durch die Nut-
zungs- und Erklarungsideen des Subjekts zu einem
Ideenkonglomerat verbunden. Denn diese verbinden
die einzelnen Ideen — insbesondere die mechanische
und die mathematische Idee.
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So gesehen ist die Verknupfungsidee des Erfinders
auch nichts anderes als die urspriingliche Nutzungs-
und Erklarungsidee. Sie kann heute als wichtiger Be-
standteil der kulturell-historischen Idee entdeckt wer-
den.

Wird ein mathematisches Gerat im heutigen Unter-
richt betrachtet, geschieht es mit einem bestimmten
Ziel oder einer besonderen Absicht. Damit ist die di-
daktische Idee (6) angesprochen. Auch diese ist
durch die mathematische ldee bedingt. Denn das Zu-
sammenspiel zwischen Bau- und Funktionsweise
kann im Mathematikunterricht entdeckt werden und
fuhrt dann zur mathematischen Idee. Dieser Unter-
richtseinsatz ermdglicht es, die dem Gerét zugrunde-
liegende Mathematik aufzudecken. Das Gerét selbst
wird so zum Tréger einer didaktischen Idee. Man
kann sagen, dass es sich hierbei um eine Nutzungs-
und Erklarungsidee des Lehrenden handelt, der das
Gerat als Vermittlungsinstrument der zugrundelie-
genden Mathematik einsetzen mdchte. Bei einem
derartigen Unterrichtseinsatz entwickeln nun die
Schilerinnen und Schiler, indem sie das Zeichenge-
rat analysieren, eigene Nutzungs- oder Erkl&rungs-
ideen. Sie generieren Ideen, wie und wozu das Gerat
eingesetzt werden kann. Diese Ideen kdénnen tiber die
Einsatzidee hinausgehen und beispielsweise auch
eine Verbindung von mechanischer und mathemati-
scher Idee sein. Prinzipiell ist auch die didaktische
Idee — &hnlich wie die kulturell-historische Idee — er-
kennbar.

Zum Zeitpunkt des Unterrichtseinsatzes besteht das
Ideenkonglomerat fiir den Lehrenden aus den folgen-
den ,,Gesteinsstiicken* oder Elementen: Einsatzidee,
mechanische, mathematische, kulturell-historische
und didaktische Idee. Die Schilerinnen und Schuler
finden einzelne Idee und verbinden diese miteinander
in Form ihrer Nutzungs- und Erkldrungsideen. So
wird das ldeenkonglomerat der Lernenden zu diesem
Zeitpunkt neu gebildet. Bei erfolgreicher Erschlie-
Rung ist das Gerat dann zu einem Lerninstrument ge-
worden. Betrachtet der Didaktiker (oder der Leh-
rende) nun dieses nach dem erfolgten Unterricht,
werden die Nutzungs- und Erklarungsidee der Ler-
nenden nun selbst zu einem ,,Gesteinsstiick® des
Ideenkonglomerats des Didaktikers. Damit stellt sich
die Frage, wodurch nun diese Ideen und ihr Zusam-
menspiel erschlossen werden kénnen. Hier bietet sich
aus meiner Sicht der Zugang der Semiotik an (siehe
Kap. 3.3).

Ein Ideenkonglomerat hat also einerseits — ab dem
Zeitpunkt seiner Erfindung — feste Bestandteile. Das
sind in erster Linie die mathematische und die me-
chanische Idee. Diese Kernelemente sind seitdem
vorgegeben und im Gerét existent. Die Einsatzidee ist

auch gegeben, sie kann durch weitere Nutzer beibe-
halten, verandert oder weiterentwickelt werden. So-
mit andert sich andererseits auch seine »Konsistenz«.
Es findet eine Anreicherung oder Entwicklung von
subjektiven Nutzungs- und Erkl&rungsideen statt.
Damit ist ein ldeenkonglomerat von der Zeit abhan-
gig. Es konnen neue Ideen zum urspriinglichen
Ideenkonglomerat hinzukommen, so dass ein Ideen-
konglomerat von dem sich mit ihm beschaftigenden
Subjekt zum jeweiligen Zeitpunkt neu konstruiert
wird. Es kommt also auch auf die Situation an, in der
das Subjekt dem Gegenstand begegnet.

3.1.1 Zwei Arten von Ideen

Es lassen sich zusammenfassend zwei Arten von
Ideen unterscheiden. Zum einen gibt es Ideen, die im
Gegenstand (Zeichengerat) manifestiert vorliegen.
Diese gegenstandlichen Ideen sind die Einsatzidee,
die mechanische und die mathematische Idee. Zum
anderen gibt es Ideen, die in einer Person entstanden
sind oder entstehen: Die personalen Ideen. Das sind
die Nutzungs- und Erklarungsideen. Sie sind von Zeit
und Ort (Situation) abh&ngig. Liegen sie in der Ver-
gangenheit, kénnen sie als kulturell-historische oder
auch als didaktische Idee identifiziert werden. Eine
Besonderheit bilden die urspriinglichen Nutzungs-
und Erkl&rungsideen des Erfinders, da diese den ge-
genstandlichen Ideen Gberhaupt erst eine physikali-
sche Wirklichkeit verschafft haben. Aber seit der Er-
findung konnen die beiden Arten von Ideen unter-
schieden werden. Fur den Mathematikunterricht be-
deutet das, dass in ihm das Ideenkonglomerat des
Lehrenden eingesetzt wird und dass die Ideenkonglo-
merate der Lernenden im Lernprozess gebildet wer-
den.

Ein historisches Zeichengerdt ist ein mathematisches
Gebilde. Es erschliel’t sich dem Subjekt erst im Aus-
probieren des Geréts und Nachdenken (ber die die-
sem zugrundeliegenden gegenstandlichen Ideen. In
dieser Spannung zwischen »ist gebildet worden« und
»wird gebildet« im Augenblick der Auseinanderset-
zung mit dem Gegenstand kann man eine Analogie
zum Erfassen eines Gedichts sehen (s. 0.).

Der Begriff des ldeenkonglomerats veranschaulicht,
dass wir es mit einem mathematischen Gebilde zu tun
haben, welches aus gegensténdlichen und personalen
Ideen entstanden ist und — z. B. im Mathematikunter-
richt eingesetzt — jeweils subjektiv neu konstruiert
wird. In Abb. 1 wird der Zusammenhang zwischen
gegenstandlichen und personalen Ideen eines Ideen-
konglomerats im Mathematikunterricht dargestellt.

Zum Zeitpunkt des Unterrichtseinsatzes liegen die
gegenstandlichen Ideen (Ké&sten) und die personalen
Ideen der Vergangenheit (graue Ideen in gestrichelter
Ellipse) vor. Im Unterricht beschéftigen sich die
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Schiilerinnen und Schiler mit den gegenstandlichen
Ideen.

Die kulturell-historische und die didaktische Idee
sind im Hintergrund vorhanden, aber die personalen
Ideen der Lernenden, ihre Nutzungs- und Erklarungs-
ideen, verbinden die vorgefunden gegensténdlichen
Ideen miteinander, so dass einerseits das Ideenkon-
glomerat des Lehrenden im Mathematikunterricht
bereits vorliegt und andererseits das jeweilige Ideen-
konglomerat der Lernenden erst noch gebildet wird.

Ideenkonglomerat

"[ Einsatzidee ]“‘\

[ mechanische Idee ] ¢

- \_[ mathematische Idee ]"’

Erklarungs- und Nutzungsideen
der Schilerin bzw. des Schiilers

Abb. 1: Ideen und die Entwicklung eines Ideenkonglo-
merats der Lernenden

3.1.2 Wann ist ein Zeichengerét ein mathe-
matisches Instrument?

Es ist durchaus denkbar, ein Zeichengeréat zu benut-
zen, ohne es als mathematisches Instrument zu be-
trachten. Beispielsweise lasst sich ein Zirkel gebrau-
chen, um damit Kreise etwa als Ornamente herzustel-
len. Bei einem derartigen kiinstlerischen Gebrauch
fasst man den Kreis nicht als mathematisches Objekt
auf und die mathematische Idee des Zirkels spielt
keine Rolle. Hier geniigt es, wenn man mit dem Zir-
kel — besser als mit der Hand oder mit Hilfe anderer
Gegenstéande — Dinge zeichnen kann, die wie Kreise
aussehen. Anders als bei diesem kiinstlerischen, rein
praktischen Gebrauch, bei dem es reicht, eine Figur
Zu erzeugen, die augenscheinlich wie ein Kreis aus-
sieht, geht es bei einer mathematischen Betrachtung,
um die (verborgene) theoretische Seite des Zirkelein-
satzes. Das theoretische Interesse fragt nach der ma-
thematischen Idee: Lasst sich mit dem Zirkel — theo-
retisch — die geometrische Figur Kreis erzeugen? Bei
dieser Sichtweise, muss das Zeichengerat so gebaut
bzw. konstruiert sein, dass mit ihm theoretisch eine
exakte geometrische Losung moglich ist. Die mathe-
matische Idee ist somit die Leitidee und filhrt dann
direkt zur mechanischen Idee und zur Einsatzidee.
Fur eine solche theoretische Betrachtungsweise ist
die mathematische Idee, auch wenn mit dem Gerét
gezeichnet wird, die entscheidende. Das Zeichenge-
rat ist dann ein mathematisches Instrument. Beim Er-
finder eines derartigen Gerétes hat die Verkniipfung
der einzelnen Ideen dazu gefiihrt, dass dieses Gerét
als mathematisches Instrument geschaffen wurde.

math.did. 41(2018)1

Die Instrumentwerdung hat somit im Entwicklungs-
prozess stattgefunden. Im Mathematikunterricht ler-
nen Schillerinnen und Schiller bereits existierende
Zeichengerate kennen. Das Entdecken der gegen-
standlichen Ideen und ihrer Verknlpfung fihrt zur
Wahrnehmung des Gegenstands als mathematisches
Instrument. Ein solcher Instrumentbildungsprozess
verlauft also sozusagen rickwarts zu dem des Erfin-
ders. Ein Modell zur Beschreibung einer derartigen
Instrumentwerdung stellt die instrumentelle Genese
bereit.

3.2 Die instrumentelle Genese eines histori-
schen Zeichengerits

Bei diesem Ansatz wird eine grundsatzliche Unter-
scheidung zwischen einem Artefakt (Gerét) und ei-
nem Instrument vorgenommen (vgl. Schmidt-
Thieme & Weigand, 2015, S. 482; Verillon & Rabar-
del, 1995, S. 84; Trouche, 2005a, S. 144). Beide Be-
griffe beziehen sich auf den gleichen Gegenstand,
meinen aber etwas Verschiedenes (so auch Verillon
& Rabardel, 1995, S. 8; Maschietto & Trouche, 2010,
S. 3).

Eine wesentliche Grundannahme der instrumentellen
Genese ist auRerdem, dass ein Gerat nicht unmittel-
bar oder zwangslaufig ein Instrument fir das Subjekt
ist. Erst durch die Bildung eines instrumentellen Be-
zuges zwischen Artefakt und Subjekt kann ein Instru-
ment entstehen (Verillon & Rabardel, 1995). Die Dif-
ferenzierung macht deutlich, dass ein Instrument
nicht ein a priori gegebener Gegenstand ist, sondern
erst in einem wechselseitigen Beeinflussungsprozess
zwischen Gerdt und Nutzer entsteht. Es gibt dem-
zufolge zwei Richtungen:

Instrumental genesis is a process [...] and has two
components, the first one (instrumentalisation) di-
rected toward the artefact shaped by the users’ activ-
ity, the second one (instrumentation) directed toward
the subject (the artefact shaping an user’s activity).
(Maschietto & Trouche, 2010, S. 37)

In Abb. 2 ist dieser Zusammenhang grafisch durch
den Pfeilkasten in der Mitte dargestellt. Mit den Be-
griffen Instrumentation, als Beeinflussungsrichtung
vom Gerat zum Nutzer, und Instrumentalisation, als
umgekehrte Richtung vom Nutzer zum Gerét, ist das
Wesen des instrumentellen Bezugs, in dessen Folge
aus einem Gerdt ein Instrument wird, beschrieben.

Auf der Seite des Gerats werden Zwange (constrai-
nts) und Moglichkeiten (potentialities) und auf Seiten
des Subjekts werden sein Wissen (knowledge) und
seine Fertigkeiten (work method) als relevant und
grundlegend fiir den Prozess der Instrumentwerdung
gesehen (vgl. Maschietto & Trouche, 2010, S. 37).
Das entstandene Instrument ist nach Drijvers et al.
(2009)
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Abb. 2: Ein Ideenkonglomerat im Kontext der instrumentellen Genese

the psychological construct of the artefact together
with the mental schemes the user develops for spe-
cific types of tasks. In such schemes, technical
knowledge and domain-specific knowledge (in our
case mathematical knowledge) are intertwined.
(Drijvers et al., 2009, S. 1349)

Damit sind die Grundziige der instrumentellen Ge-
nese kurz umrissen und der innere Bereich von
Abb. 2 beschrieben. Nun soll diese zundchst mit
Hilfe eines konkreten Zeichengeréts erldutert und
dann auf die Ideen eines Ideenkonglomerats bezogen
werden.

Fur den Gegenstand Zirkel (Achtung: Der Leser
muss sich von seinen Assoziationen mit dem Begriff
Zirkel freimachen und sich vorstellen, dass der Ge-
genstand ihm unbekannt ist.) heil3t das, dass er zu-
nachst einmal als Objekt mit mehr oder weniger ver-
borgenen Ideen vorliegt. Man sieht vielleicht die bei-
den Spitzen, eine Bleistiftmine zum Zeichnen (Hin-
weis auf die Einsatzidee), ein Gelenk, das die zwei
gleichlangen Schenkel miteinander verbindet (ver-
weist auf die mechanische und mathematische Idee).
Das sind in Ubereinstimmung mit dem Modell der in-
strumentellen Genese die Zwange und Moglichkeiten
des Zeichengeréts. Dieses ist auch mit Vollraths
(2013; 2003; 1999) Auffassung von einem mathema-
tischen Instrument gedeckt. Die instrumentelle Ge-
nese lenkt den Blick darauf, dass zusatzlich zu Voll-
raths Ansatz noch zu bedenken ist, dass zu den eben

genannten Ideen entsprechende Ideen des Subjekts
(Erklarungs- und Nutzungsideen) hinzukommen
mussen, damit aus dem Artefakt ein Instrument wer-
den kann. Hier wird der Begriff des Ideenkonglome-
rats wichtig, da er auch dieses umfasst. Damit ist das
urspriingliche Artefakt, das Instrument und auch der
zu ihm fahrende Prozess der instrumentellen Genese
miteingeschlossen. Auf diese Weise wird deutlich,
dass auch die Zeit bzw. unterschiedliche Zeitpunkte
eine Rolle spielen. Ausgangspunkt ist das (vorgefun-
dene) Artefakt. Eine Besonderheit ist der Zeitpunkt
der Erfindung. Beim Erfinder ist der Verlauf des In-
strumentwerdungsprozesses sicher anders gewesen.
Hier ist anzunehmen, dass das Artefakt zunachst nur
mental oder gedacht vorlag.

Fir den Unterrichtseinsatz sind im Wesentlichen drei
Zeitpunkte zu unterscheiden. Zunéchst gibt es den
Zeitpunkt, an dem der Lehrende das Gerat entdeckt
und Uberlegt, wie es im Mathematikunterricht einge-
setzt werden kdnnte, um mit ihm Mathematik zu ler-
nen. Dadurch wird das Gerat zu einem Vermittlungs-
gegenstand. Somit liegt die didaktische Idee vor.
Dann gibt es den Zeitpunkt des Unterrichtseinsatzes.
Die Lernenden erforschen das Gerat und entwickeln
eigene Nutzungs- und Erklarungsideen. Nun haben
wir es mit einem Lerngegenstand zu tun. Dann (3.
Zeitpunkt) werden die gefunden und gebildeten sub-
jektiven Idee vorgestellt und besprochen. Es erfolgt
auf diese Weise auch eine Reflexion. Hier wird das
urspriingliche Artefakt als Instrument zum Lernen
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von Mathematik erfasst. Es tritt damit fur alle am
Lernprozess Beteiligten als ein im Unterricht von den
Schilerinnen und Schiilern gebildetes Ideenkonglo-
merat, als Wissensaneignungsgegenstand, in Er-
scheinung.

In Abb. 2 wird der komplexe Zusammenhang zwi-
schen Artefakt, Subjekt und Instrument dadurch vi-
sualisiert, dass die Einrahmung des Wortes Instru-
ment als Komposition von Artefakt- und Subjektrah-
men dargestelltist. So wird unterstrichen, dass ein In-
strument aus dem Artefakt und Gebrauchsschemata
des Subjekts zusammengesetzt ist. (Zum Begriff des
Schemas siehe z. B. Trouche, (2005a, S. 149 ff.) oder
Rabardel, (2014, S. 65 ff.). Mit Blick auf Zeichenge-
rate siehe van Randenborgh (2015a, S. 57 f.).) Ent-
sprechendes gilt auch fur die Ideen. So sind die Ideen,
die dem Subjekt zundchst als einzelne Ideen erschei-
nen zu einen nun auch firs Subjekt erkennbaren
Ideenkonglomerat zusammengefugt. Es ist gebildet
worden aus der Einsatzidee, der mechanischen und
mathematischen Idee sowie der Nutzungs- und Erkl&-
rungsidee. Hinzugekommen sein kénnen auch noch
weitere Ideen, wie etwa die kulturell-historische Idee.
Dieses wird in Abb. 2 durch die Blase mit der Be-
zeichnung »...Ideen« erfasst.

Abbildung 2 veranschaulicht auRerdem, dass der Be-
griff des Ideenkonglomerats auch den Prozess der In-
strumentwerdung enthélt, indem das Ideenkonglome-
rat als graues Achteck diesen Prozess umgibt. Im
Hintergrund stehen die Bestandteile des ldeenkon-
glomerats, die bei der Instrumentwerdung fur das
Subjekt nicht unmittelbar erkennbar wichtig sind.
Das sind die urspriingliche Absicht des Erfinders, der
Einsatzort (praktischer Gebrauch, Schule etc.) und
(technische, historische etc.) Weiterentwicklungen
(Abb. 2 oben). Das Ideenkonglomerat umfasst so
auch die konkrete Situation (hier: Lernumgebung im
Mathematikunterricht) und das Subjekt (hier: Schii-
lerin oder Schiiler) in Form der jeweiligen Nutzungs-
oder Erklarungsideen. Ebenso sind technische Wei-
terentwicklungen (hier: technische Verdnderungen
gemal der didaktischen Idee des Lehrers; vgl. Kap.
3.4.2) auch miteingeschlossen.

3.2.1 Wie tragt der Begriff des Ideenkonglo-
merats zum Verstandnis der instru-
mentellen Genese bei?

Je nach Gerét gibt es unterschiedliche mechanische
oder mathematische Ideen. Das spezifische Zusam-
menspiel von Bau- und Funktionsweise ist der Grund
dafur, warum ein Zeichengerét beispielsweise eine
bestimmte Kurve zeichnet (Einsatzidee). Damit ist
die entscheidende Begriindung daflir gegeben, wa-
rum die Zwange und Mdglichkeiten eines Artefakts
unterschiedlich sind. Im Laufe der instrumentellen
Genese entstehen Nutzungs- und Erklarungsideen,

math.did. 41(2018)1

die ihrerseits nun selbst ein wichtiger Bestandteil ei-
nes ldeenkonglomerats sind. Sie kénnen allerdings
auch in einer ganz anderen Richtung als die urspriing-
lich vom Erfinder des Gerats gedachte oder vom Un-
terrichtenden beabsichtigte Einsatzweise gehen. Sie
schlielen also die sog. Katachrese mit ein. Diese
Mdglichkeit ist auch im Begriff des Ideenkonglome-
rats enthalten, denn bei meiner Beschreibung der
Ausbildung eines ldeenkonglomerats im Unterricht
wird von der Entwicklung von Ideenkonglomeraten
durch die Lernenden gesprochen. Ein solches Ideen-
konglomerat ist vermutlich nicht automatisch iden-
tisch mit dem des Lehrenden. Beispielsweise enthélt
ein ldeenkonglomerat eines Lernenden nicht unbe-
dingt die didaktische Idee des Ideenkonglomerats ei-
nes Lehrenden. An den Nutzungs- und Erklarungs-
ideen wird also auch die Richtung der Instrumentali-
sation deutlich. Der Begriff des Ideenkonglomerats
ist gut geeignet, die wechselseitige Beziehung der
beiden Richtungen der instrumentellen Genese ver-
standlicher zu machen.

Ein Artefakt ermdglicht es dem Subjekt, bestimmte
Ideen wahrzunehmen. Andererseits sind einzelne
Ideen ganz oder teilweise verborgen. AuRerdem wer-
den weitere, eigene personale Ideen durch die Pré-
senz des Artefakts erst generiert. Das Subjekt verbin-
det so die einzelnen Ideen zu einem Gebilde, seinem
Ideenkonglomerat. Das Erkennen dieses Vorgangs
und auch die Wahrnehmung des Gegenstandes als
Ideenkonglomerat des Erfinders oder des Lehrenden
sind flr den Lernenden nur im Nachhinein méglich.
Auch der Lehrer, Didaktiker oder Forscher kann ret-
rospektiv den im Unterricht stattgefundenen Prozess
analysieren und der Frage nachgehen, inwiefern das
den Lernenden zundchst unbekannte Gerat zu einem
Instrument der Wissensvermittlung der zugrundelie-
genden Mathematik geworden ist und welche Ideen
mit ihm verbunden wurden.

Es gibt auch einen charakteristischen Unterschied ge-
genuber dem traditionellen Modell der instrumentel-
len Genese. Denn fur den Einsatz historischer Zei-
chengerdte im Mathematikunterricht gendigt es fiir
die Instrumentwerdung nicht, dass das Gerat irgend-
wie — z. B. zum Zeichnen — vom Subjekt genutzt
wird. Es geht auch nur nebenbei darum, dass aus ei-
nem Zeichengerdt ein Zeicheninstrument wird. Da es
im Mathematikunterricht eingesetzt wird, liegt dieser
Situation eine Absicht oder ein Ziel zugrunde, wel-
ches in der didaktischen Idee des Ideenkonglomerats
des Lehrenden wiedergefunden werden kann. Die In-
tention ist nicht, das Gerat als Hilfsmittel (zur Zei-
chenerleichterung) zu verwenden, sondern als mathe-
matischen Lerngegenstand zu untersuchen. Daher
stellt sich die Frage der Ubertragbarkeit des Ansatzes
der instrumentellen Genese auf den Einsatz histori-
scher Zeichengerate.
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3.2.2 Instrumentelle Genese und der Einsatz
historischer Zeichengeréate

Zunéchst ist zu bedenken, dass die Theorie der instru-
mentellen Genese oft bei empirischen Untersuchun-
gen des Taschenrechner- oder Computereinsatzes zu-
grunde gelegt wurde (vgl. Artigue, 2002; Weigand
2006; 2008; Weigand & Bichler, 2010; Artigue &
Bardini, 2010; Drijvers et al., 2010). Der Einsatz ei-
ner dynamischen Geometriesoftware (DGS) wurde
demgegentiber eher selten mit Hilfe dieses Modells
untersucht (z. B. Bretscher, 2010). Nur ganz verein-
zelt wurde sie bei anderen Gegenstdnden, wie der
Schulbuchnutzung, hinzugezogen (Rezat, 2009).

Beim Rechnereinsatz geht es in erster Linie um die
Anwendung des Geréts zur Lésung eines mathemati-
schen Problems. Dieser Einsatz steht beim Lernen
mit historischen Zeichengeraten nicht im Fokus. Hier
soll das Gerét selbst zum Vermittler der Mathematik
werden. Indem die Lernenden die gegenstandlichen
Ideen eines Ideenkonglomerats, insbesondere die ma-
thematische Idee entschliisseln, entwickeln sie Nut-
zungs- und Erklarungsideen. Dieser Prozess kann als
instrumentelle Genese aufgefasst werden. Im Laufe
des Prozesses konstruieren die Lernenden so ihr ei-
genes ldeenkonglomerat. Drijvers et al. (2009) heben
mit Blick auf digitale Technologien hervor:

Instrumental genesis, in short, involves the co-emer-
gence of mental schemes and techniques for using the
artefact, in which mathematical meanings and under-
standings are embedded. (Drijvers et al., 2009, S.
1349)

Bei Zeichengeraten geht es v.a. um die Co-
Emergenz von sichtbarem Gegenstand und zun&chst
verborgener Mathematik im Lernprozess der Schiile-
rinnen und Schiler. Diese Herausbildung neuer Ei-
genschaften oder Strukturen (Emergenz) infolge des
Zusammenwirkens seiner Elemente kommt in dem
Begriff Ideenkonglomerat gut zum Ausdruck. Denn
ein ldeenkonglomerat wird infolge der Lernprozesse
der Schilerinnen und Schiler aus den wahrgenom-
men Ideen des Artefakts und den mit diesen verbun-
denen personalen Ideen gebildet. Das urspriingliche
Artefakt kann so zu einem Instrument der Wissens-
vermittlung werden.

3.3 Lernprozesse beim Einsatz von Zeichen-
geraten mit Hilfe des Modells der semio-
tischen Vermittlung erfassen

Die Vermittlungsfunktion als didaktische Idee ist
wohl auch in der Formulierung, dass das Gerat vom
Lehrenden als ein ,,tool of semiotic meditation” (Ma-
schietto & Trouche, 2010, S. 38) eingesetzt wird, an-
gesprochen. Bartolini Bussi und Mariotti (2008) be-
nutzen schon diese Bezeichnung und begriinden es
wie folgt:

In summary, on the one hand, personal meanings are
related to the use of the artifact, in particular in rela-
tion to the aim of accomplishing the task; on the other
hand, mathematical meanings may be related to the
artifact and its use. This double semiotic relationship
will be named the semiotic potential of an artifact.
Because of this double relationship, the artifact may
function as a semiotic mediator and not simply as a
mediator, but such a function of semiotic medi[t]ation
is not automatically activated.

(Bartolini Bussi & Mariotti, 2008, S. 754)

Zu Recht betonen Bartolini Bussi und Mariotti
(2008) anschlieRend die Bedeutung der Lehrkraft und
der Orchestrierung. Hierin sehen sie die entscheiden-
den Ausléser der nicht von selbst startenden semioti-
schen Vermittlungsfunktion. Ich verstehe die beiden
Faktoren (Lehrer und Lernumgebung) als Ermdgli-
chungsgriinde fir die Bildung eines ldeenkonglome-
rats der Lernenden in einem Prozess der instrumen-
tellen Genese, bei dem das Zeichengerét eine solche
Vermittlungsfunktion einnimmt. Es handelt sich da-
bei also auch um einen Prozess der Entstehung und
Entwicklung von Zeichen. Doch der Begriff des
Ideenkonglomerats erdffnet noch eine weitere Per-
spektive. Hier findet sich eine Erklarung dafiir, wie
das Gerét zu einem Vermittler werden kann. Die bei
der Erforschung eines Zeichengeréts im Mathematik-
unterricht grundlegende Aufgabe ist gerichtet auf das
selbstandige Entdecken und mathematische Erklaren
der zugrundeliegenden Mathematik durch die Ler-
nenden. Dabei ist das Gerét selbst (Bauweise) und
das mit ihm Gezeichnete (Funktionsweise) entschei-
dend. Es geht hier um die mechanische und die ma-
thematische Idee sowie ihren Zusammenhang. Das
Vorhandensein der Ideen und ihre Beziehung zuei-
nander scheinen mir der Grund fir das von Bartolini
Bussi und Mariotti (2008) angesprochene semioti-
sche Potenzial des Artefakts zu sein. Der Begriff des
Ideenkonglomerats stellt somit auch eine Begriin-
dung dafiir bereit, warum das Potenzial eines solchen
Artefakts semiotisch ist. Grundsétzlich ist hervorzu-
heben, dass die Menge von Ideen, die eine Person in
einem Gegenstand (Artefakt) wahrnimmt und mit
ihm verbindet, abhdngig vom Artefakt und dem Sub-
jekt ist.

Bartolini Bussi und Mariotti (2008, S.756f) fanden
bei ihren empirischen Studien tber den Geréteeinsatz
drei Zeichenkategorien. Dabei unterschieden sie Ar-
tefakt-, Schlussel und Mathematikzeichen.

Der fur die hier vorgestellte Konzeption grundle-
gende Zeichenbegriff findet sich bei Peirce (1839-
1914). Hier sei insbesondere die triadische Zeichen-
relation und die Vermittlungsfunktion von Zeichen
genannt.

Dabei ist ein Zeichen




etwas, das fir jemanden in einer gewissen Hinsicht
[...] fur etwas steht. Es richtet sich an jemanden, d.h.
es erzeugt im Bewusstsein jener Person ein dquivalen-
tes oder vielleicht ein weiter entwickeltes Zeichen.
Das Zeichen, welches es erzeugt, nenne ich den Inter-
pretanten des ersten Zeichens. Das Zeichen steht fiir
etwas, sein Objekt. Es steht fir das Objekt nicht in je-
der Hinsicht, sondern in Bezug auf eine Art von Idee
[...]. (Peirce zitiert nach Hoffmann, 2003, S. 50)

Diese allgemeine Zeichendefinition kann mit Blick
auf historische Zeichengerate mit Hilfe des Begriffs
des ldeenkonglomerats konkretisiert und somit greif-
barer werden. Die Formulierung ,,etwas, das fiir je-
manden in einer gewissen Hinsicht [...] fir etwas
steht bedeutet dann, dass beim Subjekt Nutzugs-
und Erklarungsideen entstehen. Im darauffolgenden
Satz ist der Prozess der Zeichenentstehung und -ent-
wicklung (von den Artefakt- hin zu den Mathematik-
zeichen) zu sehen. Der letzte Teil des Zitats unter-
streicht einerseits, dass ein ldeenkonglomerat zu
komplex ist, um es in jeder Hinsicht sofort zu erfas-
sen. Es werden einzelne Ideen, die gegenstandlichen
Ideen, vom Subjekt zunéchst gesehen. Andererseits
erlaubt diese Formulierung auch die Mdglichkeit,
dass das Subjekt eigene personale Ideen (Nutzungs-
und Erklarungsideen) formuliert, wodurch das jewei-
lige Ideenkonglomerat konstruiert wird.

Durch das Modell der semiotischen Vermittlung lasst
sich der Prozess der instrumentellen Genese eines
Ideenkonglomerats gut erfassen, da es dem Beobach-
ter (Lehrer oder Forscher) erlaubt, den Lernprozess
vom unbekannten Artefakt hin zum Instrument der
Wissensvermittlung zu beschreiben. Im Nachhinein
erscheinen die Nutzungs- und Erklarungsideen der
Lernenden selbst als Elemente des Ideenkonglome-
rats (s. 0. 3.2.1). Die einzelnen Ideen sind tber For-
mulierungen, Worte oder allgemein Zeichen mitei-
nander verbunden. Wie genau, werden die im Fol-
genden (besonders in Kap. 5) dargestellten Aspekte
einer empirischen Untersuchung zeigen. Doch zu-
nachst wird das Gerat, der Parabelzirkel, vorgestelit.

3.4 Der Parabelzirkel von Frans van Schoo-
ten — Gegenstand und Anlass zur Ausbil-
dung von Ideenkonglomeraten im Ma-
thematikunterricht

Abbildung 3 zeigt den Parabelzirkel, wie er in dem

1646 erschienen Werk De organica conicarum sec-

tionum in plano descriptione von Frans van Schooten

Jr. gezeichnet wurde. Zur Wirdigung von Frans van

Schooten siehe van Randenborgh (2012c; 2015a,

S. 7 ff).

3.4.1 Die historische Abbildung des Para-
belzirkels

Auffallig ist, dass (in Abb. 3) deutlich mehr zu sehen

ist, als das Gerét selbst. So fallen zunachst sicher die
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Abb. 3: Parabelzirkel von Frans van Schooten (1646,
S. 74)

Hande auf, dann die Parabel und drei zusatzliche Li-
nien. Die Hande machen eindriicklich klar, an wel-
chen Stellen man den Parabelzirkel anfassen und be-
wegen sollte. Damit wird die Abbildung »dynami-
siert«. Bewegt man das Gerdt so, kann einen Teil des
rechten Parabelastes erzeugt werden. Denn hat der
Stift (D) die Rautenecke H erreicht, kann nicht weiter
gezeichnet werden.

Halten wir fest, was von dem Gerat in der histori-
schen Abbildung zu erkennen ist:

e Eine Befestigung an den Stellen B und G.
e Eine Fligelmutter bei H.
e Esgibt zwei geschlitzte Schienen (FK und GI).

e Die Schienen BH, HG, GF und FB scheinen
gleichlang zu seien. Das Viereck BHGF bildet
eine Raute.

e Die lange, in der Abbildung waagerecht verlau-
fende, Schiene scheint orthogonal zu der Schiene
Gl zu sein.

e Die Verbindung bzw. Befestigung dieser beiden
Schienen scheint aufwendig zu sein. Vielleicht
ist die Stelle deshalb so kunstvoll eingefasst, da
es mechanisch nicht so leicht ist, dass die Ortho-
gonalitat auch beim Bewegen erhalten bleibt.

e Die mechanisch ebenfalls schwierige Stelle der
Befestigung des Zeichenstiftes an der Stelle D
scheint hingegen nicht besonders aufwendig ge-
staltet zu sein. Vielleicht wurde nur punktweise
gezeichnet. Denn im Vergleich dazu ist die Para-
bel bei seiner Fadenkonstruktion (van Schooten,
1646, S. 79) durchgezeichnet.
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Wie eingangs gesagt, ist auBerdem noch mehr zu
sehen, als das Gerdt selbst:

e Essind die Hande zu sehen, die zeigen, wie man
den Parabelzirkel anfassen und bewegen sollte.

e Die Parabel ist eingezeichnet. Eigentlich kénnte
man nur das Stlick zeichnen bis der Stift (D) die
Rautenecke H erreicht hat. Fir die restliche Er-
zeugung der eingezeichneten Parabel sind meh-
rere Umbauten erforderlich. Insbesondere der
Scheitelpunkt I&sst sich vermutlich gar nicht mit
diesem Geréat zeichnen. Denn in dem Moment,
wenn die Schiene Gl an die Stelle B st6f3t, kann
der Parabelzirkel nicht weiterbewegt werden und
es kann daher auch nicht mehr gezeichnet wer-
den. Die Abbildung zeigt also deutlich mehr von
der Parabel als das, was in einer Bewegung des
Gerétes Uberhaupt gezeichnet werden kann.

e Es gibt eine zusatzliche Linie, die die Punkte B
und D miteinander verbindet. Man kann sie als
Hilfslinie bezeichnen. Denn durch sie wird auf
den Abstand des Punktes B (Fokus) mit dem
Punkt D (Parabelpunkt) verwiesen.

e Eine weitere zusétzliche Linie ist die durch die
Punkte B und C. Hierdurch wird die Symmetrie-
achse der Parabel markiert. Die Verbindung von
A und B ist wegen der Raute nicht zu sehen.

o Es gibt auRerdem eine durchgezogene Verlange-
rung der gepunkteten Symmetrieachse von A
nach E. Dadurch wird auf den Abstand von A zu
E hingewiesen bzw. die besondere Lage des
Scheitelpunktes A hervorgehoben.

Die letzte zusatzliche Linie ist die von C nach D.
Dabei ist Punkt C bereits eine Zusatzangabe. Die
Strecke CD scheint parallel zur Leitlinie (obere
Schiene EG) zu sein und damit orthogonal zu EB
und GD.

Gerade diese zusatzlichen Einzeichnungen ermdgli-
chen es dem Betrachter, leichter bzw. besser die Ein-
satzidee, die mechanische und die mathematische
Idee zu erkennen und eigene Nutzungs- oder Erkla-
rungsideen zu finden. Die zusétzlichen Einzeichnun-
gen sind Hilfslinien zum ErschlieBen des Ideenkon-
glomerats des Erfinders, insbesondere der gegen-
standlichen Ideen. Das soll nun an den folgenden
Ideen erldutert werden.

1) Die Einsatzidee ist am unbewegten Gerat schwer
zu erkennen. Durch die eingezeichnete Parabel
ist sie aber sofort offensichtlich.

2) Die mechanische Idee ist die Idee, die bereits am
bloRen Gerat am leichtesten zu sehen ist. Bei-
spielsweise ist die Gelenkraute (BHGF) erkenn-
bar. Auch die Orthogonalitat von EG und GD ist

Abb. 4: Parabelzirkel aus Holz (von van Randen-
borgh 2010)

gut sichtbar. Unterstiitzt wird diese Wahrneh-
mung noch durch die Hilfslinien, da der rechte
Winkel bei C gut erkennbar ist und damit CDGE
deutlich als Rechteck erscheint.

3) Die mathematische Idee erschlief3t sich dem Be-
trachter im Wesentlichen durch die Hilfslinie
(BD). Hier wird explizit auf den Abstand der Pa-
rabelpunkte zum Brennpunkt und damit auf die
geometrische Definition der Parabel —als Menge
aller Punkte, die von einem festen Punkt (B) und
einer festen Geraden (GE) den gleichen Abstand
haben — verwiesen. Um diesen Hinweis zu erken-
nen, ist es daher auch entscheidend, dass die Pa-
rabel eingezeichnet ist, also in der Abbildung
mehr zu sehen ist, als das Zeichengerdt alleine.

4) Die Nutzungsidee wird durch die eingezeichne-
ten Hande generiert. Denn sie zeigen, wie das
Gerat zu gebrauchen ist. Die Erklarungsideen
des Betrachters werden durch die eingezeichne-
ten Hilfslinien gezielt unterstutzt. Durch sie er-
fahrt man — ohne es ausprobieren zu kdnnen oder
zu mussen — was, wie und warum das Gerat
zeichnet. Durch die zusétzlichen Einzeichnungen
wird besonders auch die Verknipfungsidee des
Erfinders zum Ausdruck gebracht.

Bei einem realen oder digitalen Modell ist es sicher
sinnvoll, diese Unterstltzung wegzulassen. Denn die
Geréte konnen bewegt und ausprobiert werden. Auch
stellt das Finden derartiger Hilfslinien einen wichti-
gen Schritt im Lernprozess der Schiilerinnen und
Schuler dar.

3.4.2 Der reale und der digitale Parabelzirkel

Im von mir untersuchten Mathematikunterricht wur-
den reale und digitale Modelle (Abb. 4 und 5) des Pa-
rabelzirkels verwendet. In Abb. 4 ist zu erkennen,
dass zwei Bestandteile des Holz-Parabelzirkels an
einem Brett fixiert sind: die Schiene | (= Leitlinie)
und die Schraube F (= Brennpunkt). Wird nun die
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Konstruktion bewegt, z. B. an der Schraube L, ver-
formt sich die Gelenkraute (FRLQ) und der Stift P
(= Parabelpunkte) zeichnet eine Parabel.

Folgende wesentlichen Unterschiede dieses Holzmo-
dells zum Originalinstrument von van Schooten gibt
es:

e Mein Parabelzirkel ist so eingestellt, dass er in-
nerhalb der Raute zeichnet. Dadurch erkennen
die Schiilerinnen und Schuler in der gezeichneten
Linie vermutlich leichter eine Parabel. Hier er-
kennt man den Einfluss der didaktischen ldee auf
die Einsatzidee.

e Darliber hinaus wurde die Konstruktion bei L so
gebaut, dass sich die Orthogonalschiene nach
oben verschieben lasst. Dadurch wird es mog-
lich, den Scheitelpunkt und den anderen Parabe-
last — ohne Umbau — zu zeichnen. Dies kann als
Beispiel dafiir angesehen werden, wie die didak-
tische Idee, also eine personale Idee, die mecha-
nische Idee im Entstehungsprozess des Gerats
beeinflusst.

Der digitale Parabelzirkel (Abb. 5) erlaubt — v. a. be-
dingt durch die Konstruktion der Raute — hingegen
nur eine Bewegung am Punkt L. Es ist also eine Ein-
schrankung gegeniiber dem realen Modell. Aller-
dings ist in der historischen Abbildung dieses auch so
vorgesehen und das reale Modell lasst sich auch an
dieser Stelle am besten bewegen. Es gibt aber auch
einige Erweiterungen. Mit dem digitalen Gerat sind
viele Dinge leicht moglich, die mit dem realen Mo-
dell nur schwer oder gar nicht realisierbar sind. Bei-
spielsweise kann man mit dem realen Parabelzirkel —
je nach Einstellung — ohne Umbau nur inner- bzw.
auflerhalb der Gelenkraute zeichnen und die Stelle,
an der der Stift die entsprechende Ecke der Raute
trifft, ist Gberhaupt nicht zeichenbar. Das ist beim di-
gitalen Parabelzirkel problemlos mdglich. Darliber
hinaus gibt es z. B. folgende »Erweiterungen«:

e Ldange der Strecken oder Winkel anzeigen;
Konsequenz: man sieht gut, was gleich ist und
auch beim Bewegen gleichbleibt. Das verweist
auf die mechanische und mathematische Idee.

e eine Gerade durch RQ legen; Konsequenz: die
Parabel kann viel weiter gezeichnet werden bzw.
die Parabeldste kdnnen weiter eingezeichnet wer-
den. Das hat Einfluss auf die Einsatzidee.

e die Spur von der Halbgeraden oder Geraden RQ
anzeigen; Konsequenz: die Parabel als Einhl-
lende und RQ erscheint deutlicher als Tangente.
Das kann Auswirkungen auf die Nutzungs- und
Erklarungsideen haben.

e die Lage von F und oder der Leitlinie variieren;
Konsequenz: Aussehen oder Lage der Parabel
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andert sich. Das kann die mathematische Idee

vertiefen.
Die mathematische Idee ist bei beiden Modellen die
gleiche. Sie ist durch die eingezeichneten Hilfslinien
(Abb. 5: FL, LP und FP) gut zu erkennen: Der Stift
(P) befindet sich auf der Mittelsenkrechten zu FL und
ist daher gleich weit von F und von L entfernt. Im
Unterricht wurde der digitale Parabelzirkel allerdings
ohne diese Hilfslinien eingesetzt.

Der in der Abbildung markierte rechte Winkel zeigt
an, dass es nicht nur um den Abstand zu zwei Punk-
ten (F und L) geht, sondern auch um den Abstand zur
Leitlinie (Gerade I). P liegt — konstruktionsbedingt —
auf der Orthogonalen zur Leitlinie durch L.

Nun ist deutlich, dass in dem Gerat die geometrische
Definition der Parabel bzw. die Ortslinieneigenschaft
verborgen ist. Die Parabel begegnet uns hier als die
Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt und
einer festen Geraden den gleichen Abstand haben.

Leitlinie |

Brennpunkt

(F)

Abb. 5: Parabelzirkelsimulation mit Hilfslinien (von
van Randenborgh 2010)

3.5 Ausgangspunkt und zwei zentrale For-
schungsfragen

Betrachtet man die mathematik-didaktischen Verof-
fentlichungen, so kann man mit Blick auf Deutsch-
land sagen, dass die Erforschung des Einsatzes von
Zeichengeraten im Mathematikunterricht eher selten
untersucht wurde. AuRerdem gibt es kein konkretes
theoretisches Modell speziell furr einen solchen Ein-
satz. Mit Blick auf den Parabelzirkel sind hier v. a.
Weigand (1997), Vollrath, Weigand und Weth
(2000) und van Randenborgh (2005; 2012a) zu er-
wihnen.*

In Italien wird seit einigen Jahren der Einsatz von his-
torischen Geréten untersucht.? Der dort vorherr-
schende Untersuchungsansatz ist durch die Semiotik
gepragt. Maschietto und Trouche verbinden diesen
mit dem Ansatz der instrumentellen Genese:
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With respect to students, the examples discussed in
this article ... highlight the necessity to orchestrate ac-
tivity with tools in such a way as to take account of
both the instrumental geneses and the passage from
the work with the artefacts to mathematical
knowledge mediated by them.

(Maschietto & Trouche, 2010, S. 45)

Interessant ist dabei vor allem der angesprochene
Ubergang (passage). Dieser soll mit Hilfe einer em-
pirischen Studie genauer untersucht werden. Es stellt
sich die Frage, wie beim Erforschen von Zeichenge-
raten im Mathematikunterricht subjektiv neues Wis-
sen flr die Lernenden entsteht. Gemeint ist damit
nicht nur das Wissen um das neu entdeckte Zeichen-
gerat, sondern vor allem das Wissen um die im Zei-
chengerdt vorhandene Mathematik. Beim Parabelzir-
kel heilt das also konkret: die Erschliefung der Bau-
und Funktionsweise des Gerdts sowie die geometri-
sche Definition der Parabel. Die dabei stattfindenden
Lernprozesse sollen daraufhin untersucht werden,
wie der Begriff des Ideenkonglomerats diese erkléaren
kann (Forschungsfrage 1) und inwiefern sich diese im
Rahmen des Modells der instrumentellen Genese be-
schreiben und einordnen lassen (Forschungsfrage 2).

4 Methoden

4.1 Methodenwahl

Die Studie folgt einem qualitativen Untersuchungs-
ansatz, der sich den funf Grundsétzen nach Mayring
(2002) verpflichtet weil3. Er fordert: 1. eine starkerer
Subjektbezogenheit, 2. eine stirkere Gewichtung
(zunéchst) der Deskription und dann (3.) der Interpre-
tation. Es sollen Beobachtungen in der gewohnten
Umgebung (statt Laborbeobachtungen) der For-
schungssubjekte stattfinden (4.). Abschlielend for-
dert er (5.) eine Auffassung, die deutlich macht, dass
die Generalisierung einen Verallgemeinerungspro-
zess darstellt (Mayring, 2002, S. 19). Zur Erfullung
dieser Anspriiche scheint mir als Methode zur Daten-
erhebung die teilnehmende Beobachtung und das
problemzentrierte Interview geeignet zu sein. Als
Aufbereitungsverfahren wurden die Transkription
und die Konstruktion deskriptiver Systeme gewahit.
Die Auswertung nutzt die Grounded Theory und die
Qualitative Inhaltsanalyse.

Aufberei-

4.2 Erhebungsmethoden und

tungsverfahren

Da es um die Untersuchung der instrumentellen Ge-
nese von Zeichengeraten im Mathematikunterricht
geht, ist eine teilnehmende Beobachtungssituation
gegeben und die Daten werden vom Forscher erho-
ben ,,wihrend er an deren natiirlicher Lebenssituation
partizipiert (Mayring, 2002, S. 80). Weitere Einbli-
cke in den Arbeits- und Lernprozess der Schilerin-

nen und Schiler erlaubt das hier eingesetzte problem-
zentrierte Interview (siehe Mayring, 2002, S. 67) mit
Hilfe eines Interviewleitfadens, der eine gewisse
Standardisierung erleichtert.

Zur Datenerhebung wurde der Unterricht videogra-
fiert. Ferner standen Schillerdokumente zur Verfu-
gung. In einer zweiten Phase wurden Interviews mit
einzelnen Lernenden durchgefiihrt.

Die so gesammelten Schiilergesprdche und Inter-
views wurden wortgetreu ,,in normales Schrift-
deutsch® (Mayring, 2002, S. 91) lbertragen. Diese
Transkription

kommt dann in Frage, wenn die inhaltlich-themati-
sche Ebene im Vordergrund steht, wenn der Befragte
beispielsweise als Zeuge, als Experte, als Informant
auftreten soll. (Mayring, 2002, S. 91)

Die sog. Konstruktion deskriptiver Systeme ist der
Ubergang zur Auswertung. Denn mit

der Konstruktion deskriptiver Systeme soll das Mate-
rial durch zu Kategoriensystemen zusammengestellte
Uberbegriffe geordnet werden. Die Kategorien wer-
den theoriegeleitet und auf das konkrete empirische
Material bezogen. (Mayring, 2002, S. 100)

Das Verfahren ermdglicht es, das theoretische Wis-
sen der instrumentellen Genese und semiotischen
Vermittlung auch zur Untersuchung des Einsatzes
historischer Zeichengerate zu verwenden.

4.3 Auswertungsverfahren

Bei der hier vorgestellten Untersuchung ist die Hy-
pothesen- und Theoriebildung ein wichtiges Anlie-
gen. Daher erscheint eine Auswertung im Rahmen
der Qualitativen Inhaltsanalyse und der Grounded
Theory angemessen.

Insbesondere bei einer teilnehmenden Beobachtung
und beim Ziel der Theoriebildung ist das Konzept der
Grounded Theory geeignet:

Das klassische Anwendungsgebiet der ,grounded the-
ory’ ist die Feldforschung, in der der Forscher, meist
durch teilnehmende Beobachtung, selbst involviert ist.
... Dariiber hinaus empfiehlt sich die gegenstandsbe-
zogene Theoriebildung vor allem dann, wenn der Ge-
genstandsbereich noch neu und unerforscht ist.
(Mayring, 2002, S. 106 f.)

Die Qualitative Inhaltsanalyse ergénzt dieses Verfah-
ren insofern,

dass sie streng methodisch kontrolliert das Material
schrittweise analysiert. Sie zerlegt ihr Material in Ein-
heiten, die sie nacheinander bearbeitet. Im Zentrum
steht dabei ein theoriegeleitet am Material entwickel-
tes Kategoriensystem; durch dieses Kategoriensystem
werden diejenigen Aspekte festgelegt, die aus dem
Material herausgefiltert werden sollen.

(Mayring, 2002, S. 114)
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Kelle und Kluge (2010) weisen in diesem Zusam-
menhang auf Folgendes hin:

In der Regel sollte also die Analyse mit empirisch nur
wenig gehaltvollen, allgemeinen und abstrakten Kon-
zepten beginnen, die im Laufe der Auswertung gewis-
sermallen ,empirisch aufgeftllt” werden. [... ] Wich-
tig bei einer solchen theoriegeleiteten Kodierung und
Strukturierung des Materials ist es also, dass theoreti-
sche Konzepte nicht zu groBen empirischen Gehalt
besitzen, das heil’t dem Material nicht ,aufgezwun-
gen’ werden, sondern zu den Daten passen, indem sie
die dort enthaltenen Informationen auf eine theore-
tisch-konzeptionelle Ebene heben.

(Kelle & Kluge, 2010, S. 71)

So berticksichtigt gerade auch die Grounded Theory
wichtige Aspekte der Studie. Zunéchst einmal ist her-
vorzuheben, dass Hypothesen gebildet werden sol-
len. AuBerdem ist die Untersuchung so angelegt, dass
die Zeichengerate in mehreren Klassen zeitlich ver-
setzt untersucht werden. Dartber hinaus soll nach der
Beobachtung des Parabelzirkeleinsatzes der Panto-
grapheneinsatz erfolgen, um die Ubertragbarkeit der
gewonnenen Hypothesen zu priifen. Damit ist Klar,
dass nicht alle Daten zunédchst erhoben und dann erst
ausgewertet werden. Daher gibt es keine zwei genau
zu trennenden Phasen der Datenerhebung und -aus-
wertung. Genau davon geht die Grounded Theory aus
(vgl. Mey & Muck, 2011; Truschkat, Kaiser-Belz &
Volkmann, 2011).

4.4 Datensammlung

Die Studie setzt sich aus zwei groBen Teiluntersu-
chungen zusammen. Zunachst wurde der Einsatz ei-
nes Parabelzirkels in vier Kursen (n = 86) zu Beginn
der gymnasialen Oberstufe untersucht. AnschlieRend
fand eine Untersuchung des Pantographeneinsatzes
in zwei Kursen (n = 39) des ersten Jahres der Quali-
fikationsphase statt. Bei zwei Kursen wurde aus-
schliellich der reale Parabelzirkel eingesetzt. Im drit-
ten Kurs wurden nur digitale und im vierten reale und
digitale Modelle angeboten. Beim Pantographen gab
es einen Kurs, der nur reale und einen, der nur digi-
tale Nachbauten erhielt. In diesem Artikel wird nur
auf den Parabelzirkel eingegangen.

Die Erforschung der realen Gerate erfolgte im Rah-
men einer Gruppenarbeit im Mathematikunterricht.
Die digitalen Modelle wurden in Partnerarbeit unter-
sucht. Alle Kurse wurden mit zwei fest im Raum plat-
zierten Kameras videografiert. So konnten alle Grup-
pen erfasst und insbesondere der erste Zugriff auf das
jeweilige Gerat dokumentiert werden. Dartber hin-
aus wurden bestimmte Arbeitsphasen und -ergeb-
nisse der Gruppen mit Hilfe einer mobilen Videoka-
mera aufgezeichnet. Zusétzlich wurden die im Unter-
richt von den Schilerinnen und Schiilern angefertig-
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ten Dokumente (schriftliche Bearbeitungen von Ar-
beitsauftragen) genutzt. Aulerdem wurden noch
Leitfaden gestiitzte Einzelinterviews (mindestens
vier Lernende pro Klassentyp) geflhrt (zum Leitfa-
den siehe van Randenborgh, 2015a, S. 108). Die Un-
terrichtsstunden fanden jeweils im Beisein einer
Lehrkraft statt. Sie hatte aber keine aktive Rolle. So
war vorab auch mit den Lehrkréften abgesprochen
worden, dass die Schulerinnen und Schiler eigen-
stdndig arbeiten und keine mathematisch-inhaltli-
chen Hilfestellungen erhalten sollten. Ebenso hielt
sich der Forscher zurtick und beobachtet die Schiiler-
tatigkeiten mit einer mobilen Kamera. So konnten die
Schiilergesprache genauer aufgezeichnet werden.
Dabei wurden die Gruppen nacheinander immer wie-
der gefilmt, so dass ihr Arbeitsstand zu verschiede-
nen Zeitpunkten erfasst wurde. Manchmal wurde
eine Gruppe gefragt, was sie bis jetzt herausgefunden
habe. Die hier gemachten Unterrichtsbeobachtungen
stellten die Grundlage fir die Auswahl der Interview-
partner dar. Da das Forschungsinteresse auf das Ana-
lysieren der Lernprozesse bei der Bildung eines
Ideenkonglomerats der Lernenden gerichtet ist und
die instrumentelle Genese eines Zeichengerats mit
Hilfe des Ansatzes der semiotischen Vermittlung un-
tersucht werden soll, wurden die Interviewpartner
nicht zuféllig, sondern nach den folgenden Gesichts-
punkten bestimmt. Ein Auswahlaspekt war, ob im
Unterricht Gespréche beobachtet werden konnten,
die einen genaueren Aufschluss tiber den Prozess der
instrumentellen Genese, das VVorgehen oder Denken
der Lernenden geben kdnnten. Ein weiteres Krite-
rium war, ob es besondere Zeichen gab, die von den
Schilerinnen und Schilern verwendet wurden.
Schlieflich wurde noch darauf geachtet, ob es inten-
sive Diskussionen in einer Gruppe gab, bei denen in-
teressante Gedanken auftraten, die sich dann durch-
setzen konnten oder auch nicht weiterverfolgt wur-
den.

4.4.1 Lerngruppen und Lernumgebungen

Der Parabelzirkel stellt fiir die Schilerinnen und
Schiiler ein unbekanntes Gerét dar. Wichtige Griinde
fiir den Einsatz zu Beginn der gymnasialen Oberstufe
(11. Klasse nach G9) sind, dass die Lernenden dieser
Jahrgangsstufe methodisch genug vorbereitet (Grup-
penarbeit, Dokumentieren der Ergebnisse etc.) und
mit dem Umgang einer dynamischen Geometriesoft-
ware vertraut sind, was wichtig war, da spater auch
digitale Simulationen von Zeichengeraten verwendet
wurden. Sie bringen ferner vielféltige prozessbezo-
gene Kompetenzen (kommunizieren, argumentieren
etc.) mit, so dass sie eigenstandig arbeiten kénnen.
Inhaltlich sollten bzw. kénnten die Schilerinnen und
Schiiler uber geniigend mathematisches Vorwissen
verfligen. Denn mathematisch weiterfiihrend ist es
etwa, die Raute als solche zu erkennen und sich ihrer
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geometrischen Eigenschaften (gleich lange Seiten,
besondere Lage der Diagonalen zueinander etc.) be-
wusst zu werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler dieser Jahrgangsstufe
kennen Parabeln als Graph guadratischer Funktionen
und kdénnen daher in der Regel eine gezeichnete Pa-
rabel als solche identifizieren. Beim Einsatz des Pa-
rabelzirkels in der hier vorgestellten Lernumgebung
muss aber, um einen entsprechenden Funktionsterm
aufzustellen, ein Koordinatensystem eingefuhrt wer-
den. AnschlieRend kann mit Hilfe des Satzes des Py-
thagoras eine Gleichung aufgestellt werden. Lost
man diese entsprechend auf, erhélt man den vertrau-
ten Term einer quadratischen Funktion (van Randen-
borgh, 2012a). Dieser Weg von der Zeichnung einer
Parabel hin zum Term ist im Mathematikunterricht e-
her selten. Oft wird so vorgegangen, dass von einem
Term ausgehend ein Graph gezeichnet wird. Wir star-
ten hier mit einem Zeichengerat und einer geometri-
schen Erzeugung der Parabel. Auf diese Weise kon-
nen die Schiilerinnen und Schiiler die Bedeutung der
Koordinatengeometrie erkennen. Ferner werden An-
kniipfungsmoglichkeiten im Bereich der Analysis
(Tangentenbegriff) und der Analytischen Geometrie
(Beschreibung von Bewegungen mit Hilfe von Vek-
toren) geschaffen. Auch die Verknlpfung von Geo-
metrie und Algebra kann den Lernenden deutlich
werden. Das direkte Ziel ist, die geometrische Defi-
nition der Parabel zu entdecken, indem die gegen-
standlichen Ideen des Parabelzirkels wahrgenommen
werden und die Lernenden diese miteinander verbin-
den und eigene Nutzungs- und Erkl&rungsideen ent-
wickeln. Auf diese Weise bilden sie ihr Ideenkonglo-
merat. Bei diesem Parabelzirkeleinsatz sollen die
Lernenden die fur sie zundchst nicht sichtbare mathe-
matische Idee des Gerétes finden. Im Unterricht ste-
hen die Einsatzidee, die mechanische und mathema-
tische Idee im VVordergrund. Indem die Schiilerinnen
und Schiller das Gerat handelnd erforschen, gelangen
sie auf ihren eigenen Wegen zur inhdrenten Mathe-
matik. Der Unterrichtende beobachtet diesen Pro-
zess. Diese Rolle kann er einnehmen, da er durch eine
geeignete Orchestrierung (vgl. Trouche, 2005b; Bar-
tolini Bussi & Mariotti, 2008) die Voraussetzungen
und Rahmenbedingen dafur geschaffen hat. Beim
hier vorgestellten Unterrichtseinsatz bedeutet das im
Wesentlichen das Bereitstellen der Zeichengeréte
und geeigneter Arbeitsauftrage, so dass ein eigen-
stdndiges Erforschen stattfinden kann. Die in den Ab-
bildungen 6 und 7 dargestellten Arbeitsauftréage er-
fillten diese Wiinsche. Analog wurden auch die For-
schungsauftrage fiir den digitalen Parabelzirkel (und
Pantographen) formuliert.

Die Lerngruppen erhielten reale Parabelzirkel aus
Holz oder aus Plastik. Zur Gruppenarbeit standen fir
jede Gruppe (4 bis 5 Gruppen pro Klasse mit je ca. 5

Personen) jeweils ein realer Parabelzirkel und zu-
néachst eine Anweisungskarte mit entsprechenden Ar-
beitsauftragen (Abb. 6) bereit.

( Forschungsauftrage
1. Findet heraus, was das Geréat zeichnet.

2. Findet heraus, wie das Gerét gebaut ist
(Bauweise) und wie es funktioniert
(Funktionsweise).

3. Erstellt einen Bauplan mit Gebrauchs-

K anweisung. j

Abbildung 6: Arbeitsauftrage |

Die Aufgaben sind offen formuliert und zielen auf die
Beschéftigung mit der Einsatzidee (Auftrag 1) und
der mechanischen Idee (Auftrag 2) des Parabelzir-
kels. Auch die mathematische Idee wird bei der Frage
nach der Funktionsweise angesprochen. Den Ab-
schluss der ersten Karte bildet der 3. Arbeitsauftrag.
Die Erstellung eines Bauplanes mit Gebrauchsanwei-
sung stellt eine Art Zusammenfassung dar. Hier wird
schriftlich dokumentiert und damit genauer feststell-
bar, was die Lernenden entdeckt haben. Konnten sie
wichtige Eigenschaften des Parabelzirkels aufde-
cken? Haben die Schilerinnen und Schiiler bereits
Erklarungsideen entwickelt? Was ist fur sie wichtig
und was wird wie dargestellt?

Erst nachdem dieser Erkenntnisstand formuliert
wurde, erhalten sie die ndachste Anweisungskarte
(Abb. 7), bei der es nun ganz explizit um die mathe-
matische Idee geht. Beim ersten Arbeitsauftrag kon-
nen Bezlige zur mechanischen Idee hergestellt wer-
den. Die zweite Aufgabe fordert zu einer mathemati-
schen Begriindung auf. Diese kdnnen die Lernenden
auch schon friiher gegeben haben. Die im Unter-
richtsverlauf entdeckten Eigenschaften des Para-
belzirkels werden nun mathematisch ergriindet. Die-
ses kann dann zur geometrischen Definition der Pa-
rabel flhren (3. Aufgabe). Dabei sollte der Begriff
der Ortslinie bekannt sein. Dieses lieR sich am Bei-
spiel der Mittelsenkrechten vorbereiten. Fir die Be-
arbeitung der Arbeitsauftrége zum Parabelzirkel war
insgesamt eine Doppelstunde vorgesehen.

mathematische Idee
1. Stellt Vermutungen auf, warum diese

Kurve gezeichnet wird.
2. Begriindet eure Vermutungen.
3. Definiert die Kurve als Ortslinie.

Abb. 7: Arbeitsauftrage Il

15



4.5 Auswertung

Zunachst wurden die im Unterricht videografierten
miindlichen AuRerungen der Lernenden transkribiert,
ebenso die Interviews. AnschlieRend wurde die Kon-
struktion deskriptiver Systeme vorgenommen. Die
Daten (Transkripte und Schiulerdokumente) wurden
dem offenen Kodieren unterzogen, was bedeutet,
,den Indikatoren (das sind Worter, Satzteile oder
Satze) Konstrukte (abstraktere Ideen) zuzuweisen‘
(Bortz & Ddoring, 2006, S. 333). So wurden die von
den Schilerinnen und Schiilern benutzten Zeichen
den drei Zeichenkategorien (Artefakt-, Schliissel-
und Mathematikzeichen) zugeordnet, wobei durch
mehrfaches Durchgehen der Daten das System zu-
nehmend verfeinert wurde. Letztlich wurde das vor-
liegende theoretische Konzept empirisch »angefillt«
und auf vier Zeichenebenen erweitert. Es kam die
Ebene der Instrumentzeichen hinzu, die zwischen
den Schlissel- und Mathematikzeichen liegt (van
Randenborgh, 2015a). AuBerdem wurden besondere
Zeichen — die Trégerzeichen (van Randenborgh,
2012b) —, die den Lernprozess lenken und von einer
Zeichenebene zur nichsten fuhren, gefunden.

5. Lernprozesse mit Hilfe des Begriffs
des Ideenkonglomerats als Wege der in-
strumentellen Genese verstehen

Bei der Erforschung des Geréts durch die Lernenden
standen die Einsatzidee, die mechanische und mathe-
matische Idee im Fokus. Bei ihren Analysen entwi-
ckeln sie Nutzungs- und Erkl&rungsideen, die fiir das
Gelingen der Instrumentwerdung eine entscheidende
Funktion haben.

5.1 Die Vorgehensweisen der Lernenden als
Entwicklungswege eigener Ideenkonglo-
merate

Festzustellen war, dass die gegenstandlichen Ideen
die Lernprozesse und die Erforschung des Gerats
grundlegend beeinflussen. Dabei verliefen die Wege
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der Lernenden hin zum Entdecken der zugrundelie-
genden Mathematik des Parabelzirkels durchaus un-
terschiedlich, so dass verschiedene VVorgehensweisen
der Lernenden gefunden wurden (van Randenborgh,
2015a). Allerdings konnten nicht alle Schilerinnen
und Schiler die mathematische Idee vollstandig of-
fenlegen. Der entscheidende Grund dafur war, dass
diese Lernenden nicht zum Begriff des Abstands ge-
langten. Hervorzuheben ist, dass bei der Analyse des
Zeichengerats bei den Schiilerinnen und Schiilern im
Wesentlichen zwei weiterfiihrende Perspektiven zu
beobachten waren. Sie traten beim realen und auch
bei digitalen Parabelzirkel auf (van Randenborgh,
2015a, S.121 ff. bzw. S. 130 ff.). Darliber hinaus
konnten sie auch bei der Untersuchung des Pantogra-
pheneinsatzes beobachtet werden (van Randenborgh
20154, S. 167 ff.). Einigen Lernenden berlicksichtig-
ten besonders die Grenzen und Zwénge (Perspektive
A), andere untersuchten wesentlich starker die (Ver-
anderungs-)Moglichkeiten des Geréts (Perspektive
B). Dieses kann exemplarisch an den Interviewaus-
schnitten in Abb. 8 nachvollzogen werden.

Die Worte, die die Konzentration auf die Grenzen des
Geréts zeigen, sind im Interviewausschnitt A kursiv
dargestellt. Es wird im Interview beschrieben, was
die Lernenden im ersten Moment der Erforschung
des Parabelzirkels gedacht haben und wie sie dann in
ihrer Gruppe vorgegangen sind. Die hervorgehobene
Formulierung bei A beschreibt, dass der Parabelzir-
kel so weit, wie es ging, nach links bzw. rechts ge-
stellt wurde. In dieser Gruppe wurde er also soweit
bewegt bis der Stift an die entsprechende Rautenecke
stiel3. Weiter kann man (ohne Umbau) mit dem realen
Parabelzirkel nicht zeichnen. Der Blick wurde daher
auf eine (Zeichen-)Grenze gerichtet. Ein anderer
Blickwinkel wird im Interviewausschnitt B deutlich.
Der kursiv gesetzte Teil der Schiilerworte hebt die
Formulierungen hervor, die das Nachdenken uber
Mdglichkeiten und das tatsachliche Vornehmen von
Verénderungen thematisieren. Dieses war auch im
Unterricht zu beobachten, denn es pragte die Tatig-
keiten der Schiilerinnen und Schiler.

Interviewausschnitt A

Interviewausschnitt B

Das sieht ja alles erst einmal ein wenig kompliziert aus. Und
wie da die Zusammenhange sind, das muss man nattrlich
auch erst einmal ausprobieren. [...]

Wir haben natirlich erst einmal alle Extreme ausprobiert,
also wir haben es einmal komplett nach so gestellt und ein-
mal komplett nach so. Und dann haben wir uns angeguckt,
was fir eine Form das seien kénnte, ob’s "ne Kurve ist oder
ob es halt "ne Parabel seien kdnnte, oder auch ein Kreisaus-
schnitt. Das haben wir uns Uberlegt und sind dann darauf
gekommen, dass es doch sehr nach einer Parabel aussieht.

Jeder hat angefasst und jeder hat irgendwas getan. Ir-
gendwann haben wir dann versucht herauszufinden,
was es eigentlich gezeichnet hat. Dann haben wir halt
gemerkt, dass es diesen Halbkreis bildet und dann ha-
ben wir halt Giberlegt, okay, was kann das sein? Kreis ist
ein bisschen unlogisch, weil es ja auch nicht ganz her-
umgeht. Und dann haben wir halt daran herumexperi-
mentiert, Sachen abnehmen, anderswo hinstellen oder
so. ... Also irgendwie war es schon klar, dass es irgend-
wie ‘ne Parabel oder so seien sollte, aber wir wussten
halt nicht so genau warum.

Abb. 8: Interviewausschnitt (realer Parabelzirkel)

16



C. van Randenborgh

In Abb. 9 werden exemplarisch die Beziige im Inter-
viewausschnitt B zu den einzelnen Ideen und dem
Begriff des Ideenkonglomerats (IK) dargestellt. Die
Lernenden entwickelten »Stiick fur Stlick« tGber die
einzelnen gegenstandlichen Ideen ihr ldeenkonglo-
merat, indem sie die folgenden Fragen untersuchten:
was, wie und warum zeichnet das Gerét? Eine Zu-
sammenfuhrung der so gefundenen Aspekte erfolgte
dann, wenn entsprechende Nutzungs- und Erkl&-
rungsideen gebildet wurden.

Interviewausschnitt B Bezlige zum

Ideenkonglomerat

- - >
~Jeder hat angefasst und je- Was wird gezeichnet:

der hat irgendwas getan.“
... versucht herauszufinden,

Es geht zentral um die

was es eigentlich gezeichnet | Einsatzidee.

hat.”

....Halbkreis... Kreis... o .
Parabel“ Nun tritt die erste Erkla-

rungsidee auf.

.Kreis ist ein bisschen
unlogisch, weil es ja auch
nicht ganz herumgeht. Und
dann haben wir halt daran
herumexperimentiert,
Sachen abnehmen,
anderswo hinstellen oder
so.”

»--- irgendwie war es schon
klar, dass es irgendwie "ne
Parabel oder so sein sollte.”

Wie wird gezeichnet?

Es erfolgt eine
Auseinandersetzung mit
der mechanischen Idee.

,aber wir wussten halt nicht
SO genau warum®*

Warum wird gezeichnet?
Es findet eine intensivere
Beschéftigung mit der
mathematischen Idee
statt.

Abb. 9: Beispiele fur Beziige zum Ideenkonglomerat

Dabei gab es auch wichtige Gemeinsamkeiten bei
den Lernwegewegen. So war bei allen Lerngruppen
zu beobachten, dass das Zeichengerét die Schulerté-
tigkeiten ausldste und so von Beginn an eine explo-
rierende und problemorientierte Unterrichtssituation
gegeben war. Damit kam dem Gerdat die Funktion ei-
nes stummen Impulses zu. Der hohe motivationale
Aspekt wurde auch in Schilerriickmeldungen wie
,»ohne Einleitung direkt mit der Aufgabe konfrontiert
— Beginn interessant™ deutlich.

Diese Beobachtung legt — zumindest mit Blick auf
den hier vorgestellten Einsatz eines Zeichengerats im
Mathematikunterricht — nahe, dass die Instrumenta-
tion die erste Richtung der Instrumentellen Genese
ist. Denn die Schilertatigkeit wird durch das Gerat
initiiert und bringt somit die instrumentelle Genese in
Gang. Der wesentliche Grund daftr ist, dass erst
durch das Bewegen des Gerdts eine (charakteristi-
sche) Zeichnung (hier: Parabel) entsteht. Das Sicht-
barwerden dieses Produkts ist zum Finden der zu-
nachst verborgenen Ideen des vom Lehrenden einge-

setzten Ideenkonglomerats erforderlich. Die inharen-
ten Grenzen, Zwange und Mdoglichkeiten lenken die
Aktivitaten und Perspektiven der Schulerinnen und
Schiiler. Auf diese Weise wird die instrumentelle Ge-
nese ausgeldst und dann durch die Eigenschaften des
Geréts weiter bestimmt. Die Eigenschaften sind ih-
rerseits durch die gegenstandlichen Ideen des Ideen-
konglomerats vorgegeben — besonders durch die me-
chanische und mathematische Idee. Allerdings entwi-
ckelten die Schulerinnen und Schler in der Ausei-
nandersetzung mit dem Zeichengerat eigene Nut-
zungs- und Erklarungsideen, so dass ein ldeenkon-
glomerat nicht nur einfach vorgegeben ist, sondern
auch gebildet wird. In diesem Prozess der Bildung ei-
nes Ideenkonglomerates durch die Lernenden und so-
mit fur die Entwicklung personaler Ideen ist nicht nur
das Vorwissen der Lernenden wichtig, sondern es
spielen besonders die Zwange, Grenzen und M0og-
lichkeiten des Geréts eine bedeutende Rolle.

5.2 Die Bedeutung von Zwangen, Grenzen
und Moglichkeiten flr die Lernprozesse
und ihre Bezuge zum Ideenkonglomerat
(Forschungsfrage 1)

Es war zu beobachten, dass das Erforschen von Gren-
zen und Mdglichkeiten bei den Lernenden oft zum
Nachdenken oder auch zum tatséchlichen Durchfiih-
ren von Verénderungen am Gerét fiihrte. Das konnte
ein Ausldser dafir sein, Zwange zu entdecken und
zur verborgenen Mathematik zu gelangen.

Die Tabelle in Abb. 10 stellt beispielhaft bestimmte
Eigenschaften des realen Parabelzirkels (PZ) vor, die
im Unterricht von den Lernenden identifiziert wur-
den. Diese wurden von mir nach Grenzen, Zwéngen
und Mdoglichkeiten sortiert. Denn nach der empiri-
schen Untersuchung wurde deutlich, dass die Ab-
grenzung, insbesondere von Zwangen gegeniber
Grenzen, zentral ist.

Zwange Grenzen Maoglichkeiten

Die Position von F
(Brennpunkt) kann
verandert werden.

Der PZ zeich-
net einen be-
stimmten Aus-
schnitt und

Der PZ lasst sich
auf eine be-
stimmte Art und

Weise bewegen. .
I Weg Die Lage wvon |

) ) eine festge- s
Er zeichnet immer legte Form der (Leitlinie) kann ver-
eine Parabel. Parabel. andert werden.
Es gibt fixierte Ele- Er  zeichnet
mente. nur in einem
Das Gelenkvier- | bestimmten
eck ist eine Raute. | Bereich.

Abb. 10: Eigenschaften des realen PZ differenziert nach
Zwangen, Grenzen und Mdglichkeiten
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Eine Grenze ist ein — durch die mathematische Idee
bedingter — Aspekt der mechanischen Idee. Daher ist
eine Grenze etwas, das je nach Bauart des Gerats be-
seitigt, erweitert oder verandert werden kann. Bei-
spielsweise zeichnet mein Parabelzirkel (ohne Um-
bau) nur innerhalb der Raute einen bestimmten Para-
belausschnitt. Die Form der Parabel (Ausschnitt, ge-
stauchtes oder gestrecktes Aussehen) ist also vom
Gerét (Bauweise) vorgegeben. Sie kann aber veran-
dert werden.

Ein Zwang hingegen ist eine Notwendigkeit, die im
Gerat (Funktionsweise) steckt, d.h. in der Konstruk-
tion oder im Konstruierten. Ein Zwang kann somit
nicht verandert oder gar beseitigt werden. Er steht im
direkten Zusammenhang mit der zugrundeliegenden
mathematischen Idee. Beim Parabelzirkel bedeutet
das, dass dieses Zeichengerat immer eine Parabel
zeichnet.

In meiner Studie gelang es den Schulerinnen und
Schilern nur dann die mathematische Idee zu entde-
cken und die verborgene Mathematik aufzudecken,
wenn die Zwange erkannt und erkl&rt wurden. Den
Zwangen kommt daher die entscheidende Bedeutung
flr das Aufdecken der inhdrenten Mathematik und
damit fiir die Instrumentwerdung zu. Diese wichtige
Beobachtung wurde in der Theorie der instrumentel-
len Genese so noch nicht herausgestellt. Denn entwe-
der wurden die Zwénge nach verschiedenen Arten
differenziert (Rabardel, 1995) oder sie werden
scheinbar gleichberechtigt neben den Mdglichkeiten
des Artefakts gesehen (Trouche, 2005a; Maschietto
& Trouche, 2010).

Unter Mdéglichkeiten verstehe ich die Dinge, die das
Zeichengerdt optional bietet. Sie werden auch vom
Gerat vorgegeben. Sie sind also etwas, das verdndert
werden kann, aber so, dass die Einsatzidee (z. B. Pa-
rabel zeichnen) weiterhin bestehen bleibt. Beim hier
eingesetzten Parabelzirkel kann beispielsweise die
befestigte Schraube (F) herausgenommen werden
und an einer anderen Stelle fixiert werden. Dadurch
andert sich beim Zeichnen das Aussehen der Parabel,
aber nicht die Tatsache, dass es sich um eine Parabel
handelt. Damit weist der Begriff der Moglichkeit eine
starkere Verwandtschaft zum Begriff der Grenze als
zum Zwang auf. Er verweist aber andererseits deut-
lich auf einen zugrundeliegenden Zwang, namlich in
unserem Beispiel, dass F ein fester Punkt (Fokus) ist.

Der Begriff »Mdoglichkeit« ist also scharfer zu fas-
sen. Es geht nur indirekt um die Mdglichkeit, die das
Gerat dem Nutzer bietet, um seine Fahigkeiten zu er-
weitern bzw. zu verbessern. Fir Zeichengerate be-
deutet so ein Verstandnis eine Erweiterung der Zei-
chenféahigkeiten. Darum geht es hier nicht. Das
scheint mir ein wichtiger Unterschied zu sein, je
nachdem, ob man ein Gerét blof? als Hilfsmittel nutzt
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(z. B. den Taschenrechner nur zur Rechenerleichte-
rung oder das Lineal zur Verbesserung der Zeichen-
fahigkeit) oder als Vermittler der ihm zugrundelie-
genden Mathematik. Der Begriff der Moglichkeiten
eines Gerdts bedeutet im zweiten Fall etwas anderes.
Er meint das im Gerét steckende Potenzial, also ei-
nen grundsatzlich moglichen, aber zunéchst tatsach-
lich so nicht gegeben oder eingestellten, Gebrauch,
der aber eben als Mdglichkeit vorhanden ist. Um das
Potential zu nutzen, missten ggf. bestimmte Grenzen
beseitigt oder erweitert werden. In dem Sinne kann
man von einer immanenten Leistungsfahigkeit des
Gerats sprechen. Dieses Verstandnis ermdglicht es,
hier einen deutlichen Bezug zur didaktischen Idee
und den Nutzungs- und Erklarungsideen zu sehen.
Zugespitzt ausgedriickt ermdglicht das Potenzial mit
seinem Einfluss auf die Grenzen und Mdglichkeiten
des Gerdts die Entwicklung personaler Ideen. Auf
diese Weise tragt es zur Bildung eines ldeenkonglo-
merats der Lernenden im Mathematikunterricht maf3-
geblich bei. Fur den Gegenstand Zirkel bedeutet
diese Sichtweise, dass mit der Ausgangseinstellung
nur ein Kreis mit dem so vorgegebenen Radius ge-
zeichnet werden kann. Als Potenzial sind aber wei-
tere Einstellungen — durch das Vornehmen von Ver-
anderungen am Gerat — vorhanden, die es erlauben,
Kreise mit anderen Radien zu zeichnen (1. Bedeu-
tungseben: Mdglichkeit). Wird nun ein Zirkel nicht
nur als reines Hilfsmittel benutzt, sondern als Trager
einer mathematischen Idee betrachtet, kann das Sub-
jekt Uber die Beschéftigung mit diesem Potenzial,
den zugrundeliegenden Zwang und damit die verbor-
gene mathematischen Idee erkennen (2. Bedeutungs-
ebene: Leistungsfahigkeit). Denn die Variation zeigt
gerade auch das, was immer so bleibt. VVorgenom-
mene Anderungen zeigen auch die Grenzen, z. B.
welche KreisgréfRen (genauer: Kreise mit welchen
Radien) mit einem Zirkel maximal (bzw. minimal)
gezeichnet werden konnen. Das ist eine Zeichen-
grenze. Entdeckt werden kann dann, dass groRere
Kreise z. B. mit langeren Schenkeln gezeichnet wer-
den konnten. An diesem Beispiel wird deutlich, dass
die Beschéftigung mit dem inhérenten Potenzial ei-
nes Zeichengerats auf Grenzen und Maglichkeiten
hinweist und zur mechanischen und mathematischen
Idee flhrt. Auch historische oder technische Weiter-
entwicklungen konnen so in den Blick kommen. In
dem Beispiel kdonnte man zum Teleskopzirkel mit
ausziehbaren Schenkeln, zum Nullenzirkel oder wei-
teren speziellen Zirkeln (ber die Beschaftigung mit
dem Potential eines gewdhnlichen Zirkels kommen.®
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5.3 Lernprozesse als Wege der instru-
mentellen Genese: Die instrumentelle
Wissensaneignung (Forschungsfrage 2)

In Abb. 11 wird die in der Studie festgestellte beson-
dere Bedeutung der Nutzungs- und Erklarungsideen
in das Ausgangsmodell der instrumentellen Genese
eines ldeenkonglomerats (Abb. 2) eingearbeitet und
explizit fur das Lernen im Mathematikunterricht dar-
gestellt. Beim Mathematiklernen mit einem Zeichen-
gerét wurde deutlich, dass die Zwénge, Grenzen und
Madglichkeiten die Instrumentation vorgeben und
pragen. Sie sind mit der Einsatzidee, der mechani-
schen und mathematischen Idee aufs Engste verbun-
den. Die Instrumentalisation der Mathematiklernen-
den wird durch sie gelenkt. Die Wechselseitigkeit der
beiden Richtungen wurde beim Zeichengeréteeinsatz
z. B. dadurch deutlich, dass die inhdrenten Zwange

-~

,f/ Iwinge(z.B.): hY

- 23 lisst sich nur auf emne
fasteelagta Art bewegen
- feste Elements
- besonderes Gelaloaereck
Grenzen (zB.):
- &5 zeichnet sine besondare
Linie
- 25 zeichnet nurin einem
bestimmten Beraich
Moglichkeiten (z.B.):
| - Position undLage mancher J
“-\ Elementen kamvarnert werd&n/

(kulturell-historische Idee)

mathematische Idee

‘Artefaktstatus eines
" Ideenkonglomerats
it 2einen fir den Lernenden (teilweise) zicktbaren

und {mmichst) verbargeren Fwangen,
Grenzen & Moglichkeiten

mechanische Idee

Einsarzidee

(didaktizche Idee)

Instrumentalisation

Lermprozesse im
Mathematikunterricht

Entwicklung eines
Ideenkonglomerats
im Mathematikunterricht

Nutzungs- & Erklirungsideen
entstehen und verbinden
einzelne Ideen

als solche vom Lernenden erkannt werden miissen.
Initiiert wird der Prozess allerdings durch das Gerat
selbst, das Neugier und Interesse auslost, sich bewe-
gen lasst, dann etwas zeichnet und so die Aufmerk-
samkeit und Tatigkeit der Lernenden lenkt. In der
Ausgangssituation (vor dem erstmaligen Bewegen
bzw. Zeichnen) sind einzelne gegenstandliche Ideen
des Ideenkonglomerats schon (teilweise) zu erken-
nen, aber manches ist auch noch verborgen. Die Zu-
sammenhénge und die Bezlige zwischen den einzel-
nen ldeen sind noch unbekannt, so dass das ldeen-
konglomerat den Lernenden nicht als ldeenkonglo-
merat erscheint. Sie haben zwar vielleicht einzelne
Elemente wahrgenommen. Aber eine Verbindung
dieser Ideen miteinander und die Ausbildung eines
Ideenkonglomerats der Lernenden hat noch nicht
stattgefunden. Insofern ist der Gegenstand zu diesem

Instrumentation

Mathematiklernender

mit seimem fiir den Lahrenden mimdchst)
nicht sichtharen und (taitwaise)

verborgsnen (Vor-)Wissen, Fahigkeiten &

Fertizkeiten (Eompetenz=n’

" Finden und Frkliren (z B ) ™
- Zwinge, Grenzen Maglichksiten

Grenzen erweitern (zB.):
- erweitern der Zeichensranzan
- Verbessenmezmdglichkaiten

nene Moglichkeiten (z.B.):
- was urspringlich fast oder
eingestellt war, wird verindert

- Verindenmgsnwerdsn

Instrumentstatus
eines Ideenkonglomerats

Instrument der Wissensvemmitthms
des Mathematikdernenden

ausproblert |

%,
"
e

Abb. 11: Die instrumentelle Wissensaneignung im Mathematikunterricht
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Zeitpunkt noch ausschliel3lich das verborgene ldeen-
konglomerat des Lehrenden. Diesen Zustand be-
zeichne ich als Artefaktstatus eines Ideenkonglome-
rats. Die Zwénge, Grenzen und Mdglichkeiten sind
zundchst nur als Potenzial (im obigen Sinne) vorhan-
den. In der weiteren Analyse der Lernenden spielen
die Zwénge, Grenzen und Mdglichkeiten eine zent-
rale Rolle. Indem die Lernenden diese untersuchen,
gelangen sie zu den Nutzungs- und Erklarungsideen.
Diese verbinden die einzelnen Ideen und fiihren dazu,
dass aus dem zunéchst unbekannten Gerét ein Instru-
ment der Wissensvermittlung wird. Dieser Prozess
der Entwicklung eines Ideenkonglomerats der Ler-
nenden ist mit dem zentralen Pfeil in Abb. 11 ange-
deutet. Hier findet eine Verknuipfung der gegenstand-
lichen Ideen des Artefakts, die das Subjekt wahr-
nimmt, mit den personalen Ideen des Mathematikler-
nenden, die dieser mit dem Artefakt verbindet, statt.
Auf diese Weise wird das Ideenkonglomerat des Ler-
nenden gebildet, so dass man nun von einem Instru-
mentstatus eines ldeenkonglomerats sprechen kann.
Diesen komplexen Prozess bezeichne ich als instru-
mentelle Wissensaneighung. Die Ideen bzw. ihre
Wahrnehmung und Verkniipfung fiihren also dazu,
dass in den Lernprozessen mit einem Zeichengerat
im Mathematikunterricht neues Wissen der Lernen-
den entsteht. Dieses umfasst nicht nur das Wissen
Uber das Zeichengerét, sondern vor allem auch die
ihm zugrundeliegende Mathematik. Damit ist das Ar-
tefakt zu einem Instrument der Wissensvermittlung
geworden. Entscheidend dafiir war es, dass die ein-
zelnen Ideen zu einem Ideenkonglomerat von den
Lernenden verbunden wurden. Das ist in Abb. 11
durch den das Instrument umfassenden (ldeen-)Kas-
ten dargestellt. Hier sind nun die einzelnen Ideen zu
einem (neuen) Ganzen verbunden.

Wurde nun der jeweilige Lernprozess reflektiert, ge-
langten einzelne Schilerinnen und Schiiler auch zur
didaktischen ldee. Auch nach der kulturell-histori-
schen Idee wurde im Lernprozess gefragt (van Ran-
denborgh, 2015a, S. 196 bzw. 130 ff.). Geschieht die-
ses, dann sind auch diese beiden Ideen im Ideenkon-
glomerat der Lernenden enthalten (Abb. 11, unten:
,»ggf. weitere Ideen®).

5.4 Was sind Lernerfolge einer instru-
mentellen Wissensaneignung und wel-
che Beeinflussungsfaktoren gibt es?

Das wesentliche Ziel des beschriebenen Einsatzes ei-
nes historischen Zeichengeréts, wie des realen und
digitalen Parabelzirkels, im Mathematikunterricht ist
das Aufdecken der im Gerat verborgenen Mathema-
tik. Dieses stellt das neue Wissen fiir die Schiilerin-
nen und Schiler dar. Macht man sich noch einmal be-
wusst, dass diese inhdrente Mathematik die mathe-
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matische Idee ist und sie somit fur die Funktions-
weise und das Zusammenspiel mit der mechanischen
Idee (Bauweise) verantwortlich ist, wird deutlich,
dass das Aufdecken der einzelnen Ideen als Lerner-
folge aufgefasst werden kann. Hier gibt es auch un-
terschiedliche Abstufungen. Die folgende Tabelle in
Abb. 12 zeigt wesentliche Lernerfolgsméglichkeiten,
wobei das Niveau aufsteigend ist. Die vorgestellten
Arbeitsauftrage (Abb. 6 und 7) beinhalteten aller-
dings nicht die in der letzten Tabellenzeile genannten
und im Unterricht beobachteten Schiilertatigkeiten,
die ich als Vertiefung bezeichne. In der rechten
Spalte werden Beispiele dafiir gegeben, was die Ler-
nenden beim Parabelzirkeleinsatz formulierten bzw.
taten, um die jeweilige Lernerfolgsmdglichkeit zu
nutzen bzw. einen entsprechenden Lernerfolg zu ha-
ben.

Beispiele fur Schiler-
formulierungen und
Schilertétigkeiten

Lernerfolgs-
moglichkeit

Erkennen der Einsatzidee | ,Laufbahn soll eine Para-

bel darstellen”

Erkennen der mechani- | ,Raute in der Mitte“

schen Idee

Erkennen der mathemati- | ,gleicher Abstand®

schen Idee

Herstellen eines Zusam-
menhangs zwischen den | nal-

Bedeutung der Orthogo-
und der Diagonal-

Ideen schiene ...

Definition Menge aller Punkte ... (ge-
ometrische Definition der
Parabel)

Begriinen: mathematische | Abstand, Eigenschaften

Idee als Erklarung der | der Raute ...

Konstruktion des Geréts

Vertiefung:  Verknipfen
mit vorhanden mathemati-
schem Wissen

Koordinatensystem  ein-
fuhren, Gleichung aufstel-
len ...

Abb. 12: Wesentliche Lernerfolgsmdglichkeiten

Im beobachteten Unterricht stellte sich heraus, dass
die Schilerinnen und Schiler unterschiedlich weit
kamen. Das lag vor allen Dingen daran, ob der Begriff
des Abstands gefunden wurde. Denn dieser ermog-
lichte den Zugang zum neuen Wissen und zum voll-
stdndigen Erfassen der mathematischen Idee des Pa-
rabelzirkels. Allen Lernenden gelang es, Elemente
der Einsatzidee, der mechanischen und mathemati-
schen Idee aufzudecken. Der Zusammenhang zwi-
schen diesen Ideen wurde jedoch auf unterschiedli-
chem Niveau formuliert. Beispielsweise gab es tech-
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nische Beschreibungen, die die Bewegungszusam-
menhénge des Parabelzirkels erlauterten. Bei solchen
Formulierungen wurde nicht deutlich, was die ent-
scheidende, die ganze Konstruktion bedingende Idee
ist. Aufféallig haufig waren solche Erklarungen beim
Einsatz des digitalen Parabelzirkels. Als ein Beispiel
fiir solche technischen und dynamischen Formulie-
rungen mag folgende SchiilerduBerung dienen:
,,Durch Verschieben des Punktes L auf seiner Gera-
den wird eine Parabel erstellt.”

Auch bei der Definition der Parabel als Ortslinie gab
es Unterschiede. Denn bei manchen Formulierungen
war nur von der Entfernung des Punktes P zu F und
zu L die Rede. Ein Beispiel ist die folgende Schiiler-
formulierung: ,,P ist immer gleichweit von F und L
entfernt. Wurde der Abstandsbegriff nicht gebildet,
konnten die Lernenden die mathematische Idee nicht
vollstandig erfassen.

Viele Schulerinnen und Schiiler haben aufierdem ein
Koordinatensystem eingeftihrt, konnten aber oft nicht
eine entsprechende Gleichung aufstellen. Beim digi-
talen Modell wurde lediglich das Koordinatensystem
eingeblendet, wobei sich die Lernenden zusatzlich
die Langen der Strecken PF und PL anzeigen lieRen.

Die hier nur kurz umrissenen Stationen im Lernpro-
zess konnten beim realen und digitalen Parabelzirkel
beobachtet werden. Es gab aber auch spezifische Un-
terschiede (van Randenborgh, 2015a, S. 132 ff,;
211 ff.). Als besonders interessant ist hervorzuheben,
dass es Lernende beim digitalen Parabelzirkel gab,
die sich offensichtlich eine Vorstellung von dem Ge-
rét in der Realitdt gemacht haben und das digitale
Modell als Simulation eines realen Parabelzirkels
aufgefasst haben (van Randenborgh, 20154,
S. 132 ff.). Es wurde dann von Leisten, Schienen o-
der dem Stift gesprochen. Auch gab es Erklarungen,
die explizit auf solch eine Vorstellung hinwiesen,
wenn etwa ein Schiler seine Erklarung so begann:
,»Also jetzt im Echten, im Mechanischen ist es [...]*.
Am Lernerfolg bei diesen Schilerinnen und Schiilern
zeigte sich, dass es fur ihren Lernprozess hilfreich
war, sich das Gerét real, also als (physikalischen) Ge-
genstand vorzustellen.

Beim realen wie auch beim digitalen Parabelzir-
keleinsatz gelang es nicht allen Schiilerinnen und
Schillern die mathematische Idee und ihre Bedeutung
fur den Parabelzirkel vollstandig aufzudecken. Zu-
sammenfassend sind dieses die beiden wichtigsten
und offensichtlich fur einige Lernende anspruchs-
vollste Stellen:

e Erkennen der Diagonalschiene als Mittelsenk-
rechte der Strecke FP. Hierzu war es wichtig, be-
sondere Eigenschaften einer Raute zu kennen.

e Das Beobachten der gleichen Entfernung der
Punkte P von F und L gelang. Auch wurde er-
kannt, dass L immer auf | liegt. Ebenso wurde be-
merkt, dass P sich immer auf der Orthogonalen
zu | befindet. Erst wenn diese Beobachtungen
zum Begriff des Abstandes weiterentwickelt
wurden, konnten die Lernenden zur mathemati-
schen Idee des Parabelzirkels vordringen.
Exemplarisch seinen hier zwei SchulerduBerun-
gen genannt, an denen dieses Spektrum gut zu se-
hen ist. Die 1. SchulerduBerung (S1) spricht nur
von der Entfernung (,,gleich weit weg®) und die
2. (S2) formuliert die Abstandsgleichheit.

S1: ,Die Gerade RQ ist Mittelsenkrechte zu FL, also
ist P gleich weit weg von F und L.«

S2: ,,Der Abstand zwischen Fund P & L und P
bleibt immer gleich.*

6 Fazit

6.1 Instrumentelle Wissensaneignung als
Mathematisierungsprozess

6.1.1 Das Erforschen und Bilden eines
Ideenkonglomerats als Prozess der In-
strumentwerdung: vom Artefakt- zum
Instrumentstatus

Der Prozess der Instrumentwerdung eines Zeichen-
geréts lieB sich gut mit dem Begriff des Ideenkonglo-
merats verstehen und interpretieren.

Im Unterricht war das Entschliisseln der einzelnen
gegenstandlichen Ideen und ihres Zusammenhangs
fur die Lernenden wichtig. Dabei fanden sie beim Er-
forschen des Zeichengeréts Erklarungsideen, die ihr
Vorgehen lenkten. In Verbindung mit der Theorie der
instrumentellen Genese 1&sst sich nun auch der Pro-
zess des Mathematisierens eines Zeichengerats in den
Blick nehmen. Bemerkenswert ist, dass fiir das Erfor-
schen und Finden der inh&renten Mathematik das
Aufdecken von Grenzen, Zwéngen und Mdglichkei-
ten wichtig war. Dieses Potenzial steckt von Beginn
der Untersuchung an in den gegenstandlichen Ideen
eines Zeichengerats. Doch ist vieles davon zunéachst
verborgen. Das Zeichengerat befindet sich im Arte-
faktstatus. Erst im Lauf eines Lernprozesses werden
verborgene Ideen aufgedeckt und die inharente Ma-
thematik entdeckt, so dass das Gerét selbst, zum Ver-
mittler von Mathematik wird, indem ein Ideenkon-
glomerat von den Lernenden gebildet wird. Ist dieses
geschehen, hat das ldeenkonglomerat einen Instru-
mentstatus fir die Lernenden erreicht. Es hat nun ei-
nerseits weiterhin Artefaktkomponenten (gegen-
standliche Ideen) und andererseits Komponenten des
Subjekts (personale Ideen). Der traditionelle Begriff
in der Theorie der instrumentellen Genese ist dafir
der des (Gebrauchs-)Schemas (s. 0. 3.2). Besonders
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wichtig ist, dass diese Komponenten — wie bei einem
Konglomeratgestein die einzelnen Steine — zu einem
Ganzen verbunden sind, bei dem man aber durchaus
die einzelnen, unterschiedlichen Ideen (Steine) er-
kennt. Diese zusammengesetzte Seinsweise eines In-
struments wird bei Rabardel (2001) so beschrieben:

Instruments are intrinsically mixed nature: they are
made up of artefacts components and utilization
scheme components. (Rabardel, 2001, S. 28)

6.1.2 Der Ubergang von der realen in die
mathematische Welt — Das Sichtbar-
werden der verborgenen Mathematik
eines Ideenkonglomerats

Abbildung 13 zeigt, wie von den fiir die Lernenden
vorerst grofRtenteils verborgenen Ideen und ihren Zu-
sammenhangen immer mehr sichtbar wird. Der Pro-
zess wird durch das Ausprobieren des Gerats initiiert.
Die Lernenden konzentrieren sich zunachst auf die
Frage, was gezeichnet wird, und kommen so zu ihrer
ersten Erklarungsidee. Das weitere Untersuchen fiihrt
Uber die zentralen Fragen, wie es zeichnet und warum
das Gerét so funktioniert, zu weiteren Erklarungs-
ideen. Durch das Erklaren und Begriinden entsteht
fur die Schilerinnen und Schiler subjektiv neues
Wissen und ein Ideenkonglomerat wird gebildet. Auf
diese Weise wird das unbekannte Gerét zu einem In-
strument der Wissensvermittlung. Dementspre-
chend &ndert sich der Status des Ideenkonglomerats.
Der urspriingliche Artefaktstatus wird zum Instru-
mentstatus, in dem die verborgene Mathematik des
Ideenkonglomerats als subjektiv neues Wissen fir
den Lernenden offenbar geworden ist (vgl. Abb. 13:
der Pfeil »Sichtbarwerden«). Hier sind nun die ge-
gensténdlichen und die personalen Ideen miteinander
verwoben.

Geht man davon aus, dass das Zeichengerat, wenn es
unberihrt auf dem Tisch liegt, nur ein Gegenstand ist,
kann man sagen, dass er Bestandteil der Wirklichkeit
ist. Wird er bewegt, wird seine Einsatzidee deutlich
und wir treten in die gegenstandliche Welt eines

reale Welt

Wirklichkeit

|deenkonglomerat
egenstandlich

Ideenkonglomerat

Artefaktstatus

Sichtharwerden der verborgenen Mathematik .
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Ideenkonglomerats ein. Die mechanische Idee steht
nun im Vordergrund. Wird diese mit der mathemati-
schen Idee verbunden, gelangen wir in die ideale oder
mathematische Welt eines Ideenkonglomerats. Auf
diese Weise findet ein Ubergang von der realen Welt
in die mathematische statt. Die intensive Beschéfti-
gung mit der mathematischen Idee fiihrt in die Welt
der Mathematik, die ohne konkrete Beziige zur ge-
genstandlichen Wirklichkeit des Zeichengeréats aus-
kommen kann. Dementsprechend kann man ein
Ideenkonglomerat als Zugang zur mathematischen
Welt Dbetrachten. In den Formulierungen der
Schulerinnen und Schiler wurde deutlich, dass die
Worte und Bezeichnungen im Laufe des
Lernprozesses mathematisch angereichert wurden.
Es fand oft ein Ubergang von einer beschreibenden
hin zu einer mathematisch begrtindenden Ebene statt.
Beispielsweise sprachen die Lernenden zunéchst von
einer ,,Schiene®, dann von einer ,,festen Schiene®.
AnschlieBend wurde von einer ,,Fiithrungsschiene*
gesprochen. Das entspricht dem mathematischen
Begriff der Leitline. Eine Idealisierung fand dabei
auch insofern statt, als dass die Holzschine zur
Geraden wurde und in ihrer Funktion fur das Gerat
und flr das mathematische Objekt (Parabel) erfasst
wurde.

6.2 Schlussfolgerungen mit Blick auf die
Lernwege

Die Ergebnisse sind fachdidaktisch wichtig, da sie
zeigen, dass Mathematisieren nicht erst auf der sym-
bolischen Ebene anfangt, sondern weit vor der Ver-
wendung von Symbolen und Formeln. So bilden
Handlungen mit einem konkreten Objekt den Aus-
gangspunkt der instrumentellen Wissensaneignung.
Die von den Schilerinnen und Schilern dabei ge-
machten Erfahrungen und Beobachtungen werden
exploriert und filhren Uber das Aufdecken der
Zwange zur verborgenen Mathematik. Die konkreten
Tatigkeiten wurden im Laufe der Erforschung abstra-
hiert und verinnerlicht. Bei allen Schilergruppen war

mathematische Welt

Mathematik

Ideenkonglomerat
ideal vorgestellt

Ideenkonglomerat

Instrumentstatus

Abb. 13: Die Instrumentwerdung als Mathematisierungsprozess
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zu beobachten, dass das jeweilige Zeichengerét im-
mer weniger bewegt wurde. Die Bewegungsablaufe
wurden nicht mehr praktisch handelnd durchgefhrt,
sondern verbalisiert und mental vorgestellt. Wenn
gelegentlich noch einzelne Positionen der Zeichenge-
rate eingestellt wurden, dann war es ein gezieltes,
durch theoretisches Nachdenken geleitetes, Vorge-
hen, um z.B. Erklarungsideen, Grenzen oder Zwénge
zu verdeutlichen.

Diese Ergebnisse lassen sich auch im Rahmen der
Embodiement Theorie einordnen, nach der

all abstract ideas are built by metaphors that are based

on experience made possible by our body interacting

with the physical world.

(Lakoff & Nufiez, 2000, S. 496)
Sie sehen in der Metapher das grundlegende Mittel
um abstraktes Denken zu ermdglichen. Wittmann,
Flood und Black (2012) greifen genau diesen An-
satz auf, schlielen sich ihm an und kommen mit
Blick auf das algebraische Arbeiten zu folgender
Zuspitzung:

In Where Mathematics Comes From, Lakoff and
NUfiez (2000) propose that metaphor is ,the basic
means by which abstract thought is made possible’ (p.
39). We adopt their perspective of embodied cogni-
tion: that all human concepts, including mathematical
concepts, are based in the perceptual motor system
experiences we have while interacting with the world
around us. Image schemas and specific conceptual
metaphors are components of the metaphorical think-
ing that allow us to consider complex mathematics.
(Wittmann, Flood & Black, 2012, S. 170)

Henz, Oldenburg und Schéllhorn (2016) entwickeln
in ihrer Untersuchung den Begriff der methaphori-
schen Distanz:

In judging the strong claim that all mathematical con-
cepts are formed by metaphors that are based on bod-
ily experiences it might be useful to introduce the no-
tion of ‘metaphorical distance’. Concepts that are di-
rectly linked to bodily experiences have a short meta-
phorical distance to bodily experiences, while others
may have a long distance that spans a chain of meta-
phors. (Henz, Oldenburg & Schdéllhorn, 2016, S. 413)

Die Unterschiede der Lernwege beim Einsatz eines
realen und eines digitalen Modells lassen sich unter
der Perspektive der methaphorischen Distanz dahin-
gehend interpretieren, dass diese bei nur virtuell
durchgefuhrten Bewegungen des Parabelzirkels ho-
her ist. Diese Distanz konnte moglicherweise ver-
kirzt werden, wenn Schilerinnen und Schiler sich
den digitalen Parabelzirkel real vorgestellt haben.
Auch das Beschreiben der Funktionsweise des Geréts
auf einer dynamischen Handlungsebene verkirzt auf
gewisse Weise die Distanz.

6.3 Ausblick: Mediale Wissensaneighung

Die enge Verkniupfung von theoretischem Arbeiten
(Denken) und praktischem Tun (Experimentieren)
hat deutliche Bezlige zu Schulertatigkeiten beim Mo-
dellieren (van Randenborgh, 2013). Dabei kam dem
Aufdecken, Entschliisseln und Erklaren der inharen-
ten Zwange, Grenzen und Mdglichkeiten sowie dem
Erforschen von Veranderungen eine die Schiilertatig-
keit leitende Funktion zu.

6.3.1 Bezlige zum Modellieren

Nun gehe ich vom Modellierungsmodell von Schupp
(1988, S. 11) aus, dass in Abb. 14 fr ein historisches
Zeichengerat von mir spezifiziert und abgewandelt
wurde. Es ist allerdings nicht als Modellierungskreis-
lauf, sondern als ein Modellierungsablauf oder -
durchlauf zu verstehen. Der graue Kreis und die
grauen Bezeichnungen sind dem urspriinglichen Mo-
dell entnommen. Meine Uberarbeitung zeigt einer-
seits die Zuordnung der Schulertétigkeiten zu den be-
kannten Modellierungsaktivitaten. Andererseits wird
noch einmal deutlich hervorgehoben, welche Bedeu-
tung die Beschaftigung der Lernenden mit den Gren-
zen, Zwénge und Mdglichkeiten des Zeichengerats
im Prozess der instrumentellen Wissensaneignung
hat. Ferner wird der Begriff des Ideenkonglomerats
genutzt, um verstandlich zu machen, wie ein ur-
spriinglich ganz der realen Welt zuzuordnender Ge-
genstand zu einem mathematischen Gebilde wird.
Genauer gesagt: wie ein solcher Gegenstand, der im
Mathematikunterricht eingesetzt wird, zu einem
Lerngegenstand fur die Schulerinnen und Schler
wird und so den Status eines Instruments der Wis-
sensvermittlung erreicht.

Beim Begriff des Modellierens gibt es unterschiedli-
che und differenzierte Sichtweisen (Kaiser, Blum,
Borromeo Ferri & Greefrath, 2015). Weit verbreitet
scheint die folgende Sichtweise zu sein:

Ausgangspunkt ist ein reales Problem oder auch er-
klarungsbedirftiges Phanomen. Um es mit mathema-
tischen Methoden bearbeiten zu kénnen, muss es im
ersten Schritt, der eigentlichen Modellbildung oder -
entwicklung, in ein mathematisches Problem iber-
fuhrt werden.

(Ortlieb, von Dresky, Gasser & Guinzel, 2013, S. 4)

Der wesentliche Unterschied zu solch einem Model-
lieren alltdglicher Situationen ist, dass das Zeichen-
gerat die erforderliche Mathematik als Bestandteil
(mathematische Idee) selbst enthélt. Das sog. mathe-
matische Problem ist also bereits gegeben. Allerdings
ist es verborgen. Daher ist die Situation nicht die,
dass ein reales Phdnomen ,,in ein mathematisches
Problem tiberfiihrt werden muss®. Es muss vielmehr
von den Lernenden im Laufe ihrer Erforschung des
Gerats aufgedeckt werden, indem sie die inhdrenten
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Zwénge untersuchen. AuRerdem sollte im Lernpro-
zess deutlich werden, dass die Funktionsweise des
Zeichengerats nur mit Hilfe der verborgenen Mathe-
matik zu erklaren ist.

Genauer zu untersuchen ware — auch mit Blick auf
das Modellieren —, ob beim Einsatz von (allen?) ma-
thematikhaltigen Medien, den inhdrenten Zwangen
eine entscheidende Bedeutung zukommt. Diese
Zwénge konnten in allgemeineren Kontexten z. B.
die Voraussetzungen oder der Gultigkeits- und An-
wendungsbereich eines mathematischen Satzes oder
einer mathematischen Methode sein. Zu fragen wére
dann, ob die dem jeweiligen Gegenstand oder Me-
dium zugrundeliegende Mathematik in einem &hnli-
chen Prozess der instrumentellen bzw. medialen Wis-
sensaneignung von den Lernenden erschlossen wer-
den kann.

math.did. 41(2018)1
6.3.2 Bezlige zum Forschenden Lernen

Sicher kann man im Mathematikunterricht davon
ausgehen, dass die fir die Lernenden subjektiv neu
zu entdeckende Mathematik zunachst immer verbor-
gen ist. Zentrale Aufgabe des Lehrenden ist es, Lern-
situationen zu schaffen, die die inharente und verbor-
gene Mathematik sichtbar werden lassen (didaktische
Idee). Hier wird noch einmal die Nahe zu den Ansét-
zen des forschend-entdeckenden Lernens deutlich.
So heiB es etwas bei Hattie (2013):

Forschendes Lernen ist ein Unterrichtsansatz, in dem
herausfordernde Situationen entwickelt werden, die
Lernende zu Folgendem auffordern sollen: Phéno-
mene zu beobachten und zu hinterfragen; Erklarungen
dafiir zu geben, was sie beobachten; [...]

(Hattie, 2013, S. 247)

deduzieren

Modell

Konsequenzen

Ideen eines

Zwinge erforschen

rerborgene Mathematik

Ideenkeaglomerats

N

Mathematik

Verdanderungsmiglichkeiten realisieren

Grenzen, Zwange, Maglichkeiten aufdecken

<

|

ines Ideenkonglomerat

=111

AV

malanadi

wange, Grenzen und Miglichkeiten deuten

Artefaktstatus eines
Ideenionglomerats

Instrumentstatus eines
Ideenkonglomerats

Maoglichkeiten, Grenzen verdndern

Situation

Informationen

validieren

Problem

Losung

Abb. 14: Ein Modellierungsablauf beim Entstehen eines Ideenkonglomerats der Lernenden
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Fur den Mathematikunterricht stellen Weigand und
Roth (2014) drei Phasen der Schillertétigkeit heraus,
die fur eine geeignete Lernumgebung und ihr Modell
des forschenden Lernens konstitutiv sind.

Forschendes Lernen ist ein Prozess, den es als Lern-
und Arbeitshaltung auszubilden und zu entwickeln
gilt und der in der Schule durch gezielt gestaltete Ler-
numgebungen angeregt wird. Dieser Prozess wird in
dem Modell des forschenden Lernens durch drei un-
tereinander vernetzte Phasen beschrieben. Wenn
Schilerinnen und Schiiler einem neuen mathemati-
schen Phéanomen begegnen, kann forschendes Lernen
beginnen. Dazu mussen sich Lernende bzgl. der
Durchdringung dieses Phdnomens Ziele setzen und
Fragen entwickeln oder sich zumindest auf von auf3en
gesetzte Ziele und Fragen einlassen. Auch wahrend
des Arbeitens werden sich Schiilerinnen und Schiler
immer wieder kleinere Zwischenziele setzen und auf
neue Fragen stofen, die sich aus den Ergebnissen im
Avrbeitsprozess ergeben.

(Weigand & Roth, 2014, S. 5)

Die erste Phase wird beim Parabelzirkeleinsatz durch
das Gerat selbst in Gang gebracht. Durch das Bewe-
gen und Zeichnen mit ihm werden Fragen generiert.
Dabei werden einzelne gegenstandliche Ideen wich-
tig. Die Beantwortung der im Lernprozess entstehen-
den Fragen (was, wie und warum zeichnet das Gerat)
und das Finden einzelner Elemente oder Aspekte der
gegenstandlichen Ideen kénnen als Zwischenziele im
Sinne von Weigand und Roth (2014) aufgefasst wer-
den. Dabei bilden sich die personalen Ideen. Diese
konnen als Zwischenfazit, subjektiv neues Wissen o-
der neue Fragen auftreten und so die aufgedeckten
Ideen miteinander verbinden, was zu einem Durch-
dringen des Ph&dnomens Parabelzirkel fihrt.

Fragt man nun, was diese Herangehensweise fiir das
Lernen von Mathematik bedeutsam macht, kann man
mit Ludwig, Lutz-Westphal und Ulm (2017) sagen:

In der Erkundungsphase steht ein aktives Manipulie-
ren der mathematischen Objekte im Zentrum [...].
Dadurch kénnen Effekte oder Regelhaftigkeiten beo-
bachtet und Hypothesen zu den zugrunde liegenden
Strukturen aufgestellt werden. Dies ist deshalb so we-
sentlich und macht forschende Ansétze in der Mathe-
matik zunéchst schwieriger als etwa in den Naturwis-
senschaften, weil die betrachteten Objekte nicht von
sich aus ein ,beobachtbares Verhalten‘ zeigen, son-
dern dieses immer erst durch Denkhandlungen er-
zeugt werden muss.

(Lutz-Westphal & Ulm, 2017, S. 5)

Historische Zeichengeréte sind fur ein so verstande-
nes forschendes Lernen in der Schule besonders ge-
eignet. Denn sie zeigen, wenn sie bewegt werden, ein
,beobachtbares Verhalten®, welches letztlich aber nur
durch die im Gerét verborgene Mathematik zu erkla-
ren ist.

Mit Blick auf die Mathematikdidaktik ware es loh-
nenswert, dass eben angesprochene »aktive Manipu-
lieren mathematischer Objekte« im Unterricht sowie
das zugrundeliegende mathematische Phdnomen mit
Hilfe des Begriffs des ldeenkonglomerats zu untersu-
chen. Denn diese Perspektive ermdglicht es dem Leh-
renden, Didaktiker oder Forscher, einerseits festzu-
halten, welche Ideen zu Beginn der Lernsituation be-
reits vorliegen (z.B. die mathematische Idee) und mit
welchen personalen Ideen (z.B. Erklarungsideen) die
Schillerinnen und Schiler ihr jeweiliges ldeenkon-
glomerat im Lernprozess bilden.

Anmerkungen

! Dartiber hinaus wird der Parabelzirkel hier dargestellt:
http://san-pc.hrz.uni-siegen.de/fjm/mathnat/dusthome/da-
teien/math9/vparabel.html (deutsch);
http://www.fransvanschooten.nl/fvs_java.html
(niederlandisch); http://math-info.cri-
ced.tsukuba.ac.jp/museum/schooten/GCLfiles/Parabo-
raATCM.html (japanisch).

2 Hier ist vor allem Bartolini Bussi (Modena) zu nennen.
Siehe dazu auch die Seite des Laboratorio delle Macchine
Matematiche: http://www.mmlab.unimore.it.

Weitere Forschungsaktivitdten gibt es in den USA in Cor-
nell: http://mww.math.cornell.edu.

3 Zu den verschieden Zirkeltypen siehe Vollrath, Wei-
gand und Weth (2000).
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