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Operative Beweise
in der Schul- und Elementarmathematik

von

Erich Ch. Wittmann, Dortmund

Kurzfassung: In diesem Beitrag werden zunéchst substanzielle Lernumgebungen vorge-
stellt, die den Begriff ,,operativer Beweis* und seine curriculare Einbettung exemplarisch
beleuchten. Darauf autbauend wird dieser Begriff im zweiten Abschnitt formuliert und im
letzten Abschnitt theoretisch fundiert.

Abstract: First some substantial learning environments are presented which are typical for
the notion ,,operative proof and its curricular embedding. In the second section this notion
is formulated, and in the last section conceptually underpinned.

In der Mathematikdidaktik ist das Thema Beweisen in den letzten Jahrzehnten auf
nationaler und internationaler Ebene intensiv bearbeitet worden, wobei drei
Schwerpunkte erkennbar sind: die Untersuchung philosophischer und wissen-
schaftsgeschichtlicher Aspekte des Beweisens, die Herausarbeitung verschiedener
Funktionen des Beweisens und die empirische Erforschung von Lernprozessen
zum Beweisen. Zu diesen Schwerpunkten gibt es eine umfangreiche Literatur
(Hanna et al. 2010, Hanna et al. 2012). Im vorliegenden Beitrag wird an eine davon
weitgehend unabhingige Forschungslinie angekniipft, die sich im Kontext der
deutschsprachigen Mathematikdidaktik bei der Ausarbeitung des operativen und
des genetischen Prinzips entwickelt hat. Diese Linie zeichnet sich dadurch aus,
dass sie mit der Curriculumentwicklung verbunden ist, und war daher fiir das Ent-
wicklungsforschungsprojekt Mathe 2000+ besonders interessant. Dieses Projekt
beruht ndmlich auf den Grundannahmen,

e dass ein Lernen ohne Briiche nur moglich ist, wenn der Mathematikunterricht
vom Kindergarten bis zum Abitur als zusammenhingendes Ganzes geschen
wird und wenn er stufeniibergreifend auf einem authentischen Bild von der Ma-
thematik als ,,Wissenschaft der Muster* fufit (Wittmann 2006);

e dass Mathematikdidaktik ihre Aufgabe fiir die Entwicklung des Mathematikun-
terrichts und fir Lehrerbildung am besten erfiillen kann, wenn sie als design
science (Simon 1970) verstanden und betrieben wird, d. h., wenn das Design,
die empirische Erforschung und die Implementierung substanzieller Lernumge-
bungen, den ,,artifacts” dieser design science, in den Mittelpunkt der Arbeit ge-
stellt werden (Wittmann 1998, 2002).
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Der ersten Grundannahme entsprechend wird im Projekt angestrebt, fundamentale
Ideen der Mathematik frith einzufiihren und genetisch weiterzuentwickeln. Bewei-
sen ist eine solche fundamentale Idee. Es war eine besondere Herausforderung,
diese Idee von den unteren Stufen an nicht isoliert, sondern im Kontext des norma-
len Unterrichts zur Geltung zu bringen, d.h. innerhalb der zentralen Inhalte, mit
den standardmaBig zur Verfligung stehenden Darstellungsmitteln und vor allem in
Verbindung mit dem Uben, das in den Forschungen zum Beweisen bisher weitge-
hend ausgeklammert wurde, obwohl es fiir nachhaltiges Lernen von entscheidender
Bedeutung ist. Im Laufe der jahrzehntelangen Entwicklungsforschung im Projekt
Mathe 2000+ hat bei den Uberlegungen zum Beweisen der Begriff ,operativer
Beweis“ Gestalt angenommen, um den es in diesem Beitrag geht. Orientierungs-
punkte dafiir waren besonders die Arbeiten von Werner Walsch und Heinrich Win-
ter zum Beweisen, die ebenfalls curricular ausgerichtet sind (s. z. B. Walsch 1972,
Winter 1989).

Die Struktur des vorliegenden Beitrags spiegelt die zweite Grundannahme von Ma-
the 2000+ wider: Im ersten Abschnitt werden einige typische Lernumgebungen be-
schrieben, in die ,,operative Beweise™ eingebettet sind. Diese Beispiele dienen
nicht zur Illustration, sondern vor allem auch als Verstindnisgrundlage fiir den
zweiten Abschnitt, in dem versucht wird, den Begriff des ,,operativen Beweises*
zu charakterisieren, sowie fiir den dritten Abschnitt, in dem theoretische Grundla-
gen dieses Begriffs expliziert werden.

Dass im Beitrag mehrfach auf das Projekt Mathe 2000+ Bezug genommen wird,
erklért sich schlicht und einfach daraus, dass der Forschungskontext dieses Pro-
jekts fur die Entwicklung des Begriffs ,,operativer Beweis“ konstitutiv war. Der
Begriff selbst ist davon natiirlich unabhingig. Es sollte aber in diesem Beitrag
deutlich werden, dass die praktische Umsetzung des Begriffs ,,operativer Beweis®
eine curriculare Rahmung benétigt, die auf dhnlichen Prinzipien beruht, wie sie
Mathe 2000+ zugrunde liegen.

1 Einige Lernumgebungen mit eingebetteten operativen
Beweisen

Die folgenden fiinf Lernumgebungen erstrecken sich auf die Klassen 1-6, in denen
sich der Begriff ,,operativer Beweis® als besonders tragféhig erweist und fiir die er
daher besonders wichtig ist.

1.1 Gerade und ungerade Zahlen

Plattchen sind im Bereich der Grundschule ein fundamentales Darstellungsmittel.
Gewohnlich werden sie als Arbeitsmittel aufgefasst, das von Didaktikern speziell
fiir unterrichtliche Zwecke entwickelt wurde. Tatsédchlich jedoch ist dieses Material
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von seinem Ursprung her nicht didaktischer, sondern epistemologischer Natur: Die
griechische Mathematik durchlief in den Zeiten der Pythagoreer eine Phase, die als
ynoeot-Arithmetik (yneot, gr. Steinchen) bezeichnet wird und als Wiege der Zah-
lentheorie und der Mathematik als beweisender Wissenschaft gilt (Becker 1954,
3441, Damerow & Lefévre 1981). Pythagoras und seine Schiiler haben beim Le-
gen von Steinchen allgemeingiiltige zahlentheoretische Muster entdeckt und be-
wiesen. Das Thema ,,figurierte Zahlen* wurde iiber die Jahrhunderte weiter ausge-
arbeitet und stellt auch heute noch ein beliebtes Gebiet der Rekreationsmathematik
dar. Eine umfassende Darstellung findet man Conway & Guy (1997).

Im Mathe 2000+ Curriculum werden gerade und ungerade Zahlen in Klasse 1 mit-
hilfe von Pléttchen- und Punktmustern eingefiihrt, die auf Karton gezeichnet und
ausgeschnitten werden, sodass die Kinder damit operieren und sie insbesondere zu
Summen zusammensetzen kdnnen (Abb. 1).

3 5 g9 e e
° 50 g e guee

Abbildung 1

Nach ersten Ubungen, in denen die Kinder mit dem Material vertraut gemacht
werden, folgt die Aufforderung an sie, Plusaufgaben mit einer geraden Zahl als Er-
gebnis zu finden. Das ist eine erste Anregung zu einer bewussteren Wahrnehmung
der Struktur gerade/ungerade. Als Néchstes werden Pédckchen mit den Fragen vor-
gegeben ,,Was fillt dir auf? Kannst du es erklaren? (Abb. 2).

4+6= 5+1= 2+1= 1+8=

6+8= 7+3= 4+3= 3+6=

8+4= 9+5= 6+5= 5+4=

10+2= 5+7= 8+7= 7+2=

12+8= 9+9= 10+9= 9+0=
Abbildung 2

Den Lehrerinnen wird nahegelegt, die Kinder auf dieser frithen Stufe nicht zu
dringen, sondern ihren spontanen Erkldrungsversuchen zuzuhdren und sich auf
solche Anregungen zu beschrinken, die in der ,,Zone der nichsten Entwicklung*
liegen.
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In den Klassen 2 und 3 wird das Thema ,,Gerade und ungerade Zahlen“ wieder
aufgenommen. Dabei miissen sich die Kinder bewusst machen, dass z. B. die Zahl
30 gerade ist, obwohl die Zahl 3 ungerade ist. Erneut werden Packchen analog zu
Abbildung 2 mit den gleichen Fragen, aber mit groBeren Zahlen gestellt. Auch hier
sollen die Lehrerinnen &hnlich zuriickhaltend agieren wie in Klasse 1 und keinen
,Beweis* forcieren.

In Klasse 4 konnen die Kinder dann geniigend Erfahrungen mit geraden und unge-
raden Zahlen haben, und daher ist der Zeitpunkt gekommen, um folgende explizite
Beweisaufgabe zu stellen:

Gerade Zahlen werden durch Doppelreihen von Plittchen dargestellt, ungerade Zahlen
durch Doppelreihen und ein einzelnes Pldttchen.

Benutze diese Darstellungen, um zu beweisen, dass
a) die Summe zweier gerader Zahlen immer gerade,
b) die Summe zweier ungerader Zahlen immer gerade,

¢) die Summe einer geraden und einer ungeraden Zahl immer ungerade ist.

Die Kinder konnen jetzt in der Lage sein, ggf. mit Hilfe der Lehrerin, zu beschrei-
ben, welche Wirkung das Zusammensetzen von Doppelreihen ohne bzw. mit einem
einzelnen Pléttchen auf die Paritit des Ergebnisses hat, und sich klar zu machen,
dass dabei die Lange der Doppelreihen keine Rolle spielt.

Der formale Beweis dieses zahlentheoretischen Satzes, der in der Mittelstufe gege-
ben wird, beruht auf den gleichen Operationen. Er wird nur in einer anderen Spra-
che, der Sprache der Algebra, formuliert.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass mit Plattchen auch bei anderen Themen der
Grundschule operative Beweise gefiihrt werden konnen, die sich spéter algebraisch
formulieren lassen. Die ,,Plittchen-Algebra“ ist also eine exzellente Vorbereitung
der Algebra (Wittmann 1997, Berlin & Hefendehl-Hebeker 2011, Steinweg 2013).

1.2 Multiplikative Rechenketten

In Klasse 2 wird die Multiplikation auf rechteckige Punktfelder gestiitzt (Freuden-
thal 1983, 109-110, Winter 1984, 13). Diese Darstellungsform hat den grofien
Vorteil, dass sich alle Rechengesetze damit operativ begriinden lassen.

Eine der vielen Mdglichkeiten fiir mathematische Uberlegungen in Verbindung mit
Recheniibungen bieten Rechenketten (Abb. 3, s. dazu Engbert 2012). Nach dem
Berechnen der Ergebnisse stechen Muster zwischen den Start- und Zielzahlen ins
Auge. Bei der Kette a) ist die Zielzahl immer um 1 groBer als die Startzahl, bei b)
immer um 2 gréfBer, bei ¢) immer um 1 kleiner.
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a) Start Ziel
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b) Start Ziel
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5
c) Start Ziel
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2
Abbildung 3

Mithilfe von Pléttchen lassen sich diese Muster operativ begriinden. Abbildung 4
ist folgendermaBen zu lesen: Wir starten mit 3 Pléttchen (schwarz dargestellt in der
oberen Reihe des ersten Feldes), verdoppeln, addieren 2 Pléttchen (grau darge-
stellt), und dividieren durch 2. Wir erhalten 1 Plittchen (grau) mehr, als zu Beginn
vorhanden war. Wenn wir mit 5 oder 6 Pléttchen starten und die gleiche Folge von
Operationen durchfiihren, erhalten wir am Schluss 6 bzw. 7 Plittchen.

Abbildung 4

Die Wiederholung dieser Argumentation mit mehreren Startzahlen ist fiir den
Lernprozess sehr wichtig. Dabei soll den Kindern erst deutlich werden, dass die
Zunahme um 1 gegeniiber der Startzahl nicht von der Startzahl abhéingt.

Im Kontrast mit den Rechenketten b) und c) werden die begrifflichen Beziehungen
noch deutlicher. Bei b) ist die Zielzahl immer um 2 groBer als die Startzahl, bei c)
um 1 kleiner. Den Hohepunkt der bei Engbert (2012) beschriebenen Lernumge-
bung bildet die Aufforderung an die Kinder, selbst Rechenketten dieses Typs zu
konstruieren, in denen die Zielzahl gegeniiber der Startzahl systematisch verdndert
1st.
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In Klasse 3 werden analoge Rechenketten mit groBeren Zahlen behandelt. Die
Operationen - 2, + 2 und : 2 usw. werden dabei ersetzt durch - 20, + 20, : 20 usw.
Die friiheren Argumentationen werden an gedeuteten Punktmustern wiederholt,
wobei die Kinder angeregt werden, mit nicht ausgerechneten Maltermen zu argu-
mentieren (Abb. 5): ,,5 mal 20 plus 20 ist 6 mal 20. Umgekehrt: 6 mal 20, dividiert
durch 20, ist 6.

20

Qe 09 00
oe © 6 00

Abbildung 5

Auch diese Muster konnen in der Sprache der Algebra kurz formuliert werden.
Wesentlich sind die Operationen, die man entweder am Material konkret ausfiihren

oder aber symbolisch notieren kann, je nachdem auf welcher Stufe man sich befin-
det.

1.3 Schriftliche Addition

Die folgende Lernumgebung fiir die Klasse 3 startet als Recheniibung fiir die
schriftliche Addition. Als Material werden neun Ziffernkarten fiir die Ziffern 1 bis
9 verwendet. Jede Karte steht also genau einmal zur Verfiigung. Die Aufgabe lau-
tet:

Bilde mit den Ziffernkarten drei dreistellige Zahlen und addiere sie. Finde Ergebnisse
unter 1000.

Die Beschrankung auf 1000 ist natiirlich willkiirlich, aber aus praktischen Griinden
niitzlich: Es gibt genau 26 Ergebnisse unter 1000, und diese Menge ist fiir Kinder
des 3. Schuljahres noch gut zu iiberschauen.

In der ersten Phase rechnen die Kinder und erhalten Ergebnisse, darunter natiirlich
auch falsche. In der zweiten Phase werden die gefundenen Ergebnisse gesammelt,
geordnet, verglichen. Dabei entdecken die Kinder Muster, identifizieren falsche
Ergebnisse und fiillen, ggf. mit Hilfe der Lehrerin, Liicken. Die vollstindige Liste
lautet: 774, 783, 792, 801, 810, 819, 828, 837, 846, 855, 864, 873, 882, 891, 900,
909, 918, 927, 936, 945, 954, 963, 972, 981, 990, 999. Dies sind genau die Vielfa-
chen von 9 im Intervall [774, 999]. GeméaB der Divisionsregel fiir 9 sind die Quer-
summen dieser Zahlen 9, 18 oder 27.
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Der Standardbeweis fiir dieses Muster wird mit der Theorie der Restklassen mod 9
gefiihrt und ist in Klasse 3 nicht zugénglich. Der folgende ,,operative Beweis®, der
durch Winter (1985) angeregt ist, nutzt eine Darstellung, mit der die Kinder in
Klasse 3 wohlvertraut sind: die Stellentafel. In der Sprache der Stellentafel hat die
Quersumme einer Zahl eine sehr konkrete Bedeutung: Sie gibt die Zahl der Platt-
chen an, die benétigt werden, um die Zahl in der Stellentafel zu legen.

257 T ..H z E
)
soeelazes
+ )83 0000|0000 (0000
— 21 e |0000
909 ®
° PPPPYPYYS
o000

Abbildung 6

Abbildung 6 zeigt ein Beispiel fiir eine Additionsaufgabe mit den Ziffern 1 bis 9
und ihre Darstellung an der Stellentafel: Insgesamt werden 1 +2 + ... + 9 =45
Plattchen benoétigt, um die drei Zahlen zu legen. Um das Ergebnis zu bestimmen,
miissen im ersten Schritt die Plittchen in jeder Spalte zusammengeschoben wer-
den, in einem zweiten Schritt sind — bei den Einern beginnend — Ubertriige vorzu-
nehmen. Bei jedem Ubertrag werden 10 Plittchen einer Spalte entfernt, und dafiir
wird ein Plittchen in die nichsthohere Spalte gelegt. Bei jedem Ubertrag werden
also 9 Plattchen entfernt. Bei jedem Beispiel dieser Lernumgebung werden 45
Plattchen benétigt, um die Summanden zu legen. Da 45 ein Vielfaches von 9 ist,
konnen die Quersummen der Ergebnisse nur Vielfache von 9 sein. Andere Zahlen
als die aufgelisteten konnen daher nicht als Ergebnisse auftreten. An der Anzahl
der Ubertrige kann man die Quersumme eines Ergebnisses ablesen. In Abbil-
dung 6 gibt es drei Ubertriige (1 + 2 = 3). Daher ist die Quersumme des Ergebnis-
ses45-3-9=18.

Dieser operative Beweis ist unabhéngig von der speziellen Rahmung in dieser
Lernumgebung: Fiir jede beliebige Additionsaufgabe mit beliebigen Ziffern unter-
scheidet sich die Summe der Quersummen der Summanden von der Quersumme
des Ergebnisses um ein Vielfaches von 9. Schon bei Adam Ries wird auf diese
Neunerprobe der Addition hingewiesen.

1.4 Agyptische Briiche

Diese Lernumgebung startet ebenfalls als Recheniibung, nidmlich als Ubung der
Subtraktion von Briichen, und gipfelt in einem operativen Beweis.
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Es ist wohlbekannt, dass in der frithen dgyptischen Mathematik Briiche < 1 als
Summe verschiedener Stammbriiche dargestellt wurden. Fiir praktische Rechnun-

gen diente eine Tafel mit Darstellungen von Briichen der Form . Der Stan-

2n+1
dardbeweis, dass jeder Bruch < 1 als Summe verschiedener Stammbriiche ge-
schrieben werden kann, lautet wie folgt:

. . . 1
Sei - ein gekiirzter Bruch, n < m. Wir wéhlen den groBten Stammbruch e der
m

kleiner als ist, und subtrahieren ihn von dem gegebenen Bruch:

n
m

-m . . L
= . Der Zahler nk —m muss kleiner als n sein, sonst wére I nicht

nk—m

der grofite Stammbruch < % F olglich ist ein Bruch mit einem Zéhler, der

m m

kleiner als » ist, und dieser Bruch ist wegen n < m kleiner als % .

Dieses Verfahren kann wiederholt werden. Schritt fiir Schritt werden dabei
Stammbriiche abgespalten, und die Zahler der Reste werden immer kleiner. Nach
einer endlichen Anzahl von Schritten gelangt man zu einem Rest, dessen Zdhler 1
ist und der daher selbst ein Stammbruch ist.

Es gibt noch einen anderen Beweis fiir die Stammbruchdarstellung, bei dem fort-
_ 1 . 1

2n+1 n+l Cn+l)y(m+1)

dings nicht einfach nachzuweisen, dass dieser Algorithmus nach endlich vielen

Schritten endet (Fung 2005).

Beide Beweise iibersteigen das Niveau der Sekundarstufe I, und es stellt sich daher
die Aufgabe, einen fiir diese Stufe angemessenen Beweis zu finden. Die folgende
Lernumgebung bietet hierfiir eine Losung an.

laufend die Beziehung benutzt wird. Es ist aller-

Zu Beginn des Unterrichts werden einige Informationen iiber die historischen
Wurzeln gegeben. Im Anschluss daran wird die Aufgabe gestellt, die Briiche

%, %, %, ... als Summen verschiedener Stammbriiche zu schreiben. Diese Auf-
gabe, die reichliche Ubung zur Subtraktion von Briichen bietet, fiihrt zu folgenden
1121121+1211

Stammbruchdarstellungen: g:—+—, —, —=—t—, —=—+—, ...
3 2 6 5 3 15 7 4 28 9 5 45
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Zwei Muster treten dabei klar zu Tage: Wenn man den Nachfolger des ungeraden
Nenners auf der Zahlengeraden halbiert, erhilt man den Nenner des ersten Stamm-
bruchs der Zerlegung. Der Nenner des zweiten Stammbruchs ist das Produkt der
Nenner des Ausgangsbruchs und des ersten Stammbruchs. Es ist zweitrangig, ob
die Schiiler diese Muster alleine oder aufgrund von Impulsen des Lehrers finden.

Der Beweis wird einfach, wenn folgende operative Beziehung benutzt wird: Bei
Vergrofierung des Nenners wird ein Bruch kleiner.

Wenn ndmlich ein beliebiger Bruch der Form % gegeben ist, z. B. %,
n+

braucht man den Nenner nur um 1 zu erh6hen und erhilt einen kleineren Bruch mit

. . Lo 2 . .
einem geraden Nenner, im Beispiel 2’ und dieser Bruch kann zu einem Stamm-

bruch gekiirzt werden, im Beispiel % Die Berechnung der Differenz fiihrt im

. 2 1 2-16-31 32-31 1 1 .
Beispiel z7u ———= = = =——, d. h. zu einem Stamm-
31 16 31-16 31-16 31-16 496

bruch. Dieses Verfahren kann auf jeden Bruch der Form angewandt werden.

n+
Der Zahler der Differenz der Briiche ist immer 1, da er die positive Differenz zwi-
schen einer ungeraden Zahl und der darauf folgenden geraden Zahl darstellt. Die
Schiiler kénnen dies an einer Reihe von Beispielen verifizieren. Auf diese Weise

L . 2 . .
konnen sie die altigyptische il -Tafel rekonstruieren, was schon fiir sich gese-
n+

hen eine schone Ubung ist.

Als ndchsten Schritt bietet es sich an, die irreduziblen Briiche der Form 3 Zu be-
n

trachten. Dies sind die Briiche i, 3, i, E i 3

Vielleicht kommen einige Schiiler selbst auf die Idee, das Verfahren bei den Brii-
chen mit Zdhler 2 anzupassen: Wihle einen gekiirzten Bruch mit Zihler 3, z. B.

%. Erhohe den Nenner, bis du auf ein Vielfaches von 3 stof3t. Dieser Bruch, im
Beispiel %, ist kleiner als der gegebene Bruch und kann zu einem Stammbruch

. |
gekiirzt werden, im Beispiel TE
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Die Berechnung der Differenz fiihrt zu einem Bruch, dessen Zéhler die positive
Differenz zwischen dem Nenner des urspriinglichen Bruches und dem néchstgro-
Beren Vielfachen von 3 ist. Es ist offenkundig, dass dieser Zéhler kleiner als 3 ist,
also nur 1 oder 2 sein kann. Beispiele:

3 1 3-14-41 42-41 1 3 1 1

———= = =—_.Alsoist —=—+—.
41 14 41-14 41-14 574 41 14 574

31 3:11-31 33-31_ 2

31 11 31-11  31-11 341

. Auf den Differenzbruch %kénnen die

1

Uberlegungen von vorher angewandt werden: —— =—+——
341 171 58311

was Zzu

3 1 1 1
- =
31 11 171 58311

In diesem Kontext wird deutlich, dass der Zihler des Differenzbruches immer klei-
ner als 3 ist, denn er wird ja als positive Differenz einer nicht durch 3 teilbaren
Zahl und dem nichstgroBeren Vielfachen von 3 erhalten. Wenn der Zéhler des Dif-
ferenzbruches bereits 1 ist, hat man schon eine Stammbruchdarstellung erhalten.
Wenn er 2 ist, kann man auf die fritheren Ergebnisse zuriickgreifen.

fiihrt.

. . . . 4 .
In der gleichen Weise konnen irreduzible Briicher der Form — auf Briiche mit
n

Zidhlern 3, 2 und 1 zuriickgefiihrt werden usw. Vollstindige Induktion zeigt, dass
jeder Bruch < 1 als Summe verschiedener Stammbriiche dargestellt werden kann.

Die Schiiler konnen sich das Verfahren an Beispielen klar machen:

5 5 5 1 15-11 4 4 4 4 1 36-33 3 1
22 == -~ und = = = = AL
11 15 11 3 3-11 33 33 36 33 9 297 397 99

5 1 1 1

sogilt —=—+—+—.
11 3 9 99

Wie bei den vorhergehenden Beispielen ist am Beginn der Lernumgebung die Idee
eines Beweises nicht prdsent. Aber nach einer Reihe von Rechnungen, die zur
Ubung von Fertigkeiten dienen, tauchen Muster auf, die danach rufen, begriindet
zu werden. Dafiir werden Mittel eingesetzt, die den Schiilern dieser Stufe vertraut
sind. Wie bei den vorhergehenden Lernumgebungen ist das Beweisen organisch
mit dem Uben verbunden. Das Prinzip von der natiirlichen Differenzierung ermdg-
licht es, auch bei einem nicht einfachen Thema wie diesem ein Angebot mit stei-
genden Anforderungen zu machen. Die einzelne Schiilerin entscheidet, wie weit sie
gehen bzw. mitgehen mdochte.
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1.5 Passen

Die folgende Serie von geometrischen Lernumgebungen griindet sich auf die Idee
des Passens, einer fundamentalen Idee der Elementargeometrie (Freudenthal 1969,
422-23).

Die Entwicklung dieser Idee quer iiber die Schuljahre beginnt in Klasse 1 mit fol-
gender Aktivitdt (Abb. 7, s. KeBler & Schonwald 1982): Papierquadrate gleicher
GroBe werden diagonal gefaltet und in je vier kongruente gleichschenklige und
rechtwinklige Dreiecke zerschnitten. Die Teile werden dann in verschiedener Wei-
se zu anderen Figuren rekombiniert.

Abbildung 7

Auf dieser Stufe ist der Ansatz noch experimentell. Die Kinder bewegen die Teile
und versuchen, sie Seite an Seite unterschiedlich zusammenzusetzen. Dabei wer-
den aber durchaus schon mathematische Beziehungen deutlich. Die Kinder sehen
z. B., dass zwei rechte Winkel einen gestreckten Winkel bilden und dass aus den
vier kleinen gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken, die aus der Zerlegung des
urspriinglichen Quadrats hervorgehen, zwei gleichgroBe Quadrate gebildet werden
konnen (Spezialfall des Satzes von Pythagoras).

In Klasse 2 werden diese Aktivititen fortgesetzt. Abbildung 8 zeigt, wie aus Pa-
pierquadraten gleichseitige Dreiecke und halbe gleichseitige Dreiecke gefaltet und
ausgeschnitten werden konnen, die sich zu anderen Figuren zusammensetzen las-
sen. Eine der Figuren ist vom Bhaskara-Beweis des Satzes von Pythagoras her
wohlbekannt.

Abbildung 8
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In Klasse 3 zeichnen die Kinder mit einer Schablone reguldre Dreiecke, Quadrate,
Fiinfecke, Sechsecke und Achtecke mit gleich langen Seiten (Abb. 9). Sie erfor-
schen, immer noch experimentell, welche dieser Vielecke sich zu Parkettierungen
zusammensetzen lassen. Sie finden heraus, dass es nur drei reguldre Parkettierun-
gen gibt, und entdecken einige semiregulire Parkettierungen.

«mn g
Qe

Abbildung 9 Abbildung 10

In Klasse 4 erzeugen die Kinder regulire Vielecke mit Hilfe der Zeichenuhr (Abb.
10) und bauen damit die Platonischen Koérper (Winter 1986). Die Vielecke werden
mit den Kreisen auf Karton iibertragen. Die Kreissegmente, die an jeder Vieleck-
seite hdngen, werden nach unten gefaltet und dienen als Klebefalze. Auf diese
Weise konnen Modelle aller fiinf Platonischen Korper hergestellt werden. Experi-
mentell wird deutlich, dass es nur 5 Typen rdaumlicher Ecken gibt, die zu reguldren
Korpern fiihren. Dies ist voll im Einklang mit dem Beweis der Existenz von genau
fiinf Platonischen Korpern, in dem Euklids ,,Elemente der Mathematik* gipfeln.
Diese Aktivititen haben zwar noch keine Beweiskraft, sind aber gute Vorbereitun-
gen. Die Kinder lernen dabei schon die Objekte und die Operationen kennen, auf
die sich operative Beweise spater stiitzen.

In den Klassen 5 und 6 werden mithilfe von Zerlegungen und Zusammensetzungen
von Vielecken der Winkelbegriff und die Winkelmessung eingefiihrt, was erneut
sehr gut zur geschichtlichen Entwicklung passt (Becker 1954, 27). Auf dieser Stufe
treten neben den experimentellen Zugang begriffliche Uberlegungen, wie sie fiir
operative Beweise erforderlich sind: Die Schiiler konnen unter Bezug auf Winkel
und Langen beweisen, warum gewisse Zusammensetzungen von Vielecken exakt
zueinander passen: Seiten passen genau dann aneinander, wenn sie gleich lang
sind, Winkel lassen sich genau dann an einer Ecke liickenlos und iiberschneidungs-
frei zu einem Vollwinkel zusammensetzen, wenn ihre Summe 360° betrdgt. Abbil-
dung 11 zeigt ein Beispiel, das ein Ausschnitt aus der operativen Herleitung der
semireguldren Parkettierung ist: Dass genau zwei semireguldre Parkettierungen mit
reguldren Dreiecken und Quadraten existieren, ergibt sich aus der Rechnung
3 -60°+ 2 - 90° = 360° und der Tatsache, dass die drei Dreiecke und die zwei
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Quadrate in einem Eckenstern nur so angeordnet werden konnen, dass die beiden
Quadrate entweder in einer Seite inzidieren oder durch ein Dreieck getrennt wer-
den.

Abbildung 11

In den nachfolgenden Klassen ist die Zerlegung und Rekombination von Vielecken
das natiirliche Werkzeug fiir die Begriindung von Inhaltsformeln und fiir Zerle-
gungsbeweise im Umfeld des Satzes von Pythagoras. Dabei wird auf die Invarianz
des Inhalts bei Bewegungen zuriickgegriffen.

Vielecke, die aus Papier ausgeschnitten wurden, und Zeichnungen von Polygonen
unterstiitzen die Operationen des Zusammensetzens, fungieren auf dieser Stufe
aber nicht mehr als physikalische Objekte, mit denen man experimentieren kann,
sondern als Darstellungen mathematischer Objekte, die theoretische Eigenschaften
haben. Mit diesen werden operative Beweise gefiihrt (s. dazu Abschnitt 3.2).

2 Der Begriff des operativen Beweises

Der bekannte russische Mathematiker Igor Shafarevich stellt im Vorwort eines sei-
ner Biicher fest (Shafarevich 2005):

... the meaning of a mathematical notion is by no means confined to its formal defini-
tion; in fact, it may be rather better expressed by a (generally fairly small) number of
basic examples, which serve the mathematicians as the motivation and the substantive
definition, and at the same time as the real meaning of the notion. Perhaps the same
kind of difficulty arises if we attempt to characterize in terms of general properties any
phenomenon that has any degree of individuality.

Der Zugang zu dem Begriff des ,,operativen Beweises™ in diesem Beitrag mithilfe
typischer Beispiele war in diesem Sinn das Ergebnis einer bewussten Entschei-
dung. Unter Bezug auf die Beispiele von Abschnitt 1 kann nun dieser Begriff durch
folgende Eigenschaften mit der unvermeidlichen Beschrinkung, die formalen Be-
schreibungen innewohnt, charakterisiert werden:
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Operative Beweise

o ergeben sich aus der Erforschung eines mathematischen Problems, insbesonde-
re im Rahmen eines Ubungskontextes, und kldren einen Sachverhalt,

o griinden auf Operationen mit ,, quasi-realen* mathematischen Objekten,

o nutzen dazu die Darstellungsmittel, mit denen die Schiiler auf der entsprechen-
den Stufe vertraut sind und

o lassen sich in einer schlichten, symbolarmen Sprache fiihren.

Da Beweise im Unterricht in der Kommunikation zwischen der Lehrperson und
den Schiilern ,,ausgehandelt” werden miissen (s. z. B. Steinbring 2005), ist der letz-
te Punkt besonders wichtig.

Streng genommen ist die Bezeichnung ,,operativer Beweis® nicht gliicklich ge-
wihlt, da nicht der Beweis an sich operativ ist, sondern das gesamte didaktische
Setting. Um der sprachlichen Kiirze willen kann die Bezeichnung dennoch beibe-
halten werden.

Operative Beweise haben seit Zbigniew Semadenis epochalen Artikeln zur ,,Pri-
Mathematik* (Semadeni 1974, 1984) wachsendes Interesse gefunden. Seine Ideen
wurden von einer Reihe von Autoren weiter ausgearbeitet (s. z. B. Kirsch 1979,
Winter 1985, Hering 1989, Miyazaki 1995). Diese Autoren sprechen von ,,prafor-
malen Beweisen® oder von ,,Erkldrungen mithilfe von Handlungen an manipulier-
baren Dingen“. In diesen Beschreibungen schwingt eine gewisse Préferenz fiir
formale Beweise mit. Neuere Entwicklungen in der Philosophie der Mathematik
und eine kritische Uberpriifung der Rolle von Beweisen in der Community der Ma-
thematiker haben jedoch zu einer Neubewertung gefiihrt (s. z. B. den Uberblick in
Hanna 2000 und Thurston 1994). Zwischen operativen und formalen Beweisen be-
steht bei genauerer Betrachtung kein grundsétzlicher Unterschied, sondern nur ein
Unterschied in den eingesetzten Mitteln. Formale Beweise stiitzen sich auf symbo-
lische Beschreibungen mathematischer Objekte und symbolische Operationen im
Rahmen systematisch-deduktiver Theorien, operative Beweise direkt auf Darstel-
lungen dieser Objekte und Operationen an ihnen. Die Stichhaltigkeit operativer
Beweise ergibt sich daraus, dass diese Operationen allgemein ausfiihrbar sind, un-
abhéngig von speziellen Beispielen, an denen sie demonstriert werden (s. dazu
auch Kautschitsch 1989, S. 184).

3 Theoretischer Hintergrund operativer Beweise

Der Begriff des operativen Beweises stiitzt sich auf einige theoretische Positionen,
die in Bezugsdisziplinen der Mathematikdidaktik formuliert wurden. Im letzten
Abschnitt sollen sie kurz umrissen werden.
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3.1 Die Mathematik als Wissenschaft von Mustern

Wie schon einleitend angemerkt, wurde fiir das Projekt Mathe 2000+ die Auffas-
sung von Mathematik als Wissenschaft von Mustern iibernommen, die sich in der
Post-Bourbaki-Ara etabliert hat und heute von Mathematikern weitgehend geteilt
wird (Sawyer 1955, Steen 1988, Thurston 1994, Devlin 1996). Fiir die Mathema-
tikdidaktik sind aber nicht die fertigen, auf logische Zusammenhénge reduzierten
formalen Darstellungen von Mustern entscheidend. Vielmehr z&hlt die Dynamik
hinter der Entdeckung von Mustern im Forschungs- und Lernprozess. Sie muss in
Lernumgebungen und Curricula zum Tragen gebracht werden. Die Entwicklungs-
forschung in England, den Niederlanden und Japan in den 1960ern und 1970ern
und die Arbeiten von Heinrich Winter haben Mathe 2000+ dabei als Vorbild ge-
dient (Fletcher 1965, Wheeler 1967, IOWO 1976, Becker & Shimada 1997, Winter
1984, 1989).

Dass in der Mathematik gewisse Beziehungen allgemein gelten und dass man dies
beweisen kann, macht das Wesen dieser Wissenschaft aus. Beweise sind das ,,Herz
der Mathematik“ (Ziegler 2008). Damit Kinder verstehen, was Mathematik ist,
muss man ihnen moglichst frith den Begriff des ,,Musters” und die Idee, Muster
begriinden zu konnen, nahebringen. Es muss daher alles daran gesetzt werden, um
die Darstellungsformen, die auf den betreffenden Stufen angemessen sind, fiir Be-
weise zu nutzen.

3.2 Die ,,quasi-empirische* Natur der Mathematik

Operative Beweise hingen an geeigneten Darstellungen mathematischer Objekte.
Wie Lakatos 1976 am Beispiel der Forschungen zum Eulerschen Polyedersatz ein-
drucksvoll aufgezeigt hat, werden mathematische Theorien in enger Verbindung
mit der Konstruktion von Objekten, auf die sie sich beziehen, entwickelt. Die Gra-
phentheorie z. B. entwickelt sich mit der Konstruktion von Graphen, die Gruppen-
theorie mit der Konstruktion von Gruppen, die Codierungstheorie mit der Kon-
struktion neuer Codes usw. In jeder Theorie bilden die mathematischen Objekte ei-
ne Art ,,Quasi-Realitit”, die es dem Forscher ermdglicht, Experimente durchzufiih-
ren, die mit Experimenten in der Naturwissenschaft vergleichbar sind. Arnold
(1998, 229) formuliert dies lapidar:

Mathematics is a part of physics. Physics is an experimental science, a part of natural
science. Mathematics is the part of physics where experiments are cheap.

Fir den Mathematikunterricht sind nichtsymbolische Darstellungen mathemati-
scher Objekte unverzichtbar, da sie eine leicht zugingliche ,,Quasi-Realitét” ver-
korpern. Muster werden gewissermalien ,,sichtbar”, wenn zu ihrer Beschreibung
Darstellungsmittel wie Pléttchen, die Zahlengerade, die Stellentafel, Rechnungen
mit Zahlen oder Konstruktionen geometrischer Figuren benutzt werden.
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Die ,,Quasi-Realitdt™ der mathematischen Objekte bildet eine eigene Welt, die Yuri
Manin in einer gliicklichen Formulierung als ,,mathscape’ bezeichnet hat. Da die
theoretische Natur der mathematischen Objekte dieser ,,mathematischen Land-
schaft” aufgeprigt wird, ist sie bestens fiir die Theoriebildung geeignet. Dariiber
hinaus stiftet sie Sinn, regt Ideen an und liefert Daten, um Argumente zu tiberprii-
fen. Im Gegensatz zu Hilberts fiktiven Mathematikern, die unter Kappung ontolo-
gischer Bindungen arbeiten, agieren forschende Mathematiker in einer mathscape.
Die folgende Formulierung fasst diese Position sehr treffend zusammen (Gale
1990, 4):

The main goal of all science is first to observe und then to explain phenomena. In ma-

thematics the explanation is the proof.

3.3 Das operative Prinzip

In Jean Piagets genetischer Epistemologie wird Wissen als Konstruktion gesehen,
das sich aus der Interaktion des Individuums mit der Umgebung ergibt: Das Indivi-
duum wirkt auf die Umgebung ein, beobachtet die Wirkungen seiner Operationen
und passt sie in die sich entwickelnden kognitiven Schemata ein. Nach Piaget leitet
sich mathematisches Wissen nicht von den Objekten selbst, sondern in reflektiver
Abstraktion von Operationen an Objekten ab. (s. den Abschnitt iiber ,,abstraction
réfléchissante” in Beth & Piaget 1961, 217-223). Wenn intuitiv klar ist, dass Ope-
rationen, die auf spezielle Objekte ausgeiibt werden, auf alle Objekte einer be-
stimmten Klasse angewandt werden konnen, sind die von diesen Operationen ge-
stifteten Beziehungen (,,Muster*) allgemeingiiltig.

Im deutschsprachigen Raum haben eine ganze Reihe von Autoren Beitrdge zur
Anwendung der genetischen Epistemologie auf die Mathematikdidaktik geleistet.
Im Laufe der Zeit hat sich dabei das operative Prinzip in folgender Fassung her-
auskristallisiert (Wittmann 1996, 154—161, und die dort zitierte Literatur):

Um mathematische Objekte zu verstehen, muss man erforschen, wie sie konstruiert
werden und wie sie sich verhalten, wenn auf sie Operationen (Handlungen, Kon-
struktionen, Transformationen, ...) angewandt werden.

Daher miissen die Lernenden systematisch angeleitet werden,

(1) die Operationen, die man auf die Objekte anwenden kann, in ihrer Gesamt-
struktur zu erforschen,

(2) dabei herauszufinden, welche Eigenschaften den Objekten durch die Kon-
struktion aufgeprdgt werden,

(3) und unter der Leitfrage ,,Was geschieht, wenn ...?" zu beobachten, welche
Wirkungen die Operationen auf die Eigenschaften und Beziehungen haben.

Die Beziehung des operativen Prinzips zu operativen Beweisen ist offenkundig:
Operative Beweise hingen an den Wirkungen der Operationen. Aufgrund der all-
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gemeinen Natur der Operationen sind operative Beweise stichhaltige Beweise. Die
Wirkungen der Operationen iibernehmen bei operativen Beweisen in gewisser
Weise die Rolle, die Axiome in der formalen Mathematik spielen.

3.4 Produktives Uben

Bei der Griindung des Projekts Mathe 2000+ war es eine bewusste Entscheidung,
dem Uben breiten Raum zu geben, um dem Schicksal vieler Curriculumprojekte in
den 1970er und 1980er Jahren zu entgehen, die in erster Linie an der Vernachléssi-
gung des Bereiches Uben gescheitert sind. Im traditionellen Verstindnis wird
,,Uben* auf das sprichwértliche ,,Einpauken® von Fertigkeiten reduziert, das natiir-
lich nicht mit den heutigen Zielen des Mathematikunterrichts kompatibel ist. Daher
galt es, ein Konzept von Uben zu entwickeln, das die Ubung von Fertigkeiten be-
wusst mit der Férderung allgemeiner Lernziele (Mathematisieren, Explorieren, Ar-
gumentieren, Formulieren) verbindet. Dieser Typ des Ubens wurde als ,,produkti-
ves Uben* bezeichnet. Fiir den Arithmetikunterricht der Grundschule liegt dafiir
ein ausgearbeitetes Konzept vor (Wittmann & Miiller 1990/1992). Die Grundidee
beim produktiven Uben ist sehr einfach: Um Fertigkeiten zu iiben, werden mathe-
matische Muster als Kontexte genutzt. Lernumgebungen zum produktiven Uben
beginnen daher immer mit ausgedehnten Rechnungen, Konstruktionen oder Expe-
rimenten. Auf diese Weise wird eine ,,Quasi-Realitdt geschaffen, die es erlaubt,
Phénomene zu beobachten, Vermutungen anzustellen, Muster zu entdecken und sie
operativ zu beweisen. Die Operationen, auf die sich die Beweise stiitzen, sind vom
vorhergehenden Unterricht her vertraut und werden in der ersten Phase aktiviert.
Der Bezug zu dieser ,,Quasi-Realitét™ bleibt wihrend der gesamten Erforschung
der Lernumgebung bestehen. Die Lernenden konnen bei dem nachfolgenden Be-
weis stdndig auf Daten zuriickgreifen, die in der ersten Phase gewonnen wurden.
Bei der Priifung und Verifizierung von Argumenten wird das Uben der Fertigkei-
ten von der ersten Phase nochmals aufgenommen.

Nicht nur elementare Rechnungen miissen geiibt werden, um sie richtig zu beherr-
schen. Auch ein Argument in einem operativen Beweis muss geiibt werden, um
richtig verstanden zu werden. Begriindungen miissen daher an einer Reihe ver-
schiedener Beispiele ausgefiihrt werden. Die Lernenden erhalten dadurch Gelegen-
heit, ihre Argumentationen fortgesetzt zu verbessern und zu verfeinern. Der Kon-
text einer produktiven Ubung bietet sich dafiir in idealer Weise an.

Die Entwicklungsforschung im Projekt Mathe 2000+ hat gezeigt, dass das Eins-
pluseins, das Einmaleins, die halbschriftlichen Rechenstrategien und die schriftli-
chen Verfahren eine so reichhaltige Struktur aufweisen, dass keine zusétzlichen
Themen und Aufgaben nétig sind, um hohere Fahigkeiten, insbesondere das Be-
weisen, zu entwickeln. Voraussetzung fiir die Nutzung dieser arithmetischen Struk-
turen zur Forderung hoherer Fahigkeiten ist aber, dass Darstellungen von Zahlen
eingefiihrt und genutzt werden, die fundamentale mathematische Strukturen ver-
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korpern und Operationen erlauben, auf die sich operative Beweise stiitzen kénnen
(Wittmann 1998). Das gilt entsprechend fiir die elementare Geometrie.

Schlussbemerkungen

Operative Beweise entfalten nicht nur bei Inhalten des Mathematikunterrichts ihre
Starke. Sie reichen auch weit hinein in die Teile der Elementarmathematik, die als
Hintergrund der Schulmathematik akzeptiert sind und daher in der fachlichen Leh-
rerausbildung eine prominente Rolle spielen miissen. In Miiller et al. (2004) wer-
den nichtformale Darstellungen von Zahlen und darauf beruhende operative Be-
weise durchgehend benutzt. Im Kapitel 3.4 dieses Buches werden z. B. alle Sétze
der elementaren Zahlentheorie bis hin zu Eulers Verallgemeinerung des ,.kleinen
Fermat® mit Plattchen- und Punktmustern, der Zahlengeraden und schematischen
Anordnungen von Zahlenmengen operativ bewiesen (Miiller et al. 2004, 255-290).

In der Lehrerbildung ist dieser ,,operative Zugang* gegeniiber einem formalen Zu-
gang in doppelter Hinsicht von Vorteil: Er hilft den Studierenden nicht nur, die
Mathematik selbst besser zu verstehen und zu lernen, sondern vermittelt ihnen
auch professionelles Wissen im Umgang mit Darstellungsmitteln, das sie fiir ihren
spéteren Unterricht bendtigen. Mathematische Veranstaltungen, die entsprechend
gestaltet sind, bilden auch eine gute Grundlage fiir didaktische Veranstaltungen, in
denen die zugrunde liegenden didaktischen Prinzipien unter Bezug auf eigene ma-
thematische Erfahrungen der Studierenden herausgearbeitet werden konnen.
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