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Vorstellungen zur Null
im Kontext der Division durch Null
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Christian Fahse, Landau

Kurzfassung: In einer fragebogengestiitzten Erhebung zur Division durch Null bei 73 Schii-
lerinnen und Schiilern der 7. Klassen eines rheinland-pfélzischen Gymnasiums konnten vier
Aspekte der Null unterschieden werden: kardinale, operationale, codierende und regelorien-
tierte Auffassungen der Null. Die codierende Auffassung, die die Null z. B. als Zeichen fiir
eine Ausnahmesituation betrachtet, tritt dabei in mehr als einem Viertel der Fille auf. Es
wird aufgezeigt, wie die Einteilung in die vier Auffassungen allgemein bei der Fehlerdia-
gnostik und bei der Einordnung der entsprechenden Literatur Verwendung finden kann.
Konsequenzen fiir den Unterricht, die sich aus den empirischen Daten und der vorgeschla-
genen Systematik ergeben, werden diskutiert.

Abstract: In the present study we analysed students’ conceptions of zero in the special con-
text of division by zero. The answers of 73 pupils of grade 7 in a German secondary school
were analysed based on a filled in questionnaire. In order to categorize (mis-)conceptions of
zero we recommend distinguishing between cardinal, operational, coding and rule-based
views of zero. The coding view found in more than a quarter of the questionnaires is rela-
tively frequent. Implications for teaching the subject are proposed as well as the use of the
four aspects to classify passages of the literature concerning zero.

1 Einleitung

Der geschichtliche Prozess, der zum heute gebriuchlichen Begriff der Null' fithrte,
war wenig geradlinig und zog sich bis in die Neuzeit (Boyer 1944). Vor dem Hin-
tergrund genetischer Ansitze (Wagenschein 1968, Willmann 1909, S. 459ff.) ver-
wundert es daher nicht, dass auch Kinder diesen Begriff mit sehr unterschiedlichen
Vorstellungen belegen. Das Entstehen verschiedener Vorstellungen wird dadurch
begiinstigt, dass im Allgemeinen bereits Vorschulkinder von der Zahl Null wissen
(Hughes 1986, S. 64f., Clarke et al. 2008, S. 273f.), ihnen aber gleichzeitig der
Hintergrund fiir eine addquate Auffassung der Null noch nicht vollstindig zuging-
lich ist. Verschiedene Zahlaspekte fiigen sich erst ,,allméhlich® (Padberg & Benz

In diesem Artikel wird nicht orthographisch zwischen der Ziffer Null und der Zahl null
unterschieden, da beides zu dem mit dem Nomen ,,Null“ bezeichneten Begrift gehort.



6 C. Fahse

2011, S. 15) in ein Gesamtbild. Zu diesem gehdren auch Aspekte, die im Alltag
vorkommen, aber in der Mathematik nicht anzutreffen sind.

Ausgangspunkt der vorliegenden Studie ist eine Befragung in einer 7. Jahrgangs-
stufe zum Ergebnis einer Division durch Null, bei der ein hoher Anteil (etwa drei
Viertel) ein falsches Ergebnis nannte. Die Begriindungen der Schiilerinnen” erga-
ben, dass unterschiedliche Vorstellungen zur Null hierbei eine entscheidende Rolle
spielen. Die vorrangig auf Argumentationskompetenzen abzielende Studie unter-
suchte deshalb zunéchst die Vorstellungen zur Null, wie sie im speziellen Kontext
der Division durch Null auftreten. Die leitenden Fragen waren, welche Vorstel-
lungstypen zur Null sich zeigen, wie oft diese auftreten und wie sie sich theoretisch
begriinden lassen. Es ergab sich ein Schema aus vier Aspekten, die durchaus ne-
beneinander bestehen konnen: kardinale, operationale, codierende und regelorien-
tierte Sichtweisen der Null. Dabei stellt der codierende Aspekt einen Gegenpol zur
kardinalen Sichtweise dar, der bisher mdglicherweise in seiner Bedeutung unter-
schatzt wurde.

Jeder einzelne Aspekt wurde in der Literatur bereits beschrieben, z. T. mit engerem
Bezug auf die Division (u. a. Gerster 1989, Grouws & Reys 1975, Hefendehl-
Hebeker 1981, 1982, Hughes 1986, Knifong & Burton 1980, Radatz & Schipper
1983, Ruwisch 2008, Schonwald 1989, Spiegel 1995, Tsamir & Sheffer 2000).
Dieser Artikel fiihrt die einzelnen Aspekte konsistent in einer Systematik zusam-
men, die auch theoretisch untermauert wird (Abschnitt 3). Entsprechende Uberbli-
cke liber die Aspektvielfalt finden sich ebenfalls in der Literatur (Boyer 1944,
Kornmann et al. 1999, Miiller & Wittmann 1984, S. 172f., Padberg & Benz 2011,
S. 13f.,, Rotman 1985, Wheeler & Feghali 1983).

Bei der kardinalen und der regelorientierten Sichtweise greift die hier vorgelegte
Systematik entsprechende Aspekte der Literatur weitgehend auf. Bei der codieren-
den und operationalen schlief3t sie sich eher an bekannte Einzelbeobachtungen an,
denen aus folgendem Grund eine allgemeinere Bedeutung zugewiesen wird: Die
vorgeschlagene Systematik ist weniger nach typischen Sachzusammenhingen
strukturiert als nach grundlegenden Vorstellungen zur Null, die in mehreren Zu-
sammenhingen zum Tragen kommen konnen. Infolge des Fokus auf Vorstellungen
der Schiilerinnen gehdren hierzu auch sogenannte ,,Fehlvorstellungen®. Die Be-
zeichnung ,,Vorstellungen* schlieBe deshalb im Weiteren Fehlvorstellungen mit
ein. Es ist ein Charakteristikum des hier dargestellten Ansatzes, dass er — im Ge-
gensatz zu den oben genannten Quellen mit Ausnahme von Wheeler & Feghali
(1983) — ,,Fehl“-Vorstellungen und ,,richtige” Vorstellungen innerhalb derselben

2 Im Folgenden wird nur die weibliche Form genannt, gemeint sind stets Schiilerinnen

und Schiiler.
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Systematik betrachtet wissen mochte und deshalb zusammenfassend beschreibt.
Dies ist aus folgenden Griinden sinnvoll: Die heute gingige Auffassung der Null
ist Ergebnis eines historischen Prozesses, in dessen Verlauf Vorstellungen zu Null
auftraten, die nicht per se als falsch einzustufen sind, es sei denn, man beruft sich
auf den heutigen mathematischen Ordnungsrahmen. Aber auch dieser ist historisch
gewachsen und nicht so eindeutig, wie man vielleicht auf den ersten Blick meinen
mochte (vgl. Abschnitt 3). Hinzu kommt, dass in den Schiilertexten ,,ungebrauchli-
che* Auffassungen der Null durchaus sinnvoll verwendet werden kénnen, so dass
eine Dichotomie von ,falsch® und ,richtig als grundsitzliche Unterscheidung
nicht im Vordergrund steht, auch wenn die Korrektheit in Bezug auf die heutige
Mathematik als ein Merkmal unter anderen erfasst wird.

Bei der Untersuchung traten durch den speziellen Kontext der Division durch Null
keine negativen Zahlen und nur vereinzelt rationale Zahlen auf. Die Beschreibung
und Typologie der Vorstellungen zur Null erstreckt sich deshalb nur auf Aspekte
der Null in der Grundmenge der nichtnegativen natiirlichen Zahlen. Maf3zahlaspek-
te im engeren Sinn und weitere Aspekte (Miiller & Wittmann 1984) stehen nicht
im Zentrum. Eine vollstindige Ausfithrung der géngigen Zahlaspekte im Hinblick
auf die Null findet man in Hefendehl-Hebeker (1981, S. 241f.)

2 Befragung und Methodik

Die hier betrachtete Studie ist Teil einer groBer angelegten Erhebung an einem
rheinland-pfalzischen Gymnasium. Im vorliegenden Artikel wird speziell die Teil-
untersuchung behandelt, in der sich 73 Schiilerinnen der 7. Jahrgangsstufe schrift-
lich u. a. zu den folgenden Aufgabenstellungen dulerten:

e Was ist das Ergebnis der Aufgabe 7 : 0?7

e Begriinde Deine Meinung so, dass jemand, der die Antwort nicht kennt, es ver-
steht.

Das methodische Design folgt weitgehend dem schleifenformigen Vorgehen in-
duktiver Kategorienbildung (Mayring 2008, Flussdiagramm in Mayring 2000, S.
4), welches zuldsst, dass ,,deduktiv (mithilfe theoretischer Erwégungen) Hauptka-
tegorien gebildet werden* (Mayring 2008, S. 76). Die Schiilertexte wurden durch
den Autor zunichst nach Sinnabschnitten codiert. Ahnliche Sinnabschnitte, die
sich auf Vorstellungen zur Null beziehen, wurden zu einem Merkmal zusammen-
gefasst (,,Null ist keine Zahl“). Hinzu kommen Merkmale, die sich aus dem Kon-
text erschlieen. (Beispiel: In der Begriindung steht ,,Man kann nicht dividieren*
und im Ergebnis ist 0 angegeben.) Verwandte Merkmale wurden zusammenge-
fasst, z. B. ,,Division und Multiplikation mit 0 gibt immer 0%, ,,Alle Rechnungen
mit Null ergeben Null“, aber auch eine Analogie zur Potenzrechnung (,,7 : 0 = 1,
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weil das genauso ist wie 7° = 1) zu ,,Rechenregeln mit Null“. Bei der Clusterung
der Merkmale wurden Hintergrundtheorien bewusst nicht unterdriickt. Z. B. wurde
eine Verteilung auf ,,0 Personen®, also auf ,niemanden® als kardinale Auffassung
(s. u.) eingestuft. Dennoch ergaben sich Cluster, die nicht alle mit den géngigen
Zahlaspekten tibereinstimmten. In einem Wechselspiel von Ausscharfung der theo-
retischen Begriindung und erneuter Sichtung der Daten wurden als Hauptkatego-
rien unter dem Gesichtspunkt der Verallgemeinerbarkeit vier Aspekte (kardinal,
codierend, operational, regelorientiert) entwickelt, die im folgenden Kapitel darge-
stellt werden. Codiert wurde im Tandem nach diesen vier Hauptkategorien, ergénzt
durch die fiinfte Kategorie ,,Sonst®, s. Abschnitt 5.

3 Qualitative Befunde — Systematik der Vorstellungen zur Null

Die Vorstellungen der Schiilerinnen zur Null konnen nach verschiedenen Aspekten
geordnet werden, die — ebenso wie die Zahlaspekte (Miiller & Wittmann 1984, S.
173, 180) — einander nicht ausschlieBen, sondern sich ergénzen. Kinder lernen zu-
néichst verschiedene Aspekte kennen und integrieren diese nur ,,allmahlich* zu ei-
nem Zahlenbegriff (Padberg & Benz 2011, S. 15). Mit ,,Aspekten seien die her-
ausgearbeiteten idealtypischen Vorstellungen gemeint, ,,Vorstellungen beziehe
sich auf die konkrete Auspriagung dieser Aspekte bei einzelnen Schiilerinnen.

Die vier Aspekte teilen sich in zwei Gruppen: Die ersten drei Aspekte weisen der
Null eine semantische Bedeutung zu, der letzte ist dadurch gekennzeichnet, die
Null syntaktisch aufzufassen. Die drei semantisch belegten Aspekt werden anhand
der folgenden Beispielsituation verdeutlicht: ,,Zéhle die Perlen in der (leeren)
Schachtel!* Die Antwort ,,0° konnen die Kinder mit mehreren Bedeutungen ver-
binden: ,.es sind keine Perlen da®, ,,die Aufgabe ist unsinnig®, ,.es gab nichts fiir
mich zu tun®. Dies gliedert die folgenden Auffassungen.

3.1 Kardinaler Aspekt — Null als Antwort auf ,,Wie viele?*

Eine kardinale Vorstellung liegt vor, wenn bei Null an eine Situation gedacht
wird, in der man grundsétzlich zdhlen konnte, in welcher die Zdhlhandlung aber
mangels Objekten sogleich ordnungsgeméil beendet ist, z. B. ,,die Anzahl der
Perlen in einer leeren Schachtel“. Die Null wird dabei als eine zu anderen Zah-
len gleichberechtigte Antwort auf die Frage ,,Wie viele?* angesehen.

Dieser Aspekt ist zunéchst identisch mit dem Kardinalzahlaspekt der natiirlichen
Zahlen (Miiller & Wittmann 1984, S. 172, Padberg & Benz 2011, S.21f.). Aller-
dings ist vor dem Hintergrund, dass es eine fachmathematisch und eine am Zahl-
prozess orientierte Deutung des Kardinalen gibt, Folgendes zu beachten: Die Aus-
weitung des Kardinalzahlaspektes auf die Null ist nicht so trivial, wie es fachma-
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thematisch in der Deutung der Kardinalzahlen als Aquivalenzklassen gleichméch-
tiger Mengen (z. B. Radatz & Schipper 1983) scheinen mag. Wenn die Null als
Aquivalenzklasse der leeren Menge interpretiert wird, ist beim Vergleich leerer
Mengen® keine Zuordnung zu leisten und damit nichts zu tun — auBer, eine Ab-
straktionsstufe hoher, die Gleichméichtigkeit der Mengen festzustellen. Deshalb
halten Piaget & Inhelder (1973, S. 208) auch fest, dass ,,die konkreten Operationen
an einen Inhalt gebunden sind, die Existenz eines Inhalts voraussetzen und folglich
den Begriff der leeren Klasse von vornherein ausschlieBen [...]. Die Null-Klasse®
— im Ansatz von Piaget eine Voraussetzung fiir das Zahlverstdndnis der Null —
wiirde fiir Kinder auf der konkret-operationalen Stufe nicht zugénglich sein. Dies
steht im Widerspruch zu Befunden fiir Kinder im Vorschulalter (Hughes 1986,
Clarke et al. 2008). Dieser Widerspruch 16st sich dadurch auf, dass Piaget vor al-
lem das Auftreten der Null-Klasse bei der Klassenbildung (Unterteilung einer vor-
gegebenen Gesamtmenge in zwei Teilmengen) empirisch untersucht (Piaget & In-
helder 1973, S. 205f.) und dem eigentlichen Zéhlprozess eine zu geringe Relevanz
zuweist (vgl. Gasteiger 2010, S. 37, Padberg & Benz 2011, S. 6). In den fiinf Zahl-
prinzipien (Padberg & Benz 2011, S. 9) findet sich das Kardinalzahlprinzip, wel-
ches besagt, dass ,,das zuletzt genannte Zahlwort [...] die Anzahl der Elemente der
abgezihlten Menge [angibt]* (Padberg & Benz 2011, S. 9, vgl. Kruckenberg 1950,
S. 180). Dieses Kardinalzahlprinzip ldsst sich nicht auf die leere Menge anwenden,
es sei denn, man wollte vor Beginn des Auszéhlens stets das Zahlwort ,,Null* nen-
nen’, was aber vollig uniiblich ist. Offensichtlich sind bereits Vorschulkinder in
dieser Situation handlungsfahig und wissen, dass ,,Null* die erwartete Antwort auf
,»Wie viele? ist. Sie verlassen aber damit ihr konkretes Handlungsschema des
Auszihlens® nach dem Eindeutigkeitsprinzip (der eindeutigen Zuordnung von
Zahlwortern zu Elementen) und in diesem Sinn ist Piagets Zuriickweisung eines

Zur Begriindung, in didaktischer (und auch in fachmathematischer) Hinsicht von mehre-
ren leeren Mengen sprechen zu konnen, siche Hefendehl-Hebeker (1989).

Im Sprachgebrauch von Piaget ist hier nicht unbedingt an eine Aquivalenzklasse ge-
dacht, da er auch bei ,,Mengen* (,,ensembles*) durchgingig von ,,Klassen® (,,classes)
spricht.

Rotman (1985, S. 25) spricht von der Null als einem Startpunkt (,,starting-point™) fiir
den Zghlprozess, hat dabei aber nicht die konkrete Zahlwortreihe, sondern die virtuelle
Présenz des (zdhlenden) Subjektes im Sinn — eine Betrachtungsweise, die ihm z. B. er-
laubt, Parallelen zwischen der Null und dem Fluchtpunkt in der Perspektivenlehre zu
ziehen. Im Kontext des Auszéhlens spielt dariiber hinaus die Null als Skalenbeginn wie
beim Mafzahlaspekt keine Rolle.

®  Fiir Hefendehl-Hebeker (1981, S. 241) ist deshalb ,,die Zahlangabe ,Null* nicht Ergebnis
einer Zahlhandlung, sondern Ausdruck des Urteils, da3 nichts zum Zéhlen da ist.*
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Versténdnisses der kardinalen Auffassung der Null auf der konkret-operationalen
Stufe Recht zu geben.

3.2 Codierender Aspekt — Null als Zeichen fiir eine Ausnahmesituation

Die codierende Auffassung deutet die Null semantisch, aber nicht kardinal: et-
wa als Zeichen fiir das Fehlen eines Ergebnisses, die Sinnlosigkeit eines Pro-
zesses oder das Abbrechen einer intendierten Handlung — kurz fiir eine Aus-
nahmesituation. Als Ergebnis steht das Zeichen ,,0 fiir eine Aussage iiber die
Aufgabe bzw. die Handlungssituation. Die Null ist deshalb in dieser Sicht von
anderer Art als die iibrigen Zahlen.

Das Auszdhlen nicht vorhandener Gegenstinde funktioniert nicht mit dem ge-
wohnten Handlungsschema bzw. die gestellte Aufgabe 7 : 0 ,,geht nicht™: In beiden
Féllen ,,kommt nichts heraus®, wobei das Wort ,,nichts* die Codierung eines fehl-
geschlagenen Prozesses mit 0 nahelegt.

Dennoch kann die Null als Zeichen anderer Art gleichzeitig auch Zahlcharakter
haben, indem sie z. B. wegen der Beziehung zum ,,nichts* als kleiner als jede posi-
tive Zahl angenommen wird oder innerhalb von Termen wie 2 - (7 : 0) + 5 verrech-
net wird. Insbesondere im Zahlprozess, in welchem verschiedene Zahlaspekte zu-
sammenflieBen (Miiller & Wittmann 1984, S. 173), sind bei der Null der kardinale
und der codierende Aspekt untrennbar verkniipft: Beim Auszédhlen der Elemente
einer leeren Menge ist nicht zu unterscheiden, ob das Handlungsschema abgebro-
chen (codierend) oder auf diesen Spezialfall erweitert wird (kardinal), wobei die
erste Deutung auf der konkret-operationalen Stufe néher liegt. Dass eine Unter-
scheidung beider Aspekte wichtig ist, zeigt sich erst aulerhalb des Zahlprozesses,
z. B. im Kontext der Division durch Null.

Bezogen auf das Eingangsbeispiel konnte die kardinal gegebene Antwort ,,0° mit
dem Wort ,,Perlen” in der Rolle einer Einheit ergéinzt werden, nicht jedoch bei der
codierend gegebenen Antwort ,,0°. Entweder man bleibt in der Zahlhandlung, sieht
auf die Objekte, die Perlen, und registriert, dass keine Perle da ist. Oder man blickt
auf die Zahlhandlung und stellt die Ausnahmesituation fest, dass es nichts zu z&h-
len gibt. Ob hierbei der Abbruch der intendierten (Zahl-)Handlung oder eher die
Riickmeldung ,,die Aufgabe ist unsinnig® betont wird, soll innerhalb der codieren-
den Auffassung nicht unterschieden werden.

Bei der hier verwendeten Terminologie ist Folgendes zu beachten: Wahrend die
Bezeichnung ,kardinal”“ im Wesentlichen mit dem gleichnamigen Zahlaspekt bei
Miiller & Wittmann (1984) iibereinstimmt, wird ,,codierend* in diesem Artikel in
einem anderen Sinn verwendet. ,,Codierend ist bei Miiller & Wittmann lediglich
die Bedeutung einer Zahl als Bezeichner von Objekten auf einer Nominalskala wie
Postleitzahlen. Padberg & Benz (2011) ordnen einen derartigen Aspekt deshalb zu
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Recht nicht unter die Zahlaspekte ein bzw. halten solch eine Zuordnung zumindest
fiir ,,fragwiirdig® (a.a.0. S. 15). Miisste dies nicht auch fiir die hier gegebene Defi-
nition von codierend als metazeichenhaftem Aspekt gelten? Die Antwort geben In-
terviews, mit denen die schriftliche Befragung erginzt wurde: Hier bestatigte sich,
dass wie bereits oben angefiihrt die Null als Substitut fiir ,,geht nicht durchaus
auch als Zahlenergebnis angesehen wird, mit dem man weiterrechnen kann. Wei-
terhin zeigt sich dies auch in einigen Schiilertexten, in denen codierende und kar-
dinale Aspekte der Null nebeneinander verwendet werden (s. Abschnitt 4).

Dass eine Vermischung von kardinalem und codierendem Aspekt der Null fiir die
Schiilerinnen auch auBlerhalb des Zéhlprozesses durchaus nahe liegen konnte, zeigt
folgende Uberlegung. Die Schiilerantworten vom Typ ,.es kommt kein Ergebnis
heraus, also ist das Ergebnis 0 konnte man so deuten, dass keine, also ,,0 viele*
Ergebnisse herauskommen und dieses an sich richtige ,,Zwischenergebnis* félsch-
licherweise als Endergebnis genannt wird. Dabei wird das Zeichen ,,0“ zu einem
Zeichen iiber ein Charakteristikum der Aufgabe. Zu dieser Interpretation passt die
vielen Lehrkriften geldufige Beobachtung, dass bei der Angabe der Losungsmenge
eines unlosbaren Gleichungssystems statt {} bisweilen {0} angegeben wird. Es
vermischen sich also die Ebenen der Betrachtung. Statt in der Arithmetik zu blei-
ben, entstammt das codierend benutzte Zeichen ,,0° einer Metaebene, auf der es ei-
ne kardinale Bedeutung beziiglich der Ergebnisanzahl hat. Diese Beziehung zwi-
schen kardinal und codierend erschwert es den Kindern und Jugendlichen, zwi-
schen den einzelnen Aspekten der Null genau zu trennen. Wiahrend beim Zahlpro-
zess eine Trennung der Aspekte nicht praxisrelevant ist, ist sie in der Sekundarstu-
fe, z. B. bei der Division durch Null und bei Loésungsmengen, unverzichtbar.

3.3 Operationaler Aspekt — Null als die Aufforderung ,,Tue nichts!*

Bei der operationalen Auffassung ist die Null das Zeichen dafiir, dass nichts zu
tun, nichts zu rechnen ist.

Beim Zidhlen der Perlen verbindet sich mit der Antwort 0, dass gar nichts zu tun,
z. B. keine Zeigegeste notig ist. Ebenso gibt es beim Addieren und Subtrahieren
von Null nichts, was Kinder als Tatigkeit auffassen wiirden. Die Multiplikation als
fortgesetzte Addition bestitigt ebenfalls mit der enaktiven Deutung von O - 7 als
,,Lege keine Siebenerreihe hin, tue nichts* diesen operationalen Aspekt der Null.

Streng genommen ist der operationale Aspekt wegen der semantischen, aber nicht
kardinalen Interpretation der Null ein Unterfall des codierenden. Im Hinblick auf
die Fehlerdiagnostik scheint es sinnvoll, ihn eigens aufzufiihren. Aulerdem konnte
man ihn nicht nur semantisch, sondern in naheliegender Weise auch syntaktisch
deuten: ,,In Rechnungen kann man die Null einfach weglassen“. Diese Regel funk-
tioniert bei der Addition und Subtraktion (sogar mit der Null als Minuend), fiihrt
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allerdings bei der Multiplikation zum Fehler 7 - 0 = 7. Letzteres wird als Fehlvor-
stellung mehrfach in der Literatur beschrieben (Hefendehl-Hebeker 1981, S. 240,
244, Padberg & Benz 2011, S. 147).

3.4 Regelorientierter Aspekt — keine Deutung der Null jenseits der Rechen-
regeln

Die regelorientierte Auffassung verbindet mit der Null keinerlei inhaltliche Be-
deutung, sondern sieht die Null ausschlieBlich iiber ihre formalen Verkniipfun-
gen mit anderen Zahlen und iiber formale Regeln festgelegt. Dieser Aspekt ent-
spricht dem Rechenzahlaspekt, schliefit aber Fehlvorstellungen ein.

Der geldufige Rechenzahlaspekt wird in einen algorithmischen und einen algebrai-
schen Aspekt untergliedert (Padberg & Benz 2011, S. 15). Ersterer steht fiir Regeln
wie ,,Addition mit Null ergibt den jeweils anderen Summanden®, ,Null mal eine
Zahl ergibt Null“. Diese Rechenregeln sind fiir den algorithmischen Aspekt ledig-
lich auswendig gelernte Spezialfille des Einmaleins oder Einspluseins.

Fiir die algebraische Sichtweise ist die Null das neutrale Element der Addition,
woraus in einem Ring die absorbierende Eigenschaft 0 - a = 0 folgt. Das Verbot der
Division durch Null folgt dann aus der Entscheidung, eine bestimmte Gesetzmé-
Bigkeit, im Wesentlichen das Distributivgesetz, im Sinne des Permanenzprinzips
weiter bestehen zu lassen.

Fiir Kinder liegt es vielleicht ndher, andere Regeln, wie z. B. die absorbierende Ei-
genschaft der Null, von der Multiplikation auf die Division auszudehnen — ganz
analog zum eben angefiihrten Permanenzprinzip. Deshalb werden hier zu dem re-
gelorientierten Aspekt auch ,,Phantasieregeln® gezdhlt, in denen eine Regel falsch
erinnert bzw. falsch konstruiert wird, z. B. bei der Ubergeneralisierung ,,Alle
Rechnungen mit Null ergeben Null*“.

Die folgenden Uberlegungen legitimieren einerseits, dass wiederum nicht zwischen
richtigen und falschen Auffassungen getrennt wird, und andererseits die Zusam-
menfassung des algorithmischen und des algebraischen Aspektes unter der einen
Charakterisierung, dass gesetzte Regeln dominieren: Fiir die Division durch Null
hitte durchaus ein Zahlenergebnis festgelegt werden konnen. Dies zeigt z. B. die
Literatur zur Definition von 0° (Knuth 1992, S. 406f.). Auch ,,unendlich® als Er-
gebnis von 7 : 0 kommt nicht nur in Betracht, sondern existiert bereits als akzep-
tiertes Ergebnis, etwa auf der Riemannschen Zahlenkugel C U {oo}, auf der die In-
version 1/z mit 1/0 = oo holomorph auf z = 0 fortgesetzt werden kann. Grundsétz-
lich sind also verschiedene Definitionen von 7 : 0 moglich. Als Festsetzungen fal-
len sie ebenfalls unter den regelorientierten Aspekt, wiren aber im Kontext der Al-
gebra weniger zweckmafBig.
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3.5 Einordnung der Aspekte

Zusammengefasst strukturieren sich die vier Aspekte wie folgt: Der kardinale As-
pekt bezieht sich semantisch auf die Anzahl, der codierende und der operationale
beziehen sich semantisch auf die Aufgabenstellung und das rechnende Subjekt, der
regelorientierte betrachtet Zahlen, aber im Gegensatz zum kardinalen rein formal.

Die folgenden Ausfithrungen kldren die Beziehung dieser vier Aspekte zu den
noch nicht angesprochenen Zahlaspekten. Der Ordnungszahlaspekt der Null findet
sich z. B. beim Riickwirtszdhlen wie bei einem Raketenstart (Padberg & Benz
2011, S. 49). Da in den Schiilertexten zur Division durch Null dieser Aspekt nicht
auftrat, wird er hier nicht weiter betrachtet. Dennoch kann man auch hier das As-
pektquartett anwenden: Wenn man die Zahlworter des Count-down als Sekunden
bis zum Start deutet, dann liegt ein kardinaler Aspekt der Null vor, wenn an das
strukturerhaltende Hinzufligen der Null an die totalgeordnete Menge (N, <) der na-
tiirlichen Zahlen gedacht wird, dann geschieht dies regelorientiert.

Der Operatoraspekt ist eng an die Multiplikation gebunden (,,Vielfachheit”, Wort-
folge ,,einmal, zweimal, ..., vgl. Padberg & Benz 2011, S. 14) und wiirde bezogen
auf die Null dort mit dem operationalen Aspekt libereinstimmen: Etwas ,,null mal
tun® entspricht dem ,,gar nichts tun“. Der operationale Aspekt ist aber weiter ge-
fasst, da er jenseits der genannten Wortfolge auch auf andere Rechenarten an-
wendbar ist.

Der Mafizahlaspekt (Zahlen als ,,Maffzahlen beziiglich einer gewahlten Einheit*,
Padberg & Benz 2011, S. 14, Hervorhebung im Original) ist geméf Kirsch (1979,
S. 42ff.) mit der kardinalen Auffassung natiirlicher Zahlen verwandt. Dies zeigt
sich auch bezogen auf die Null: Null Perlen in einer leeren Schachtel ist ein ebenso
situationsgerechtes Ergebnis wie 0 mm/m? Regenwasser im Zylinder eines Nieder-
schlagsmessers. Die kardinale Sicht, die in diesem Artikel an den konkreten Zahl-
prozess gebunden ist, denkt ohnehin immer eine bestimmte Einheit mit (im Bei-
spiel die Quasieinheit ,,Perlen®, vgl. Schonwald 1989, S. 56f.) und schliet den
MaBzahlaspekt deshalb hier ein.

Fiir die Null sind damit von den sechs Zahlaspekten (Kardinalzahl, Ordinalzahl,
MafBzahl, Operatoraspekt, Rechenzahl, Codierungsaspekt) zwei im Wesentlichen
iibernommen (Kardinalzahl und Rechenzahl), einer erweitert (Operatoraspekt) und
einer grundsitzlich neu gefasst worden (Codierungsaspekt).

4 Vorstellungen zur Null im Kontext der Division

Auch die Division kann mit verschiedenen Vorstellungen belegt werden: Vorstel-
lungen zum Verteilen, zum Messen bzw. Aufteilen, zur Umkehrung der Multipli-
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kation und auch vermeintliche algebraische Regeln konnen vorliegen. Diese Vor-
stellungen zur Division verbinden sich im Kontext der Aufgabe 7 : 0 mit denen zur
Null. Typische Schiilertexte zu den Aspekten, also den gefundenen Hauptkatego-
rien einschlieBlich der drei Unterkategorien im operationalen Fall (s. u.), findet
man in Abb. 1.

Kardinal — Verteilen (Ergebnis: geht nicht)
[...] Wenn ich 7 Kugeln habe und verteile sie an 0 Kinder, dass geht ja gar nicht.

Kardinal — Hineinpassen und codierend (Ergebnis: 0)

[...] Man kann die Null sehr oft in die 7 stecken aber es wird nie 7 ergeben, also 0.
Codierend (Ergebnis: 0 (Null))

Man kann ja 7 nicht durch Null teilen, weil es nichts zum teilen gibt. Also 0.

Operational — Perspektive des Verteilenden (Ergebnis: 7)

Du hast 7 Apfel und diese 7 Apfel muss man in einer Gruppe von 0 Personen aufteilen.
Da du sie niemanden geben musst kannst du alle behalten.

Operational — Perspektive der Empfangenden (Ergebnis: 0)

Also... Du willst zum Beispiel deine 7 Blicher von der Bibliothek abholen. Aber du darfst
keine (0) Runden laufen. Also kannst du dir keine Blicher holen und hast dann 0.

Operational — rechnerisch (Ergebnis: 7)
7:0=7, denn man soll ja einfach nur durch 0 rechnen und 0 ist ja nichts!

Regelorientiert (Ergebnis: 0)
Weil wenn man null durch oder mal eine Zahl nimmt kommt immer null raus.

Abb. 1: Beispiele aus Schiilertexten der 7. Jahrgangsstufe fiir die verschiedenen Aspekte, die
auch im Verbund auftreten. Orthographie nicht veréndert.

Die kardinale Vorstellung zeigte sich meist im Zusammenhang mit dem Verteilen
in der Interpretation des Divisors als konkreter Anzahl (7 Apfel werden an 0, also
keine Personen verteilt). Das Aufteilen trat bei konkreten Beispielen nicht auf,
sondern nur in der Form ,,Wie oft passt die 0 in die 7?“. Auch dies wurde einer
kardinalen Auffassung der Null zugeordnet, da die Vorstellung des Hineinpassens
vom Wort her an anschauliche Vorstellungen von Mengen gekniipft ist. Dass Schii-
lerinnen ,,0 passt nicht in die 7* synonym zu ,,es gibt keine Einmaleinsaufgabe mit
0, die 7 ergibt“ ohne jegliche Vorstellung des Vervielfachens von Mengen verwen-
den konnten, wurde auller Acht gelassen.

Die codierende Vorstellung liegt vor, wenn begriindet wird, dass die Aufgabe in
irgendeiner Weise ,,nicht geht™ und gleichzeitig Null als Ergebnis angegeben wird.
Ein weiterer Indikator liegt vor, wenn die Null weder als Anzahl noch als Rechen-
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zahl aufgefasst wird (,,Null ist nichts, also kommt auch nichts heraus“ (Ergebnis:
0), ,,Null hat keine Bedeutung®, ,,Null ist keine richtige Zahl*).

Die operationale Auffassung trat in drei Auspriagungen auf. Zum einen liegt sie
vor, wenn 0 als Anweisung aufgefasst wird, nichts zu rechnen, in diesem Fall muss
das Ergebnis 7 sein (operational-rechnerische Sicht). Ansonsten werden konkrete
Beispiele betrachtet wie ,,7 Apfel werden auf 0 Personen verteilt”. Hier ergeben
sich, je nach Ergebnis (7 oder 0), zwei weitere Unterfille (Hefendehl-Hebeker
1981, S. 245): Richtet man das Augenmerk auf den Verteilenden, der ja gar nicht
verteilt, so schliet man, dass er 7 behalten kann. Hat man hingegen die empfan-
genden Personen oder das Verteilte im Blick, so fiihrt dies auf das Ergebnis 0, da
keine Apfel verteilt werden. Diese beiden Unterfille gehen durch die Interpretation
des Divisors als ,,0 Personen‘ mit einer kardinalen Sicht einher.

Eine regelorientierte Auffassung liegt vor, wenn explizit Rechenregeln, gleichgiil-
tig, ob falsch oder richtig, genannt werden, wenn Kalkiile des schriftlichen Rech-
nens oder Umkehraufgaben verwendet werden sowie wenn Parallelen zu anderen
algebraischen Strukturen gezogen werden, z. B. zur Multiplikation oder Potenzbil-
dung. Zur regelorientierten Auffassung wurde auch eine Berufung auf den Ta-
schenrechner, quasi als grofle arithmetische Faktensammlung, gezihlt. Weitere Au-
toritdtsargumente wie ,,es ist so definiert”, ,,man darf es nicht®, ,;ich habe mir es
(die Regel) so gemerkt, habe sie auswendig gelernt* sind ebenfalls Indikatoren fiir
diesen Aspekt.

5 Quantitative Befunde

Die Texte wurden durch den Autor und einen Promovenden in der Mathematikdi-
daktik mit mehrjéhriger Unterrichtserfahrung in Mathematik ausgewertet. Beide
ordneten unabhingig voneinander die Schiilertexte den vier Aspekten sowie der
Kategorie ,,Sonst™ zu. Letztere liegt vor, wenn kein Aspekt erkennbar war, z. B.
weil 7 : 0 nicht als Divisionsaufgabe aufgefasst wurde oder keine Begriindung an-
gegeben wurde. Die Zuordnung stimmte in 12 von 73 Fillen nicht iiberein. Texte,
in denen keine Ubereinstimmung bei den beiden Codierern vorlag, wurden mit
,,Unklar“ gekennzeichnet. Schiilertexte konnen sprachlich unscharf oder in sich
widerspriichlich sein. Der Prozentsatz von 16% nicht klar einzuordnenden Texten
ist vor diesem Hintergrund akzeptabel. Relative Haufigkeiten der Aspekte bezogen
auf die 61 Texte, bei denen von vornherein Ubereinstimmung vorlag, findet man in
Abb. 2. Um einen Eindruck von der Tendenz der unklaren Texte zu bekommen,
wurde in den unklaren Fillen ein Konsens gesucht, der bei allen Féllen bis auf ei-
nen gelang. Die relativen Haufigkeiten bezogen auf die 72 Texte mit Konsensbil-
dung finden sich in Abb. 2 zum Vergleich. Es zeigt sich, dass sich die relativen
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Anteile ohne und mit Konsensbildung nur um wenige Prozentpunkte unterscheiden
(s. Abb. 2: , Klar“ vs. ,,Konsens®), was zudem fiir eine zufriedenstellende Reliabili-
tét spricht. Die Texte kdnnen mehrere Aspekte zeigen, weshalb sich die Prozent-
zahlen nicht zu 100% summieren. Lediglich die regelorientierte Sicht findet sich in
Abb. 2 nur, wenn keine andere vorliegt. Denn ihr Kern besteht ja darin, dass keine

weitere semantische Bedeutung der Null benétigt wird.
35

30

25

20

15 H Klar (N=61)
I m Konsens (N=72)

10

Operational  Regelorientiert
Kardinal Codierend Sonst

Anteil in %

o

Abb. 2: Relative Héaufigkeiten der Aspekte in der 7. Jgst. (mehrfache Zuordnung moglich).

Bei den relativen Haufigkeiten der einzelnen Aspekte in Abb. 2 sind folgende
Punkte zu beachten: Die Sichtweisen der Null traten oft im Verbund auf. In Abb. 1
ist dies im zweiten Beispiel der Fall, aber auch im dritten und vierten, da sich hier
mit ,,0 Personen® und ,,0 Runden® zusitzlich eine kardinale Sicht zeigte. Auf diese
Weise wurden 19 Texte mehr als einer Kategorie zugeordnet. 15% zeigten keinen
der vier Aspekte — ein niedriger Wert, wenn man bedenkt, dass es auch sehr kurze
oder verfehlte Texte gibt, die z. B. 7 : 0 als Fu3ballergebnis deuten.
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Anteil in %
o)

) Verteilen Umkehraufgabe
Ubergeneralisierung Messen

ADbb. 3: Die héufigsten Vorstellungen zur Division als relativer Anteil in Prozent der Jahr-
gangsstufe (Mehrfach-Nennung méglich).

Nur ein Teil der Texte lasst Vorstellungen speziell zur Division erkennen, vor al-
lem aufgrund von kurzen oder regelorientiert geprégten Texten. Lediglich in 30
von 73 Texten konnten folgende Vorstellungen zur Division identifiziert werden
(vgl. Abb. 3). Die Ubergeneralisierung, also das filschliche Ubertragen der neutra-
len oder absorbierenden Eigenschaft der Null bei Addition oder Multiplikation auf
die Division, ist mit einem Anteil von 8% nicht zu vernachléssigen. Die Probe mit-
tels der Umkehroperation, durch die sicher alle mdglichen Ergebnisse widerlegt
werden konnten, wurde nur sehr selten, ndmlich von zwei Schiilerinnen, verwen-
det. Am héufigsten trat mit fast 20% das Verteilen auf, wobei dieser Wert lediglich
eine untere Abschitzung darstellt. Denn den unklaren oder knappen Schiilertexten
(,,es wird nicht geteilt™) liegt moglicherweise auch eine Verteilungsvorstellung
zugrunde. Division als Aufteilen bzw. Messen trat bei konkreten Beispielen nicht
auf, sondern nur in der Form ,,Wie oft passt die 0 in die 7?*.

6 Diskussion der Befunde

Etwa ein Viertel der Texte zeigte mehr als einen der vier Vorstellungstypen zur
Null, obwohl die Kombination zweier Sichtweisen zu logischen Differenzen fiihren
kann. Moglicherweise sehen die Schiilerinnen deshalb hierin kein Problem, da der
Kontext den Aspekt determiniert (s. Abb. 1, zweiter Schiilertext): Dass die Aufga-
be ,,nicht geht”, wird codierend mit 0 im Ergebnis iibersetzt, im Kontext des Hin-
einpassens ist hingegen eine mengenartige, also kardinale Auffassung der Null {ib-
lich. Solche Abhéngigkeiten vom Kontext werden durch die Verwendung der Null
im Alltag bestdtigt (s. u.). Weiterhin ist es moglicherweise lernpsychologisch von
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Vorteil, konkurrierende Aspekte nebeneinander bestehen zu lassen: Die Kinder
konnen nicht iiberblicken, welche Vorstellungen sich fiir sie zukiinftig als tragfahig
herausstellen werden.

Wenn Vorstellungen nebeneinander bestehen konnen, kann auch nicht ausge-
schlossen werden, dass nur eine Auswahl an individuell vorhandenen Vorstellun-
gen in der konkreten Begriindung verwendet wurde. Es ist z. B. zu vermuten, dass
so gut wie alle Schiilerinnen auch iiber eine kardinale Auffassung verfiigen.” Die
angegebenen Héufigkeiten stellen damit lediglich Mindestwerte fiir das Auftreten
dieser Sichtweisen bei den Schiilerinnen dar und sind an die konkrete Frage nach
7 : 0 gebunden. Mit diesen Einschrankungen lésst sich festhalten, dass etwa je ein
Viertel der Schiilerinnen eine kardinale, eine operationale, eine codierende und ei-
ne regelorientierte Sichtweise verwendeten. Die codierende ist damit erstaunlich
stark vertreten, zumal 11% der Texte eine operational-rechnerische Sicht zeigen,
die ebenso wie die codierende deutlich einer kardinalen Auffassung entgegensteht.

Es stellt sich daher die Frage, inwieweit eine codierende Verwendung an den spe-
ziellen Kontext der Division durch Null gebunden ist. Hierzu wurden 83 Schiile-
rinnen aus vier Klassen der Jahrgangsstufe 11 nach dem Ergebnis von V=49
schriftlich befragt. Es nannten 8% die Null als Ergebnis und fiihrten als Begriin-
dung an, dass man die Wurzel nicht ziehen kénne. Wenn man bedenkt, dass in al-
len Klassen die Unmdglichkeit des Wurzelziehens aus negativen Zahlen zumindest
als Regel behandelt wurde, so zeigt dies einerseits, wie dominant die codierende
Vorstellung der Null sein kann, und andererseits, dass der Prozentsatz codierender
Vorstellungen stark vom Kontext abhéngt.

Insgesamt bestitigen die Befunde zur Division durch Null die bereits in der Litera-
tur beschriebenen Fehlvorstellungen (vgl. Abb. 4):

e 7:0=7,daman 7 behilt bzw. die 7 stehen bleibt (operational-verteilend bzw.
operational-rechnerisch, Hefendehl-Hebeker 1981, S. 245, Hefendehl-Hebeker
1982, S. 59, Gerster 1989, S. 29, Padberg & Benz 2011, S. 167).

e 7:0=0, da nichts verteilt wird (operational-empfangend, Hefendehl-Hebeker
1981, S. 245, Hefendehl-Hebeker 1982, S. 58, 59).

e 7:0=0, da man diese Aufgabe nicht rechnen kann, die Verteilung fehlschlagt
(codierend, Padberg & Benz 2011, S. 167, allgemein ,,,0° als Zeichen fiir ,geht
nicht’[...] fiir ,nichts’* in Gerster 1989, S. 27).

Vgl. Hughes 1986, S. 53ff. Hughes findet kardinale Vorstellungen bereits im Vorschul-
alter.
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e Vermeintliche Rechenregeln, auch Ubertragung der absorbierenden Eigenschaft
der Null von der Multiplikation auf die Division (Hefendehl-Hebeker 1981, S.
240, Ruwisch 2008, S. 680, Padberg & Benz 2011, S. 167).

e Das Aspektquartett erfasst damit die geldufigsten der in der Literatur beschrie-
benen Fehlertypen. Nicht erfasst werden Fehler wie der folgende beim Hinein-
passen ,,7 : 0 ist 0, da die 0 null mal in die 7 passt.”, der die folgende Interpreta-
tionsmoglichkeit zuldsst: Mit fortgesetzter Addition oder mit Vervielfachen
wird ein Ausschopfen der 7 mit Nullen versucht. In beiden Fillen entsteht als
Zwischenergebnis die 0, die dann félschlicherweise als Ergebnis genannt wird.
Dieser Fehler der Verwechselung der Argumentationsebenen (Zwischen- vs.
Endergebnis) hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der codierenden Auffassung, die
ja auch die Ebene der Aussagen iiber eine Aufgabe mit der Ebene eines Ergeb-
nisses innerhalb der Aufgabenstellung verwechselt (s. Kap. 3).

7 Ausgewihlte weitere Anwendungen des Aspektquartetts

Das Aspektquartett wurde zunéchst anhand einer Clusterung von Schiilertexten
gewonnen. Ob sich hierdurch Begriffe ergaben, die auch fiir einen groferen Be-
reich auBlerhalb der Division tragféhig sind, soll in diesem Kapitel an ausgewihlten
Beispielen sowie an drei Textstellen der Literatur untersucht werden. Zunéchst
werden Situationen gesichtet, in denen speziell die codierende Vorstellung zum
Tragen kommt. AnschlieBend soll an zwei Beispielen verdeutlicht werden, wie die
vier Aspekte als Quartett angewandt werden konnen — dies gelingt nicht nur bei der
Null als Zahl, sondern auch als Ziffer. Zwei kurze Passagen der Literatur themati-
sieren das Zusammenspiel der vier Aspekte, das der Sache nach unvermeidlich ist,
aber Fehlvorstellungen hervorrufen kann. Die letzte Literaturpassage fiihrt dabei
wieder zur Division zuriick.

Der codierende Aspekt der Null ist leicht zu unterschétzen, da er einer fachmathe-
matischen Auffassung am fernsten liegt. Dabei findet er sich an einigen Stellen im
Alltag, z. B. auf digitalen Thermometern als Symbol dafiir, dass ein Wert nicht
verfiigbar ist. Auch die Preisangabe 2,00 € anstelle der ebenfalls geldufigen 2,— €
konnte man in dieser Gegeniiberstellung als Ausdruck einer codierenden Sicht deu-
ten. In einem Einzelfall, den der Autor beobachten konnte, interpretierte eine Lehr-
kraft eine 0 in einer Notenliste nicht als 0 Notenpunkte, sondern als Zeichen fiir
das Fehlen einer Note. Gebrauchliche Datumsstempel fassen die Null ebenfalls
nicht kardinal auf, wenn sie die Null zwischen 9 und den Sonderzeichen und nicht
vor der 1 einfiigen. Dass selbst in der fachwissenschaftlichen Literatur ,,nicht defi-
nierbar* mit Null gleichgesetzt wird, belegt folgendes Zitat aus Beiser (1981, S.
486). Es bezieht sich auf den Isospin I beim Zerfall des neutralen Pions in zwei
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Photonen (n° — v + y): ,,A n” has [...] I = 0, while I is not defined for photons:
there is no component I3 of isotopic spin on either side of the equation, which is
consistent with its conservation”.

Eine auBlergewohnliche Analyse, die die Bedeutung der codierenden Auffassung
aus theoretischer Sicht unterstreicht, findet man bei Rotman (1985). Er folgt einem
semiotischen Ansatz und konstruiert Zahlen iiber Protozahlen. Dies sind Strichfol-
gen, ganz analog zu der Konstruktion von Zahlen durch Lorenzen (1974, S. 105).
Er sieht die Null als Zeichen liber Zeichen, ndmlich als ein Zeichen fiir die Abwe-
senheit von Zeichen (Strichen), das auBerhalb der anderen Zahlzeichen steht (“a
meta-sign, a sign-about-signs outside [the number system]”, S. 26). Obwohl Rot-
man eine kardinale und eine ordinale Auffassung der Null direkt anspricht, ver-
neint er in beiden Féllen aus semiotischen Griinden die Gleichartigkeit der Null zu
anderen natiirlichen Zahlen (a. a. O. S. 25). Im Sinne des hier vertretenen Aspekt-
quartetts ist dies eine codierende Auffassung, neben die Rotman nur den Rechen-
zahlaspekt stellt (a. a. O. S. 26). Rotman unterstreicht die Relevanz des codieren-
den Aspekts, indem er letztlich auch den kardinalen (und ordinalen) Aspekt der
Null darauf zuriickfiihrt. Auch wenn die Auffassung von Rotman sehr extrem ist,
wird einmal mehr deutlich, dass der codierende Aspekt nicht als reine Fehlvorstel-
lung angesehen werden darf, sondern lediglich als mathematisch unergiebig.

Wihrend die sechs géingigen Zahlaspekte im Wesentlichen Situationen des Zahl-
gebrauchs beschreiben, systematisiert das Aspektquartett Vorstellungen, die grund-
sdtzlich in verschiedenen Kontexten auftreten konnen. Dies erlaubt z. B. im Fol-
genden die Anwendung des Quartetts auf eine Analyse des Mafszahlaspektes der
Null.

Beim Messen, etwa der Lange 0 m, driickt die kardinale Sicht die Ausdehnung des
Punktes aus (der ,,Strecke, die gleich wieder authort®, analog zum sogleich beende-
ten Zihlprozess). Operational gesehen ist bei 0 m keine Linge abzutragen® oder
noch einfacher: Es gibt nichts zu tun, da nichts, z. B. kein Gegenstand, da ist. Ent-
sprechend besagt die codierende Sicht, dass keine Messung vorliegt bzw. moglich
ist. Ein weiterer Beleg dafiir, wie naheliegend solche nicht-kardinalen Vorstellun-
gen sind und dass sie im Alltagsleben ihren Platz haben, ist Folgendes: ,,0:00* auf
der Stoppuhr bedeutet nicht, dass die Bewegung 0,00 s benétigte (kardinal), son-
dern dass die Messung noch nicht begonnen hat (codierend). Stoffdidaktisch gese-
hen ist der Maflzahlaspekt eng mit dem Kardinalzahlaspekt verwandt (Kirsch

Als operational kdnnte man in einem erweiterten, aber wortlichen Sinn die Vorstellung
von 0 als der Marke auf dem MaBstab ansehen, an dem eine Langenmessung als Hand-
lung zu beginnen hat. ,,0¢ als ,.Lege hier an!“ — vgl. die ,,Orientierungsfunktion” der
Null innerhalb einer Skala bei Hefendehl-Hebeker 1981, S. 242.
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1979), bei der Null liegt jedoch psychologisch gesehen der operationale bzw. der
codierende Aspekt viel ndher, denn dhnlich wie beim Zéhlprozess gibt es keine
Messhandlung im eigentlichen Sinn. Selbst der regelorientierte Aspekt findet bei
der Null als MaBzahl eine Anwendung: Regelorientiert kann man 0 m als Produkt
0 - m deuten (dies liegt wegen des Kiirzens von Einheiten nahe), woraus sich frag-
wirdige Gleichungsketten wie 0 - m =0 =0 - s (zur Giiltigkeit vgl. Griesel 1969, S.
92) ergeben konnen.

Auch bei der Null als Ziffer in einem Stellenwertsystem konnen alle vier Aspekte
identifiziert werden (s. Abb. 4). In der Zahl 103 ist 0 kardinal die Antwort auf
,»,Wie viele Zehnerbiindel?*, sie gibt operational an, dass kein Zehnerbiindel hinzu-
zulegen bzw. zu beriicksichtigen ist und sie bezeichnet codierend den Umstand,
dass keine Zahlziffer in der Zehnerspalte zu finden ist. Letzteres wird gemeinhin
als Ausgangspunkt fiir die historische Einfithrung der Ziffer 0 als Zeichen fiir das
Nicht-Vorhandensein von Zeichen gesehen (Ruwisch 2008, Boyer 1944) — die Null
als ,,Platz-Halter* bzw. ,,Liickenzeichen® bei Stellenwertsystemen seit den Babylo-
niern (Gericke 1984, S. 13). Regelorientiert wird die Ziffer 0 als Rechenzahl in
folgender Potenzdarstellung aufgefasst: (103);0=1- 10>+ 0 - 10' + 3 - 10°. Damit
sind auch in diesem Kontext alle vier Sichtweisen der Null sinnvoll.
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Aspekt Null als Zahl | Null als Ziffer Null als Divisor (7 : 0) Ergebnis
kardinal Zahlvorgang | Es gibt keine Bin- | Verteilen: mangels Geht nicht
.Wie viele?* | prinzipiell del bei dieser Stelle | Personen sinnlos

moglich — des Stellenwert- . -
keine Objekte | systems. Messep. Die O pqsst Unendlich
unendlich oft in die 7 und | oder
es bleibt noch ein Rest. geht nicht
operational | Handlung An dieser Stelle ist | Teile die 7 nicht, behalte 7 | 7
Lrue prinzipiell nichts zu tun, z. B. | (Perspektive des Vertei-
nichts!” moglich — hinzulegen. lenden)
Anweisung, : - -
nichts zu tun Es wird nlghts verteilt. 0
(Perspektive des
Empfangenden)
Rechne nichts, 7 bleibt. 7
codierend | Zeichen fir Zeichen dafiir, dass | Die Division ist nicht 0
Ausnahme- | einen Prozess | an dieser Stelle kei- | ausfihrbar.
zeichen ohne ne Ziffer (1, ..., 9)
Ergebnis steht
regel- keine Deu- (a0c)=a- 10% + Division als Umkehrung Geht nicht
orientiert [tung, nurfor- |[+0-10"+c-10° |der Multiplikation,
Rechenzahl | male Regeln Distributivgesetz
Ubergeneralisierung 0, 1 oder7

ADbb. 4: Die vier Aspekte der Null in verschiedenen Zusammenhingen. Die genannten Er-
gebnisse verstehen sich aufgrund inkonsistenter Argumentationen oder im Verbund auftre-
tender Vorstellungen nur als die plausibelsten Ergebnisse beim jeweiligen Aspekt.

Neben dem bereits besprochenen Ansatz von Rotman (1985) mdgen auch die fol-
genden zwei Literaturstellen exemplarisch belegen, dass sich Literaturpassagen
durch die Anwendung des Aspektquartetts systematisieren lassen. Die ausgewéhl-
ten Abschnitte aus dem oft in der Literatur zitierten Artikel von Hefendehl-
Hebeker (1981) verdeutlichen dabei die Beziechung zwischen den Aspekten und be-
schreiben hiufige Fehlvorstellungen:

»Das [...] Fehlerbeispiel 5 — 0 = 0 kann verschiedene Ursachen haben. Eine mogliche
Vorstellung geht davon aus, mit Null zu operieren bedeute, nicht zu operieren, also
nichts zu tun. Nun gilt bekanntlich: ,Von nichts kommt nichts.* Also miifite das Ergeb-
nis 0 sein. Auch eine oberfldchliche Analogie zur Multiplikation ist denkbar.“ (Hefen-
dehl-Hebeker 1981, S. 243)

Die ersten Sitze bezichen sich — sogar wortlich — auf den operationalen Aspekt.
Dieser geniigt aber nicht zur Deutung des Fehlers, es muss das Argument ,,von
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nichts kommt nichts® hinzutreten. Das erste ,,nichts“ bezieht sich auf das ,,nichts
tun® in der Aufgabe, das zweite ,,nichts* auf das Ergebnis und zwar beim Sprich-
wort im Sinn von ,,man hat nichts geschafft, es ist nichts herausgekommen®. Die
Verkniipfung dieser Ansicht mit dem Ergebnis 0 zeugt von einer codierenden
Sicht. Im letzten Satz findet sich zusétzlich der regelorientierte Aspekt, der durch
die indirekt angesprochene falsche Analogie ,,alle Subtraktionen mit Null ergeben
Null“ vertreten ist. Dies zeigt, wie in einem sehr kurzen Abschnitt die verschiede-
nen Vorstellungen vermengt auftreten. Dies gilt auch fiir die nichste, auf die Divi-
sion durch Null bezogene Passage, in der die kardinale Vorstellung zwar keine
Rolle spielt, aber mittels ,,0 DM bzw. ,,0 Kinder* ebenfalls enthalten ist:

,,Keine der Anweisungen

(i) Verteile 0 DM an 5 Kinder!

(ii) Verteile 5 DM an 0 Kinder!

fiihrt zu einer sinnvollen Handlung. Beide verlangen etwas, das eigentlich ,nicht geht®,

denn man kann praktisch nichts tun. DaB} (i) in einem anderen Sinne nicht ausfiihrbar ist
als (ii), ist fiir Kinder schwer zu durchschauen.* (Hefendehl-Hebeker 1981, S. 245)

Hier findet man zum einen die Beschreibung, dass fiir die Kinder die operationale
Auffassung und die codierende gut zusammenpassen, da ihnen eine Aufforderung
zum ,,nichts tun“ paradox erscheint. Zum anderen wird gezeigt, wie leicht Kinder
die Null codierend auffassen konnen (hier im Ergebnis bei (1)), diese Auffassung
zundchst bestitigt bekommen und sie dann auf sehr dhnliche Kontexte wie z. B. bei
(ii) Uibertragen, wo sie liberraschenderweise falsch ist. Fiir das Unterrichten in der
konkreten Unterrichtssituation ist es wichtig, die Vielfalt der Fehlvorstellungen
und wie hier ihre mogliche Entstehung zu kennen. Leitlinien zur Behandlung der
Null und speziell der Division durch Null werden im nichsten Abschnitt diskutiert.

8 Unterricht

Viele Autoren sind der Auffassung, dass die Division durch Null nicht in der Pri-
marstufe behandelt werden sollte (z. B. Padberg & Benz 2011, S. 164). Gerster
(1989, S. 29) bezweifelt, dass eine Frage nach dem Ergebnis im Unterricht natiir-
lich auftritt. Bezogen auf die Primarstufe ist die Division durch Null eine struktur-
logische Problematisierung der (Nicht-)Abgeschlossenheit der Division, die in kei-
nem Anwendungskontext natiirlich vorkommt (vgl. Hefendehl-Hebeker 1981, S.
246).

Auch wenn diese hdufig vertretene Meinung beziiglich Anwendungen richtig ist,
ergibt sich dennoch die Frage nach dem Ergebnis einer Division durch Null in ei-
nem zeitgemdBen Unterricht fast zwangsldufig, insbesondere in Aufgabenstellun-
gen, die das Erfinden eigener Aufgaben anregen (z. B. Ulm 2004, Rasch 2007,
2011). Die Faszination, die von der Null ausgeht (vgl. Rasch 2011, S. 73, Schiiler-
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kommentar, Hefendehl-Hebeker 1981, S. 240, Allinger 1980), fiihrt die Schiilerin-
nen in offenen Unterrichtsphasen dazu, bereits in der Primarstufe Aufgaben mit der
Zahl Null und auch mit dem Divisor Null selbst zu erzeugen (Schiilerarbeiten in
Rasch 2007, S. 21, 72). Fiir den Unterricht bietet die hier vorgeschlagene Eintei-
lung die Méglichkeit, die operationale Vorstellung (0 als ,,tue nichts*) und die co-
dierende (,,0 als Zeichen fiir ein sinnloses Ergebnis®) zu erkennen, offensiv zu
thematisieren und beim Rechnen klar zuriickzuweisen.

Padberg & Benz (2011) weisen mehrfach darauthin, dass die Null nicht als
.hichts interpretiert werden diirfe, weil dies ,,typische Fehler” beim Rechnen mit
der Null bewirke (a. a. O. S. 51). Radatz & Schipper (1983, S. 57) fithren genauer
aus, dass das ,,Nicht-Verstindnis der Null [...] das Operieren mit der Null er-
schwert [...]“ und sprechen sogar von einem ,,magische[n], nicht-numerische[n]
Verstindnis der Null, etwa im Sinn von ,nichts‘, ,nicht ..., kein‘ u. a.“ (a. a. O. S.
82). Dagegen bleibt einzuwenden, dass in den von diesen Autoren gegebenen Auf-
gabenbeispielen Situationen gezeigt werden, die von den Kindern natiirlicherweise
mit dem Wortfeld von ,,nichts* umschrieben werden (Radatz & Schipper 1983, S.
58, S. 83, Padberg & Benz 2011, S. 49, 50, 164).

Mit der ,,Nichts“-Assoziation wird auch eine anschauliche Deutung der Division
durch Null in der Literatur sehr kritisch gesehen (Padberg & Benz 2011, S. 164,
Radatz & Schipper 1983, S. 83, Hasemann 2003, S. 79, 118, Hefendehl-Hebeker
1981, S. 245, 246, Tsamir & Sheffer 2000, S. 104, Grouws & Reys 1975, S. 75).
Zumindest fiir die Sekundarstufe zeichnet sich in der vorliegenden Studie ein ande-
res Bild ab. 21 % der Schiilerinnen verwendeten ein konkretes Beispiel, durchlie-
fen also den Modellierungskreislauf (Schupp 1988, S. 11, Fig. 2) riickwirts’, in-
dem sie sich von der zu 7 : 0 rekonstruierten Alltagssituation Schliisse auf das ma-
thematische Modell erhofften. Von diesen konkret Argumentierenden erkannten
40% richtig die Unmoglichkeit des Verteilens, gaben aber darauthin infolge einer
codierenden Auffassung der Null das Ergebnis 0 an. Die Unsinnigkeit des Vertei-
lens ist also durchaus einsichtig zu machen und fiihrt zum richtigen Ergebnis, wenn
man einer codierenden Auffassung im Unterricht konsequent begegnet. Die Befun-
de widersprechen damit einer abwertenden Haltung gegeniiber konkreten Beispie-
len bei der Division durch Null.

Etwas allgemeiner wird hier deshalb entgegen der vorherrschenden Meinung in der
Literatur auch die Ansicht vertreten, dass man eine Auffassung der Null als
,.nichts* nicht aus dem Unterricht verbannen sollte. Es ist stattdessen sinnvoller,
diese Vorstellung aufzugreifen und den Schiilerinnen die Problematik dieser

®  Dieses ,,Demodellieren® ist nicht mit dem LInterpretieren* (Schupp 1988) zu verwech-

seln, da es nicht die Problemldsung, sondern die Problemstellung riickiibersetzt.
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Sichtweise vor Augen zu fiihren, z. B., indem man am Beispiel des Regenauffang-
gefifles fragt, was man in die Wetterdatentabelle an trockenen Tagen eintragt und
was, wenn das GefdBl zerbrochen ist. Die Tabelle in Abb. 5 wendet das Aspekt-
quartett auf die ,,Nichts“-Deutung der Null in schulgemiBer Ausdrucksweise an.

kardinal nichts im Sinn von ,0 viele einer Sorte” oder ,kein",
z. B. keine Perle

operational nichts zu tun
codierend nichts kommt heraus / nichts hat geklappt
regel-orientiert — (keine Interpretation als ,nichts")

Abb. 5: ,nichts* im Zusammenhang der vier Sichtweisen

Es wurde bereits dargelegt, welche Fehlvorstellungen die operationale wie auch die
codierende Sichtweise nach sich ziehen (s. Abb. 4, letzte Spalte). Selbst bei der re-
gelorientierten Sicht besteht neben der Ubergeneralisierung die Gefahr, dass sich
,syntaktische Aspekte [...] von den semantischen abkoppeln.© (Miiller & Witt-
mann 1984, S. 178). Es verbleibt damit der kardinale Aspekt der Null als derjeni-
ge, der fiir den Unterricht am tragfahigsten ist. Diese Meinung wird héufig vertre-
ten (Padberg & Benz 2011, S. 49, Hefendehl-Hebeker 1981, S. 247, Gerster 1989,
S. 29).

Einen behutsamen Ubergang von nicht-kardinalen Vorstellungen zu kardinalen
schldgt bereits Hefendehl-Hebeker (1981, S. 243) beim Stellenwertsystem vor. Wie
kann man diesen Ubergang gestalten? Bei der codierenden Vorstellung hilft die
Einfithrung eines neuen Zeichens. 16% der Schiilerinnen wussten um die Unmog-
lichkeit der Division durch Null, schlossen dann aber codierend auf 0 als Ergebnis
(,,es geht nicht, also 0°). Es lohnt sich nicht nur aus diesem Grund, ,,gn" als Zei-
chen fiir ,,geht nicht* frith einzufithren. Um einer Fixierung auf Zahlenergebnisse
(Tsamir & Sheffer 2000) zu begegnen, sollten unlosbare Aufgaben bereits bei Sub-
traktionen und Textaufgaben regelmifBig einflieBen und nicht erst bei der Wurzel-
und Logarithmusrechnung. Dies hat ganz allgemein den Vorteil, dass schemati-
sche, nicht verstdndnisorientierte Losungsstrategien unterlaufen werden und spe-
ziell bei der Null die Wendung der codierenden Sicht zum korrekten ,,gn‘ vorberei-
tet wird. Ergénzend sollte man nach einem Vorschlag von Gerster (1989) etwa bei
der Division 0 : 7 die Sprechweise ,,7 geht nicht in die 0%, die zu einer codierenden
Auffassung fithren konnte, durch die Sprechweise ,,7 geht 0-mal in die 0 ersetzen,
welche kardinal die Anzahl der Siebenen angibt, die in 0 hineinpassen.
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Der operationalen Sichtweise konnte bereits in der Primarstufe enaktiv begegnet
werden, indem man Handlungen mit der Null ausfiihrt: Zu 7 + 0 wird eine Kiste
mit 7 Kugeln und eine weitere mit 0 Kugeln Aingestellt. Bei der algebraischen Vor-
stellung sollte man Ubergeneralisierungen, die in fast jeder Lerngruppe auftreten,
zundchst durch Konfrontation mit anderen Schiilermeinungen problematisieren.
Der Vergleich der Rolle der Null bei Addition und Multiplikation kann anschlie-
Bend bereits in der Grundschule Ubergeneralisierungen widerlegen, so dass man
diese unter dem Schlagwort ,,Phantasieregeln® explizit thematisieren kann, indem
man z. B. die Lerngruppe fragt, wie es zu diesem Fehler kommt.

Abbildung 3 zeigt, dass gerade Divisionsvorstellungen wie Messen und Umkehr-
operation, die hier und auch etwa bei Bruchzahlen ergiebiger als die Verteilungs-
vorstellung sind, im Unterricht noch stérker betont werden konnten. Beides wiirde
dazu fiihren, dass eine kardinale oder eine korrekte regelorientierte Sichtweise der
Null im Kontext der Division gestirkt wiirde. Der behutsame Ubergang zu kardina-
len Vorstellungen kann auf diese Weise auf der Sekundarstufe durch eine Integra-
tion regelorientierter Vorstellungen zur Null weitergefiihrt werden, die fiir das vol-
le Verstindnis insbesondere der Division durch Null unerlésslich sind — auch wenn
Argumentationen iiber konkrete Beispiele ebenfalls zielfiihrend sein konnen.

9 Fazit

Der Anteil der Schiilerinnen, die bei der Division durch Null ein falsches Ergebnis
nennen, ist mit etwa 3/4 in der 7. Jahrgangsstufe recht hoch. Hierauf sollte man als
Sekundarstufenlehrkraft gefasst sein und die Vorstellungen kennen, die zu den fal-
schen Ergebnissen 7 und 0 fithren, um ihnen im Unterricht geeignet begegnen zu
konnen. Die Vorstellungen zur Null, die in qualitativen oder stoffdidaktisch ge-
prigten Studien genannt werden, konnten empirisch nachgewiesen und gut durch
die Aspekte kardinal — operational — codierend — regelorientiert systematisiert
werden.

Das Aspektquartett steht nicht im Widerspruch zu Aspektsammlungen in der Lite-
ratur, sondern er6ffnet einen zusitzlichen Ordnungsrahmen, der semantischen, aber
nicht-kardinalen Auffassungen einen angemessenen Stellenwert einrdumt. Denn es
zeigt sich, dass die codierende Sicht in den Schiilertexten nicht zu vernachléssigen
ist. Bei den gingigen Aufstellungen iiber Vorstellungen zur Null wird sie als
,Fehlvorstellung nur in Teilaspekten beriicksichtigt. In der dargestellten Untersu-
chung erwies sie sich als nicht nur fiir Schiilerinnen, sondern auch kulturgeschicht-
lich und im Alltag bedeutsam. Gleichzeitig bietet diese Kategorie einen diagnosti-
schen Blick auf Schiilervorstellungen und beschreibt das didaktische Ziel beim Un-
terricht zur Null: Die codierende und auch die verwandte operationale Sichtweise
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thematisieren und herausstellen, dass beide in der Mathematik gegeniiber der kar-
dinalen nicht zielfiihrend sind.
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