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Vorgehensweisen mathematisch potenziell
begabter Dritt- und Viertkléssler beim
Problemlosen

Empirische Untersuchungen zur Typisierung
spezifischer Problemlosestile

von

Mandy Fuchs, Neubrandenburg

Kurzfassung: Der vorliegende Beitrag umfasst — ausgehend von einer komplexen interdis-
ziplindren Sichtweise — insbesondere eine theoretisch begriindete Modellierung mathemati-
scher Begabungsentwicklung im Grundschulalter, eine abstrakt-analytische Strukturierung
von Ansdtzen zum (mathematischen) Problemldsen und eine auf theoretischen Positionen
basierende empirisch-konstruktiv gewonnene Klassifizierung von spezifischen Problembe-
arbeitungsstilen mathematisch potenziell begabter Dritt- und Viertklassler.

Abstract: Starting from a complex interdisciplinary approach this study uses established
theoretical modelling of mathematical aptitude development in primary school age; concep-
tional-analytical structuring approach to (mathematical) problem solving and a theoretical
position based on empirical constructions gained from the classification of specific mathe-
matical problem solving styles of potentially gifted third and fourth form primary school
children.

1 Einleitung

,,Keine Gesellschaft kann es sich leisten, ihre begabtesten Mitglieder zu ignorieren, und
alle Gesellschaften miissen sich ernsthaft damit auseinandersetzen, wie sie besondere
Talente am besten fordern und ausbilden kénnen.“ (Winner 1998, S. 9)

Seit ca. 20 Jahren hat das Thema ,,Hochbegabung* in einer breiteren Offentlichkeit
sowie in bildungspolitischen und wissenschaftlichen Diskussionen eine zunehmen-
de Aufmerksamkeit erhalten. Ursachen hierfiir sind zum einen die Notwendigkeit
einer verstirkten Forderung hochbegabter Kinder, die Bildungsexperten aus den
schlechten Ergebnissen deutscher Schiiler' in internationalen Vergleichsstudien
wie TIMSS, PISA und IGLU ableiteten. Zum anderen gab es aus der Wirtschaft

In diesem Artikel wird bei Verwendung der méannlichen bzw. weiblichen Form jeweils
das andere Geschlecht mitgemeint.
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Forderungen nach immer mehr Spitzenkriften fiir die Bereiche Mathematik, In-
formatik und Naturwissenschaften. Ein groBeres wissenschaftliches Interesse er-
wichst zudem aus der aktuellen Inklusionsdebatte mit einer zunehmenden Kennt-
nisnahme, vielfach sogar Akzeptanz bisheriger Forschungsergebnisse zur Begab-
tenproblematik sowie aus der Einsicht, dass im Schulalltag {iberforderte Lehrer und
betroffene Eltern hochbegabter Kinder eine qualifiziertere Hilfe benotigen.

Die offensichtliche groBe Komplexitit des Themenbereiches ldsst jedoch keine
simplen und keine schnell zu realisierenden Konzepte fiir eine angemessene Forde-
rung hochbegabter Kinder zu.* Die Vielschichtigkeit und Interdisziplinaritit der
Thematik spiegelt sich bereits darin wider, dass es in der Begabungsforschung vie-
le verschiedene, z. T. kontrdre Definitionen und Modelle zur Hochbegabung gibt
(vgl. z. B. Renzulli 1978, 2003, Gagné 2000, Heller 2001, Gardner 1994) gibt. Bei
aller Unterschiedlichkeit der Theorieansétze sind neben der Akzeptanz des kom-
plexen Charakters der Thematik Hochbegabung drei weitere generelle Trends er-
kennbar, die sowohl in der wissenschaftlichen Forschung innerhalb Deutschlands
als auch weltweit zunehmend akzeptiert werden:

o die Bereichsspezifik von Begabung,
e die dynamische Entwicklung einer Begabung im Kindes- und Jugendalter und

o die Notwendigkeit einer moglichst frithen Diagnostik und sinnvollen Forderung
begabter Kinder.

Zum Forschungsstand zur mathematischen Begabungsentwicklung im Grundschul-
alter erfolgte von Képnick (1998) die bisher umfangreichste empirische und theo-
retische Untersuchung im deutschsprachigen Raum. Er entwickelte ein spezielles
Merkmalssystem und kennzeichnete grob gewisse Auspragungstypen von mathe-
matisch begabten Dritt- und Viertkldsslern, was in nachfolgenden Untersuchungen
von ihm selbst und von anderen (u. a. Peter-Koop 2002, Fuchs 2006) prinzipiell

Hinsichtlich der komplexen Sichtweise tragen in letzter Zeit zum einen Ergebnisse der
Hirnforschung (z. B. Roth 2001, Hiither & Hauser 2012) sowie Untersuchungen zur
Kreativitdt und zur emotionalen Intelligenz (z. B. Csikszentmihalyi 1996, Winner 1998,
Goleman 1999a, 2000) immer mehr zur Erhellung des Begabungsbegriffes bei. Zum an-
deren ist zu beobachten, dass der Begabungsbegriff zunehmend unter Einbeziehung co-
kognitiver Merkmale erweitert wird. So untersuchte Renzulli (2003) in seinen wissen-
schaftlichen Studien verschiedene Kategorien von Personlichkeitsmerkmalen, die der
Drei-Ringe-Konzeption von Begabung unterliegen. Er bezeichnete solche Kategorien,
wie Optimismus, Mut, Hingabe an ein Thema oder Fach u. a. als co-kognitive Faktoren,
da sie mit den kognitiven Merkmalen, die im Allgemeinen mit der Entwicklung mensch-
licher Fahigkeiten verbunden werden, interagieren und diese so férdern. Auch in ande-
ren Modellen wie ,,The Autonomous Model for the Gifted and Talented* (Betts & Ker-
cher 1999) wird immer mehr von einer ganzheitlichen Sichtweise auf die Personlichkeit
ausgegangen, was auch meinen Intentionen entspricht.
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bestitigt wurde bzw. als eine Basis ihrer Untersuchungen diente (u.a. Nolte 2004;
Ertel, Fritzlar 2004). Bemerkenswert am Modell von Képnick ist erstens die Ein-
beziehung begabungsstiitzender Personlichkeitseigenschaften und die damit ver-
bundene komplexe Sicht, welche die Begabung nicht auf kognitive bzw. im engen
Sinne mathematische Fahigkeiten reduziert. Zweitens stellte Kdpnick heraus, dass
es schon im Grundschulalter verschiedene individuelle Ausprigungen mathemati-
scher Begabungen gibt (vgl. Kédpnick 1998, S. 200-209, 250-255). Relativ offen
blieb aber, welche individuellen Vorgehensweisen mathematisch begabte Grund-
schiiler beim Problembearbeiten bevorzugen, wie konstant diese schon sind und
inwiefern sich die Problemlsestile’ mathematisch begabter Kinder von denen der
,.normal“ bzw. unterdurchschnittlich entwickelten Kindern unterscheiden. Diese
Defizite sind angesichts der grolen Bedeutung von Problemlésekompetenzen fiir
produktives mathematisches Tun sowohl fiir die Férderung mathematisch begabter
Grundschulkinder als auch fiir die Breitenforderung von erheblicher Relevanz.

Auch aufgrund des angesprochenen wissenschaftlichen Desiderats sind Lehrer in
der Schulpraxis hdufig unsicher bzgl. des Einsatzes von Problemaufgaben wie auch
einer individuellen Férderung mathematisch begabter Kinder. Das bedingt wieder-
um, dass viele diesbeziigliche Potenziale im Grundschulalter, in einer Entwick-
lungsphase, in der generell entscheidende Weichen fiir das gesamte Lernen und fiir
die Personlichkeitsentwicklung als Ganzes gestellt werden, und in der Kinder be-
kanntlich eine besonders hohe Lernfahigkeit entwickeln, weitestgehend ungenutzt
bleiben.

2 Hauptziele und forschungsmethodische Anlage der
Untersuchungen

Ausgehend von der gekennzeichneten Problemsituation bestanden die Hauptziele

meiner Untersuchungen

e im begriindeten Bestimmen verschiedener Problemldsestile von Dritt- und
Viertklésslern mit einer potenziellen mathematischen Begabung,

e in der Analyse der Stabilitdt bzw. Instabilitit der Problemlosestile mathema-
tisch begabter Dritt- und Viertklédssler im Verlaufe zweier Grundschuljahre,

e in der Entwicklung eines praktikabel einsetzbaren Analyserasters zur Ermitt-
lung der Problemldsestile mathematisch begabter Grundschiiler sowie

e in der Zusammenstellung von Orientierungshilfen fiir Lehrer beim Erkennen
und Fordern mathematisch begabter Grundschulkinder.

Die Begriffe ,,Problemlosestil“ und ,,Vorgehensweise beim Problemlésen® werden in
diesem Beitrag synonym verwendet.
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Entsprechend der Zielstellung der Arbeit dienten die Untersuchungen in erster Li-
nie der Erkundung und Identifizierung spezifischer Problemldsestile von Dritt- und
Viertkldsslern mit einer potenziellen mathematischen Begabung. Daher war der
Charakter der Arbeit eine Erkundungsuntersuchung. Hiervon ausgehend war das
Untersuchungsdesign dadurch gekennzeichnet, dass in einem schrittweisen Prozess
wechselseitiger Beeinflussung von theoretisch-analytischen und theoretisch-kons-
truktiven Untersuchungen zu Problemldsestilen mathematisch begabter Kinder, in
Verbindung mit empirischen Untersuchungen, begriindete Positionen zu den
Hauptzielen der Arbeit gewonnen wurden. Die Untersuchungen hatten (vor allem
aufgrund des beschrankten Umfangs der empirischen Untersuchungen) einen ex-
plorativen und hypothesengenerierenden Charakter. Sie dienten also dazu, Hypo-
thesen zu gewinnen und zu prézisieren.

Wichtige theoretische Ausgangspositionen der Untersuchungen waren die bereits
angesprochenen Trends in der internationalen wie nationalen Begabungsforschung
(vgl. Abschnitt 1) und die hiermit verbundene hohe Komplexitit und Interdiszipli-
naritdt mathematischer Begabungen.

Aus der Akzeptanz der Komplexitit einer mathematischen Begabung ergab sich
konsequenterweise auch eine Komplexitit bei der Diagnostik begabter Kinder (vgl.
auch Torrance 1982, S. 56). Um dieser Vielschichtigkeit geniigen zu kdnnen und
um nicht den Unzulédnglichkeiten eines einzelnen Identifizierungsverfahrens ausge-
liefert zu sein, erschien eine Synthese mehrerer verschiedener formeller und infor-
meller Verfahren sinnvoll. Demgemél erfolgte das Erfassen von Vorgehensweisen
mathematisch potenziell begabter Dritt- und Viertkldssler beim Problemldsen so-
wohl mit qualitativen als auch mit quantitativen Untersuchungsmethoden.*

Hiervon ausgehend war die Untersuchungsstrategie dadurch gekennzeichnet, dass
auf der Basis einer Literaturanalyse zu Hauptauffassungen zum Begabungsbegriff,
zur Begabungsentwicklung im Grundschulalter und zu theoretischen Ansédtzen zum
Problemlésen ein erstes hypothetisches Modell zu spezifischen Vorgehensweisen
von Dritt- und Viertkldsslern mit einer mathematischen Begabung beim Problem-
losen konstruiert wurde. Dieses Modell sollte auch emotionale Aspekte und Per-
sonlichkeitsqualititen mit einbeziehen und damit iiber eine Klassifizierung nach
heuristischen Strategien hinausgehen — gleichwohl diese aber mit einschliefen.

Da mit qualitativen Methoden eine Kategorienbildung erst anhand von komplexen Ein-
zelfallstudien vorgenommen werden kann, gewéhrleisten sie eine grundsétzliche Offen-
heit fiir neue und nicht unbedingt erwartete Kategorien. Bei quantitativen Methoden
hingegen wird mit einem vorgefertigten Kategoriensystem versucht, Realitdt zu be-
schreiben oder Hypothesen iiber die Realitdt zu belegen bzw. zu verwerfen. Dabei wer-
den die zu untersuchenden Aspekte quantifiziert und es werden Koinzidenzen zwischen
verschiedenen Merkmalsauspragungen gesucht.
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Das theoretische Modell wurde anschlieBend durch empirische Untersuchungsme-
thoden verifiziert, ggf. korrigiert und ergénzt. Sie umfassten insgesamt:

o komplexe Einzelfallstudien (qualitative Untersuchungen) sowie

e den Einsatz von Indikatoraufgaben und die statistische Auswertung der Ergeb-
nisse mithilfe eines entwickelten Analyserasters (quantitative Untersuchungen).

Mit zehn Einzelfallstudien® (von denen in der Dissertation fiinf vorgestellt wurden;
vgl. Fuchs 2006) sollten exemplarisch verschiedene Problemlgsestile mathematisch
potenziell begabter Dritt- und Viertkldssler analysiert und die jeweiligen Kinder
einem bestimmten Problemldsetyp zugeordnet werden. Zugleich sollte an den Ein-
zelféllen die Stabilitdt bzw. Instabilitdt von Vorgehensweisen im Verlaufe eines
oder zweier Grundschuljahre untersucht werden. Die Einzelfallstudien umfassten

¢ videodokumentierte Interpretationen von Vorgehensweisen beim Problemldsen,

e weitere prozessorientierte Beobachtungen beim Problemldsen im Zusammen-
hang mit der Auswertung der Analyseraster und der Eigenproduktionen sowie

e halbstandardisierte Leitfadeninterviews mit den Probanden, mit ihren Eltern
und mit ihren Mathematiklehrern bzw. Klassenlehrern.

Die quantitativen empirischen Untersuchungen zu insgesamt 62 Probanden dienten
flankierend sowohl dem begriindeten Bestimmen verschiedener Problemlosestile
mathematisch potenziell begabter Grundschiiler (einschlieflich der Analyse von
Einflussfaktoren zu Vorgehensweisen beim Problemldsen) als auch dem Feststel-
len ihrer Stabilitdt bzw. Instabilitdt im Verlaufe eines oder zweier Grundschuljahre.
Dartiiber hinaus sollte mit dem hierzu zu entwickelnden Analyseprotokoll ein prak-
tikabel einsetzbares Diagnoseinstrument geschaffen werden.

Fiir die qualitativen wie auch die quantitativen empirischen Untersuchungen wur-
den 15 Indikatoraufgaben zusammengestellt, die

e cine angemessene Problemhaltigkeit besitzen,

e cine relativ leichte Verstiandlichkeit aufweisen,

Der Einsatz von Einzelfallstudien empfiehlt sich vor allem immer dann, wenn der zu un-
tersuchende Gegenstand bisher kaum erforscht wurde, was fiir die vorliegende Untersu-
chung gilt. Somit kann der Gefahr begegnet werden, durch eine vorschnelle Abstraktion
und Verallgemeinerung von statistisch erfassten Daten wesentliche Aspekte des Prob-
lemfeldes zu unterdriicken (vgl. Becker 1983, S. 7). Ein weiterer Vorzug komplexer Er-
kundungen bzw. Analysen innerhalb von Einzelfallstudien zu einem Probanden besteht
darin, dass an einem konkreten Einzelfall umfassender und griindlicher als z. B. mit sta-
tistisch ausgewerteten Tests spezifische Merkmale, Merkmalsauspridgungen oder Korre-
lationen zwischen Merkmalen erkannt und analysiert werden kénnen.
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e verschiedene Prisentationsformen und Inhaltsbereiche der Mathematik beriick-
sichtigen,

e verschiedene Vorgehensweisen beim Bearbeiten ermoglichen,

e cinen Zeitrahmen von 10 bis 30 Minuten fiir das Finden und Angeben der L6-
sung(en) umfassen sollten.

Die Indikatoraufgaben (vgl. Fuchs 2006, S. 121ff) wurden hinsichtlich der genann-
ten Kriterien in verschiedenen Schiilergruppen erprobt und innerhalb der Fallstu-
dien sowie in einer Quer- und in einer Langsschnittstudie eingesetzt.

Die Querschnittstudie zielte auf das Erfassen der Entwicklungsniveaus mehrerer
Probanden bzgl. bestimmter Merkmale zum gleichen Zeitpunkt. Hierzu wurden
drei Indikatoraufgaben (Wiirfeltrick, Perlenschnuraufgabe, Teufelsaufgabe, s. un-
ten) bei 62 mathematisch potenziell begabten Dritt- und Viertkldsslern des Braun-
schweiger Projektes ,,Mathematische Lernwerkstatt fiir Kinder* eingesetzt. Diese
Kinder wurden durch ihre Lehrer auf der Grundlage des spezifischen Merkmals-
systems fiir die Erfassung von Dritt- und Viertkldsslern mit einer potenziellen ma-
thematischen Begabung (vgl. Képnick 1998, S. 119) nominiert. Innerhalb des Pro-
jektes wurden zudem ein spezieller Eignungstest sowie Indikatoraufgaben zum Er-
fassen von Dritt- und Viertkldsslern mit einer potenziellen mathematischen Bega-
bung (ebenda, S.144 ff.) und ein Intelligenztest® angewendet, um das Vorhanden-
sein einer potenziellen mathematischen Begabung nachzuweisen.

Wie in der aktuellen entwicklungs- und lernpsychologischen Forschung weit ver-
breitet, wurden in dieser Untersuchung langs- und querschnittliche Betrachtungs-
weisen kombiniert. Demgemil wurden innerhalb der Ldngsschnittstudie alle 15
Indikatoraufgaben in regelmifBigen Abstidnden iiber den Zeitraum von bis zu zwei
Jahren hinweg eingesetzt und ausgewertet, um insbesondere die Stabilitit der Vor-
gehensweisen beim Problemldsen zu erfassen. Die Basis hierfiir bildeten sieben
Kinder des Braunschweiger Projektes (vgl. hierzu Fuchs 2006, S. 108-119), die
vom Beginn des dritten bis zum Ende der vierten Klassenstufe beobachtet wurden.

Die Entwicklung des statistisch auswertbaren Analyseprotokolls war durch nach-
folgende Phasen gekennzeichnet.

Hierbei handelt es sich um den Intelligenztest CFT 20, einen Grundintelligenztest Skala
2, der von Cattel 1972 auf der Grundlage eines hierarchischen Faktorenmodells der In-
telligenz entwickelt und von Képnick im dritten bzw. vierten Schuljahr innerhalb des
Forderprojektes in Form eines Gruppentests durchgefiihrt wurde.
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. Phase:

Zusammenstellen theoretisch begriindeter Merkmale zur Charakterisierung von
Vorgehensweisen beim Problemldsen und ihre Operationalisierung als qualita-
tive Merkmale,

Anlegen einer Ordinalskala bzgl. aller Merkmale, wobei die Merkmale als dis-
kret definiert wurden

2. Phase:

3

Erprobung und Prézisierung bzw. Verifizierung des Analyserasters,

Priifen einer prinzipiellen Objektivitit und Validitdt des Rasters als Diagnose-
instrument,

Erarbeitung von konkreten Empfehlungen zum Einsatz des Analyseprotokolls

. Phase:

Einsatz des erprobten Analyserasters innerhalb der empirischen Untersuchungen
4. Phase:

statistische Auswertung des Datenmaterials,

exemplarisches Bestimmen verschiedener Vorgehensweisen aufgrund der Ana-
lyse konkreter Haufigkeitsverteilungen und mithilfe der Erstellung von Kreuz-
tabellen,’

Endkorrektur des entwickelten Analyserasters.

Als besondere Stiarken der ausgewihlten Erhebungsmethoden lassen sich nennen:

das Vermeiden kinstlicher Laborsituationen,
ein komplexes Erfassen von Beziehungen zwischen Proband und Umwelt,
ein vertieftes Erfassen von Spezifika eines Individuums sowie

die Wahrung der ganzheitlichen Sichtweise und der Komplexitidt des Bega-
bungsthemas.

Das Schema in Abbildung 1 verdeutlicht das beschriebene Untersuchungsdesign
und kennzeichnet grob die verschiedenen Untersuchungsetappen.

7

Die statistische Auswertung erfolgte mit SPSS.
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Literaturanalysen zu theoretischen Grundlagen des Forschungsgegenstandes

Aspekte des Begabungsbegriffes und seiner Komplexitat

— vorhandene Theorieansitze zur Kennzeichnung der Spezifik mathematischer Begabung und
zum Erfassen einer potenziellen mathematischen Begabung bei Kindern im Grundschulalter

— Aspekte des Problemldsens und des Problemldseprozesses
— Bedeutung des Problemldsens fiir mathematisch begabte Grundschulkinder

A 4

Konstruktion eines hypothetischen Modells zu verschiedenen Problemlésestilen
von Dritt- und Viertklésslern mit einer potenziellen mathematischen Begabung

A 4

Empirische Uberpriifung und vertiefende Erkundung
(insbesondere unter Nutzung des Braunschweiger Forderprojektes)

- .

Quantitative empirische
Untersuchungen

Qualitative empirische
Untersuchungen

fiinf komplexe Einzelfallstudien zur exem-

plarischen Analyse verschiedener Problem-

16sestile, dabei Einsatz von

— videodokumentierten Interpretationen von
Vorgehensweisen beim Problemlosen
(Einsatz von Indikatoraufgaben)

— prozessorientierten Beobachtungen beim
Problemlosen (Einsatz von Indikatorauf-
gaben)

— halbstandardisierten Leitfadeninterviews
mit den Probanden, mit den Eltern und
mit den Mathematiklehrern

— Entwicklung und Einsatz eines statistisch
auswertbaren Analyseprotokolls

— Einsatz von drei Indikatoraufgaben bei 62
Kindern innerhalb einer Querschnittstudie

— Einsatz von 15 Indikatoraufgaben bei sie-
ben Kindern innerhalb einer Langsschnitt-
studie

A

Auswertung der empirischen Untersuchungsergebnisse

-

wickelten Analyserasters

Zusammenfassende Interpretation der Ergebnisse

— begriindete Positionen zu spezifischen Vorgehensweisen von Dritt- und Viertkldsslern mit einer
potenziellen mathematischen Begabung beim Problemlosen

— Verifizieren bzw. Ergénzen, Korrigieren und Prazisieren des aufgestellten Modells und des ent-

— Beantwortung der anfangs gestellten wissenschaftlichen Fragen

Abbildung 1: Uberblick iiber das forschungsmethodische Vorgehen
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3 Theoretische Positionierung

3.1 Zum Begabungsbegriff
,,Die grofiten Talente liegen oft im Verborgenen.* (Plautus, 250-184 v. Ch.)

Derzeit gibt es eine kaum zu iiberschauende Fiille verschiedener Theorieansétze
zum Begabungsbegriff, von denen sich bisher aber keine als eindeutig liberlegen
erwies. Der sehr komplexe interdisziplindre Charakter von Begabungen wird zu-
dem durch neuere wissenschaftliche Forschungsansitze zur Einbeziehung co-
kognitiver Fahigkeiten, durch die an Bedeutung gewinnenden emotionalen Aspekte
der Intelligenzforschung sowie durch neuere kognitionspsychologische Ansétze
und biologische Erkldrungsversuche zu Begabungsphédnomenen immer vielschich-
tiger. Die Erweiterung des Begabungsbegriffes erforderte somit, sich zunéchst ei-
nen Uberblick iiber bisher bekannte Forschungsergebnisse aus verschiedenen Dis-
ziplinen zu verschaffen und eigene theoretische Positionen zu bestimmen.

In traditionellen Theorieansédtzen wird Begabung als eine hohe bereichsunspezifi-
sche allgemeine Intelligenz aufgefasst (vgl. hierzu z. B. Spearman 1904, Guilford
1965, Rost 2000). Intelligenzforscher entwickelten hierarchisch aufgebaute Fakto-
rentheorien, in denen die Struktur der menschlichen Intelligenz als ein zusammen-
hiangendes System von einem oder mehreren Generalfaktoren sowie einer be-
stimmten Anzahl spezieller Faktoren auffasst wird. Dies fiihrt zu einem Vermi-
schen mathematischer Fahigkeiten mit anderen allgemeinen intellektuellen Féhig-
keiten.

Gardners multiples Intelligenzmodell (1994) stellt eine Alternative zu Auffassun-
gen von einer bereichsunspezifischen Begabung dar. Er unterscheidet sieben bzw.
neun bereichsspezifische Intelligenzen, wovon eine spezielle die ,,logisch-mathe-
matische Intelligenz* ist, die er allerdings nur sehr grob charakterisiert und die nur
z. T. den Besonderheiten mathematischen Tétigseins (vgl. u.a. Képnick 1998,
S.53-65) entspricht.

Eine Erweiterung der traditionellen bereichsunspezifischen Theorieansitze und
somit eine weitere Alternative dazu sind Auffassungen von Begabungen als Inter-
aktionsprodukt verschiedener Komponenten. Danach wird Begabung zumeist als
ein Potenzial fiir eine mit groBer Wahrscheinlichkeit zu einem spéteren Zeitpunkt
erreichte allgemein-geistige oder auf einem bestimmten Tatigkeitsbereich bezoge-
ne tiberdurchschnittliche Leistungsfahigkeit verstanden. Fiir die Entfaltung einer
solchen Begabung sind z. B. nach dem Mehrfaktorenmodell von Moénks (1992) ne-
ben einer hohen Intelligenz ebenso Kreativitdt und Aufgabenzuwendung erforder-
lich, welche in einer wechselseitigen Interaktion zueinander stehen und von einem
glinstigen Zusammenspiel von Anlagefaktoren und Umwelteinfliissen determiniert
werden. Produktives mathematisches Tatigsein wird durch Fantasie, Einfallsreich-
tum und Originalitit bestimmt, deshalb erscheint die Erweiterung des Begabungs-
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begriffes um den Aspekt der Kreativitit bedeutungsvoll fiir die Kennzeichnung von
Besonderheiten mathematischer Begabung. Auch die Erweiterung des Begabungs-
begriffs um die Personlichkeitsmerkmale ,,Aufgabenzuwendung, Motivation“ bzw.
um allgemeine begabungsstiitzende Personlichkeitseigenschaften erscheint sinn-
voll, weil vielfach Zusammenhinge zwischen der Entwicklung bzw. der individu-
ellen Ausprdgung mathematischer Féhigkeiten und bestimmten allgemeinen Per-
sonlichkeitseigenschaften nachgewiesen wurden (u. a. Betts 1999, Renzulli 2003).
Im differenzierten Begabungs- und Talentmodell von Gagné (2000) wird zudem
der dynamische Entwicklungsprozess von einer z. T. angeborenen weit iiberdurch-
schnittlichen Kompetenz (Begabung) hin zu einer, durch intrapersonale und um-
weltbedingte Katalysatoren beeinflussten, weit {iberdurchschnittlichen Performanz
(Talent), besonders deutlich.

Eine dritte Alternative zu traditionellen Theorieansétzen einer Begabung stellen
kognitionspsychologische Ansétze dar. Verschiedenen Kognitionspsychologen ge-
lang es mittels Prozessanalysen spezielle Merkmalssysteme fiir mathematische Be-
gabungen zu entwickeln, von denen Krutetzkis Modell zur Struktur mathemati-
scher Fahigkeiten (vgl. Krutetzki 1976) hervorzuheben ist. Dieses Modell basiert
auf der bisher griindlichsten Untersuchung zu mathematischen Fahigkeiten und
Krutetzkis Ergebnisse konnten in einer Reihe nachfolgender Untersuchungen (wie
z. B. von KieBwetter 1984) prinzipiell bestdtigt werden. Auflerdem sind kogniti-
onspsychologische Untersuchungen zu individuellen Strategien beim Problemldsen
fiir die Kennzeichnung mathematischer Begabung bedeutungsvoll. Kognitionspsy-
chologen sind sich prinzipiell dariiber einig, dass es gro3e individuelle Unterschie-
de im Anwenden solcher Strategien gibt. Wie sich solche Strategien individuell
herausbilden und entwickeln und welche ,,Typen“ von Strategien in verschiedenen
Tatigkeitsbereichen klassifiziert werden konnen, ist noch relativ unklar.

Um diverse Begabungsphédnomene erfassen und individuelle Besonderheiten ma-
thematisch begabter Schiiler besser verstehen zu konnen, sind dariiber hinaus so-
ziologische Aspekte, wie die soziale Reife, spezielle Tatigkeitsprofile und Selbst-
konzepte von Kindern, sowie Erklarungsansitze zu besonderen Funktionszuwei-
sungen im menschlichen Gehirn und zu geschlechtsspezifischen Unterschieden zu
beachten. Diesbeziiglich kann man speziell von der Hirnforschung in den néchsten
Jahren einen erheblichen Erkenntniszuwachs erwarten, der auch unser Wissen iiber
mathematische Begabung bereichern sollte (vgl. Képnick 1998, S. 95).

Die hier skizzenhaft dargestellte Analyse bestehender Theorieansédtze zum Bega-
bungsbegriff bekriftigte meine diesbeziiglichen theoretischen Ausgangspositionen.
Infolge der Weiterentwicklung verschiedener Theorieansitze zu Begabungsmodel-
len und einer hiermit eingehenden stetigen Auseinandersetzung mit eigenen Positi-
onen wurde in einer gemeinsamen Diskussion mit Képnick auch sein bisheriges
Merkmalssystem (vgl. Képnick 1998) iiberarbeitet. Forschungsmethodologische
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Basis hierfiir war die klassische Variante der Modellbildung aus den quantifizie-
renden Sozialwissenschaften, wonach Modellbildung als Ausgangspunkt bekannte
theoretische Wissensbestdnde und empirische Ergebnisse beriicksichtigt, hiervon
ausgehend Hypothesen ableitet und diese in operationalisierter Form an empiri-
schen Zusammenhéngen tiberpriift (vgl. Flick u. a. 1995, S. 150f.).

Inhaltliche Hauptaspekte der gemeinsamen Weiterentwicklung waren:

e eine stirkere Beriicksichtigung des Ansatzes von Gagné (2000), der in Uberein-
stimmung mit unseren Uberzeugungen in seinem Modell den generellen Pro-
zesscharakter von Begabungsentwicklung betont,

e cine Einrahmung unseres Modells durch fordernde und typpragende intraperso-
nale und interpersonale Katalysatoren, die in Modellen von Renzulli (1993,
2003), Monks (1992) oder in Untersuchungen von Betts & Kercher (1999),
Winner (1998) u. a. deutlich herausgestellt wurden,

e cine groflere Beachtung der individuellen Entwicklung eines mathematisch be-
gabten Kindes, die sich als eine Konsequenz aus unseren empirischen Studien,
aus Fallstudien von Nolte (2004), Bardy, Hrzan, Mede (1999), Peter-Koop &
Sorger (2002), Ertel & Fritzlar (2004) und aus Studien von Winner (1998),
Gardner (1994) u. a. ergab,

e neuere Erkenntnisse der Hirnforschung (vgl. z. B. Roth 2001, Winner 1998)
und der Neuropsychologie (vgl. z. B. Dehaene 1999) zu vorgeburtlichen bzw.
zu angeborenen physischen, psychischen und kognitiven Potenzialen und deren
Bedeutung fiir die gesamte individuelle Entwicklung eines Menschen,

e jiingere mathematikdidaktische Untersuchungsergebnisse zur Entwicklung ma-
thematischer Kompetenzen im Kindergartenalter (vgl. z.B. Hasemann 2004,
Caluori 2003) sowie

o Erkenntnisse der emotionalen Intelligenzforschung (vgl. z. B. Goleman 1999,
2000) und der Hirnforschung (vgl. z. B. Roth 2001) zur Bedeutung von Intuiti-
on, von Unbewusstem sowie von Emotionen beim Problemldsen.

Entsprechend dem Modell verstehen wir unter einer mathematischen Begabung im
Grundschulalter im Kern ein sich dynamisch entwickelndes und individuell ge-
prdgtes Potenzial. Dieses Potenzial weist bzgl. der von uns fiir wesentlich erachte-
ten mathematikspezifischen Begabungsmerkmale und der sich hiermit in wechsel-
seitigen Zusammenhdngen entwickelnden begabungsstiitzenden bereichsspezifi-
schen Personlichkeitseigenschaften ein weit iiber dem Durchschnitt liegendes Ni-
veau auf. Das Begabungspotenzial ist einerseits z. T. angeboren bzw. erblich be-
dingt und andererseits das Ergebnis von giinstigen intrapersonalen und interperso-
nalen Katalysatoren. Durch ein giinstiges ,,Zusammenspiel* aller fordernden Kata-
lysatoren kann sich eine sehr hohe mathematische Kompetenz zu einer weit iiber-
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durchschnittlichen mathematischen Performanz (Leistungsfahigkeit) weiterentwi-
ckeln.

Einige wesentliche Erlduterungen des Modells:

Die im Kern aufgelisteten mathematikspezifischen Begabungsmerkmale hat
Kaépnick im Ergebnis seiner Habilitationsarbeit (vgl. Képnick 1998) zusammen-
gestellt. Nachfolgende Untersuchungen von Peter-Koop (2002), Fuchs (2006)
u. a. bestatigen bisher prinzipiell diese Merkmalsmodellierung.

Analoges gilt fiir die begabungsstiitzenden Persénlichkeitseigenschafien. Hier-
bei ist herauszustellen, dass diese individuell unterschiedlich ausgeprigten Ei-
genschaften ebenfalls bereichsspezifisch sind, d. h. sich vor allem auf mathe-
matische Aktivitdten beziehen.

Neuere Ergebnisse der Neuropsychologie und der Kognitionspsychologie be-
stitigen nachhaltig — in Ubereinstimmung mit unseren bisherigen Fallstudien —
die Hervorhebung mathematischer Sensibilitdt und mathematischer Fantasie als
wesentliche bereichsspezifische Merkmale mathematisch begabter Grundschul-
kinder. Eine ausgepréigte mathematische Sensibilitit zeigt sich bei begabten
Grundschulkindern (im Unterschied zu weniger begabten Kindern) vor allem

— in ihrer groBen Faszination und in ihrem ausgeprdgten Gefiihl fiir Zahlen,
Zahl- und Rechenbeziehungen sowie fiir geometrische Muster,

— in intuitiven Phasen beim Problemldsen, die dem spontanen, offenen, teils
sprunghaften, an intensiven Empfindungen und vielféltigen Bildwelten ge-
bundenen Denken dieser Kinder entspricht.

Mathematische Fantasie als den fir uns wichtigsten Hauptaspekt kindlicher
Kreativitit entwickeln begabte Grundschulkinder immer wieder eindrucksvoll,
wenn sie spielerisch, offen und ungehemmt mit mathematischen Inhalten um-
gehen.

Die hier vorgenommene Unterscheidung von Kompetenz und Performanz ent-
spricht dem von Stern entwickelten Kompetenzbegriff (vgl. Stern, 1998). Hier-
mit wird der in der Praxis immer wieder auftretenden Diskrepanz zwischen ho-
her Leistungspotenz und vergleichsweise geringerer ,,abrufbarer” Leistungsfa-
higkeit bei Tests u. A. Rechnung getragen.

Eine mathematische Begabung im Grundschulalter kann u. E. nur angendhert
als besondere mathematische Leistungsfahigkeit durch spezielle Indikatorauf-
gaben oder/und durch komplexe prozessbegleitende Fallstudien diagnostiziert
werden.
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Abbildung 2: Modell mathematischer Begabungsentwicklung im Grundschulalter

nach Kédpnick & Fuchs (aus: Fuchs 2006, S. 67)
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o Die Beriicksichtigung des geburtlich bzw. genetisch bedingten Begabungspo-
tenzials als wesentliche Komponente unseres Begabungsmodells basiert auf
jingeren Ergebnissen der Hirnforschung bzw. der Neuropsychologie, nach de-
nen vieles dafiir spricht, dass Begabungen generell eine ,,starke genetische,
hirnorganische Komponente™ haben (vgl. Winner 1998, S. 146). Roth stellt zu-
dem heraus, dass bzgl. der fiir unsere ganzheitliche Sicht wichtigen Personlich-
keitspragung ,.knapp die Halfte* der Charakterziige eines Menschen ,,genetisch
oder bereits vorgeburtlich bedingt™ sind (vgl. Roth 2001, S. 452). Er stellt au-
Berdem die groBe Bedeutung der ersten Lebensjahre heraus, indem er ein-
schitzt, dass ,,durch pragungsartige Vorgénge kurz nach der Geburt bzw. in den
ersten 3 bis 5 Jahren* wesentliche Personlichkeitsmerkmale bestimmt werden
(vgl. ebenda).

e Viele Fallstudien aus der Begabungsforschung belegen, dass sowohl intraper-
sonale als auch interpersonale bzw. Umweltkatalysatoren die Begabungsent-
wicklung eines Kindes maligeblich beeinflussen (u.a. Renzulli 2003, Képnick
(1998). Einleuchtend und hinlidnglich bekannt ist, dass allgemeine kognitive
Fahigkeiten, wie Sprach- und Denkkompetenzen, und personlichkeitspragende
Eigenschaften, wie Temperament oder das jeweilige Selbstkonzept eines Kin-
des, auch das mathematische Begabungsprofil mitbestimmen. In neueren Un-
tersuchungen der Hirnforschung werden aber ebenso physische Besonderheiten
im Zusammenhang mit Auffilligkeiten mathematischer Frithbegabung disku-
tiert. Wenn auch diesbeziigliche Verallgemeinerungen (derzeit) wissenschaft-
lich nicht haltbar sind, kdnnen solche Zusammenhénge doch unbestritten wich-
tige Indizien beim Diagnostizieren einer speziellen Auspridgung mathemati-
scher Frithbegabung sein.

e In Ubereinstimmung mit Gagné (2000), Gardner (1994), Winner (1998) u. a.
halten wir fordernde interpersonale bzw. Umweltkatalysatoren, wie z. B. eine
anregende Erziehung im Elternhaus, das tégliche Erleben einer faszinierenden
technischen Konstruktion oder die Moglichkeit der frithen Teilnahme an spe-
ziellen Forderprogrammen, fiir wichtige und notwendige, aber nicht hinrei-
chende Bedingungen fiir die Herausbildung einer mathematischen Begabung.
Nicht selten sind es eher zufillige, aber fiir ein begabtes Kind faszinierende Er-
lebnisse, die seine Begabung sprunghaft fordern oder ,,sie im Keim ersticken‘
(Winner 1998, S. 191) kdénnen.

Anzumerken ist schlielich, dass natiirlich auch diese konstruktive Modellbildung
nur eine (vorldufige) Vereinfachung der realen Komplexitét darstellt und dass im
theoretischen Konstrukt u. E. (nur) wesentliche Aspekte und Zusammenhénge ma-
thematischer Begabungsentwicklung im Grundschulalter hervorgehoben werden.
Das Modell hat somit eine Strukturierungs- und Orientierungsfunktion fiir die Ein-
ordnung von inhaltlichen Aspekten und Zusammenhingen zum Themenkomplex.
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3.2 Zum Problemlosen

Problemldseprozesse sind durch vielfiltige Wechselbeziehungen zwischen Prob-
lemaufgabe und Problemldser gekennzeichnet. Demgemail gibt es verschiedenarti-
ge theoretische Modellierungen und Klassifizierungen, die sich auf die Art und die
Qualitét dieser Wechselbeziehungen beziehen. Auf der Basis gemeinsamer Diskus-
sionen mit Képnick zu diesem Themenkomplex konnen grob folgende Modellie-
rungen von Problemldseprozessen® unterschieden werden (Abb. 3):

Unterscheidung von Unterscheidung von Unterscheidung bzgl. des Nut-
Prozessstufen Niveaustufen zens heuristischer Strategien

(prozessorientierte (qualitiitsorientierte (methodenorientierte
Modellierung) Modellierung) Modellierun

i\ Y /v
Problemldsen als komplexer Prozess
(Wechselbeziehungen zwischen Problemaufgabe und Problemldser)

— ™~

Unterscheidung nach Unterscheidung von Vorgehensweisen
Problemldsetheorien

(typenorientierte, die gesamte Person-
(theorieorientierte Modellierung) lichkeit beachtende Modellierung)

Abbildung 3: Modellierungen zum ,,Problemldsen als komplexer Prozess*
(nach Fuchs 2006, S. 73)

Prozessorientierte Modellierung: Unterscheidung von Prozessstufen

Produktive Problemldseprozesse zu analysieren, zu beschreiben und zu erkliren
sowie Denkakte als Phasen verlaufsméBig darzustellen, ist Anliegen verschiedener
deskriptiver psychologischer Forschungsansitze. Das ,,Abbilden von Phasenver-
laufen ist je nach wissenschaftstheoretischem Standpunkt verschieden.

Als eine traditionelle ,stoffdidaktisch® orientierte Unterscheidung von Phasen
beim Problemldsen kann z. B. das einschlidgig bekannte Stufenmodell von Lomp-
scher (1988) genannt werden:

Diese abstrakt-analytische Strukturierung von Ansdtzen zum (mathematischen) Prob-
lemldsen aus interdisziplindrer komplexer Sichtweise stellt ebenso wie die zuvor weiter
entwickelte Modellierung mathematischer Begabungsentwicklung im Grundschulalter
einen eigenstdndigen theoretischen Erkenntnisgewinn der Arbeit dar.
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Bewusstwerden der Problemsituation,
Problemanalyse und Bestimmung einer Problemfrage,
Hypothesenbildung und Suche eines Losungsweges,
Finden einer oder mehrerer Losungen,

Kontrolle und Bewertung der Losung(en) (vgl. Lompscher 1988, S.129).

Ein ,lineares Abarbeiten* dieser Stufen beim Problemldsen beriicksichtigt m. E.
aber nicht die mehrfach angesprochene ganzheitliche Sicht auf das Konstrukt ,,Be-
gabung® und den im ,,Modell mathematischer Begabungsentwicklung im Grund-
schulalter” betonten Einfluss intrapersonaler und interpersonaler Katalysatoren.

Alternativ zu Lompscher entwickelte Goleman auf der Basis von Ergebnissen der
Erforschung der emotionalen Intelligenz folgendes Phasenmodell:

1.

Vorbereitung: Hierzu gehort das Vertiefen in ein Problem, das Sammeln und
Analysieren von Informationen, eine Offenheit im Denken, wie z. B. Sammeln
moglichst unterschiedlicher Daten, das Einnehmen verschiedener Sichtweisen
oder das Entwickeln ungewdhnlicher Verkniipfungen, weiterhin eine Selbst-
zensur (,,Die anderen werden denken, dass du verriickt bist.*, ,,Das ist viel zu
einfach.”), aber ebenso Frustration, qualvolle Kleinarbeit, Verzweiflung.

Inkubationsphase: Die Phase umfasst das ,,Verdauen® aller bisheriger Analysen
und Losungsansitze, wobei viele dieser Vorgénge unbewusst ablaufen und das
Problem nur von Zeit zu Zeit aus der geistigen ,,Ddmmerzone” in das ,helle
Licht der Aufmerksamkeit® gerdt. Dennoch sucht der menschliche Geist fort-
wihrend nach einer Losung. Das Unbewusste bedient sich dabei vielfdltiger
Bildwelten, der Sprache und intensiver Empfindungen. Eine neue Erkenntnis
des Unbewussten dufBert sich dann als eine vage Empfindung (Intuition).

. Zufallsgelenkte Tagtrdume: Bei Entspannungen oder nebensichlichen Aktivité-

ten, wie etwa Spaziergidngen, erwéchst plotzlich eine gute Idee zur Problemlo-
sung.

Eingebung: Vertiefungen von Tagtrdumen konnen zur Eingebung fiihren, zu
dem Augenblick, da sich die Antwort aus dem Nichts einzustellen scheint. Zum
kreativen Akt gehort aber auch, die Erkenntnis ins Handeln zu iiberfiihren, die
Idee in die Wirklichkeit zu transponieren. (vgl. Goleman 1999 b, S. 17 ff.)

Ubereinstimmend wird in den prozessorientierten Modellierungen’ Problemldsen
als Prozess aufgefasst und dieser zugleich in zeitlich aufeinander folgende Phasen
strukturiert (vgl. Fuchs 2006, S. 73-81). Menschliches Denken verlduft jedoch
nicht hauptséchlich in linearer Sequenzierung, sondern die ausgeprégteste Eigen-

9

Weitere Modelle findet man in Fuchs (2006).
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schaft des Denkens beruht auf der Simultanerscheinung. Beim Einsatz solcher Pha-
sen- bzw. Stufenmodelle besteht demzufolge generell die Gefahr, dass stirker das
Nacheinander und zu wenig der Gesamtprozess gesehen wird (vgl. Rasch, 2001).
Dieser Gefahr wird vor allem im Stufenmodell von Goleman durch eine sehr kom-
plexe Sicht auf den Problemléseprozess begegnet. In diesem Modell werden auch
emotionale Aspekte und besondere Personlichkeitsqualititen, wie Kreativitit oder
besondere intuitive Fahigkeiten des Problembearbeiters einbezogen, was sowohl in
Ubereinstimmung mit neueren neuropsychologischen Erkenntnissen zur Bedeutung
des Unbewussten fiir Problemldseprozesse wie auch zur Wertschitzung dieser
Kompetenzen im Begabungsmodell von Képnick & Fuchs (s. oben) steht.

Methodenorientierte Modellierung: Unterscheidung bzgl. des Nutzens heuris-
tischer Strategien

Problemlosestrategien werden auch als Heurismen bezeichnet. Diese Heurismen
konnen als Programme fiir die geistigen Abldufe bezeichnet werden, durch welche
Probleme bestimmter Form evtl. gelost werden kdnnen (vgl. Dérner 1979). Eine
Heuristik wird in kognitionspsychologischer Literatur als Faustregel beschrieben,
die haufig (aber nicht immer) zu einer Losung fiihrt (vgl. Anderson 1989, S. 193).
Heurismen koénnen zu einer Problemldsung eingesetzt werden, ohne eine Losung
zu garantieren. Die Gesamtheit der Problemldseverfahren, iiber die ein Mensch
verfiigt, macht die Problemldsestruktur (heuristische Struktur) aus. Ein heuristi-
sches Vorgehen ist unsystematischer und erfahrungsabhéngiger als das Losungs-
vorgehen nach einem Algorithmus (vgl. Rasch, 2001, S. 50).

Obwohl unterschiedliche Einordnungen von Losungsstrategien in der Literatur
existieren (vgl. Fuchs 2006, S.82-84), begegnet man in der Regel immer wieder
den gleichen Gruppen allgemeiner heuristischer Strategien, wie:

o Mittel-Ziel-Analyse,

e Suchstrategien,

e Strategie des Generierens und Testens von Losungen,

e Strategien zur Begrenzung des Suchbereichs,

e Strategien der Reprisentativitit und Verfiigbarkeit,

o Strategien des Vorwirts- und Riickwirtsplanens (vgl. Rasch, 2001, S. 52).

Solche heuristischen Strategien konnen aus didaktischer und lernpsychologischer
Sicht wichtige Orientierungshilfen beim Problemldsen sein. Sie konnten etwa zum
metakognitiven Wissen von Schiilern gehoren, weil sie spezielle Strategien des
Problemlésens in den Vordergrund riicken. Diese vor allem stoff- und methoden-
orientierten Sichtweisen vernachldssigen aber andererseits emotionale und motiva-
tionale Aspekte des Problembearbeiters, welche gerade beim Problemldsen von
Kindern als wichtig erscheinen. In allen diesen Modellierungen verliert aus meiner
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Sicht die ganzheitliche Sichtweise, die zum einen die jeweilige Individualitdt des
Problemlésers beriicksichtigen und zum anderen auch Ergebnisse der Kreativitéts-
forschung mit einbeziehen sollte, an Bedeutung.

Theorieorientierte Modellierung: Unterscheidung nach Problemlosetheorien

Exemplarisch wurde in der Arbeit (vgl. Fuchs 2006, S.85-87) die theorieorientierte
Modellierung von Edelmann (1996) vorgestellt. Er orientiert sich an verschiedenen
Problemlosetheorien und unterscheidet fiinf Formen des problemlésenden Den-
kens:

e Problemldsen durch Versuch und Irrtum,

e Problemldsen durch Umstrukturieren,

e Problemldsen durch Anwenden von Strategien,

e Problemldsen durch Kreativitit,

e Problemlosen durch Systemdenken (vgl. Edelmann 1996, S. 211).

Die Problemldsetheorien nach Edelmann zeigen verschiedene Zuginge zum Mo-
dellieren des Problemlésens aus verschiedenen Wissenschaftsrichtungen. Zum Bei-
spiel steht der Theorieansatz ,,Problemlosen durch Anwenden von Strategien im
Zusammenhang mit der methodenorientierten Modellierung. Damit besteht
zugleich die Gefahr, teilweiser ,,Uberlappungen* von theoretischen Positionen und
Strukturierungsebenen. M. E. versucht Edelmann aber eine ganzheitlichere und of-
fenere Sichtweise in seiner Klassifikation umzusetzen. Jeder einzelne Ansatz ge-
niigt zwar nicht der Komplexitdt des Problemldsens, aber alle Ansétze als Ganzes
modellieren diese recht gut.

Qualitiitsorientierte Modellierung: Unterscheidung von Niveaustufen

In der deutschsprachigen Mathematikdidaktik haben sich in den letzten Jahren u. a.
Rasch und Steinweg mit diesem Modellierungsaspekt beschéftigt. Rasch (2001)
untersuchte spezifische Losungsstrategien von Grundschulkindern beim Bearbeiten
von anspruchsvollen Textaufgaben (Problemaufgaben). Dabei stellte sie fest, dass
die an der Untersuchung beteiligten Kinder heuristische Strategien auf unterschied-
lichen Niveaustufen nutzten. Rasch definierte diese als ,,Probierstrategien in Ver-
bindung mit der Nutzung mathematischer Zusammenhénge* und identifizierte am
Ende der Klassenstufe 4 fiinf Niveaustufen.

Zur Entwicklung des Zahlenmusterverstdndnisses untersuchte Steinweg (2001)
psychologische Voraussetzungen von Kindern fiir eine aktive Auseinandersetzung
mit Zahlenmustern, die in diesem Kontext als Problemaufgaben angesehen werden
konnen. Sie ging davon aus, dass die Reaktionen eines Kindes bei verschiedenen
Aufgaben auf unterschiedlichen Niveaustufen gegeben werden. Jede erreichte bzw.
gezeigte Stufe wies nicht nur auf bestimmte Fahigkeiten hin, sondern deutete auf
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ein umfassendes kognitives Potenzial und kennzeichnete einen qualitativen Fort-
schritt in der kognitiven Entwicklung eines Kindes, d. h. das Verstidndnis konnte in
gleichzeitig oder nachtraglich vollzogener Reflexion der Handlungen zum Errei-
chen der néchsten Stufe dienen.

Die Unterscheidung von Niveaustufen bei Problemldsungen ist hinsichtlich einer
differenzierten Bewertung von Schiilerleistungen generell sehr wichtig. Auf diese
Weise konnten z. B. diverse Untersuchungsergebnisse von Vergleichsstudien u. U.
relativiert werden, weil oft nicht griindlich erfasst wird, ob und in welcher Qualitit
Kinder die jeweilige mathematische Substanz wirklich ,,durchschaut* haben. Es
kann kritisch eingeschétzt werden, dass Rasch bzgl. der Qualitdt von Problemlo-
sungen keine intuitiven Vorgehensweisen beriicksichtigte, d. h. Unterbewusstsein,
Gefiihl fiir Zahlen und mathematische Sachverhalte sowie divergentes Denken
spielten in ihren Untersuchungen keine Rolle. Der Einfluss von Personlichkeitsei-
genschaften eines Kindes, von emotionalen und motivationalen Aspekten wurde
von ihr ebenso nicht beriicksichtigt, was m. E. keiner ganzheitlichen Sichtweise auf
die Personlichkeit des Kindes entspricht. Anders als bei Rasch beinhalten Stein-
wegs Stufen keine altersbezogene Qualitdtsunterscheidung, sondern sie unterschei-
den sich nach der Tiefe und der Bewusstheit des Verstehens einer Losung. Diese
Stufenfolge erscheint fiir die generelle Niveaueinschdtzung von mathematischer
Begabung als wichtig und bedeutungsvoll, gleichwohl als eine sehr anspruchsvolle
forschungsmethodische Aufgabe und fraglich bleibt bei Steinwegs Modellierung
die relative Geringschétzung intuitiver Problemldsungen.

Bisher gibt es zur qualitétsorientierten Modellierung noch keine weiteren grundle-
genden mathematikdidaktischen Untersuchungen.'® In Bezug auf die Entwicklung
des mathematischen Verstindnisses von Schulanfingern hat jedoch Hasemann an-
hand von Fallbeispielen iiberzeugend die Notwendigkeit einer differenzierteren
Niveaueinschétzung mathematischer Leistungen aufgezeigt (vgl. Hasemann 2003,
S. 31-40) und Bezold entwickelt ein Stufenmodell zu Argumentationskompetenzen
fiir den Mathematikunterricht der Grundschule (Bezold 2009).

Typenorientierte, die gesamte Personlichkeit beachtende Modellierung:
Unterscheidung von Problemlosestilen

Hierzu z&hlt vor allem die noch griindlicher zu untersuchende, vorerst sehr grobe
Kennzeichnung von Ausprdgungstypen fiir Vorgehensweisen mathematisch begab-
ter Grundschulkinder nach Képnick (1998, S. 250-255). Dabei beschrinkt er den
Begriff ,,Vorgehensweise beim Problemldsen™ nicht auf kognitive Fahigkeiten,

" Die Festlegung der drei Anforderungsbereiche der Bildungsstandards konnen m. E.

nicht als die hier gemeinten qualitdtsorientierten Modellierungen angesehen werden, da
sie sich nicht ausschlieBlich bzw. vordergriindig auf das Problemldsen beschrinken.
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sondern beriicksichtigt auch allgemeine Personlichkeitseigenschaften.'' Kipnick
analysierte finf Auspridgungstypen fiir Vorgehensweisen mathematisch begabter
Grundschulkinder, die in der Arbeit (vgl. Fuchs 2006, S. 90-92) néher erldutert
wurden:

e Vorgehensweise: ,,Hartnéckiges Probieren®,

e Vorgehensweise: ,,Abwechselndes Uberlegen und Probieren®,
e Vorgehensweise: ,,Intuitives Vortasten®,

e Vorgehensweise: ,,Systematisches Vorgehen®,

e Vorgehensweise: ,,Wechseln der Reprisentationsebenen, bevorzugtes Arbeiten
auf der enaktiven oder der ikonischen Ebene* (vgl. ebenda).

Die Modellierung des Problemldseprozesses nach vom Problemldser abhéngigen
Vorgehensweisen entspricht einerseits meiner ganzheitlichen Sichtweise und spie-
gelt die Komplexitiat des Begabungsthemas wider, wie sie z. B. im ,,Modell ma-
thematischer Begabungsentwicklung im Grundschulalter aufgezeigt wurde. Eine
solche Darstellung der Wechselbezichung zwischen Problemaufgabe und Problem-
16ser, die ebenso intuitive Aspekte (z. B. Zahlgefiihl, mathematische Sensibilitét
u. a.) wie auch emotionale und motivationale Besonderheiten des jeweiligen Per-
sonlichkeitstyps (Temperaments- und Personlichkeitseigenschaften) sowie kogniti-
ve Fahigkeiten einschlieft, kann m. E. deshalb als eine komplexe prozessorientier-
te, methodenorientierte und zugleich auch qualitdtsorientierte Modellierung des
Problemléseprozesses bei Grundschulkindern angesehen werden. Eine komplexe
Kennzeichnung von Vorgehensweisen beim Problemldsen lésst sich andererseits
nicht einfach strukturieren und sie verlangt vom Beobachter eine sehr hohe Sach-
und Methodenkompetenz sowie eine hohe Konzentration und Sensibilitdt. Diesbe-
zliglich gibt es jedoch bisher noch ein grofles Forschungsdefizit, so dass die vorlie-
genden Untersuchungen zu einer Erhellung beitragen konnen.

" Unter der Vorgehensweise beim Problemlosen verstehe ich in Anlehnung an Képnick

(1998, S. 250) hier die Art und Weise, wie ein Kind ein gegebenes Problem erfasst (In-
formationsaufnahme und Analyse des Problems), das Problem zu 16sen versucht (Ent-
wicklung von Losungsansitzen und -strategien, bevorzugte Handlungsebenen beim
Problemldsen, spezifischer Denk-, Lern- und Arbeitsstil beim Problembearbeiten), die
Losung der Problemaufgabe darstellt und wie es diese kontrolliert. Dabei beschrénke ich
die Vorgehensweise beim Problemldsen nicht auf kognitive Fahigkeiten, sondern be-
riicksichtige auch allgemeine Personlichkeitseigenschaften und emotionale Aspekte des
Problemldsers.
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4 Hauptergebnisse der empirischen Untersuchungen und vor-
laufiges Resiimee

,,Es ist schwieriger, ein Vorurteil zu zerstoren, als ein Atom zu teilen.” (A. Einstein)

Vorweg kann eingeschétzt werden, dass sich die eingesetzten quantitativen und
qualitativen Untersuchungsmethoden fiir die Realisierung als gut geeignet heraus-
stellten. Durch die Synthese der verschiedenen Methoden konnten — wie ange-
nommen — einseitige Sichtweisen und Interpretationen sowie vorschnelle Verall-
gemeinerungen vermieden werden. Der Einsatz des statistisch auswertbaren Ana-
lyseprotokolls verlangte zwar vom jeweiligen Protokollanten eine duf3erst griindli-
che Einweisung in die Begrifflichkeiten und qualitativen Einschitzungen des Ana-
lyserasters, er stiitzte jedoch wirksam die Ergebnisse der Einzelfallstudien und er-
moglichte somit ein relativ komplexes ,,Bild“ vom Untersuchungsgegenstand. In
diesem Zusammenhang erwies sich die organisatorische Rahmenstruktur des
Braunschweiger Forderprojektes als sehr vorteilhaft. Gut bewahrt hat sich auch der
Einsatz von 15 Indikatoraufgaben, wobei lediglich zwei ,,Logikaufgaben® sich auf-
grund der inhaltlichen Struktur als eher weniger geeignet herausstellten.

Im Gesamtergebnis der angewendeten empirischen Untersuchungsmethoden kann
entsprechend den Hauptzielen der Arbeit als erstes eingeschitzt werden, dass die
durchgefiihrten Untersuchungen das konstruierte Modell spezifischer Vorgehens-
weisen mathematisch potenziell begabter Grundschiiler beim Problemldsen (vgl.
Fuchs 2006, S. 105-107) prinzipiell stiitzen und zugleich eine Prézisierung der
Kennzeichnung einzelner Merkmale eines jeden Typs ermoglichen.'

Zusammenfassend kann geschlussfolgert werden, dass

e der Problemldsetyp Abwechselndes Uberlegen und Probieren — Suchen nach
Losungsmustern bei diesen Kindern am haufigsten auftritt,

o vergleichsweise eher seltener vermutlich die Typen Systemhaftes Vorgehen und
Hartndickiges Probieren vorkommen,

o das Intuitive Vortasten bei mathematisch begabten Grundschulkindern offenbar
vielfach eine besondere Rolle spielt, wobei sich das Erfassen intuitiver Prob-
lemlosephasen als besonders schwierig heraus stellte,

Die im Folgenden vorgenommene zusammenfassende Darstellung der empirischen Un-
tersuchungsergebnisse umfasst tendenzielle Auffassungen zu spezifischen Problembear-
beitungsstilen von mathematisch potenziell begabten Dritt- und Viertkldsslern beim
Problemldsen. Die getroffenen Einschédtzungen haben primér explorativen und hypothe-
sengenerierenden Charakter.
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Abbildung 4: Problembearbeitungsstil

nach Losungsmustern (aus: Fuchs, 2006, S. 280)
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e nicht alle Kinder nur einem Problemldsetyp zugeordnet werden konnen, weil
sie verschiedene Vorgehensweisen beim Losen von Problemaufgaben nutzen,
sie bilden somit die Gruppe der Mischtypen,

o der Typ Wechseln der Reprisentationsebenen, bevorzugtes Arbeiten auf der
enaktiven oder der ikonischen Ebene nicht identifiziert werden konnte.

Exemplarisch wird in Abbildung 4 der weitaus hdufigste Problemldsestil Abwech-
selndes Uberlegen und probieren — Suchen nach Losungsmustern differenziert cha-
rakterisiert. (Eine analoge Kennzeichnung der anderen Problemlésestile findet man
in Fuchs 2006, S. 280-282.)

Zweitens unterstiitzen die empirischen Untersuchungen innerhalb der durchgefiihr-
ten Langsschnittstudien die Annahme, dass die bevorzugten Vorgehensweisen ma-
thematisch potenziell begabter Dritt- und Viertkldssler schon relativ konstant sind
und sich innerhalb der Grundschulzeit teilweise sogar tendenziell verfestigen. Um
dies zu verdeutlichen, werden im Folgenden drei Indikatoraufgaben ,,Wiirfeltrick®,
,Perlenschnuraufgabe™ und ,,Teufelsaufgabe® vorgestellt und exemplarisch L&-
sungsbeispiele erldutert. Bei einigen Kindern stellen sich vermutlich auch
,,Ubungseffekte* ein, die im Zusammenhang mit den im Forderprojekt regelmiBig
durchgefiihrten Losungsdiskussionen zu angewendeten Strategien stehen.

Indikatoraufgabe ,,Wiirfeltrick*

Diese Aufgabe wird den Kindern als Trick prasentiert. Die Schiiler werden aufge-
fordert, einen Turm aus drei Spielwiirfeln zu bauen. AnschlieBend behauptet der
Leiter, mit nur einem Blick auf den Turm sagen zu konnen, wie grof3 die Summe
aller sichtbaren Augenzahlen bei diesem Turm ist. Der Trick wird anschlieend
vorgefiihrt. Die konkrete Aufgabe lautet nun:

Erklére den Trick. (Warum weifl man die Gesamtzahl der sichtbaren Augenzahlen?)

Tims Problembearbeitungsstil ist generell durch ein systemhaftes Vorgehen ge-
kennzeichnet (exemplarisch in Abb. 5). Er erkennt sehr schnell wichtige mathema-
tische Strukturen und bildet Superzeichen, hat dabei eine ganzheitliche Sicht auf
das Problemfeld und sucht sachbetont und systematisch nach Ordnungsprinzipien.

Werk &W/E"Wfa“ 72, 4/6 : AUgen
@y reben doNech ol man,
63-T4= 5 7 Tdwe gbere 7,00

,g/f 27 =% e—43 —5%+6~90

6 Warfol,

Abbildung 5: Tims Losung des Wiirfeltricks
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Indikatoraufgabe ,,Perlenschnurproblem*

Lisa fadelt eine Perlenschnur nach dem folgenden Muster auf:

00 00 00 00

Welche Farbe hat die 1000. Perle? Begriinde.

Leon, der Problemaufgaben stets durch abwechselndes Uberlegen und Probieren
16st (vgl. Abb. 4 Typ B), konnte problemlos die Repréisentationsebenen wechseln
und 16ste die Aufgabe auf der formal-symbolischen Ebene mithilfe einer erkannten
Struktur (vgl. Abb. 6).

"0 00 00 00

Welche Farbe hat die 1000, Perle? Begriinde.
Weil 1ede 30 Drd-eine. welyde wnd dan. Borid
W Wﬁi‘o zma,@ iy PM/}L!M ?Iﬂcﬂ

Abb. 6: Leons Losung der Perlenschnuraufgabe

Vincent (vgl. Abb. 4 Typ A) orientiert sich beim Problemlosen haufig an der Art
und Weise der Vorgabe des Ausgangsproblems und entdeckt eher zogernd mathe-
matische Muster (vgl. Abb. 7).

rof

Abbildung 7: Vincents Losung der Perlenschnuraufgabe

Indikatoraufgabe ,, Teufelsaufgabe*

Der Teufel sagte zu einem armen Manne: ,,Wenn du iiber diese Briicke gehst, will ich
dein Geld verdoppeln. Doch jedes Mal, wenn du zuriickkommst, musst du fiir mich 8
Taler ins Wasser werfen.” Als der Mann das dritte Mal zuriickkehrte, hatte er keinen
blanken Taler mehr. Wie viele Taler hatte er am Anfang? Begriinde.

Tim (Systemhaftes Vorgehen) zeigt bereits zu Beginn seiner Problembearbeitun-
gen oft ein ausgeprigtes Gefiihl fiir Zahlen und erahnt mathematische Sachverhal-
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te. Er wusste bei dieser Aufgabe z.B. sofort, dass die Anzahl der Taler zwischen
vier und acht liegen muss (vgl. Abb. 8). Danach iiberpriifte er dies systematisch.

A
- F=G
61-6=1%
TR— = &4
bty =%
-

Abbildung 8: Tims Losung der Teufelsaufgabe

Drittens konnten aufgabenbezogene Faktoren, die die Vorgehensweise beeinflus-
sen bzw. die gelegentlich einen Wechsel bewirken, untersucht werden.

Beim Erforschen des Wiirfeltricks

probierten mehr Kinder hartnéckig als bei den anderen Aufgaben,
erinnerten sich vergleichsweise viele Kinder an dhnliche Aufgaben,

wurde bevorzugt auf der enaktiven Ebene gearbeitet, da die angebotenen
Spielwiirfel genutzt wurden,

waren die Kinder hdufiger in der Lage Gedankengénge umzukehren,

wurde(n) vergleichsweise mehr eigenes Zusatzwissen eingebracht und An-
schlussprobleme gefunden.

AuBerdem regte der Wiirfeltrick mehr als die anderen Aufgaben zur Zusammenar-
beit zwischen den Kindern an.

Bei der Perlenschnuraufgabe

suchten vergleichsweise viele Kinder von Anfang an nach einem bestimmten
Losungsmuster,

gab es einen hoheren Anteil der Kinder, die auf der ikonischen Ebene arbeite-
ten,

waren die Kinder hdufiger in der Lage Gedankengénge umzukehren.

Bei der Teufelsaufgabe

16sten vergleichsweise mehr Kinder die Aufgabe durch abwechselndes Uberle-
gen und Probieren als bei den anderen Aufgaben,
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o arbeiteten die Kinder bevorzugt auf der formal-symbolischen Reprasentations-
ebene,

e wurde trotz der Mdglichkeit die Reversibilitdt eher weniger angewendet, weil
sie nicht ausdriicklich gefordert war,

e tasteten sich mehr Kinder gefithlsméBig an eine Losung heran als bei den ande-
ren Aufgaben.

Daneben beeinflussen noch weitere Faktoren (z. B. die Tagesform des Probanden,
Wettereinfliisse, der jeweilige Knobelpartner, andere Zufilligkeiten, ...) mitunter
die Vorgehensweise eines Kindes beim Problemldsen. Diese konnten jedoch we-
gen zeitlicher, inhaltlicher und personeller Einschrankungen nicht detailliert inner-
halb dieser Studie untersucht werden.

Viertens konnte das fiir die quantitativen Untersuchungen aufgestellte Analysepro-
tokoll (zum Erfassen von Vorgehensweisen mathematisch potenziell begabter
Dritt- und Viertkldssler beim Problemldsen) weiterentwickelt und prézisiert wer-
den (vgl. Fuchs 2006, S. 285-289). Bei der Uberarbeitung wurden

e hiufig nicht einschitzbare Kriterien gestrichen,

e cinzelne Kriterien prézisiert,

e vorhandene ,,Uberlappungen® entfernt und

e die inhaltlich-logische Struktur des gesamten Protokolls {iberarbeitet.

Das auf diese Weise entwickelte Analyseprotokoll ist nach unseren Erfahrungen
fiir weitere wissenschaftliche Forschungen ein praktikabel einsetzbares Diagnose-
instrument.

Aus den Untersuchungsergebnissen lassen sich zudem drei allgemeine Orientie-
rungen fiir die Forderung dieser Kinder innerhalb des Schulunterrichts und in For-
derprojekten begriinden:

e ein prinzipielles Ermdglichen und Akzeptieren verschiedener Vorgehensweisen
beim Bearbeiten mathematischer Problemaufgaben als ein Aspekt der generel-
len individuellen Foérderung von Kindern,

e cin konstruktives Nutzen der Verschiedenartigkeit von Problemldsestilen fiir
ein wechselseitig bereicherndes Lernen aller Kinder (z.B. in Strategie- oder
Auswertungsdiskussionen),

e e¢in notwendiges prozessorientiertes Diagnostizieren der subjektiv bevorzugten
Problemlosestile, um Besonderheiten des Lernens jedes Kindes verstehen und
dementsprechend individuell férdern zu kdnnen (vgl. Fuchs 2006, S.291-297).
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