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Standige Restrukturierung — ein
Erfordernis des Lernens von Mathematik
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Kurzfassung: Im vorliegenden Artikel wird die Notwendigkeit stindiger Restrukturierung
im Mathematikunterricht begriindet. Es werden Anlésse fiir Restrukturierungsmaflnahmen
exemplarisch angefiihrt und Beispiele fiir erforderliche Restrukturierungen gegeben. Der
Erwerb von Kompetenzen im Umgang mit mathematischen Darstellungen wird dabei als
zentraler Inhalt des Lehrens und Lernens von Mathematik betrachtet. Stindig werden neue
Notationen eingefiihrt, Darstellungsgrundlagen verdndert, Darstellungen in neue Kontexte
gestellt, Darstellungen neue Sichtweisen unterlegt werden usw. All diese Verdnderungen
miissen von Restrukturierungsmafinahmen begleitet sein. Restrukturierungsprozesse betref-
fen aber nicht nur das lernende Individuum, sondern die Entwicklung von Mathematik gene-
rell. Innerhalb mathematischer Darstellungssysteme und im Zusammenwirken derselben
werden durch RestrukturierungsmaBinahmen bestehende Widerspriiche beseitigt und die
Anwendungsmoglichkeiten und Erkldrungsleistungen erweitert. Manche der Restrukturie-
rungsformen haben zudem epistemologische Bedeutung. Die Ausrichtung des Artikels ist
eine didaktische. Sie ist es auch dort, wo strukturelle Aspekte der mathematischen Darstel-
lungen im Vordergrund stehen. Die vorliegende Untersuchung verwendet Mittel der Semio-
tik von Ch. S. Peirce.

Abstract: Mathematical descriptions are central to teaching this discipline. Achieving com-
petence in dealing with these descriptions is a dynamic process. New notation forms are
continuously introduced, essentials of various descriptions are modified, descriptions are
placed in new contexts, and new ways of seeing these descriptions are assumed. Processes
of restructuring encompass all these changes. Restructuring processes concern not only the
one learning but the development of mathematical knowledge in general. Applying these re-
structuring methods within particular representational systems as well as on the interaction
between varying systems, apparent contradictions are removed, and their application and
explanatory power are broadened. Some of the herein described restructuring processes have
epistemic meaning. This exploration employs instruments of the semiotics of Charles S.
Peirce.

1 Einleitung

Dem vorliegenden Aufsatz liegt die Ansicht zugrunde, dass es beim Lernen von
Mathematik mafigeblich um Bedeutungskonstruktion im Zusammenhang mit ma-
thematischen Darstellungen und deren Verwendung geht. Betrachtet man das Ler-
nen von Mathematik aus Sicht des Individuums, so kann es im Zusammenhang mit
den Darstellungen als Prozess stdndiger Restrukturierung der Bedeutung sowie der
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etablierten Sicht- und Verwendungsweisen gesehen werden. Dazu einfache Bei-
spiele: Ein Punkt ist nach Euklid das, was keine Teile hat. Im R? ist er aber durch
zwel, im R? durch drei Koordinaten bestimmt. Kennt man das Objekt ,,Punkt* nun
etwa in der Definition von Euklid, so werden Restrukturierungsmainahmen zur
Etablierung der Objekte ,,Punkt im R2“ oder ,,Punkt im R> “ erforderlich sein. Ei-
nem Punkt sind ja nun Bestandteile (Koordinaten) zugeordnet. Je nach Kontext
kann ein Punkt ein Schnittpunkt von zwei Geraden, ein Schnittpunkt von drei Ebe-
nen, ein Eckpunkt usw. sein. Kennt man das Objekt ,,Eckpunkt eines Dreiecks® in
den Kontexten R”,n>1,ne N, so erfordert der Kontext ,,Dreieck auf der Kugel*
die Restrukturierung der etablierten Sicht- und Verwendungsweisen. In diesem
Sinne miissen mathematische Lernprozesse in einer langfristigen Perspektive auch
als Prozesse des stdndigen Umlernens gesehen werden, sofern nicht nur ein frag-
mentarisches instrumentelles Wissen iiber Mathematik erworben werden soll.

Aber auch die Darstellungen selbst sind Restrukturierungen unterworfen. Innerhalb
mathematischer Darstellungssysteme und im Zusammenwirken derselben werden
durch Restrukturierungsmafinahmen bestehende Widerspriiche beseitigt und die
Anwendungsmoglichkeiten und Erkldrungsleistungen erweitert. Restrukturierung
wird so zu einem festen Bestandteil mathematischer Wissensentwicklung und Ver-
allgemeinerung. Restrukturierung hat in der Mathematik allgemein und im Mathe-
matikunterricht speziell grofe epistemologische Bedeutung. Daneben sind auch die
mathematischen Begriffe im Individuum und in der Mathematik generell Restruk-
turierungen unterworfen. Ebenso bedingen die Rahmenbedingungen des Unter-
richts Restrukturierungsmafnahmen.

Darstellungen stehen im Mittelpunkt des Mathematikunterrichts. Ohne ausgeprég-
tes Verstidndnis fiir sie ist meines Erachtens sinnvolles Lehren von Mathematik
kaum moglich. Die Abhandlung nimmt daher eine semiotische Perspektive ein. Sie
fulit auf Arbeiten etwa von Hoffmann (2005), Dorfler (2006) oder Brunner (2009a)
und damit letztlich zumindest partiell auf einem Teil der Philosophie von Ch. S.
Peirce.

Hoffmann (2005, 220) fithrt den Begriff ,,Restrukturierung® im Zusammenhang
mit Verallgemeinerung ein. Mormann (zitiert bei Hoffmann, 2005, 219) verwendet
im gleichen Zusammenhang den Begriff ,,Reorganisation”. In der vorliegenden
Arbeit werden nun beide Begriffe im Begriff ,,Restrukturierung® zusammengefasst.
Die Bedeutung des Begriffes ist zusétzlich gegeniiber der Hoffmannschen Ver-
wendungsweise erweitert. Restrukturierung wird im Folgenden sehr allgemein im
Sinne der Neuordnung von Strukturen verwendet.
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2 Einige Grundbegriffe

Die vorliegende Arbeit verwendet einige Begriffe der Semiotik von Ch. S. Peirce.
Sie werden im Verlauf des Textes kurz erldutert. Obwohl die Verstehbarkeit unter
dieser Kiirze leidet, diirfte die vermittelte heuristische Sicht auf diese Hilfsmittel
fiir das Verstiindnis der nachfolgenden Uberlegungen ausreichend sein.

Die Hauptaufgabe eines lkons ist die Darstellung eines représentierten Objektes in
Ahnlichkeit. ,,Es ist ein Zeichen', das sich nur kraft der ihm eigenen Merkmale auf
das Objekt bezieht™ (Peirce, CP 2.247, zitiert bei Nagl 1992, 44). In der Mathema-
tik ist das Ikon ,,verkdrperte* Relationalitit. Eine Darstellung wie etwa eine Drei-
eckszeichnung ist fiir jene, die in der Lage sind Relationen zu erkennen, ein Ikon.
Das Objekt des Tkons kann rein fiktiv sein.
Das Ikon steht nicht eindeutig fiir dieses oder jenes existierende Ding...Sein Objekt
kann, was seine Existenz angeht, eine reine Fiktion sein. Noch viel weniger ist sein Ob-
jekt notwendig ein Ding von einer Art, der wir gewohnheitsmaflig begegnen. Aber es
gibt eine Sicherheit, die das Ikon im hochsten Grade gewéhrt. Namlich dass dasjenige,
was sich dem Blick des Geistes darbietet — die Form des Ikons, die auch sein Objekt ist
—, logisch moglich sein muss. (Peirce, 1906d, SEM III 136 f., zitiert bei Hoffmann,
200, 56)

Das Diagramm ist eine Spezialform des Ikons. Es entsteht durch die symbolische?
Verwendung des Ikons. In diesem Sinne bedarf es, um als Zeichen versténdlich zu
sein, symbolischer Erlduterungen. Ein gezeichnetes Dreieck wird beispielsweise
erst durch die spezielle Verwendung nach den Konventionen der Mathematik zu
einem mathematischen Diagramm. Gleiche Ikone kénnen daher je nach Kontext
und je nach symbolischer Verwendungsform zu unterschiedlichen Diagrammen
fiihren. Ein gezeichnetes Dreieck kann etwa als Dreieck im R? oder im R® be-
trachtet und verwendet werden. Ebenso erhilt ,,6/8 als Taktbezeichnung im Kon-
text der Notenschrift nach vollig anderen Konventionen Bedeutung als in der Ma-
thematik (vgl. S. 11). Die symbolische Verwendungsform dufBert sich in Regeln
(z.B.: Leseregeln, Verwendungsregeln). In einem Dreieck sind zum Beispiel Kon-
struktions- oder Leseregeln wie: ,,Eine Dreiecksseite hat keine physikalisch mess-

Ein Zeichen steht zum einen — wie im gewohnlichen Sprachgebrauch — fiir etwas, ein
Objekt. Zeichen haben also Représentationsfunktion. Wir teilen uns immer iiber Zeichen
mit (Worter, Bilder, Gesten usw.). Zeichen haben nach Peirce aber auch Erkenntnisfunk-
tion (vgl. Hoffmann, 2001, 1).

Symbole denotieren Objekte in Folge einer Gewohnheit oder GesetzméBigkeit. ,,Wenn
ein Zeichen mit groferer oder geringerer anndhernder Gewissheit so interpretiert wird,
dass es das Objekt in Folge einer Gewohnheit (diesen Terminus verwende ich so, dass er
natiirliche Dispositionen mit einschliefit) denotiert, dann nenne ich das Zeichen ein Sym-
bol“ (Peirce SEM 1II 135, 1906, zitiert bei Hoffmann 2001, 9). Eine Beziehung zwi-
schen denotiertem Objekt und Zeichen kann fiir den ,,Benutzer des Zeichens* nur beste-
hen, wenn er zur Herstellung dieser Beziehung in der Lage ist.
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bare Breite* wirksam. Diese Regeln sind Ausdruck von unterlegten Konzepten
(vgl. S.10).

Die Bedeutung, die einem Diagramm zukommt, wird ihm immer von demjenigen
zugesprochen, der die Konventionen des jeweiligen Darstellungssystems® kennt
(Hoffmann, 2005, 128). Fiir Hoffmann (2005, 136) hat jedes Darstellungssystem
eine eigene Rationalitdt. Die Rationalitéit eines Darstellungssystems ist durch die
verwendeten Darstellungen und die Konventionen, nach denen diese alleine und in
ihrem Zusammenwirken Relationen formulieren, bestimmt. Beispiel: Im Dia-
grammtyp ,, @ +bi ““ sind Schreib- und Leseregeln wirksam (Konventionen der Al-
gebra). Beispielsweise entspriache die Schreibweise ,,+, b, a“ nicht den Konventio-
nen dieses Darstellungssystems.

In der Mathematik zeichnen sich Diagramme durch eine operationale Struktur aus,
welche es erlaubt, sie selbst als Objekt zu studieren. Die geltenden Relationen kon-
nen mit Hilfe von Operationen und der Beobachtung der Resultate deduktiv abge-
leitet werden. Nach Peirce ist nicht nur jede geometrische Figur, sondern auch je-
der Satz oder jedes Urteil ein Diagramm. Ebenso ist jeder logische Schluss ein
Diagramm, da es in [hm um die Relation von Sitzen geht (Hoffmann, 2005, 55).
Beispiele fiir Diagramme sind Zahlenlinien, Venn—-Diagramme, Kartesische Gra-
phen, Pfeildiagramme, Vektoren in der GauBlschen Zahlenebene, algebraische
Gleichungen, Zahlendarstellungen, Formeln usw.

Der Begriff Darstellung wird im Folgenden im herkémmlichen Sinne von ,,ge-
schriebener Mathematik* verwendet.

Dérfler (2006, 210) gibt folgende kurze Einfiihrung zum Begriff ,,Darstellungssystem*:
,Diagramme sind nicht isolierte, einzelne Inskriptionen, sondern gehdren immer zu ei-
nem Darstellungssystem. Dieses liefert Mittel zur Erstellung der Inskriptionen (Symbo-
le, Zeichen) nach gewissen Regeln und gibt auch Regeln fiir das Lesen und Verwenden
der Diagramme vor. Ein Beispiel wire das Darstellungssystem ,,Stellenwertprinzip®.
Dadurch sind auch die einzelnen Diagramme untereinander verbunden, vernetzt, trans-
formierbar (z.B.: Zahlenbeziehungen jeder Art). In diesem System kann man auch vom
Typ eines Diagramms sprechen (etwa: Dezimalzahl, Matrix, Polynom). ... Die Darstel-
lung von Objekten mit Punkten und Geraden (,,Euklidisches Darstellungssystem®) oder
das Zeichensystem der Mengenlehre diirften ebenfalls eigene Darstellungssysteme sein.
Der Begriff ,,Darstellungssystem* bedarf nach Hoffmann noch einer eingehenden Kla-
rung. Die Abgrenzung verschiedener Darstellungssysteme zueinander stellt nach wie vor
ein Problem dar. (Inskriptionen = Darstellungsmittel)
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3 Restrukturierung von Bedeutung

3.1 Peircescher Zeichenprozess und Restrukturierung

Das Peircesche Modell unterstreicht den restrukturierenden Charakter des Lernpro-
zesses. Nach Peirce sind Zeichen in eine triadische Struktur bestehend aus Objekt,
Zeichen und Interpretant eingebunden. Unter dem ,Interpretanten versteht man
die eigentlich bedeutungstragende Wirkung eines Zeichens. Der Interpretant kann
selbst wieder zum Zeichen werden und determiniert als solches wieder einen neuen
Interpretanten. Zeichenrelationen sind bei Peirce also ein fortdauernder Prozess.
Ein Zeichen, oder Reprdsentamen, ist etwas, das fiir jemanden in einer gewissen Hin-
sicht oder Féhigkeit fiir etwas steht. Es richtet sich an jemanden, d.h., es erzeugt im Be-
wusstsein jener Person ein dquivalentes oder vielleicht ein weiter entwickeltes Zeichen.
Das Zeichen, welches es erzeugt, nenne ich den Interpretanten des ersten Zeichens. Das
Zeichen steht fiir etwas, sein Objekt. Es steht fiir das Objekt nicht in jeder Hinsicht, son-
dern in Bezug auf eine Art von Idee, welche ich manchmal das Fundament (,,ground®)
des Repréasentamens genannt habe (Peirce CP 2.228, 1897, zitiert bei Hoffmann 2001,
2).
Zeichen sind nach Peirce nicht nur Mittel der Représentation, sie sind auch Mittel
der Erkenntnis. Sie sind nach Christoph Hubig zunichst ,,dulere Mittel*, die kon-
kret und verwirklicht vor uns liegen und als solche begrifflich bestimmbar sind;
gleichzeitig sind sie ,,innere Mittel®, gleichsam Werkzeuge des Geistes, die es uns
beispielsweise erlauben, die Welt um uns zu konzeptualisieren oder zu organisie-
ren (vgl. Hoffmann 2005, 35).

Zeichen wie etwa ein gezeichnetes Dreieck haben zunichst fiir Unwissende iiber-
haupt keine Bedeutung. Erst durch die Beschiftigung mit diesen Zeichen erhilt das
Objekt Bedeutung fiir das lernende Individuum. Das Tun steht dabei im Vorder-
grund. Durch das Zeichnen von Dreiecken etwa als Imitation von Handlungen ei-
ner Lehrerin entsteht so etwas wie innermathematische ,,Spiel“-Bedeutung. Lernen
kann also als Teilnahme am Zeichenprozess gesehen werden. In der titigen Ausei-
nandersetzung mit dem durch Zeichen vermittelten Objekt kreieren die Lernenden
nun Bedeutung durch Interpretanten. Nach Hoffmann (2005, 47) konnen dies Ge-
fithle, Handlungen, Vorstellungen und Erfahrungen einer allgemeinen Form, Ge-
wohnheiten usw. sein. Ein moglicher Interpretant kann also etwa eine Vorstellung
der Dreiecksform sein. Diese Vorstellung ist selbst wieder zeichenhaft. Es wird ein
komplexes Diagramm auf seine Form reduziert. Vielleicht wurden bisher vorerst
auch nur spitzwinklige Dreiecke gezeichnet. Die genannte Vorstellung der Drei-
ecksform wird also beim Bekanntwerden von stumpfwinkligen Dreiecken zu re-
strukturieren sein. Ein anderer Interpretant konnte ein Gefiihl sein. Vielleicht emp-
finden Lernende den Umgang mit den Dreiecken als angenehm, weil sie die ver-
langten Anforderungen leicht zu erfiillen imstande sind. Es wird das Thema Drei-
eck also vorerst positiv besetzt sein. Auch hier kdnnte dieses Gefiihl aber im Zuge
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einer weiteren Beschiftigung mit dem Dreieck restrukturiert, also partiell gedndert
werden. Natiirlich spielen auch die Handlungsweisen einer Lehrperson beim
Zeichnen des Dreiecks eine groBe Rolle. Genau genommen laufen also immer
mehrere Zeichenprozesse simultan ab (Stimmungen, Lernumgebung, verbale und
nonverbale Botschaften usw.). Die Handlungsweisen der Lehrperson werden zu In-
terpretanten in Form von Handlungsweisen auf Seiten der Lernenden fiihren. Bei-
spielsweise lernen Schiilerinnen die Seiten des Dreiecks in gewiinschten Léngen
und die Winkel in bestimmten Grofen zu konstruieren. Auch hier kann es wieder
Zeichenprozesse in Form von Reflexionsprozessen iiber diese Handlungsweisen
und die zu verwendenden Hilfsmittel (Geodreieck, Zirkel usw.) geben, die wieder-
um zu restrukturierten Handlungsweisen fiithren. Interpretanten werden also selbst
wieder zu Zeichen, die in irgendeiner Hinsicht fiir das Objekt ,,Dreieck™ stehen.
Auf Seiten der Lernenden wird es ein ,,Wahrnehmungskreisen zwischen den eige-
nen Dreiecken und den Dreiecken der Lehrperson, jenen des Buches usw. geben.
Es wird auch Fragen, Korrekturen usw. geben. Indizes® spielen dabei eine grofie
Rolle. Lernende werden etwa auf Diagrammbestandteile zeigen und Fragen stellen.
Restrukturierungen betreffen aber auch das bereits vorhandene Wissen und die
Darstellungsmittel. Angenommen die Lernenden kdnnen bereits mit geometrischen
Darstellungen des Objekts ,,Winkel” umgehen, so werden sie das bereits erworbe-
ne Wissen restrukturieren miissen. Die Winkel eines Dreiecks konnen etwa in der
Zusammenschau eines Dreiecks nicht mehr beliebig sein. Sie sind nun einem rela-
tionalen Gesamtkonzept unterworfen. Genauso sind die allgemein giiltigen Be-
zeichnungsregeln etwa bei der Einfilhrung des rechtwinkligen Dreiecks anzupas-
sen. Jede Beschiftigung mit dem Objekt ,,Dreieck® wird also das vorhandene Wis-
sen und die erworbenen Fahigkeiten der Lernenden partiell verdndern.

Darstellungen beziehen sich in der Mathematik auf so genannte ,,abstrakte Objek-
te“. Beispiele fiir abstrakte Objekte sind: Natiirliche Zahlen, Grenzwert, Dreieck,
Differentialquotient, Banachraum, R” usw. Ein abstraktes Objekt ist ein rein ge-
dankliches, nicht gegensténdliches Konstrukt. Nach Déorfler (2006) handelt es sich
bei den abstrakten Objekten in erster Linie um Sprechweisen iiber Darstellungen.
Dorfler (2010, 36) zeigt an Sétzen der Reellen Analysis, dass die abstrakten Objek-
te keine ,,andere Existenzform als als Referenten von Indizes in Diagrammen® ha-
ben. Nach Dérfler (2010, 36) beobachtet man die zugehdrigen Diagramme und
nicht die abstrakten Objekte selbst. In diesem Sinne sind Beweise auch Beweise
iiber Diagramme. Die Eigenschaften der abstrakten Objekte resultieren ebenfalls

Indizes haben nach Peirce die Funktion, die Aufmerksamkeit auf etwas zu lenken. Sie
,,zeigen®. Sie ,,behaupten®, dass das existiert, was sie indizieren. ,,Der Index ... zwingt
die Aufmerksamkeit auf das intendierte partikulare Objekt, ohne es zu beschreiben
(Peirce CP 1.369, zitiert bei Hoffmann 2001, 9). Die Bezeichnungen etwa in einem
Dreieck haben unter anderem indexikale Funktion.
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aus den Diagrammen. Diagramme werden etwa als Eigenschaften von Funktionen
gelesen (Dorfler, 2010, 34). Prinzipiell konnen wir Erkenntnisse {iber abstrakte Ob-
jekte also nur iiber die ihnen zugeordneten Darstellungen gewinnen. Der Begriff
,abstraktes Objekt* hat daher keinen ontologischen Charakter. Er ermoglicht aber
eine Art des Sprechens iiber Darstellungen.

Das relationale Zusammenspiel von représentierten abstrakten Objekten wird iibri-
gens mit Hilfe der ,lkonizitit“ des Diagramms dargestellt. Beispiel:
,V =r2-m-h* Diese Formel regelt das relationale Zusammenwirken der abstrak-
ten Objekte ,,Volumen®, ,Radius“ und ,,Hohe“. Auf diesem Diagramm ist eine
operationale Struktur wirksam. Eine Transformation wie ,, #2 =V /n-h* kann bei-
spielsweise das abstrakte Objekt ,,Flacheninhalt des Quadrates des Radius* relatio-
nal veranschaulichen. Obige algebraische Gleichung ist ,,innermathematisch® mit
,Diagrammen der Geometrie* verkniipft. Aus der Sicht der Mathematik sind die
angefiihrten abstrakten Objekte in ,,metaphorischer Umdeutung®, aber auch mit
auBermathematischen* Objekten verbunden. Beispiel: Rohre statt Zylinder, Rohr-
lange statt Hohe usw. Die ,,reinen* Diagramme der Mathematik sind eben, da sie
Relationen ikonisch abbilden, in vielféltiger Weise fiir die Belegung mit Symbol-
zusammenhéngen offen.

In der Praxis verfiigen Mathematik-Betreibende iiber ein abstraktes Objekt in einer
aktuellen Ausformung. Peirce nennt diese Ausformung unmittelbares Objekt. Sie
entspricht dem momentanen Erkenntnisstand. Betrachtet man abstrakte Objekte als
Sprechweisen iiber Darstellungen, so sind diese unmittelbaren Objekte maBgeblich
durch die, den Objekten zugeordneten Darstellungen und den Grad an Vertrautheit,
mit welchem man iiber sie verfiigt, bestimmt. Nimmt man etwa das abstrakte Ob-
jekt ,komplexe Zahl“, so bezieht sich dieses auf Darstellungen wie: ,,a+bi*;
»(a, b)“; geometrische, vektorielle und trigonometrische Darstellung, Darstellung
in Polarkoordinaten, Matrizendarstellung oder die Darstellung mit Hilfe der Rie-
mann’schen Zahlenkugel. Jede neue Darstellung erdffnet neue Moglichkeiten. Das
Prinzip der Représentation der abstrakten Objekte durch unterschiedliche Darstel-
lungen wird multiple Reprisentation genannt. All das, was unter einem abstrakten
Objekt subsumiert wird, ist nicht nur im Individuum, sondern in der Mathematik
generell Restrukturierungen unterworfen. Beispiel: Durch die fraktale Geometrie
hat der Begriff der Dimension eine erweiterte Deutung erfahren. Mandelbrot be-
nutzte den Begriff der verallgemeinerten Dimension nach Hausdorff und sah, dass
fraktale Gebilde eine nichtganzzahlige Dimension haben. Dimensionen kdnnen da-
her nun auch gebrochen (fraktal) sein.

Lernprozesse sind — so wie alle mathematischen Erkenntnisprozesse im Peirce-
schen Sinne — iterativ. Durch den Umgang mit mathematischen Darstellungen sind
gewisse Aspekte dieser Darstellungen und der moglichen Verwendungsweisen als
Erfahrungen im Lernenden etabliert. Es kann sich dabei nie um eine umfassende
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Représentation aller denkbaren Aspekte eines abstrakten Objektes handeln. Jede
neuerliche Beschéftigung mit den, einem abstrakten Objekt zugeordneten Darstel-
lungen, ist von den etablierten Erfahrungen (Interpretanten) geprigt. Wie bereits
erwéhnt konnen diese Interpretanten dabei selbst wieder zu Zeichen werden und
neue restrukturierte Interpretanten ausformen. Lernprozesse konnen also nie abge-
schlossen sein. Jede neue Ausformung des unmittelbaren Objekts kann als Restruk-
turierung des vorhergehenden unmittelbaren Objekts gesehen werden. Im Normal-
fall wird das unmittelbare Objekt ,,Dreieck® einer Lehrperson natiirlich wesentlich
entwickelter als das unmittelbare Objekt ,,Dreieck® der Lernenden sein. Aber auch
die Lehrperson wird bei jeder Beschiftigung mit dem Dreieck dieses unmittelbare
Objekt verdndern. Sei es, dass sie Neues hinzulernt oder Erworbenes in neuen
Kontexten partiell neu bewertet oder zumindest mehr Bewusstheit im Zusammen-
hang mit Vertrautem erwirbt.

Ein mafBgeblicher Restrukturierungsprozess wird der vom gezeichneten Dreieck als
empirischem Objekt, bei dem die Zeichnung also noch mit dem Dreieck gleichge-
setzt wird, hin zu einer Sichtweise, bei der die Zeichnung zu einem Modell fiir ein
abstraktes Dreieck wird, sein. Langerfristig werden Restrukturierungsmafinahmen
die Einfiihrung von neuen Sichtweisen oder Kontexten wie Rand des Dreiecks,
Fliche des Dreiecks, Dreieck im Raum, Dreieck im R”, n >3, n € N, Dreieck auf
der Kugel usw. begleiten miissen.

3.2 Zum Begriff der Sichtweise

Der Begriff ,,Sichtweise™ ist in seiner Komplexitit schwer zu fassen. Er ist bei-
spielsweise von der Fahigkeit zur bewussten Wahl von Standpunkten und damit
auch vom Entwicklungsstand einer Person abhéngig. Er muss daher nach meiner
Ansicht dynamisch gesehen werden. Der Begriff inkludiert offensichtlich auch Re-
strukturierungsmalnahmen. Es werden daher im Folgenden einige Aspekte des
Begriffes ,,Sichtweise* beleuchtet.

Fiir den Mathematik-Betreibenden ist jede mathematische Darstellung eine eigene
Welt von Symbolen. Die etablierten Interpretanten stellen dabei die auf Gewohn-
heit beruhende Beziehung zwischen den Darstellungen und ihrer Bedeutung her.
Die Sicht auf mathematische Darstellungen ist zunichst einmal von Gewohnheiten
allgemeiner Art geprigt. Man muss beispielsweise in der Lage sein, mit den Re-
geln der Darstellungssysteme umzugehen. Nach Peirce sind Diagramme ,,gemaf
allgemeiner Vorschriften (zitiert bei Hoffmann, 2005, 129) konstruiert. Hoffmann
schreibt dazu (2005, 129):

In den Zeichen und Darstellungssystemen, die wir bei jeder Konstruktion verwenden,
haben wir es mit dem Wissen von Kulturen zu tun. Da wir bei jeder Konstruktion immer
schon auf aufBlerhalb unserer selbst gegebene Konstruktions- und Darstellungsmittel zu-
riickgreifen, ist Konstruktion immer auch ein objektives Geschehen. Es ist in dem Mafle
,-objektiv, wie wir allgemeine Mittel und Werkzeuge verwenden.
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Sichtweise hat einmal mit zielorientierter Selektion, die als Form von Restrukturie-
rung gesehen werden kann, zu tun. Je nach Betrachtung und Zielsetzung treten un-
terschiedliche Teilstrukturen der Diagramme in den Vordergrund. Beispiel: Be-
trachten Lernende ein Dreieck, so steht ihnen eine Vielzahl von Teilstrukturen, die
wiederum fiir abstrakte Objekte stehen, zur Verfligung. Betrachten wir etwa ein
gleichschenkliges Dreieck unter dem abstrakten Objekt ,,Winkel®, so werden ande-
re Teilstrukturen als beim Aspekt ,,Hhe“ in den Vordergrund treten. Man schaut
eben einmal speziell die Winkel das andere Mal speziell die Hohen an. Dabei wird
unterschiedliches Wissen fokal’ gemacht. Es riickt beispielsweise Wissen wie
Hspitzer Winkel, ,,rechter Winkel®, ,,stumpfer Winkel* usw. in den Fokus des In-
teresses. Wiederum werden bestimmte Diagrammkonstellationen als Eigenschaften
des abstrakten Objekts Winkel interpretiert.

Abstrakte Objekte konnen im Sinne der multiplen Représentation mit Diagrammen
verschiedener Darstellungssysteme verbunden sein. Die Wahl des Darstellungssys-
tems kann dabei als Ausdruck einer bestimmten Sichtweise gesehen werden. Ver-
wendet man beim abstrakten Objekt Winkel etwa das Diagramm ,, 20 +v =180°
oder im Fall des Aspekts ,,Hohe* das Diagramm ,, hc2 =a’- (c/ 2)2 . so werden al-
gebraische Diagramme zur Darstellung geometrischer Sachverhalte herangezogen.
Der entsprechende Mathematik-Betreibende bevorzugt also eine algebraische

Sichtweise gegeniiber einer rein geometrischen.

Manchmal kdnnen in der Mathematik gleiche Darstellungen unterschiedliche abs-
trakte Objekte indizieren. Die in Abbildung 1 angefiihrte Darstellung kann man
sich sowohl im R? als auch im R* vorstellen.

Nach Hoffmann (2005, 38 ff.) muss bei der Reprisentation von Wissen in Sdtzen oder
Diagrammen zwischen ,,fokalem™ und ,kollateralem™ Wissen unterschieden werden.
,,Fokales” Wissen steht im Zentrum der Aufmerksamkeit, ,.kollaterales” Wissen steht
hingegen nicht im Mittelpunkt, es wird vorausgesetzt. Fiir die Deutung mathematischer
Darstellungsmittel benétigt man kollaterales Wissen in vielfaltiger Weise. Beispiel: Fiir
die Durchfiihrung einer Kurvendiskussion benétigen wir zahlreiche Begriffe und Sétze
der Analysis. Wir verwenden Begriffe wie die Ableitung einer Funktion kollateral. Indi-
zierungen wie ,, /" * oder ,,(sin) = cos “ weisen kollateral auf Diagramme hin, sie indi-
zieren Diagramme. Wir verwenden dieses Wissen, sehen at;er, um Hoffmanns Aus-
drucksweise zu verwenden, durch die Zeichen ,, /', ,,(sin) “ oder ,,cos ““ hindurch.
Aus verschiedenen Griinden koénnen wir diese Zeichen aber in den Mittelpunkt unserer
Aufmerksamkeit stellen. Sie werden dadurch zu fokalem Wissen. Wir kdnnen dieses
Wissen explizit machen, die Diagramme anschreiben und uns mit den Eigenschaften der
Diagramme beschéftigen.
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Abbildung 1

Die Sichtweise auf die Darstellung bestimmt die Auswahl der relevanten Interpre-
tanten, der geltenden Konventionen, der Lese- und Schreibregeln, der Verwen-
dungsweisen usw. Je nach Sichtweise (R* oder R*) miissen etwa zur Berechnung
des Normalabstandes d in Abbildung 1 unterschiedliche Diagramme und Verwen-
dungsweisen herangezogen werden. Die zu unterlegende Sichtweise wird zwar
héufig durch verbale Ergidnzungen oder durch Bestandteile der Darstellungen ge-
kennzeichnet, Mathematik-Betreibende miissen aber zur Restrukturierung (Rekon-
struktion) von unterschiedlichen Sicht- und Verwendungsweisen bei gleichen Dar-
stellungen in der Lage sein.

Fir die Betrachtung des Verhiltnisses von Sichtweise, Verwendungsweise und
Bedeutung kann ein anderes Modell hilfreich verwendet werden. Fiir Fischbein
(1993) sind die Bestandteile ,,Concept™ (Konzept) und ,,Image* (Vorstellung) zwei
unterschiedliche elementare Bestandteile aller aktuellen kognitiven Theorien der
Psychologie. Fischbein (1993, 139) charakterisiert ,,Konzept” folgendermafen:

What then characterizes a concept is the fact that it expresses an idea, a general, ideal
representation of a class of objects, based on their common features.

Im Kontrast dazu ist eine Vorstellung eine sensorische Représentation eines Ob-
jekts oder Phanomens. Fischbein (1993, 139) gibt hier das folgende Beispiel:
The concept of metal is the general idea of a class of substances having in common a

number of properties: electrically conductive, etc. The image of a metallic object is the
sensorial representation of the respective object (including colour, magnitude, etc.).

In den mathematischen Darstellungen sind also Konzepte und Vorstellungen wirk-
sam. Beispiel: Unterlegen wir zwei zu zeichnenden Linien die Konzepte ,,Gerade®
und ,,parallel”, so diktieren diese Konzepte nach Fischbein (1993, 149) die Eigen-
schaften der betreffenden Figur. Gleichzeitig bestimmen unsere Erfahrungen im
Zusammenhang mit parallelen Geraden unsere Vorstellung. Es geht dabei um kon-
krete sensorische Erfahrungen im Zusammenhang mit Tatigkeiten etwa mit Blei-
stift und Lineal. Ein Problem im Zusammenhang mit der Sicht auf mathematische
Darstellungen ist sicher, dass manche der Konzepte nicht vorstellbar sind. Beispie-
le: ,,Eine Gerade hat keine physikalisch messbare Breite, ,,eine Gerade ist ein un-
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endliches Gebilde®, ,,eine unendliche Menge hat abzihlbar oder iiberabzahlbar un-
endlich viele Elemente* usw. Man kann sich zwar mit Vorstellungen, die iterativ
eine Tendenz verfolgen, behelfen: ,,eine feine Linie kann noch feiner werden®, ,,ei-
ne lange Linie kann immer noch verldngert werden®,,eine grole Anzahl kann noch
groBBer werden® usw., letztendlich bleiben diese Eigenschaften aber nicht vorstell-
bar. Durch die neuen Medien (Taschenrechner, Computer) gibt es auch neue For-
men der Kognition. Diese Medien bieten neue Methoden zur Etablierung von Vor-
stellungen. Beispielsweise konnen stochastische Prozesse nun gut simuliert wer-
den. Die Lernenden in gelenkter Selbsttitigkeit verwendbare Vorstellungen entwi-
ckeln zu lassen, welche als Vorstellungen im Zusammenhang mit den mathemati-
schen Objekten genutzt werden kdnnen, ist eine didaktische Herausforderung. Die
rein verbale Vermittlung von Wissen und das verbale Erkldren im Falle von Ver-
standnisproblemen stoBBen im Mathematikunterricht bald an Grenzen.

Die Sichtweise auf mathematische Darstellungen ist vor allem durch die wirksa-
men Konzepte geprigt. Wie bereits erwidhnt bestimmen diese die in den Diagram-
men wirksamen Regeln. Eine Darstellung wird also erst durch die gewohnheitsma-
Bige Verankerung von konzeptuellem Wissen zu einem Diagramm. Man muss die
Konventionen des jeweiligen Darstellungssystems kennen, also iiber entsprechen-
des kollaterales Wissen verfiigen (s. FuBnote 5). Darstellungen kénnen demnach je
nach Sichtweise ganz unterschiedliche Bedeutung haben. Beispiel: In der Taktbe-
zeichnung ,,6/8 der Musiknotation sind andere Konventionen als in der gleich
dargestellten rationalen Zahl wirksam. In einer Taktbezeichnung wie ,,6/8° gibt der
Nenner die Metrumseinheit an. Der Zahler ist ein Symbol fiir ein oder mehrere
mogliche Betonungsschemata. Er gibt auch die Anzahl der Metrumseinheiten je
Takt an. Transformationen wie sie bei rationalen Zahlen erlaubt sind, geben bei
Takteinheiten keinen Sinn. Beispielsweise darf ,,6/8 nicht zu ,,3/4* gekiirzt wer-
den. Erst durch eine bestimmte Sichtweise wird also aus einer Inskription ein ma-
thematisches Diagramm.

Hat man in diesem Sinne gelernt, mit den Konventionen der Darstellungen in gro-
Ber Vertrautheit umzugehen, so gibt es fiir das diagrammatische Denken iibrigens
keine irgendwie relevante Trennung zwischen externer und innerer Reprisentation
(Hoffmann, 2005, 128). Begreift man abstrakte Objekte als Redeweise iiber Dar-
stellungen, also iiber materiell wahrnehmbare Dinge in Form von Inskriptionen
(Darstellungsmittel), so wird das Lernen von Mathematik in erster Linie die Teil-
nahme an einer Praxis diagrammatischer Tatigkeit. Die Verwendungsweisen der
Inskriptionen treten bei dieser Sichtweise in den Vordergrund. Doérfler (2006, 200
ff) hat daher generell Zweifel an der Abstraktheit der Mathematik. Mathematik-
Betreibende haben ein bestimmtes Repertoire an Verwendungsweisen, welches die
Bedeutung einer Darstellung fiir sie maBgeblich bestimmt. Diese Verwendungs-
weisen erlauben die Nutzung von Darstellungen als Erkenntnismittel. Die Mathe-
matik-Betreibenden werden so in die Lage versetzt, benennbare Tétigkeiten an
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Diagrammen auszufiihren, deren Ergebnisse zu beobachten und weitere Tatigkei-
ten aus diesen Ergebnissen abzuleiten. Die verfiigbaren Verwendungsweisen
bestimmen also mafigeblich die individuelle diagrammatische Realitdt. Fiir den
Begriff der ,,Sichtweise” im Zusammenhang mit mathematischen Darstellungen
haben also auch die Verwendungsweisen der Darstellungen grofe Bedeutung.
Neue Verwendungsweisen erfordern {ibrigens auch immer die Restrukturierung der
Bedeutung von Darstellungen. Beispiel: Wird die Mdglichkeit der Verwendung
von Vektoren im R* etwa um die Verwendungsweise ,,Vektorprodukt® erweitert,
so miissen bestimmte abstrakte Objekte (z.B. die Flache des Parallelogramms, wel-
che von den betreffenden Vektoren aufgespannt wird oder ein Vektor, der auf bei-
de Vektoren normal steht) als Bedeutung bestimmter spezieller Ausformungen die-
ser Verwendungsweise restrukturiert werden.

Im Verlauf des Lernens von Mathematik werden immer wieder Sichtweisen etab-
liert, deren Giiltigkeit in der Folge durch neue Diagramme oder Diagrammerweite-
rungen zu relativieren ist. Es ist also héufig die Restrukturierung der erworbenen
Sichtweisen erforderlich. Beispiel: Im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt anfangs
folgende Sichtweise, die dort auch stdndig durch Erfahrungen bestitigt wird: ,,Mul-
tiplizieren vergrofert. Nach der Einfiihrung der Dezimal- und Bruchzahlen ist
diese Sichtweise zu restrukturieren.

3.3 Restrukturierung der ,,Realitit“

Viele mathematische Modelle haben ihren Ausgangspunkt in dem Anliegen, Lo-
sungen fiir ,,reale” Probleme zu finden. Fiir Probleme der Architektur, der Land-
vermessung, der Vorsorge generell, der Geldwirtschaft, des Gliicksspiels usw.
wurden Modelle zu deren Bearbeitung entwickelt. Aus semiotischer Sicht geht es
bei der Entwicklung dieser Modelle in erster Linie darum, geeignete diagrammati-
sche Darstellungen zu finden, welche Probleme bearbeitbar machen. Der Darstell-
barkeit geht aber ein wichtiger Schritt, nimlich die Schaffung geeigneter Darstel-
lungsgrundlagen, etwa durch Idealisierung voraus. Beispiele: Die Schaffung unse-
rer geometrischen Formen beruht partiell auf der Reduktion der Dimension (ebene
Gebilde) und der Idealisierung der Formen. In Bereichen wie etwa der Stochastik
bezieht sich die Restrukturierung der Realitdt auf die Einfithrung abstrakter Objek-
te wie idealer Wiirfel oder idealer Roulette-Tische. Auch Modellierungen wie die
Unabhingigkeit von Zufallsvariablen (bei finanzmathematischen Instrumenten
wird dabei etwa die Erfahrung der Borsenhdndler ignoriert) oder die Einfiihrung
von Stetigkeit im Zusammenhang mit diskreten Ereignissen, etwa bei Funktionen
im Zusammenhang mit Borsenkursen, bewirken eine idealisierte Sicht auf ,reale*
Phénomene. Dabei ist die so genannte Realitét natiirlich bereits selbst eine Sicht-
weise, die von vielen allgemeinen und subjektiven Faktoren bestimmt wird (Sinne
und Selektion, Reizverarbeitung im Gehirn, Weltanschauung usw.).
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Die Modelle der Mathematik beruhen zudem auf der Verwendung von Darstel-
lungssystemen (vgl. Abschnitt 4). In ihnen sind allgemeine kulturelle Einfliisse
(z.B. grundlegende Ideen wie jene des ,,Kontinuums®), spezielle Darstellungsei-
genheiten (z.B. spezielle Inskriptionen, Schreib- und Leseregeln) und eine eigene
immanente Logik (vgl. Abschnitt 4.1) wirksam. Aus dem Vorhandensein von Dar-
stellungsideen darf aber nicht geschlossen werden, dass die Mathematik aus Ideen
besteht, die durch Darstellungen lediglich ,,abgebildet™ werden. Eine derartige sta-
tische Sichtweise wiirde die Festigung vermeintlicher ,,Grundvorstellungen* recht-
fertigen und dadurch nétige Restrukturierungen erschweren. Auch in den Dia-
grammen selbst kommen Sichtweisen, die den ,realen” Informationen unterlegt
sind, zum Ausdruck. Beispiel: Unterlegt man gegebenen Punkten der Ebene einen
,,quadratischen” Zusammenhang so wird das entsprechende Regressionsmodell zu
anderen Diagrammen als bei einem vermuteten linearen Zusammenhang fiihren.
All diese verschiedenen Darstellungsebenen (Ebene der Darstellungsgrundlagen,
Darstellungssysteme, Diagramme) sind Ausdruck von Sichtweisen.

Aufgrund der beschriebenen Restrukturierungen approximieren mathematische
Modelle die zu bearbeitenden Phanomene hiufig aber nicht gut genug. Als Konse-
quenz miissen die Methoden durch weitere Restrukturierungen weiterentwickelt
werden. Beispiel: Das Riemann-Integral kann als Restrukturierung der Approxima-
tion von Fldchen und Volumina durch Rechtecke und Kreisscheiben gesehen wer-
den.

4 Darstellungen und Restrukturierung

Die Entwicklung der Darstellungsmittel geht mit einem Prozess stdndiger Restruk-
turierung einher. Neue Darstellungen erdffnen neue Moglichkeiten. Durch Restruk-
turierungsmafnahmen werden die Darstellungssysteme in gewisser Weise verein-
heitlicht und Anwendungsmoglichkeiten und Erkldrungsleistungen erweitert.

4.1 Restrukturierung innerhalb eines Darstellungssystems

Von Anfang an ist Lernen von Mathematik ein Prozess des Kennenlernens neuer
und des Kombinierens vertrauter Diagramme, der stindige Restrukturierung erfor-
dert. Dies soll nun an Beispielen erldutert werden. Dieser Prozess der Erweiterung
der Darstellungsmoglichkeiten kann beim Lernen von Mathematik in vielen Berei-
chen durch das Modell: Relationsausdehnung bzw. Relationsumkehrung — neue
Darstellung — Restrukturierung beschrieben werden. Hier ein einfaches Beispiel
dazu: Betrachtet man die natiirlichen Zahlen im Zusammenhang mit der Nachfol-
gerelation, so ist von Anfang an das obige Modell wirksam. Ist man etwa mit den
Zahlen ,,1, 2, 3 vertraut, so ist in Ausdehnung der geltenden Relationalitit auch
fiir die Zahl ,,3 ein Nachfolger vorstellbar (Relationsausdehnung). Fiihrt man nun
die Zahl ,,4* als neue Darstellung ein, so erfordert diese Zahl die Restrukturierung
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der Relationalitit des vertrauten Zahlenbereichs. Die Relationalitdt hat sich im
Hinblick auf Vorgénger und Nachfolger fiir jede Zahl verdndert. Zum Beispiel hat
die Zahl , 2 zwar weiterhin nur einen Vorgénger, sie hat nun aber zwei, davon ei-
nen unmittelbaren Nachfolger. Die gesamte Erweiterung des Zahlenbereichs der
natiirlichen Zahlen und die Einfiihrung der Grundrechnungsarten kann mit diesem
Modell beschrieben werden. Beispiel: Die Relationalitdt der Addition beruht auf
der einfachen Tatsache, dass jede Zahl wiederum als erste Zahl betrachtet werden
kann. Es ergeben sich so fiir jede Zahl neue Darstellungen (multiple Reprisentati-
on) und neue operative Mdoglichkeiten. Die Bedeutung der Zahlen muss daher im
Zusammenhang mit der Addition restrukturiert werden. Bei der Einflihrung der
Subtraktion ist aus Sicht der Addition Relationsumkehrung erforderlich. Die Rela-
tionsumkehrung ist hier die gleiche Relation in umgekehrter Leserichtung:

Addition: 4+3=7 Subtraktion: 7-4=3
01234567 76543210
0123 01234

Fiir Relationsumkehrungen dhnlicher Form finden sich zahlreiche weitere Beispie-
le: Division — Multiplikation, Wurzelziehen — Potenzieren, Integralrechnung — Dif-
ferentialrechnung usw.

Innerhalb eines Darstellungssystems wird in der Mathematik die stdndige Restruk-
turierung der Diagramme betrieben. Die wiederholte Ausfiihrung von gleichen
Diagrammen wird etwa mit Hilfe von neuen Diagrammen oder Schreibweisen ab-
gekiirzt. Die Diagramme werden so quasi ,,relational zusammengefasst®. Wir ver-
wenden daher im Folgenden fiir diesen Sachverhalt den Begriff ,,Relationale Zu-
sammenfassung®. Fiir diese Art der Restrukturierung gibt es in der Mathematik un-
zahlige Beispiele: Die verkiirzte Ausfiihrung gleicher Additionen ist die Multipli-
kation. Die Wiederholung von Multiplikationen der Form ,, x-x * wird durch die
Potenzschreibweise abgekiirzt, Gleichungssysteme werden zu Matrizen zusam-
mengefasst usw. All diese Restrukturierungen sind Ausdruck von Verallgemeine-
rungen. Sie ermoglichen Darstellungskiirze und verbessern die operative Handhab-
barkeit (vgl. Brunner 2009a).

Die Rationalitit eines Darstellungssystems kommt auch in speziellen Darstellungs-
prinzipien der Diagramme zum Ausdruck. Ein solches Prinzip ist beispielsweise im
Darstellungssystem ,,Stellenwertprinzip* das ,,Blindelungsprinzip* (beim Dezimal-
system sind dies eben ,,Zehnerbiindel®). Als Folge dieses Prinzips ist das Darstel-
lungssystem ,,Stellenwertprinzip* ein multiplikatives System mit speziellen Regeln
der operativen Handhabung. Es hat in gewisser Weise eine eigene immanente Lo-
gik. Im Falle des Dezimalsystems gilt etwa die Regel der ,,Zehneriiberschreitung®.
Die Einarbeitung in die Verwendung des Systems erfolgt in der Schule in einem
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Prozess wiederholter Restrukturierung. Die Zehneriiberschreitung wird als Hunder-
ter-, diese wiederum als Tausenderiiberschreitung usw. restrukturiert. Analog muss
der Restrukturierungsprozess mittels Zehntel-, Hundertstel-, Tausendsteliiber-
schreitung usw. fortgesetzt werden. Bei dieser Form der Restrukturierung muss das
gleiche ,,Handhabungsprinzip® in Analogie angewandt werden. Die Thematisie-
rung der wirksamen Darstellungsprinzipien und der operativen Regeln des Zehner-
systems ist spatestens nach der Erarbeitung der rationalen Zahlen eine Form der
zusammenfassenden Restrukturierung. Dabei kénnen auch geltende Konventionen
explizit gemacht werden. Beispiel: Wann sind Nullen oder Einsen zu schreiben und
wann nicht (etwa: a=1-a). Die analoge Anwendung des Erlernten in anderen
Systemen (2er-, 3er-, 4er-, ...System) ist eine umfassende Form der Restrukturie-
rung, die zur weiteren Beleuchtung der Darstellungsprinzipien des Stellenwertsys-
tems genutzt werden kann.

4.2 Zusammenwirken mehrerer Darstellungssysteme

In der Mathematik kommt es immer wieder zur Schaffung eines gemeinsamen
Darstellungssystems aus vorher getrennten Subsystemen. Derartige Kombinationen
der Darstellungsmittel gehen meist mit einem Prozess der Restrukturierung einher,
der zur Verallgemeinerung und Erweiterung des Wissens fiihrt (vgl. unten Ab-
schnitt 4.4).

Als Beispiel zur Zusammenarbeit von Darstellungssystemen kann hier die analyti-
sche Geometrie von Descartes-Fermat angefiihrt werden. Sie entstand aus der
Kombination der Darstellungsmittel der euklidischen Geometrie mit jenen der Al-
gebra. Die beiden mathematischen Teilbereiche unterscheiden sich in den Darstel-
lungsmitteln derart, dass man guten Gewissens von verschiedenen Darstellungssys-
temen sprechen kann. Beim Lernen von Mathematik lernt man heute beide Syste-
me meist nicht mehr getrennt voneinander kennen. Der Zusammenarbeit beider
Systeme begegnet man iiblicherweise beim so genannten Zahlenstrahl das erste
Mal. Das Stellenwertsystem als Teil der Algebra wird mit dem Darstellungsmittel
Strahl verbunden. Beim Zahlenstrahl werden verschiedene Sichtweisen miteinan-
der kombiniert. Der Maf3zahlaspekt erfahrt eine geometrische Deutung. Man kann
nun geometrischen Gebilden Langen zuordnen. Fiir die geometrischen Gebilde gibt
es nun algebraische Darstellungen. Man muss sich hier aber immer vor Augen hal-
ten, dass die beiden Darstellungssysteme urspriinglich kaum etwas miteinander zu
tun hatten. Fiir Restrukturierungen ist oft das gleiche Darstellungssystem von gro-
Ber Bedeutung. Beispiel: Sind Lernende mit dem R? vertraut, so erscheint die Ein-
fiihrung der GauB'schen Zahlenebene als Restrukturierung des R” naheliegend.
Bei der imaginiren Achse wird gegeniiber dem R? ja nur eine neue Sichtweise un-
terlegt.

Manchmal geht es bei Restrukturierungen von Teilgebieten der Mathematik vorerst
um die Prézisierung der Darstellungsgrundlagen. Als Auswirkung dieser Prizisie-
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rung und der Entwicklung oder Einbeziehung geeigneter Darstellungstechniken er-
geben sich dann neue Entwicklungsmdglichkeiten fiir das entsprechende Teilge-
biet. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann hier als interessanter Spezialfall ange-
fithrt werden. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung galt noch um 1900 als Teilgebiet
der Physik. Erst durch ihre Einbettung in die Maf3- und Integrationstheorie (Kol-
mogoroff, Lebesgue, Bernstein, Markow) wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung
von den Mathematikern wirklich ernst genommen und als Teilgebiet der Mathema-
tik akzeptiert. Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch Kol-
mogoroff lieferte dann eine wichtige Prazisierung. Kolmogoroff (1933) schreibt
dazu in seinem Vorwort zur axiomatischen Begriindung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung:
Der leitende Gedanke des Verfassers war dabei, die Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, welche noch unléngst fiir ganz eigenartig galten, natiirlicherweise in die
Reihe der allgemeinen Begriffsbildungen der modernen Mathematik einzuordnen. Vor
der Entstehung der LEBESGUEschen Mal3- und Integrationstheorie war diese Aufgabe
ziemlich hoffnungslos. Nach den LEBESGUEschen Untersuchungen lag die Analogie
zwischen dem Mafle einer Menge und der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses sowie

zwischen dem Integral einer Funktion und der mathematischen Erwartung einer zuflli-
gen GroBe auf der Hand.

Eine eindeutige Restrukturierungsmafnahme im Sinne einer Bedeutungsfestlegung
ist bei Kolmogoroff die Definition von Mengen als zufillige Ereignisse. Kolmogo-
roff schreibt (1933, 5):

Mehrere mengentheoretische Begriffe bezeichnet man aber in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung mit anderen Namen. Wir wollen ein kurzes Verzeichnis solcher Begriffe ge-

ben.

Mengentheoretisch. Im Falle der zufalligen Ereignisse.
A und B sind disjunkt, d.h. 1. Die Ereignisse A und B sind
AB=0. unvereinbar.

AB..N=0. 2. Die Ereignisse A, B, ..., N

sind unvereinbar. Usw.

Es geht Kolmogoroff aber nicht nur um die ,,Einbettung* der Wahrscheinlichkeits-
rechnung in die MaB3- und Integrationstheorie, es geht ihm auch um die Abgren-
zung derselben zu den anderen mathematischen Gebieten. Er sieht im Begriff der
Unabhéngigkeit von Ereignissen das unterscheidende Merkmal.

In der Tat haben wir schon gesehen, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung vom mathe-
matischen Standpunkte aus als eine spezielle Anwendung der allgemeinen Theorie der
additiven Mengenfunktionen betrachtet werden kann. Man kann sich natiirlich fragen,
wie ist es dann moglich, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung sich in eine grofle, ihre
eigenen Methoden besitzende selbstdndige Wissenschaft entwickelt hat? ... Man kommt
also dazu, im Begriffe der Unabhéngigkeit wenigstens den ersten Keim der eigenartigen
Problematik der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erblicken. (Kolmogoroff 1933, 8).
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4.3 Diagrammatisches Schlieflen und Restrukturierung

Zeichen haben nicht nur Représentationsfunktion, sie haben auch Erkenntnisfunk-

tion. Erkenntnisentwicklung setzt nach Hoffmann/Peirce eine Fiille von kollatera-

lem Wissen und konkretes Tun voraus. Hoffmann schreibt (2005, 123):
Schon Aristoteles hatte festgehalten, dass die Geometer ,,durch Tun erkennen® (vgl.
oben S. 104), und Kant hatte diesen Gedanken dann in dem fiir seine Philosophie der
Mathematik zentralen Begriff der ,,Konstruktion* weiter ausgebaut (vgl. Kapitel 4.5).
Die Bedeutung der Tatigkeit liegt auf der einen Seite darin, dass in diese immer schon
ganz unterschiedliche Wissensbesténde einflieBen, so dass jede Konstruktion zu einem
Teil ,,aprioristisch durch vorab Gegebenes determiniert ist, dass aber auf der anderen
Seite durch solche Konstruktion Gegenstinde geschaffen werden, die Dinge sichtbar
werden lassen, die man vorher nicht gesehen hat — zum Beispiel, dass die Winkelsumme
im Dreieck 180° ist -, obwohl diese neue Erkenntnis sich mit Notwendigkeit aus der
Konstruktion im euklidischen Raum ergibt.

Da jedes neue Zeichen neue Erkenntnismdglichkeiten erdffnet, ist ebenfalls nach
Hoffmann (2005, 140) der Prozess der Erkenntnisentwicklung als Prozess der
Schaffung neuer Zeichen und Darstellungsmittel beschreibbar. Die maligebliche
Methode der Erweiterung des Wissens in der Mathematik ist das so genannte ,,dia-
grammatische SchlieBen. Peirce gibt fiir das diagrammatische Schlielen folgende
Definition:
Mit diagrammatischem Schlieen meine ich SchlieBen, welches gemél einer in allge-
meinen Begriffen formulierten Vorschrift ein Diagramm konstruiert, Experimente an
diesem Diagramm durchfiihrt, deren Resultate notiert, sich Gewissheit verschafft, dass
dhnliche Experimente, die an irgendeinem gemif der selben Vorschrift konstruierten
Diagramm durchgefiihrt werden, die selben Resultate haben wiirden, und dieses in all-
gemeinen Begriffen zum Ausdruck bringt.” (Peirce, 1902a, NEM 1V 47 f., zitiert bei
Hoffmann, 2005, 129)

Wir greifen aus dieser Definition die drei wesentlichen Bestandteile heraus: die
Konstruktion von Diagrammen, das Experimentieren mit diesen Diagrammen und
die Beobachtung der Resultate bzw. die Ableitung von Erkenntnissen. Was haben
diese Bestandteile nun mit Restrukturierung zu tun?

Die Konstruktion von Diagrammen orientiert sich in der Mathematik an den gege-
benen Daten und Fakten eines gestellten Problems. Eine erste Ebene des Verste-
hens betritt man dann, wenn es gelingt, die gegebenen Informationen in ,,Vordia-
grammen* (Tabellen, Skizzen usw.) zu restrukturieren. Ich nenne derartige Darstel-
lungen ,,Vordiagramme®, da sie nicht standardisiert in der Mathematik verwendet
werden. Es kann sich dabei aber durchaus um Diagramme im Peirceschen Sinne
handeln. Solche Vordiagramme machen bereits die gegebene Relationalitét sicht-
bar. Sie ermdglichen Assoziationen. Aus didaktischer Sicht kdnnen einige wichtige
Aspekte der Restrukturierung von Informationen in Vordiagrammen hervorgeho-
ben werden. Ein erster Aspekt ist jener der Verschriftlichung. Aus meiner Beo-
bachtung machen Lernende hdufig den Fehler, sich speziell am Beginn des Lo-
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sungsprozesses bei mathematischen Aufgaben auf reines Denken zu beschrianken.
Dabei helfen Verschriftlichungen bereits beim Erfassen der gestellten Aufgabe.
Die geltenden Relationen kdnnen sofort mit Hilfe einfacher Inskriptionen (Pfeile,
Ringe usw.) sichtbar gemacht werden. Die Verarbeitung der Informationen miindet
so in erste Vordiagramme. Bei ,,bloBem™ Denken stoffit man meist alleine schon
wegen der erforderlichen Gedéchtnisleistung an Grenzen. Dem Umgang mit Vor-
diagrammen kommt also gro3e Bedeutung zu. Forschungen im Zusammenhang mit
der Reprisentationskompetenz ,,meta-representational competence (MRC)“, (di-
Sessa/Sherin, 2000 oder Sherin, 2000) zeigen, dass es sinnvoll ist, Lernende nicht
nur im Umgang mit Standard-Reprisentationen zu unterrichten, sondern sie auf
breiter Basis ein allgemeines Verstdndnis fiir Reprédsentation entwickeln zu lassen.
Bereits kleine Kinder besitzen nach diSessa/Sherin (2000, 391) eine reiche Samm-
lung an Reprisentationsmitteln, auf die aufgebaut werden kann. Dabei geht es
nicht nur um die Auswahl und produktive Verwendung von Représentationen,
sondern auch um die Fahigkeit, Reprasentationen zu modifizieren, zu kritisieren
oder neu zu entwickeln. Nach diSessa/Sherin (z.B. 2000, 398) spielt in diesem Zu-
sammenhang Zeichnen eine gro3e Rolle. Sherin (2000, 424) spricht iiberhaupt von
einem moglichen Pfad vom Zeichnen hin zu standardisierten wissenschaftlichen
Reprisentationen. Standardisierte mathematische Diagramme konnten so quasi in
einem Prozess der Restrukturierung aus etablierten Reprédsentationsmustern der
Lernenden entwickelt werden. Interessant sind in diesem Zusammenhang héufig
anzutreffende ,,Grundreprésentationen (,,representational facts). Beispielsweise
verwenden Kinder haufig ,,oben” um ,,mehr” zu reprisentieren (diSessa/Sherin,
2000, 390). Sogar Studenten glauben oft, dass eine graphische Représentation, bei
welcher ,,weniger oben reprisentiert wird, einfach falsch ist (diSessa/Sherin,
2000, 392).

Die standardméfigen mathematischen Diagramme miissen bei der Anwendung
hiufig in entsprechend modifizierter Art und Weise verwendet werden. Sie miissen
also dem jeweiligen Problem entsprechend restrukturiert werden. Die angespro-
chenen Vordiagramme helfen dabei, eine bestimmte Sichtweise auf ein Problem zu
unterlegen und notwendige Modellierungen der ,,Realitdt” vorzunehmen (Model-
lierungen, wie sie bereits besprochen wurden, Mittelungen, Regressionsmodelle
usw.). Natiirlich gehoren zu diesen Restrukturierungen auch nétige Anpassungen
der Bedeutung der verwendeten Inskriptionen. Wie bereits besprochen kdnnen ja
Inskriptionen je nach Kontext unterschiedliche Symbole indizieren. Inskriptionen
wie beispielsweise ,,4“ oder ,,a* konnen in geometrischen Figuren fiir Seiten, Eck-
punkte oder Flachen, in algebraischen Darstellungen fiir Variablen oder Koeffi-
zienten in Darstellungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir Ereignisse usw. ste-
hen.

Beim Experimentieren mit den Diagrammen treten die Verwendungsweisen in den
Vordergrund. Ausgerichtet auf Ziele werden Diagramme nach Regeln restruktu-
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riert (transformiert). Es wird dabei kollaterales Wissen explizit gemacht. Die
Transformationen der Diagramme orientieren sich nicht nur an Zielen sondern
auch an Gewohnheiten und dsthetischen Grundsétzen. Sind Lernende beispielswei-
se gewohnt, den Graphen einer Geraden mit Hilfe der Steigung £ und dem Ab-
schnitt d auf der y-Achse zu bestimmen, so werden sie eine gegebene Darstellung
in die Form ,, y = kx + d “ transformieren, da sie so & und d leicht ablesen konnen.
Die Regelgebundenheit schrinkt im Zusammenhang mit der Transformation der
Diagramme die erforderliche Kreativitdt kaum ein. Regeln bestimmen ja nur ,,wie
man etwas zu tun hat“, sie bestimmen aber meist nicht ,,was man zu tun hat®.

Wie bereits erwdhnt kdnnen Experimente Dinge sichtbar machen, die man vorher
nicht gesehen hat. Interessant ist dabei das Zusammenspiel verschiedener Darstel-
lungssysteme. Experimente in einem System konnen zu Erkenntnissen im anderen
System fiihren.

Abbildung 2

Ein einfaches geometrisches Experiment (restrukturiertes Rechteck mit strichlier-
ten Linien in Abbildung 2) kann zu einer algebraischen Erkenntnis fiihren:
»u=2x+2z“ Dies kann eine Erkenntnis sein. Es muss beispielsweise nicht von
vornherein einsichtig sein, dass ,,* im Umfang nicht vorkommt. Umgekehrt kann
eine algebraische Transformation (Restrukturierung)

,,z+y+(z—y)+(x—y)+y+x:2Z+2x“

zu einer geometrischen Erkenntnis fithren. Die im Zusammenhang mit dem Um-
fang sinnvolle Sichtweise der Figur als Rechteck muss auch nicht von vornherein
klar sein. In dieser Betrachtungsweise stehen iibrigens die linke und die rechte Sei-
te der algebraischen Gleichung fiir unterschiedliche geometrische Sichtweisen.

Die bewusste Wahl bzw. der geschickte Wechsel der Sichtweise hat epistemologi-
sches Potential. Fiir Hoffmann (2005, 177) ist der ,,Wechsel des Blickpunktes das
entscheidende Merkmal fiir den Begriff der ,theorischen Transformation®. Als
Beispiel behandelt Hoffmann, so wie schon Peirce, den beriihmten Beweis des Sat-
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zes von Desargues iiber zwei in einer Abbildung liegende Dreiecke (Abbildung 3).
Die von Hoffmann angefiihrte Beweismethode von Staud beruht auf der Anderung
der Sichtweise. Die beiden Dreiecke werden nicht in der Ebene sondern in rdumli-
cher Perspektive, also dreidimensional wahrgenommen.

q

Abbildung 3 (Hilbert, Cohn-Vossen, 1932, 1996, S. 109, Abb. 135)

Die entscheidende Idee, ndmlich die Einfiihrung eines auBerhalb der Ebene ange-
nommenen Perspektivpunktes ist nach Hoffmann ein kreativer Akt ,.theoremati-
scher Deduktion®. Der Rest ist nach Peirce korollares SchlieBen ,mittels einiger
weniger offensichtlicher, in der Theorie der Perspektive bekannter Definitionen®
(zitiert bei Hoffmann, 2005, 176). Theorische Transformation kann man in gewis-
ser Weise auch als aktive Restrukturierung der Sichtweise und gelegentlich auch
als Erweiterung der Bedeutung und Verwendungsweisen einer Darstellung im
Hinblick auf eine neue Idee bezeichnen. Die kreative Restrukturierung der Sicht-
weise auf eine Darstellung erfordert 6fters sogar den Bruch von Regeln. Beim oben
angefiihrten Beweis des Satzes von Desargues iiber zwei in einer Perspektive lie-
gende Dreiecke ist mit dem Wechsel der Sichtweise auch die ,,Verletzung™ der zu-
erst geltenden und der Ersatz durch andere Regeln verbunden. Der Umstand, dass
in vielen Féllen Regeln genau zu befolgen sind, bei der Entwicklung von Neuem
Regeln aber manchmal auch gebrochen werden miissen, stellt natiirlich eine be-
sondere didaktische Herausforderung dar. Bei der kreativen Verwendung von Dia-
grammen machen Lernende im Hinblick auf die geltenden Konventionen der Ma-
thematik natiirlich auch Fehler. Gerade solche Fehler erméglichen aber oft erst die
Entdeckung der geltenden Konventionen sowie die Einengung der Bedeutung und
der erlaubten Verwendungsweisen der Inskriptionen. Der tolerante Umgang mit
Fehlern ist also eine Voraussetzung fiir den eigentdtigen und kreativen Umgang
mit mathematischen Darstellungen durch Lernende.
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Aus didaktischer Sicht stellt sich natiirlich die Frage, ob man die angefiihrte Tech-
nik des Wechsels der Sichtweise so iiben kann, dass sie fiir die Lernenden zu ei-
nem praktischen Mittel der Erkenntnisentwicklung wird. Aus den Uberlegungen
von Peirce im Zusammenhang mit der theorischen Transformation resultieren eini-
ge grundlegende Voraussetzungen. Es miissen einmal die Ideen, die es dann im ei-
gentlich schopferischen Akt zu assoziieren gilt, im Geist bereits angelegt sein
(Hoffmann, 2005, 212). Nach Peirce ist es in theorischen Beweisen notwendig, As-
soziationen einzufiihren, auf welche die Pramissen nicht den leisesten Hinweis lie-
fern. Peirce schreibt:
Erstens miissen ndmlich die zu assoziierenden Ideen in einem Geist zusammengebracht
werden, entweder durch eine zuféllige Erfahrung oder durch die Kraft eines natiirlichen
oder erworbenen Instinkts oder als Folge eines griindlichen Studiums der Formen sol-
cher Assoziationen. ... Zweitens muss eine Untersuchung aufgrund von Gedankenexpe-

rimenten ausreichend belegen, dass die theorische Assoziation keine Falschheit ein-
schlieBt. (Peirce 1907a, SEM 111 310 f., zitiert bei Hoffmann, 2005, 211)

Es gibt im Laufe des mathematischen Lernprozesses immer wieder Inhalte, an wel-
chen der Wechsel der Sichtweise thematisiert und theorische Transformation geiibt
werden kann. Hier ein Beispiele aus der Integralrechnung: Hat man mit Hilfe des
Grenziibergangs Ax — 0 iiber die zugehorigen Unter- und Obersummen der
Rechtecksflichen das Riemann-Integral des Flacheninhalts definiert, so kann man
in Analogie unter Verwendung einer anderen Sichtweise das Rotationsvolumen
herleiten. Wir haben dabei folgende Bestandteile: eine Idee (Rotation) und daraus
resultierend eine neue Sichtweise, Restrukturierung (z.B.: Zylinderscheiben statt
Rechtecksfldachen), Analogie (Grenzwertbildung). Im reflektierenden Vergleich der
beiden Definitionen lisst sich die Strategie der Anderung der Sichtweise themati-
sieren. Natiirlich ist es vorteilhaft, die Lernenden etwa in Gruppenarbeit in Form
von entdeckendem Lernen die Herleitung der Rotationsvolumina als Restrukturie-
rung des Flachenintegrals selbst durchfiihren zu lassen. Dabei wird die geschickte
Aufteilung der Herleitung in getrennte Aufgaben unerldsslich sein (etwa wie vor-
hin: Idee, Restrukturierung, Analogie). Die grofite Herausforderung wird es sein,
die Lernenden die Idee der Rotation entwickeln zu lassen. Eine derartige Entde-
ckung wird nur mit mehr oder weniger Hilfe moglich sein.

Die Beobachtung der Resultate ist meist Teil eines iterativen Restrukturierungs-
prozesses. Man probiert, beobachtet, probiert etwas anderes, beobachtet, verbessert
das Probierte usw. Die Beobachtung der Ergebnisse kann im Falle von unerfiillten
Erwartungen auch zu einer Restrukturierung der Hypothesen fithren. Hoffmann
(2005, 222) schreibt dazu:

Dazu sei hier noch einmal von dem zentralen Gedanken der semiotisch-pragmatischen
Theorie der Erkenntnisentwicklung ausgegangen, dass ndmlich die eigentliche Kreativi-
tdt an der Stelle zu verorten ist, wo in Experimenten mit Diagrammen, die in konkreter
Tétigkeit im Rahmen der Rationalitit gegebener Darstellungssysteme vollzogen werden,
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plotzlich etwas beobachtet wird, das nur abduktiv mit der Entwicklung einer neuen
Hypothese oder theorisch mit einem Wechsel des Blickpunktes erklart werden kann.

4.4 Verallgemeinerung und Restrukturierung

Hoffmann (2005, 216) fiihrt im Zusammenhang mit Peirces Uberlegungen zur
Verallgemeinerung in The Essence of Mathematics aus:
Die mathematische Verallgemeinerung, so konnte man zundchst verkiirzt und semio-

tisch gewendet sagen, zielt darauf, mit moglichst wenigen Darstellungsmitteln moglichst
viel darzustellen.

Nach Mormann ist Verallgemeinerung ein Prozess der Reorganisation und Erwei-
terung des Wissens (zitiert bei Hoffimann, 2005, 219). Aufbauend auf die Uberle-
gungen von Mormann, Molodsij und Bourbaki beschreibt Hoffmann (2005, 220)
Verallgemeinerung so:

Verallgemeinerung konnte man somit als eine Restrukturierung von Darstellungssyste-
men definieren, die an folgenden Zielen orientiert ist:

— Vereinheitlichung der Darstellung von Sachverhalten, das heifit Schaffung eines
gemeinsamen Darstellungssystems fiir bislang getrennte Subsysteme

— Beseitigung bislang bestehender Widerspriiche

— Erweiterung der Anwendungsmdoglichkeiten, des Gegenstandsbereichs oder der Er-
klarungsleistung durch das neue Darstellungssystem

— Erdffnung neuer Forschungshorizonte und Problemfelder (z.B. indem neue Wider-
spriiche oder Fragen sichtbar werden)

Wie bereits ausgefiihrt wird innerhalb eines Darstellungssystems die stindige Re-
strukturierung der Diagramme betrieben. Es wird dadurch Wissen zusammenge-
fasst und verallgemeinert. Es entsteht, wie dies Hoffmann (2005, 218) formuliert
,,die Durchschaubarkeit der Mathematik bis in die Tiefe*“. Wie bereits erwédhnt hat
diese Form der ,relationalen Zusammenfassung® (vgl. Abschnitt 4.1) aber auch
andere Vorteile. Sie bewirkt Darstellungskiirze, bessere operative Handhabbarkeit
und wegen der besseren Uberschaubarkeit Sicherheit (vgl. Brunner, 2009).

Verallgemeinerungen beruhen auf Restrukturierungsprozessen. Ausgehend von
Spezialfillen

142+3+4+...499+100, 1+2+3+...+99+100+101, usw.
ist das Herausarbeiten des Ikons ein wesentlicher Schritt der Verallgemeinerung:
14243+ +(n=2)+(n-1)+n

Die geltenden Relationen treten in den Vordergrund. Die Zahlen und die Variable
sind Symbole, die insofern von Bedeutung sind, als sie durch Regeln den Mdoglich-
keitsraum der Darstellungsvarianten bestimmen. Nach Hoffmann (2005, 127) ist
dieser Moglichkeitsraum der Darstellungsvarianten nur dadurch beschrénkt, dass
eben die gegebene Relationalitit zwischen den Relata (hier Zahlen) bestehen muss.
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Nach Dorfler (2010, 34f.) sind die Zahlzeichen und Variablen hier im Diagramm in
erster Linie Indizes, welche die Existenz der zugehdrigen abstrakten Objekte be-
haupten. Die abstrakten Objekte selbst sind fiir das Diagramm aber irrelevant. Sie
werden nur in Form von Regeln innerhalb des Diagramms wirksam.

100-101 101-102

, , USW.

2 2

kann wiederum durch
n- (n + 1)
2
verallgemeinert werden. Die Herleitung von
(n+1

14243+ +(n=-2)+(n-1)+n =m

gelingt mit Hilfe von induktivem SchlieBen der Form:
1+2+43+...499+100 = (1+100)+(2+99) +... +(49+52)+(50+51)

—50.101— 1002-101’

1+2+3+...+99+100+101:%, usw

Die hierfiir erforderlichen Transformationen sind Restrukturierungen im Sinne der
bereits ofters erwéhnten ,,relationalen Zusammenfassung®. Den Transformationen
liegen Strategien zugrunde. Beispielsweise wird in die ,,Unordnung®, die auf der
Verschiedenheit der Relata beruht, etwa durch die Entdeckung und Darstellung
von ,,Gleichem* Ordnung gebracht. Der Rest beruht im obigen Fall auf Beobach-
tung und der Nutzung der Multiplikation als ,,relationaler Zusammenfassung™ von
Additionen. Sie bewirkt wiederum die bereits erwdhnten Vorteile Darstellungskiir-
ze, bessere operative Handhabbarkeit, erhdhte Rechensicherheit und bessere Uber-
schaubarkeit. Die Auslotung des Geltungsbereichs der Relata ist natiirlich ebenfalls
eine Erkenntnis, die letztlich auf RestrukturierungsmaBinahmen beruht. Die Be-
weistechnik der vollstdndigen Induktion enthilt in dieser Sichtweise Restrukturie-
rungselemente. Beispielsweise kann der Induktionsschluss fiir ,, 741 als Restruk-
turierung (im Sinne von Transformationen nach Strategien) der Induktionsbehaup-
tung fiir ,,n* gesehen werden.

In vielen Féllen entstehen mathematische Modelle durch die Vereinheitlichung und
Kombinationen von verschiedenen Darstellungen, die ihrerseits aus Restrukturie-
rungen unterschiedlichster realer Ausgangsprobleme entstanden sind. Als Beispiel
kann hier der so genannte ,,Wiener-Prozess* angefiihrt werden. Ausgangspunkt fiir
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diesen Prozess war die sogenannte ,,Brown'sche Bewegung™ (vgl. z.B. Davis/
Etheridge, 2006). 1827 beobachtete der schottische Botaniker Robert Brown unter
dem Mikroskop, wie Pflanzenpollen unregelméBige ,.Zick-Zack-Bewegungen™
ausfiihren. Um ca. 1900 versuchte Bachelier mit Hilfe eines solchen Prozesses die
Kursbewegungen an der Pariser Borse zu analysieren. Einstein (1905) und unab-
héngig von ihm Smoluchowski (1906) definierten den Wiener-Prozess in seiner
heutigen Gestalt. Einstein beschiftigt sich in der betreffenden Arbeit mit der durch
die ,,molekularkinetische Theorie der Wéarme geforderte Bewegung von in ruhen-
den Flissigkeiten suspendierten Teilchen™. In der Folge gelang es 1923 Wiener
durch Restrukturierungsmafinahmen (z.B.: der Sichtweise als Markow-Prozess,
durch stetige Pfade und einen konstanten Erwartungswert) und der Einbeziehung
von Hilfsmitteln (z.B. mafBitheoretische Hilfsmittel von Lebesgue und Borel) den
Prozess wahrscheinlichkeitstheoretisch abzuleiten. Die Herausldsung des Prozesses
aus der realen Ausgangsumgebung und die damit verbundene Diagrammatisierung
des Prozesses als Irrfahrt erlaubten durch die Loslosung aus der ,,metaphorischen
Umgebung™ die zielgerichtete Bearbeitung des Problems, die Einbeziehung ande-
rer mathematischer Darstellungsmethoden und Erkenntnisse und in der Folge die
Anwendung der neu entwickelten Formelsprache in ,,metaphorischer Umdeutung®
in weiteren realen Situationen. Die Anwendungen in neuen realen Situationen kann
ebenfalls als Restrukturierung gesehen werden. Heute werden Brown'sche Bewe-
gungen und verwandte Prozesse in so gut wie allen Natur- und Sozialwissenschaf-
ten als Hilfsmittel verwendet. Die Brownsche Bewegung, der Wiener-Prozess und
seine Weiterentwicklungen sind beispielsweise auch bei der Simulation von Akti-
enkursenverldufen oder der Erforschung von Warteschlangen von Bedeutung.

Hoffmann (2005, 220) bringt im Zusammenhang mit der Schaffung eines gemein-
samen Darstellungssystems fiir bislang getrennte Subsysteme Beispiele von Mor-
mann und Molodsij zu den komplexen Zahlen und der analytischen Geometrie von
Descartes-Fermat. Mormann sieht in der Verallgemeinerung der reellen durch die
komplexen Zahlen keine bloBe Gegenstandserweiterung, sondern auch eine be-
griffliche Fortentwicklung. Zum Beispiel bleibt die Theorie von Polynomgleichun-
gen im Reellen eine unbefriedigende Sammlung von Einzelfédllen. Sie wird erst
durch die Theorie der komplexen Zahlen begriindet oder erklért. Nach Molodsij er-
laube es die Verallgemeinerung ,,das Besondere* der jeweils vorangehenden Stufe
,besser zu erforschen®.
Die analytische Geometrie von Descartes-Fermat ist im Vergleich zur euklidischen Ge-
ometrie abstrakter. Das beruht darauf, dass in der analytischen Geometrie dank der Ko-
ordinatenmethode die Untersuchung geometrischer Formen mit algebraischen Mitteln
durchgefiihrt wird. In diesem Zusammenhang ermoglichte es die analytische Geometrie,
den inneren Zusammenhang und die Einheit vieler geometrischer Tatsachen aufzude-
cken, die in der euklidischen Geometrie als isolierte Fakten angesehen und entsprechend
untersucht wurden. Eben deshalb gestatten es die Methoden der analytischen Geometrie,
eine Reihe geometrischer Aufgaben zu 16sen, die im Rahmen der euklidischen Geomet-
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rie nicht gelost werden konnten. (Molodsij, 1977 <1969>, 99, zitiert bei Hoffmann,
2005, 220)

Neben den zahlreichen Vorteilen, die sich bei der Kombination von Darstellungs-
mitteln hinsichtlich der Verallgemeinerung und Erweiterung des Wissens ergeben,
muss fiir diese Vorteile aber hiufig auch ein Preis bezahlt werden. Beispiel: Sind
die reellen Zahlen noch geordnet, so geht diese Ordnung in den komplexen Zahlen
verloren. Bei der Schaffung eines gemeinsamen Darstellungssystems aus vorher
getrennten Subsystemen adndert sich offensichtlich auch die Rationalitit des ge-
meinsamen Systems gegeniiber den Subsystemen. In der analytischen Geometrie
dndern sich etwa die Verwendungsweisen der bisherigen Darstellungen. Man be-
schiftigt sich mit der Geometrie hdufig rein syntaktisch. Die geometrische Struk-
tursprache bleibt dabei hdufig auf der Strecke. Auch die Axiomatisierung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung hat sicher die Rationalitdt der Darstellungen verédn-
dert. Ein Ereignis wird nun beispiclsweise als Menge gesehen. Darstellungssyste-
me sind offensichtlich nicht ohne Einbufien beliebig kombinier- und erweiterbar.

Die Erweiterung der Zahlenbereiche und die Restrukturierung der Operationen er-
fordern weitere hilfreiche Restrukturierungen. Neben dem Bewusstmachen der gel-
tenden Rechenregeln kann auch die Klassifizierung derselben von groBem Nutzen
sein. Gewisse Regeln wie etwa (—1)(—1)=1 (in der Schule) oder die Regel der
Abstandsmessung im R” (n>3) gelten wirklich per Konvention. Bei der Ab-
standsmessung im R” wird durch die Ubertragung der Regel des R® in Analogie
eine ,.kompatible” Losung fiir diese Aufgabe eingefiihrt. Viele der so genannten
Rechenregeln sind aber Regularititen, die nur mittelbar aus zugrundeliegenden
Konventionen ableitbar sind. Sie resultieren im Wesentlichen aus den Restrukturie-
rungen der Darstellungen im Sinne der bereits beschriebenen ,.relationalen Zu-
sammenfassung®™ (gleiche Additionen werden durch Multiplikationen abgekiirzt,
Potenzen fassen Multiplikationen zusammen usw.). Beispiel: Eine Regel wie etwa
,Punkt- vor Strichrechnung® resultiert nicht nur aus den Konventionen nach wel-
chen die elementaren Rechenoperationen Addition und Subtraktion Relationen
formulieren, sondern auch aus den, in den Operationen Multiplikation und Division
implementierten ,relationalen Zusammenfassungen®. Multiplikationen sind eben
,,verdichtete Additionen®, Divisionen eben ,,verdichtete Subtraktionen®“. Beim Zu-
sammenwirken der vier Grundrechnungsarten diirfen die zugrundeliegenden Kon-
ventionen von Addition und Subtraktion nicht beeintrachtigt werden. Aus didakti-
scher Sicht ist diese Unterscheidung zwischen Konventionen und Regularititen
wichtig. Sicherheit im Umgang mit den Diagrammen kann nur aus echtem Ver-
stindnis des Zusammenwirkens der Diagramme resultieren. Die bloBe Befolgung
von Regeln wird bald an Grenzen stoBen. Bei allen Merksétzen, die im Zusam-
menhang mit den so genannten Rechenregeln verwendet werden, sollte iibrigens
grofite Vorsicht herrschen. Dies beginnt bei einfachsten Merksédtzen. Die Regel
,»Rechne zuerst was in Klammern steht™ ist bereits bei der Verwendung von Vari-



Stiandige Restrukturierung — ein Erfordernis des Lernens von Mathematik 45

ablen héufig nicht mehr anwendbar. Derartige Regeln sind also ebenfalls stindig
zu restrukturieren.

Eine spezielle Form der Restrukturierung sei hier ebenfalls erwihnt: ,,Restrukturie-
rung als Umschreiben. Haufig sind zum Zeitpunkt der Einfiihrung von Darstel-
lungen gewisse Hilfsmittel noch nicht vorhanden. Beispiel: Beschéftigt man sich
etwa in der 5. Schulstufe reflektierend mit dem Stellenwertsystem als 2er-, 3er-,
..., 10er-System, so ist dies, da Inskriptionen wie ,,a" “ fiir n=0,1,2,... noch
nicht bekannt sind, nur unter Verwendung von Darstellungen wie ,,a-a-a-...-a
fiir ,,a” “ und von ,,1“ fiir ,, a’« moglich. Das Darstellungssystem kommt dabei na-
tiirlich nicht in seiner ,,Schonheit* zur Geltung. Hier empfiehlt sich die Restruktu-

n e

rierung des Darstellungssystems nach der Einfiihrung der Darstellung ,,a" .

5 Restrukturierung aufgrund didaktischer Erfordernisse

Didaktisches Handeln weist generell immer Komponenten der Restrukturierung
auf. Wissensbereiche konnen nie abgeschlossen sein. Jede Wissenserweiterung
aber auch jede sinnvolle Wiederholung verlangt immer auch die Restrukturierung
des bereits erworbenen Wissens. Einige wenige Beispiele sollen diese These bele-
gen. Durchgenommene Stoffgebiete sollten immer zusammengefasst und unter
neuen Aspekten beleuchtet werden. Dabei spielen auch die abstrakten Objekte eine
Rolle. Es ist aber beispielsweise sinnvoll, alle vertrauten Diagramme, die fiir ein
bestimmtes abstraktes Objekt in einem bestimmten Kontext stehen, zusammenfas-
send zu betrachten (etwa alle Darstellungsmoglichkeiten von Geraden oder Ebenen
in verschiedenen Vektorrdumen). Ebenso kann es hilfreich sein, gewisse Eigen-
schaften zu beleuchten. Beispielsweise kann betrachtet werden, wie bestimmte
Diagramme ,,parallel formulieren (etwa Vektoren, Parameterdarstellungen oder
Gleichungen). Ebenso kann man das Zusammenwirken von Diagrammen von be-
handelten Stoffgebieten unter gewissen Verwendungsaspekten betrachten. Bei-
spielsweise kann man die verschiedenen Moglichkeiten der Berechnung des Nor-
malabstandes eines Punktes zu einer Geraden in verschiedenen Vektorrdumen be-
leuchten. Auch der reflektierende Vergleich von Losungswegen kann zur Restruk-
turierung von Wissen genutzt werden. Es kann beispielsweise herausgearbeitet
werden, welche Diagramme in welchen Verwendungsfillen zu deutlich kiirzeren
Losungswegen fiihren.

Lehren bedeutet immer auch, dass Wissen auf Basis des Vorwissens der Lernenden
restrukturiert werden muss. Dabei ist etwas von Bedeutung, das bei Gallin/Ruf
(1998) ,,Vorschauperspektive* genannt wird. Die Lehrenden miissen in der Lage
sein, Stoffgebiete nicht aus der Position der Riickschau, sondern-eben wie die Ler-
nenden-aus jener der Vorschau zu betrachten. Diese Vorschauperspektive kann als
restrukturierte Sichtweise auf zu vermittelndes Wissen gedeutet werden. Sie ver-
langt von den Lehrenden nicht nur Einfiihlungsvermdgen sondern auch grofe Be-
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wusstheit {iber den Bildungsstand der Lernenden (also iiber die vermeintlich etab-
lierten Verwendungsweisen und Interpretanten der behandelten Darstellungen,
iiber die behandelten Begriffe usw.). Einfithlungsvermdgen bezieht sich in diesem
Zusammenhang beispielsweise auf die Wahrnehmung und Diagnose von Ver-
stindnisproblemen von Lernenden und die Fahigkeit, durch entsprechende Hilfs-
und Fordermafinahmen auf diese Probleme zu reagieren. Viele dieser Hilfsmali-
nahmen bestehen selbst wieder aus Restrukturierungsmalnahmen. Gelerntes ist
dabei partiell neu darzustellen. Von grofer Bedeutung ist in diesem Zusammen-
hang das Verstindnis der Lehrenden fiir die Darstellungen selbst. Nur auf Basis
dieses Verstiandnisses sind sie in der Lage, ,,Fehlinterpretationen® durch Lernende
zu erkennen. ,,Falsche® Verwendungsweisen resultieren ja meist aus zumindest
partiell ,,falschen oder sagen wir besser ,,uniiblichen* Sichtweisen auf Darstellun-
gen. Soll es im Mathematikunterricht nicht nur um ,,Abrichtung® gehen, so erfor-
dern derartige ,,uniibliche” Sichtweisen, die ja meist feine semantische Unterschei-
dungen sichtbar machen, die reflektierende Auseinandersetzung mit den Darstel-
lungen. Nach meiner Meinung ist dies den Lehrenden aber ohne eigene intensive
Auseinandersetzung mit den Darstellungen kaum moglich.

Neben all den bereits erwidhnten Anldssen fiir Restrukturierungsmafinahmen erge-
ben sich viele weitere Anldsse fiir erforderliche RestrukturierungsmaBinahmen aus
Anderungen in den Rahmenbedingungen des Unterrichts. Beispielsweise miissen
die erlernten Darstellungen im Zusammenhang mit neuen Schulbiichern und den
dort geltenden Darstellungen und Konventionen restrukturiert werden. Ebenso er-
fordert jeder Lehrerwechsel eine kldrende Auseinandersetzung mit den bisher ver-
wendeten Darstellungen. Der Einsatz neuer Hilfsmittel (Taschenrechner, Computer
usw.) verlangt ebenfalls Restrukturierungen (was muss weiter ,,handisch® gerech-
net werden, was darf ausgelagert werden usw.).

6 Weitere didaktische Uberlegungen

Die Uberzeugungen der Lehrenden beeinflussen natiirlich die verwendeten Unter-
richtsmethoden. Forschungen zeigen, dass Lehrerhaltungen iiber Lernen und Leh-
ren (teachers’ beliefs) maBigeblichen Einfluss auf die Leistungen der Lernenden
haben (z.B. Handal, 2003; Pajares, 1992; Thompson, 1992, zitiert bei Sameiske
2006). Peterson und Kollegen (1989, zitiert bei Sameiske 2006) fanden in einer
Studie heraus, dass die Leistungen der Lernenden, die von Lehrern unterrichtet
wurden, welche ihre Rolle als gemeinsam mit den Schiilern aktiv konstruierend
empfanden, gegeniiber von jenen, die von Lehrern unterrichtet wurden, welche
sich als Wissensvermittler und die Lernenden als Wissensempfinger sahen, im
Hinblick auf ihre Problemlosungskompetenz signifikant besser waren. Im Alltag
des Mathematikunterrichts findet man héufig noch Einstellungen von Lehrenden,
nach denen das Lernen von Mathematik zumindest in Teilen als statisches Gesche-
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hen gesehen wird. Nach einer derartigen Grundhaltung glaubt man, dass das Ge-
baude des mathematischen Wissens aufbauend quasi in Form vollstindig vermit-
telbarer Schichten entsteht. Die Lehrenden sind sich dabei der Erfordernis sténdi-
ger Restrukturierung {iberhaupt nicht bewusst. Restrukturierung erfolgt im Kontext
mit einem derartigen Unterrichtsverstdndnis hdufig nur unbewusst durch die Ler-
nenden selbst. Im Gegensatz dazu sind Maflnahmen expliziter und kompetent ein-
gesetzter Restrukturierung als Zeichen einer realistischen Sicht auf das Unter-
richtsgeschehen zu werten. Vieles ist eben nicht sofort in allen Aspekten versteh-
bar. Die stindige Konsolidierung des Wissens ist daher eine unumgéngliche Not-
wendigkeit.

Ein Diskussionsbeitrag sei im Zusammenhang mit den grundsitzlichen Haltungen
von Lehrenden noch angefiihrt. Nach meiner Erfahrung sind immer wieder Re-
strukturierungsmafnahmen anzutreffen, die auf fragwiirdigen Grundpositionen be-
ruhen und das eigentlich Mathematische aushdhlen. Beispiele: Immer wieder sind
Restrukturierungen hin zu sinnentleerten mechanischen Vereinfachungen anzutref-
fen. Leiten Lehrende beispielsweise die Ableitungen verschiedener reeller Funkti-
onen exemplarisch an der Tafel her, verlangen dann aber von den Lernenden in
diesem Zusammenhang keinerlei eigentdtige Handlungen und bleibt als vereinfa-
chende Konsequenz die rein mechanische Verwendung der Ableitungen nach For-
melsammlungen {ibrig, so kann dies als sinnlose vereinfachende Restrukturierung
gesehen werden. Viele Lernende werden so der Chance, durch Eigentdtigkeit ein
tieferes Verstandnis fiir die Differentialrechnung zu entwickeln, beraubt. Der Vor-
teil fiir die Lehrenden ist klar. Man spart Zeit. Lernende sind nun auch ohne tiefe-
res Verstidndnis scheinbar in der Lage, anspruchsvolle Aufgaben zu 16sen. Als wei-
teres Beispiel fiir eine fragwiirdige Lehrerhaltung mochte ich noch eine Position
anfiihren. Viele Lehrende machen eine Unterscheidung zwischen Denken und
Rechnen. Nach ihrer Meinung gibt es Teile von Aufgaben, in denen zu denken und
andere, in denen scheinbar nur zu rechnen sei. Sie restrukturieren daher Aufgaben
auf diese Art und Weise und behandeln meist nur die ,,Denkteile” ausfiihrlich,
wihrend die ,,Rechenteile” klar zu sein scheinen. Sie vergessen dabei aber, dass al-
lem vermeintlich Mechanischen in der Mathematik grof3e Vertrautheit mit den ent-
sprechenden Diagrammen vorausgehen muss. Vieles was heute vielleicht mecha-
nisch ablaufen kann, bendtigt nach einer langeren Pause bereits wieder Auffri-
schung und neuerliche ,,denkende* Beschéftigung. Es funktioniert deshalb auch die
rein rezeptive Behandlung der so genannten Rechenregeln nicht. Nur durch gelenk-
te Eigentétigkeit im Zusammenwirken mit qualifizierten Riickmeldungen lernt man
mit den Diagrammen nach den Konventionen der Mathematik umzugehen.

Eine utopisch anmutende Forderung sei an den Schluss des Aufsatzes gestellt. Es
ist die Restrukturierung des Mathematikunterrichts und von Teilen der schulischen
Bildung im Allgemeinen an Hand der Leitlinien Ikonizitdt und Diagrammatik. Es
ist hier zwar nicht moglich, diese Forderung im Detail zu begriinden. Arbeiten wie
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Stjernfelt (2007) oder Brunner (2009b) zeigen aber, dass es sich bei Ikonizitit und
Diagrammatik um Prinzipien handelt, die nicht nur die Mathematik und die Natur-
wissenschaften generell sondern bis zu einem gewissen Grad auch Fachgebiete wie
Musik, Bildende Kunst, Literatur, Wirtschaft u.a. bestimmen. Beispiele: Die Ana-
lyse einer Invention von Bach unterscheidet sich, diagrammatisch betrachtet, we-
nig vom Erkennen des Bildungsgesetzes einer Zahlenfolge oder der Analyse ir-
gendeiner sprachlichen Codierung. Ebenso unterscheidet sich die Erstellung einer
polyphonen Komposition nach den Konventionen des Kontrapunkts, wieder dia-
grammatisch betrachtet, kaum von der Manipulation mit mathematischen Dia-
grammen nach den dort geltenden Konventionen. Die Vorteile, die die Beschifti-
gung mit den Prinzipien der Diagrammatik auf breiterer Basis in der Schule mit
sich brichte, wiren enorm. Wiirde das so genannte diagrammatische Denken als
eine Art Unterrichtsprinzip in Teilen der Schulfdcher Einzug halten, so wiirde es in
diesen Bereichen so etwas wie eine gemeinsame strukturelle Sprache geben. Fi-
higkeiten wie das Erfinden von Diagrammen, die Manipulation mit Diagrammen,
das Erkennen von Ikonizitét, das Verstehen der Koppelung von Bedeutung an Zei-
chen, das Beobachten an sich usw. konnten wesentlich zielgerichteter auf einer
breiten Basis entwickelt werden.
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