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Kurzfassung: Das eigenstindige Erarbeiten mathematischer Zusammenhénge steht im Mit-
telpunkt vieler didaktischer Prinzipien. Die theoretischen Grundlagen des Entdeckens sind
jedoch eher vage und werden in der Regel mit mehrdeutigen Begriffen umschrieben. Es
bleibt u. a. unklar, wie es moglich ist, dass Schiiler (mathematisches) Wissen selbstindig er-
arbeiten bzw. welcher Grundlagen oder Bedingungen es hierfiir bedarf. In diesem Artikel
wird mittels der Schlussform Abduktion versucht, den unklaren Bereich des Entdeckens ge-
nauer zu fassen und rationale Strukturen im Entdeckungsprozess herauszuarbeiten. Den
Ausgangspunkt der Betrachtung bildet eine Unterrichtsszene aus einer vierten Klasse.

Abstract: A central element of pedagogical approaches is that students recognize mathe-
matical coherences on their own. The theoretical backgrounds of these processes of discov-
ering are rather vague. Questions arise like: How is it possible that students acquire (mathe-
matical) knowledge on their own? Resp.: What are the conditions for these processes? In
this article, abduction is used to describe the processes and outcomes of discovering mathe-
matical coherences by elaborating on their underlying rational structures. The theoretical
considerations will be guided by a scene of classroom interaction.

1 Einfithrung

Das eigenstindige Entdecken mathematischen Wissens von Schiilerinnen und
Schiilern stellt ein wesentliches Charakteristikum vieler didaktischen Theorien und
Prinzipien dar (u. a. entdeckendes Lernen, (neo-)sokratische Methode, Problemlo-
sen). Trotz all der Bedeutung, die dem Entdecken im Rahmen padagogischer
Normvorstellungen zugeschrieben werden kann, bleibt der Kern des Entdeckens,
das Entwickeln einer neuen Idee, in der Literatur zumeist vage. Es finden sich in
diesem Kontext Begriffe, die theoretisch kaum verstandlich sind und ihre suggesti-
ve Kraft aus Metaphern und dem Ansprechen subjektiver Erfahrungen gewinnen.
Die Vagheit der Begriffe ldsst sich zum Beispiel an den von Bruner (1981, S. 16)
verwendeten Worten ,,Neuordnen* und ,,Transformieren des Gegebenen* erken-
nen. Héufig werden in diesem Kontext uneindeutige Worte wie ,,Intuition” ge-
nutzt'. Die Schwierigkeit einer Definition des Entdeckens bewegt Winter (1989, S.

' Fiir eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Auffassungen von ,,Intuition® und den

Versuch einer Definition dieses Begriffs sei auf Fischbein (1999) verwiesen.
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1) zu der Aussage: ,,Wére das Entdecken prizis (als aulenstehendes Phinomen)
beschreibbar, so wire es maschinell simulierbar, technisch beherrschbar. Da das
letztere offenbar nicht moglich ist, bleibt ein irrationaler, ein allenfalls intuitiv
fiihlbarer Rest von Unaussprechlichem. Das heiflt aber nicht, dass man in einen
stammelnden Entdeckungsmystifizismus verfallen miisste.*

In der neueren mathematikdidaktischen Diskussion finden sich vereinzelt Ansétze,
sich mit der Abduktion dem Entdecken zu ndhern. Mit der Abduktion arbeitete der
amerikanische Philosoph Charles Sanders Peirce eine dritte elementare Schluss-
form neben der Induktion und der Deduktion aus. Innerhalb der Mathematikdidak-
tik wurde die Abduktion bereits aus verschiedenen Richtungen betrachtet. Bei-
spielsweise thematisiert Hoffmann (1999) die Abduktion aus philosophisch-theore-
tischer Sicht als die entscheidende Schlussform fiir die Erkenntnisentwicklung und
somit auch als die entscheidende Schlussform fiir das entdeckende Lernen. Voigt
(1984 und 2000) betrachtet zudem die Abduktion als die Schlussform zur Rechtfer-
tigung der Hypothesen innerhalb der interpretativen Unterrichtsforschung. Das
Schema der Abduktion wurde von einigen Forschern genutzt, um die Entdeckun-
gen von Schiilern® zu analysieren. Unter Berufung auf die Theorie der Schlussfor-
men, die Peirce vor Beginn des 20. Jahrhunderts aufstellte, rekonstruieren u. a. Ci-
farelly (1999), Ferrando (2005), Knipping (2003, S. 131 f.), Loska (1995) und Pe-
demonte (2007) die Abduktionen von Schiilern im Mathematikunterricht hinsicht-
lich unterschiedlicher Fragestellungen. In Meyer (2007a und b) werden Schiiler-
duflerungen unter Beriicksichtigung der spéteren Philosophie von Peirce analysiert.

Wie der kurze Literaturiiberblick zeigt, wird die Abduktion sowohl aus theoreti-
scher als auch aus empirisch-rekonstruktiver Perspektive als die entscheidende
Schlussform beim entdeckenden Lernen angesehen. In diesem Artikel wird nun
dargestellt, inwieweit die Abduktion Licht in das Entdecken bringen kann bzw. ob
der von Winter beschriebene ,,allenfalls intuitiv fiihlbare Rest von Unaussprechli-
chem® (s. 0.) bestehen bleibt. Dabei wird zwischen der philosophisch-theoretischen
Analyse der Entstehung mathematischen Wissens und der Rekonstruktion der logi-
schen Strukturen des Entdeckungsprozesses vermittelt. Es wird zudem diskutiert,
ob es auf der Basis der Kenntnis der Abduktion als erkenntniserweiternde Schluss-
form mdglich ist, Entdeckungen zu methodisieren bzw. die Moglichkeit des Entde-
ckens zu unterstiitzen. Hinter diesem Vorhaben steht die Frage, inwieweit in dem
Entdecken eine Logik zu erkennen ist oder ob eher Begriffe wie ,mystische Er-
leuchtung* oder ,,mystische Einsicht* (Russel 1952, S. 12 und 25) angebracht sind.
Mit anderen Worten: Es wird versucht, basierend auf der Theorie der Abduktion

2 Auf eine getrennte Nennung der ménnlichen und weiblichen Form wird in diesem Arti-

kel verzichtet. Das jeweils andere Geschlecht sei stets mitbedacht.
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die Grenze zwischen der Logik und der Mystik des Entdeckungsprozesses heraus-
zuarbeiten.

Den Artikel einleitend wird zunéchst eine Unterrichtsepisode dargestellt. Nach der
sich anschliefenden theoretischen Thematisierung der Abduktion erfolgt der Ver-
such einer Rekonstruktion dieser Unterrichtsszene. AbschlieBend wird diskutiert,
welche Einsichten die Abduktion fiir ein Verstéindnis des Entdeckens bringen kann.

2 Eine Unterrichtsepisode

Die folgende Unterrichtsszene stammt aus einem Unterrichtsversuch (s. Meyer
2007a, S. 112 ff.) in einer vierten Klasse. Der Unterricht wurde von einem Wissen-
schaftler durchgefiihrt. Es handelt sich um die fiinfte und somit letzte Stunde des
Versuchs. Die Schiiler beschiftigten sich zuvor mit Funktionen ohne Bezug zu
Briichen. Sie setzten u. a. Zahlenfolgen fort und ordneten die Verldaufe von Gra-
phen diesen Folgen zu. Zu Beginn der fiinften Stunde bearbeiteten die Schiiler
Aufgaben auf einem Arbeitsblatt. Bei den ersten beiden, hier nicht abgebildeten
Aufgaben des Arbeitsblattes sollten die Schiiler zunédchst Bruchteile von Zahlen
bestimmen (eine Aufgabenstellung lautete beispielsweise: ,,Ein Viertel von 20 Stii-
cken sind [). Anschliefend musste ein Bruchteil zu einer Zahl hinzugefiigt oder
weggenommen werden (s. Abb. 1).

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe merkten die Schiiler schnell, dass die Startzah-
len der dritten Aufgabe den Ergebnissen der vierten Aufgabe entsprechen. Sowohl
arbeitsokonomische als auch tiefergehende mathematische Deutungen lieBen sich
rekonstruieren. Zum Beispiel erléuterte Simon®: ,,bei, ehm der vierten Aufgabe ist
das halt umgekehrt, dass da dann die 80 steht und da die 100. (zeigt auf die Werte
bei Aufgabe 4) .. konnte man auch abgucken.” Einen Grund, warum dies so sei,
dullerte der Schiiler nicht. Das Phdanomen verbleibt somit auf der Wahrnehmungs-
ebene und wird nicht weitergehend erklért.

David duBerte sich folgendermaBen: ,,aber weil bei bei Fiinftel verkleinern ist es
um ein Viertel, und bei bei der Aufgabe 3 ist es hier bei Aufgabe 4 genau um ein
Viertel grofler— (das ist ja?) fiinf mal das Teil. also ist ja hier das Fiinfte.“ Im Ge-
gensatz zu Simon gibt David eine Erklirung fiir das von ihm beobachtete Phéno-
men an. Wie aber ist David zu seiner tiefergehenden mathematischen ,,Ausgleich-
vorstellung® gekommen? Er kdnnte ein Viertel zu einer fiktiven Groe bzw. Zahl
hinzugefiigt und so erkannt haben, dass sich nun insgesamt fiinf der vorherigen
Viertel ergeben (,,flinf mal das Teil®). Dieses fiinfte ,,Teil“ miisste in der vierten
Aufgabe als Fiinftel wieder abgezogen werden. Der Vergleich zwischen der Start-

> Bei allen Namen handelt es sich um Pseudonyme. Im Anhang dieses Artikels finden

sich die verwendeten Transkriptionsregeln.
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und der Ergebniszahl wiirde dann zeigen, dass sich wieder die anfangliche Anzahl
der ,,Viertel“ ergibt (eine ausfiihrlichere Analyse der hier verkiirzt dargestellten
Unterrichtsszene findet sich in Meyer 2007, S. 173 ff.).

3. Wenn 100 um ein Viertel vergréfert werden soll, addiert man zu 100 die Zahl 25,

100 um ein Viertel vergréifert sind 125

160 um ¢in Viertel yergréifiert sind 200
[:I:I:I:I 80 um ein Viertel vergriBert sind

4 000 um ein Viertel vergréBert sind

1 000 um ein Viertel vergriBert sind

24 um ein Viertel vergriBert sind

4, 125 wm ein Funftel verkleinert sind 100
200 um e Finfiel verklzinert sind 160

m 100 um ein Finflel verkleiner; sind

5 000 um ein Funfiel verkleinert sind

1 250 um ein Fiinfiel yerkleinert sind

30 um cin Fiinftel yverkleinert sind

Abb. 1: Ausschnitt aus dem Arbeitsblatt*

Einige Schiiler sahen also in der Mdglichkeit des Abschreibens eine Vereinfachung
des Losungsprozesses, ohne nach tiefergehenden (mathematischen) Zusammen-
hiangen zu suchen. Andere hingegen fiihrten Griinde an, warum das gleiche Ergeb-
nis bei den Aufgaben herauskommen muss. Im Anschluss an diese Aufgabe
schrieb der Lehrer die folgende Aufgabe an die Tafel (Abb. 2).

Eine Tafel Schokolade wird um ein Viertel
vergrofert. Dann wird diese groflere Tafel
um ein Viertel verkleinert.

Abb. 2: Die Schokoladenaufgabe

* In den ,Niissen® auf der rechten Seite des Arbeitsblattes sind — leider schlecht erkennbar

— die Ergebnisse der einzelnen Aufgaben ungeordnet eingetragen.
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Die ,,Schokoladenaufgabe® stellt eine Weiterfiihrung des Arbeitsblattes dar. Dort
war es bei jeder einzelnen Rechenaufgabe noch moglich, sich den Bruch als ein
feststehendes empirisches Stiick eines fixen Ganzen vorzustellen. Die Schokola-
denaufgabe erfordert eine Betrachtung des Bruches als Operator, der innerhalb ei-
ner Aufgabe auf verschiedene Grundgesamtheiten angewandt wird. Auch bei dem
Arbeitsblatt hatte der Bruch die Funktion eines Operators (z. B.: ,,ein Viertel von
100%) und es dnderte sich von Zeile zu Zeile die Bezugsgrofe. Bei der Schokola-
denaufgabe liegt jetzt ein Problem darin, dass der Operator zweimal hintereinander
verwendet wird. Mit anderen Worten: Die Verkettung (Hintereinanderausfiihrung)
zweier Operatoren wird thematisch.

Ein Problem der Schokoladenaufgabe stellt die Bedeutung des Ausdrucks ,,um ein
Viertel verkleinert dar. Es bleibt auf der sprachlichen Ebene unklar, ob hiermit
das zuvor hinzugefiigte Viertel oder ein Viertel von der bereits vergroerten Scho-
kolade gemeint ist. Dies ist einerseits als begriffliches Problem und andererseits als
Sprachproblem zu sehen.

Nachdem der Lehrer die Aufgabe an die Tafel geschrieben hatte, setzt folgendes
Gesprich ein:

David  ja ist genauso wie am Anfang.

L so, David (auffordernde Handbewegung zu David) .. du hast eben was
gesagt

David  dann ist die Tafel doch wieder wie beim Anfang. ..

L wer ist der Meinung, dass David Recht hat— die Tafel ist dann wieder wie
am Anfang’

David  ich nicht ich nicht

L (ldchelnd) doch nicht’, also dann sag noch mal David

David  soll ich es an der Tafel machen’

Innerhalb einer sehr kurzen Zeitspanne éndert der Schiiler seine Meinung. Wéh-
rend er zunédchst von einer unveranderten Tafel {iberzeugt zu sein scheint, pladiert
er im Folgenden fiir eine verkleinerte Schokolade:

David  (lduft zur Schultafel) die Tafel Schokolade ... (zeichnet ein Viereck) ein
Teil, ein Teil, (unterteilt dabei das gezeichnete Viereck und zdhlt die letz-
ten Stiicke mit Hilfe des Fingers ab) drei vier. jetzt um ein Viertel ver-
groBert, ist sie so grof (fiigt ein weiteres Kdstchen dran)

Das Verstindnis dieses Ausdrucks ist fiir den mathematischen Experten naheliegend,
denn er hat gelernt, eine Bedeutung hineinzusehen. An dieser Stelle kdnnte entsprechend
gefordert werden, dass Schiilern Aufgabenstellungen auch so interpretieren (lernen) soll-
ten, wie der Mathematiker sie sehen wiirde. Dieser Punkt wird hier jedoch nicht weiter
thematisiert.
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L

David

David

David

David

David

Ss
David

David

David

David

so machen wir das vielleicht auch mal gestrichelt damit man sieht, was
das Viertel da—
(..) (beginnt die Trennstriche zu entfernen)

halt (spricht schnell) halt halt halt +, lass mal erst
mal stehen (zeichnet Striche nach)
stimmt doch
ja .. aber ich will damit das jeder— das so erkennt, das ist so gestrichelt
ne’, das ist dann hinzugekommen das Viertel (strichelt das hinzugekom-
mene Stiick der Schokolade) .. und jetzt sag es mal nur wie du es meinst.

wie— kann ich es jetzt zeigen oder nicht’

versuche es mal mit nur in Worten zu sagen, damit wir nicht alles so
(deutet in Richtung der Zeichnung) durcheinander— (ldchelnd) dann
zeichne es, dann zeichne es

ehm ist ja die Schokolade jetzt wieder normal groB3 (wischt die Untertei-
lungen weg), aber—

das ist ja jetzt die groBere Tafel ne’

nein jetzt kommen ja wieder normale Stiicke dabei. (unterteilt die ver-
groferte Schokoladentafel in Viertel)

h&’

eins zwei ... drei vier. (zdhlt die neuen Stiicke mit Hilfe der Finger ab)
jetzt stehen ja keine 5— eben waren es ja 5 Teile jetzt sind ja ~ wieder
nur 4 Teile ..

Aha

hier abgemacht dann ist sie ja kleiner als vorher. (deutet auf den rechten
Unterteilungsstrich)

streich es durch

ist sie kleiner als vorher.

streich es durch was abgemacht wird. ..
ja, jetzt ist sie kleiner als vorher. (streicht dabei das letzte Viertel durch)
das ist 80 (zeigt mit seinen Héinden die Breite der neuen Schokolade)
(groBere?) am Anfang war sie so groB3 (deutet die Grofie der Anfangstafel
an) .. jetzt ist sie so (zeigt wiederum die Breite der neuen Schokoladenta-

Jel)

David dndert innerhalb einer kurzen Zeitspanne seine Meinung. Wie aber konnte
der Schiiler nun zu der Entdeckung gekommen sein, die ihn dann zu seiner — aus
mathematischer Sicht richtigen — Losung flihrte? Diese Frage wird im weiteren
Verlauf mittels der Abduktion zu beantworten versucht. Insbesondere wird der
Frage nachgegangen, inwiefern Entdeckungen wie die von David auf der Grundla-
ge dieser Theorie methodisierbar sind und welcher Voraussetzungen es fiir eine
Aufgabe bedarf, damit die Wahrscheinlichkeit fiir Entdeckungen seitens der Schii-
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ler nicht allzu gering ist. Zundchst erfordert dies eine Thematisierung der theoreti-
schen Grundlage fiir die Analyse.

3 Deduktion, Induktion, Abduktion

In diesem Abschnitt werden die drei Schlussformen Abduktion, Induktion und De-
duktion vorgestellt. Hierbei wird u. a. gezeigt, dass nur mittels der Abduktion eine
differenzierte Betrachtung des Entdeckens mdglich ist. Die Abduktion und insbe-
sondere ihre schematische Darstellung wird dann zur Analyse der Unterrichtsszene
angewendet.

3.1 Deduktion

Als Deduktion bezeichnet man den Schluss von einem Fall und einem gegebenen
Gesetz zu einem Resultat (Abb. 3).

Fall: F(x,)
Gesetz: Vx: F(x)= R(x)

Resultat: R(x,)

Abb. 3: Die Deduktion®

Wenn ein Schiiler weill, was der Ausdruck ,,um ein Viertel verkleinern® bedeutet,
konnte er bei der Bearbeitung der dritten Aufgabe auf dem Arbeitsblatt (s. Abb. 1)
folgende Deduktion vollziehen:

Es handelt sich bei diesem Schluss um eine Deduktion im ,,Modus ponens* und somit
um eine spezielle Form der Deduktion. Der Grund fiir die Reduktion liegt darin, dass in
diesem Beitrag nicht die verschiedenen Formen der Deduktion dargestellt werden sollen,
sondern vielmehr die grundsétzlichen Unterschiede zwischen den Schlussformen. Fiir
eine ausfiihrliche Analyse von Deduktionen sei etwa auf Buth (1996) verwiesen. Diese
formale Darstellung der Deduktion schrénkt die Universalitit dieser Schlussform ein.
Der Vorteil liegt darin, dass fast alle Sitze der Schulmathematik auf die obige Form des
Gesetzes gebracht werden kénnen, wenn man bedenkt, dass Aquivalenzaussagen Kom-
binationen von Implikationen sind. Der Grundbereich des Gesetzes soll sich auf eine
Grundmenge beziehen, die zumeist unendlich ist. Dagegen steht die Darstellung x, fiir
ein Element dieser Grundmenge oder fiir eine endliche Teilmenge der Grundmenge oder
fiir eine Klasse von Elementen der Grundmenge.
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Fall: 80 soll um ein Viertel vergrofert werden.

Gesetz: Wenn eine Zahl um ein Viertel vergroBert werden soll, dann
teilt man diese Zahl durch 4 und addiert das Ergebnis zu der
Zahl

Resultat: 80:4=20 und 80+20=100

Abb. 4: Eine mogliche Deduktion zur Bearbeitung des Arbeitsblattes (s. Abb. 1)

Betrachtet man Mathematik als ein fertiges Produkt (zum Beispiel die Darstellung
in Lehrwerken fiir die Hochschule), so stellt die Deduktion die entscheidende
Schlussform dar. Allerdings eignet sie sich nicht, um die Entdeckung mathemati-
scher Zusammenhénge zu beschreiben: Die Pramissen (der Fall und das Gesetz)
dieser Schlussform stellen (Voraus-)Setzungen dar, die bei richtiger Anwendung
zu einer denknotwendigen Konklusion (dem Resultat) fiihren. Die Pramissen wer-
den gesetzt und miissen zuvor bekannt und gegeben sein. Entsprechend kann mit-
tels der Betrachtung der Schlussform Deduktion nicht die Frage beantwortet wer-
den, wie wir zu diesen Pramissen kommen. Das ermittelte Resultat ist zudem be-
reits in dem Konsequenz (dem ,,dann-Teil*) des Gesetzes enthalten. Da das Gesetz
bereits bekannt ist, enthélt das hiermit ermittelte Resultat keine Informationen, die
iiber den Erkenntnisgehalt des Gesetzes hinausgehen.

Der Deduktion kommt beim Entdecken mathematischer Zusammenhénge nur eine
sekunddre Bedeutung zu: Sie kann zur Erarbeitung der Phinomene fiihren, die den
Prozess der Entdeckung auslésen. Welcher Art diese Phdnomene sein miissen, wird
weiter unten ausgefiihrt.

Bei der Schokoladenaufgabe liegen die Voraussetzungen zur deduktiven Bearbei-
tung nicht vor: Die Schiiler wussten aus ihrem bisherigen Unterricht nicht, dass der
Bruchteil auf verschiedene Grundgesamtheiten angewendet werden muss. Denn
weder nannte der Lehrer eine entsprechende RegelméBigkeit bzw. ein entsprechen-
des Gesetz noch zeigt das Ergebnis der vom Lehrer initiierten Abstimmung unter
den Schiilern, dass ein anzuwendendes Gesetz im Horizont der Betrachtungen der
Schiiler der Klasse liegt. Die Schiiler miissen zur Losung der Schokoladenaufgabe
also ein neues Gesetz bilden. Die Bildung von Gesetzen ist jedoch mittels Deduk-
tionen nicht moglich. Entsprechend muss David seine Losung auf einem anderen
Weg gewonnen haben.
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3.2 Induktion

Bei der Induktion handelt es sich um den Schluss von einem gegebenen Fall und
einem gegebenen Resultat zu einem Gesetz (Abb. 5).

Fall: F(x,)
Resultat: R(x,)
Gesetz: Vx: F(x)= R(x)

Abb. 5: Die Induktion

Die Funktionen, die der Induktion im Forschungsprozess zugeschrieben werden,
sind vielfdltig. Eine Auffassung ist, dass mittels dieser Schlussform neue Gesetze
generiert werden (wie es das Schema der Induktion nahe legt). Eine genauere Ana-
lyse des Schemas hilft jedoch, diese Auffassung zu widerlegen. Denn um das Ge-
setz aus Fall und Resultat schliefen zu kénnen, bedarf es der Kenntnis des Zu-
sammenhangs zwischen diesen beiden Pramissen. Betrachten wir hierzu ein sehr
bekanntes Beispiel: Die Beobachtung einer endlichen Anzahl weifler Schwiéne fiih-
re zu der Vermutung, dass alle Schwine weil3 sind (Abb. 6).

Fall: Diese Tiere sind Schwéne.
Resultat: Diese Tiere sind weil3.
Gesetz: Alle Schwéne sind weil3.

Abb. 6: Eine Induktion zum Schwanbeispiel

Diese Auffassung der Induktion lésst die Frage offen, wie wir zu der Erkenntnis
gelangen, dass die Eigenschaft von beobachteten Tieren ,,Schwine zu sein“ und
deren Eigenschaft ,,weill zu sein“ zusammenhéngen konnten. Die Unterstellung ei-
nes potentiellen Zusammenhangs ist jedoch zentral, denn sonst wiirden wir die bei-
den Eigenschaften nicht zu einem Gesetz verbinden. Entsprechend muss die Er-
kennen von moglichen Zusammenhangen bereits vor der Durchfithrung einer In-
duktion geschehen.

Die Betrachtung der Abduktion wird zeigen, dass das Erkennen solcher Zusam-
menhénge abduktiv erfolgt und dass mit dem Erkennen dieses Zusammenhangs die
hypothetische Unterstellung eines verbindenden Gesetzes bereits einhergeht. Ent-
sprechend dieser theoretischen Betrachtung hilft die Abduktion und nicht die In-
duktion Prozesse des Generierens neuer Erkenntnisse — und somit auch das, was
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unter dem Wort ,,Induktionsprinzip® (u. a. in der Formulierung ,,was dreimal gilt,
das gilt immer*) zu fassen ist — differenzierter zu betrachten.

Der Nutzen einer Induktion besteht darin, dass man hiermit bereits vorhandene Ge-
setze iiberpriifen kann. Der (schematische) Schluss auf das Gesetz ist dabei nur als
eine Bestitigung (oder Widerlegung) desselben anzusehen’. Die folgende Rekon-
struktion zeigt, wie man Simons AuBerung nicht nur als Darstellung, sondern auch
als Bestdtigung eines zuvor erkannten Zusammenhanges auffassen kann. Nehmen
wir an, Simon hat an den ersten beiden Rechnungen u. a. den folgenden Zusam-
menhang erkannt: Die Ausgangszahlen von Aufgabe 4 wiederholen die Rechener-
gebnisse von Aufgabe 3. Deduktiv konnte Simon nun darauf schlieBen, dass ent-
sprechend dieses Zusammenhangs bei der Ausgangszahl ,,80° in Aufgabe 3 als Er-
gebnis ,,100° erscheinen muss (dies wire das Resultat einer ,,vorausschauenden®
Deduktion). Wiirde Simon dieses Ergebnis nur hinschreiben, bliebe es bei einer
Anwendung des zuvor erkannten Zusammenhanges, es kime nicht zu dessen Prii-
fung. Wenn Simon nun jedoch die auf dem Arbeitsblatt geforderte Rechnung (zum
Beispiel mittels der Deduktion in Abb. 4) durchfiihrt, dann wiirde die folgende In-
duktion stattfinden (Abb. 7).

Fall: Die Startzahl in Aufgabe 3 ist ,,80%.

Resultat: Das ausgerechnete Ergebnis in Aufgabe 3 ist ,,100%,
die Startzahl von Aufgabe 4.

Gesetz: Die Ausgangszahlen von Aufgabe 4 wiederholen die
Rechenergebnisse von Aufgabe 3 (die Bestitigung des
den Erkenntnisschritt einleitenden Zusammenhanges).

Abb. 7: Eine mdgliche Induktion zu Simons Bearbeitung des Arbeitsblattes

3.3 Abduktion

Die Abduktion wurde von Charles Sanders Peirce (1839-1914) als dritte elementare
Schlussform neben der Deduktion und der Induktion ausgearbeitet und fiir die wis-
senschaftliche Debatte bereitgestellt. Peirce beschreibt die ,,perfectly definite logi-
cal form* (CP 5.189) der Abduktion folgendermafen (Abb. 8).

Eine ausfiihrlichere theoretische Betrachtung der Induktion und die Rekonstruktion von
empirischen Uberpriifungen von Hypothesen durch Schiiler mittels des Schemas der In-
duktion erfolgen in Meyer (2007a und b). (Induktive) Uberpriifungen von Hypothesen
wurden auch von Polya unter der Bezeichnung ,,plausibles SchlieBen schematisch dar-
gestellt: ,,Die Verifizierung einer neuen Konsequenz zahlt umso mehr, je verschiedener
die neue Konsequenz von der bereits verifizierten ist.“ (Polya 1963, S. 18).
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,,The surprising fact, C, is observed;"
,But if A were true, C would be a matter of course*
,.Hence, there is a reason to suspect that A is true.*

Abb. 8: Die Beschreibung der Abduktion nach Peirce (CP 5.189, ca. 1903)

Zwischen dem beobachteten Phanomen C und dessen Erkldrung A setzt Peirce ei-
nen vermittelnden Satz (,,But if A were true, C would be a matter of course®), der
selbst nicht die Form eines allgemeinen Gesetzes hat. In einer fritheren Auffassung
von Abduktion (damals unter dem Begriff ,,Hypothesis*) verwendet Peirce ein Ge-
setz (,,rule, s. CP 2.619ff). Auch Hempel und Oppenheim fordern, dass eine wis-
senschaftliche Erkldarung zumindest ein allgemeines Gesetz enthalten und sich die
Beobachtung rein logisch aus der Erklarung ergeben muss (s. Stegmiiller 1976, S.
452). Zusammenfassend entsteht folgendes Schema der Abduktion (Abb. 9):

Resultat R(x,)
Gesetz: Vx: F(x) = R(x)

Fall: F(x,)

Abb. 9: Die allgemeine Form der Abduktion®

Eine Abduktion beginnt mit der Beobachtung eines iiberraschenden Phidnomens.
Ein Phinomen ist dabei eine Kombination aus einem konkreten Subjekt (x,) und
einem Priadikat R. Ausgehend hiervon wird ein Fall ermittelt, der moglicherweise
ursichlich fiir das konkret beobachtete Phinomen war. Im Fall wird das Pradikat
wieder auf das konkrete Phdnomen (x,) iibertragen. Um den Fall zu ermitteln be-
darf es der Unterstellung eines allgemeinen Gesetzes. Das Gesetz stellt eine ,,all-
gemeine Verbindung™ zwischen Resultat und Fall her. Wenn beispielsweise das
konkret beobachtete Subjekt (x) die Zahl 2 ist, dann wird im Gesetz auf beliebige
(nicht notwendig nur natiirliche) Zahlen verallgemeinert (vgl. FuBnote zu Abb. 3).

Betrachten wir zundchst ein Beispiel fiir eine Abduktion: Sherlock Holmes sieht
Gartenerde neben einer Leiche liegen. Dieses Phanomen konnte damit erklért wer-
den, dass der Gértner der ermordeten Person den Mord veriibt hat. Die Erlduterung

In der Literatur finden sich viele andere Schemata der Abduktion (zusammengefasst in
Schurz 2009). Das obige Schema hat sich bei den empirischen Analysen von Schiilerdu-
Berungen (Meyer 2007a und b) und bei der Arbeit mit Studierenden als brauchbar erwie-
sen.
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dieser Vermutung fiir Dr. Watson konnte die folgende Abduktion dffentlich wer-
den lassen (Abb. 10):

Resultat Neben der Leiche liegt Gartenerde.

Gesetz: Wenn ein leichtsinniger Gértner nach der Arbeit
einen Mord veriibt, dann hinterldsst er Spuren von
der Gartenarbeit am Tatort.

Fall: Der Girtner des Toten konnte der Morder sein.

Abb. 10: Eine Abduktion von Sherlock Holmes

Die Abduktion ermdglicht es also, eine Erkldarung ausgehend von beobachteten
Phianomenen zu finden. Diese Erklarung hat natiirlich nur den Rang einer Hypothe-
se. Im Beispiel von Sherlock Holmes konnte auch ein anderer Téater durch den Gar-
ten gekommen sein und den Mord veriibt haben. Auch wire es moglich, dass der
Fund von Gartenerde nichts mit dem Mordfall zu tun hat. Wire der Gértner des
Nachbarn der Morder, so hitte mit dem gleichen Gesetz ein anderer Fall erschlos-
sen werden miissen. Wére es jedoch eine andere Person oder ldge die Gartenerde
nur zufallig am Tatort, so hitte ein anderes Gesetz zur Kldrung des beobachteten
Phénomens angewendet werden miissen. Die Abduktion ist nur ein hypothetischer
Schluss, aber gleichzeitig ist sie die einzige Schlussform, die uns die Generierung
neuer Erkenntnisse ermoglicht:

,»The only thing that induction accomplishes is to determine the value of a quantity.
It sets out with a theory and it measures the degree of concordance of that theory
with fact. It never can originate any idea whatever. No more can deduction. All the
ideas of science come to it by the way of Abduction. ” (CP 5.145)°

Peirce fasst in seinen spéteren Schriften den Begriff der Abduktion weiter, als bisher
dargestellt wurde: Neben dem bisher beschriebenen Finden von Erklarungen fiir beo-
bachtete Phédnomene fasst er hierunter auch die Wahrnehmung von Dingen. Denn wir
nehmen Dinge nicht als solche wahr, sondern ihre Erscheinungsform. Ausgehend von
dieser Erscheinungsform ordnen wir sie einer Kategorie zu, zu der sie moglicherweise
gehdren. Der Unterschied zwischen der Abduktion zur Wahrnehmung und der Abdukti-
on zur Erkldrung von Sachverhalten besteht darin, dass wir bei der Wahrnehmung Sub-
jekte (z. B.: einen Schwan) mit Pradikaten (z. B.: weil3 sein) verbinden und somit zu ei-
nem Urteil (z. B.: der Schwan ist weill) kommen. Bei der Abduktion zur Erkldrung von
Sachverhalten verbinden wir hingegen zwei Urteile (Phdnomene und unterstelltes Ge-
setz) so, dass sie zu einem weiteren Urteil fiihren. Zwar spielt die Abduktion zur Wahr-
nehmung etwa zur Feststellung des Resultats auch fiir mathematische Entdeckungen ei-
ne Rolle, dennoch wird im folgenden Text hierauf nicht weiter eingegangen (filir eine
genauere Darstellung s. Apel, 1975, S. 301ff).
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4 Davids Erkenntnisprozess

Versucht man zunichst, Davids 6ffentliche Aussage zu rekonstruieren, so kann
sich ein mehrschrittiges Argument, bestehend aus insgesamt fiinf Deduktionen, er-
geben: Zunichst vergrofert David die Tafel um ein Viertel. Die anschlieBende Un-
terteilung der Tafel bedarf einer neuen Einteilung, die David in einem zweiten
Schritt anspricht. Nachdem die vergroBerte Tafel in Viertel unterteilt ist (Schritt 3),
kann das geforderte Viertel abgezogen werden (Schritt 4). Im letzten Schritt ver-
gleicht David nun die Start- mit der Endtafel und stellt fest, dass letztere kleiner als
die anfangliche Schokoladentafel ist (eine ausfilhrlichere Rekonstruktion des Ar-
guments erfolgt in Meyer 2007, S. 186 ff.).

Das offentliche Argument Davids geht von der Erkenntnis aus, die Schokolade
miisse neu eingeteilt werden. Wie David auf diese Idee kommt, 14sst sich mittels
der Argumentanalyse nicht weiter rekonstruieren. Im Folgenden werden daher
mogliche Interpretationen angefiihrt, die zeigen, wie David von seiner anfangli-
chen Losung abgewichen sein konnte.

4.1 Davids Erkenntnisprozess — erste Interpretation

Versucht man Davids Erkenntnis interaktionistisch zu deuten, so kénnte man einen
Anhaltspunkt fiir die Anderung von Davids Meinung in der AuBerung des Lehrers
suchen. Dieser stimmt der ersten Losung des Schiilers nicht sofort zu: ,,wer ist der
Meinung, dass David Recht hat— die Tafel ist dann wieder wie am Anfang’*. Wiir-
de dies den Ausgangspunkt fiir Davids Erkenntnisprozess bilden, so kénnte fol-
gende Abduktion rekonstruiert werden (Abb. 11):

Resultat Der Lehrer akzeptiert die Losung nicht sofort.

Gesetz: Wenn eine Losung falsch ist, dann akzeptiert der Lehrer
sie nicht.

Fall: Die Losung (Starttafel = Endtafel) ist falsch.

Abb. 11: Davids ,,soziale® Abduktion

Im Schulalltag lassen sich derartige Abduktionen héufig beobachten: Gerade bei
einer vermeintlich einfachen Aufgabe mag es Schiilern auffallig erscheinen, dass
der Lehrer eine Losung nicht sofort akzeptiert. Eine fehlerhafte Losung wire eine
mogliche Erklarung fiir das Verhalten des Lehrers.

Alternativ kdnnte der Schiiler auch tiberlegt haben, welche Auswirkung die Verén-
derungen der Aufgabenstellung auf eine fiktive Tafel Schokolade mit einer konkre-
ten Anzahl an Stiicken haben wiirde. Wenn der Schiiler dann bei der konkreten
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Rechnung eine sich verdndernde Grundgesamtheit (implizit) beriicksichtigt, hétte
er erkennen konnen, dass seine anfiangliche Losung nicht korrekt ist. Diese Mog-
lichkeit wird hier aber nicht weiter verfolgt.

Unabhéngig davon, welchen Weg der Schiiler gegangen sein mag, kdnnte er nach
einem Grund dafiir gesucht haben, weshalb die Tafel Schokolade nicht ihre alte
GroBe zuriickerlangt. Hier wére nun die folgende Abduktion denkbar (Abb. 12):

Resultat Die Losung ,,Starttafel = Endtafel* ist falsch.

Gesetz: Etwas, das aus 5-(4+1) gleichen Teilen besteht, muss um
ein Fiinftel verkleinert werden, damit sich wieder das Alte,
aus 4 Teilen Bestehende ergibt.

Fall: Die vergroBerte Tafel besteht aus 5 gleichen Teilen und
wird um ein Viertel verkleinert.

Abb. 12: Davids zweite Abduktion

Mittels dieser Abduktion konnte David nun den Grund fiir die sich verdndernde
GrofBe der Schokoladentafel erkannt haben: Die vergroBerte Tafel besteht aus fiinf
und nicht mehr vier Teilen.

4.2 Davids Erkenntnisprozess — zweite und dritte Interpretation

Die oben dargestellte Deutung stellt nur eine mogliche, grobe Interpretation von
Davids Erkenntnisprozess dar. Denn sie zeigt beispiclsweise nicht, auf Grund wel-
cher Informationen David zu seiner Abduktion (s. Abb. 12) gekommen ist. Einen
moglichen Ansatzpunkt hierzu bildet das Arbeitsblatt, welches direkt zuvor im Un-
terricht behandelt wurde (s. Abb. 1). Hier wurden gegebene Zahlen zuniachst um
ein Viertel vergroBert und anschlieend um ein Fiinftel verkleinert. Das Endergeb-
nis entsprach jeweils der anfénglichen Zahl. Die Rekonstruktion eines entspre-
chenden Analogieschlusses kann zu folgender Abduktion fithren (Abb. 13):
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Resultat: Auf Arbeitsblatt F wurden die um ein Viertel vergroBer-
ten Zahlen um den ,,5. Teil* verkleinert.

Gesetz: Was in der Geometrie fiir Flachen gilt, gilt in der Arith-
metik auch fiir Zahlen.

Fall: Das hinzugekommene Viertel der Tafel ist ein geometri-
sches Fiinftel der vergroferten Tafel.

Abb. 13: Davids Analogieschluss zur Schokoladenaufgabe (zweite Interpretation)

Ausgehend von seiner Erfahrung mit den Verdnderungen auf dem Arbeitsblatt
konnte David die Analogie zur Schokoladenaufgabe erkannt haben. Wéhrend diese
Interpretation nicht abhingig von der ,,sozialen” Abduktion (s. Abb. 11) ist, konnte
die soziale Abduktion jedoch auch den Ausgangspunkt fiir einen moglichen Ana-
logieschluss bilden (Abb. 14):

Resultat: Die Starttafel ist nicht gleich der Endtafel.
Gesetz: Was in der Arithmetik fiir Zahlen gilt, gilt in der Geo-
metrie fiir Flachen.

Fall: Die Vergroferung einer Zahl um ein Viertel wurde durch
die Verkleinerung um ein Fiinftel riickgéingig gemacht.

Abb. 14: Davids (zweiter) Analogieschluss zur Schokoladenaufgabe (dritte Interpretation)

In diesem Abschnitt konnten verschiedene Erkenntnisprozesse des Schiilers David
rekonstruiert werden. Mehrfach wurden alternative Beobachtungen etc. angefiihrt,
die den Schiiler zur Korrektur seiner anfanglichen Losung gefiihrt haben konnten.
Nach Oevermann u. a. (1979) stellen die rekonstruierten Abduktionen ,latente
Sinnstrukturen® dar, die aus dem Kontext der Unterrichtsszene heraus rekonstruiert
werden kdnnen. Um zu erkennen, welche Sinnstruktur derjenigen von David ent-
spricht, bedarf es zusédtzlicher Informationen. Da der Schiiler seine Losung zwar
begriindet, jedoch keine Informationen zu deren Entstehungsprozess gibt (auch im
weiteren, hier nicht dokumentierten Verlauf der Unterrichtsszene), bleibt sein indi-
vidueller Gedankenprozess letztlich im Dunkeln. Dieses Vorgehen — die Losung
eines Problems zu begriinden, anstatt den Weg zur Entdeckung darzustellen, ist in
der Mathematik nicht untypisch: ,,Er macht es wie der Fuchs, der seine Spuren im
Sande mit dem Schwanz ausloscht™ (Abel iiber Gauss, zitiert nach Meschkowski
1990, S. 116). Welchen Erkenntnisweg der Schiiler in der konkreten Szene gegan-
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gen ist, kann also nicht identifiziert werden. Alternative Erkenntnisprozesse konn-
ten ebenso plausibel sein, wie eine Mischung aus den rekonstruierten Abduktionen.
Die Analyse zeigt also, dass die individuellen, mystischen ,Geistesblitze’ mittels
des Schemas der Abduktion nicht rekonstruiert werden konnen — auch wenn die
Abduktion die entscheidende Schlussform fiir die Hypothesengenerierung ist.

5 Die Abduktion — Generierung und Plausibilisierung

Entscheidend fir das Verstiandnis der Abduktion ist, dass das Gesetz nicht einfach
vorgegeben ist. So mag Sherlock Holmes das Gesetz seiner Abduktion (s. Abb. 10)
wohl zuvor gekannt haben, aber im Gegensatz zur beobachteten Gartenerde ist die-
ses nicht vorgeben und kann somit nicht als Pramisse fiir die (kognitive) Durchfiih-
rung der Abduktion gedient haben. Vielmehr wird das Gesetz zur Ermittlung eines
ursédchlichen, das Phdnomen erkldrenden Falls lediglich unterstellt. Zudem ist der
Fall bereits in allgemeiner Form in der Bedingung des Gesetzes enthalten. Wenn
also das Gesetz bei einer Abduktion bewusst ist, dann ist auch der Fall bewusst.
Peirce schreibt zu seinem Schema (Abb. 8):

»Thus, A cannot be abductively inferred, or if you prefer the expression, cannot be ab-

ductively conjectured until its entire content is already present in the premiss, ,If A were
true, C would be a matter of course.“ (CP 5.189)

Entsprechend wird der Fall nicht in der Form eines ,naiven Umkehrschlusses® aus-
gehend von Resultat und Gesetz erschlossen. Andererseits kann der Fall jedoch nur
mittels des Gesetzes ermittelt werden. Die Abduktion beginnt also nur mit einer si-
cheren Pramisse, dem beobachteten Phdnomen, von dem ausgehend Gesetz und
Fall gleichzeitig ermittelt werden (s. auch Eco 1985, S. 295). Sobald das Gesetz
bewusst ist, erscheint das Phdnomen als eine konkrete Folgerung dieses Gesetzes
und erhélt somit seinen ,logischen Status® als Resultat.

Das Schema der Abduktion in Abb. 9 gibt also nicht den Gedankengang desjenigen
wieder, der eine Abduktion vollzieht, sondern verdeutlicht vielmehr die Rationali-
tat der offentlichen Darstellung einer Abduktion: Die Plausibilisierung einer Hypo-
these. Der ,Geistesblitz® (das gleichzeitige ,,Erkennen von Gesetz und Fall) lasst
sich hingegen wie folgt schematisch darstellen (Abb. 15):

Phianomen (Resultat): R(x,)
Gesetz: Vx: F(x)= R(x)
Fall: F(x,)

ADb. 15: Schema der kognitiven Generierung einer Abduktion
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Das Schema in Abb. 9 zeigt somit natiirlich nur die Rationalitit des ,Geistesblit-
zes® aus nachtréglicher Sicht. Es erklart nicht, wie wir zu einer Entdeckung kom-
men, welche Irrwege'® wir zuvor gegangen sind, welche sozialen Einfliisse eine
Rolle gespielt haben konnten usf. Mit anderen Worten: Das Schema verdeutlicht
nur den Teil des (kognitiven) Entdeckungsprozesses, der 6ffentlich wird — unab-
héngig davon, ob die Erkenntnis hiermit tatsdchlich gewonnen wurde oder ob die
offentliche Darstellung nur ein Produkt ist, das erst auf der Basis der Erkenntnis
erkannt wurde und anschlieend dargestellt wird, weil es zum Beispiel eleganter
erscheint als der Weg zur Entdeckung. Da nur die 6ffentliche AuBerung zur Ent-
wicklung des Themas (s. Neth und Voigt 1991) im Unterricht und somit zum Ler-
nen der gesamten Klasse beitrdgt, kann an dieser Stelle auch dafiir argumentiert
werden, dass die Betrachtung der 6ffentlichen AuBerung die entscheidende ist.

Betrachten wir nun die Interpretationen zur AuBerung Davids eingehender: Bei der
ersten Interpretation des Erkenntnisprozesses wird in der zweiten Abduktion (s.
Abb. 12) ein Gesetz benutzt, das die Schiiler zuvor nicht kannten. Dies liegt vor-
rangig daran, dass es sich hierbei um ein sehr spezielles Gesetz handelt. Solche
Abduktionen, mittels derer nicht nur ein neuer Fall, sondern auch ein neues Gesetz
gebildet wird, bezeichnet Eco als ,kreativ* (1985, S. 301; nach Bonfantini und
Proni 1985, S. 201). Auch existieren hierfiir die Bezeichnungen ,,innovatorische
Abduktion* (Habermas 1968, S. 147f) und ,terminogene Abduktion* (Eberhard
1999, S. 138).

Bei den beiden letzten rekonstruierten Abduktionen zur AuBerung Davids (Abb. 13
und 14) wird im Gesetz der Wechsel zwischen den ,,subjektiven Erfahrungsberei-
chen® (Bauersfeld 1983) ,,Zahlen” und ,,Flichen* deutlich. Die Leistung des Schii-
lers wiirde entsprechend darin liegen, diese Bereiche — und somit die Schokoladen-
aufgabe mit der zuvor behandelten Aufgabe — zu verbinden. In der Grundschule
werden hdufig Zahlenverhéltnisse geometrisch veranschaulicht, wodurch den
Schiilern vergleichbare Gesetze bekannt sein kdnnten. Mittels dieser Abduktionen
wird somit (vermutlich) kein neues Gesetz geschaffen, sondern vielmehr ein be-
kanntes Gesetz zu dem gegebenen Phidnomen assoziiert. Habermas (1968, S. 147
f.) bezeichnet diesen Typ von Abduktion als ,,explanatorisch®, Eberhard (1999, S.
138) als ,,subsumierend. Eco (1985, S. 299 f.; nach Bonfantini und Proni 1985, S.
201) unterscheidet je nach der Codiertheit des Gesetzes zwischen ,,iibercodierten*
und ,,untercodierten” Abduktionen. Betrachten wir hierzu das Beispiel Davids:
Wihrend in der Grundschule haufig die geometrische Veranschaulichung von Zah-
lenverhaltnissen erfolgt, bedarf es zur Losung der Schokoladenaufgabe jedoch ei-
ner Umkehrung: Die Geometrie muss mit Einsichten in Zahlen verbunden werden.

10" Diese Irrwege basieren zwar auf Abduktionen, jedoch lassen sich diese ohne den Pro-

zess des Offentlichen Rechtfertigens einer Hypothese nicht rekonstruieren.
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Fiir den Mathematikexperten mag dieses Vorgehen quasi ,auf der Hand liegen‘.
Fiir einen Schiiler der Grundschule wire eine solche Assoziation des Gesetzes zu-
mindest kein vertrauter Vorgang. Wenn die Assoziation des bekannten Gesetzes
auf der Hand liegt, so bezeichnet Eco (1985, S. 299 f.) die Abduktion als ,,iiberco-
diert”. Bei ,,untercodierten Abduktionen* (ebd., S. 300) ist die (vermeintliche) Si-
cherheit der Assoziation nicht gegeben. Vielmehr muss nun das Gesetz aus einer
Vielzahl bekannter Gesetze als das plausibelste ausgewéhlt werden.

Die Unterscheidungen Ecos bieten die Moglichkeit, das Entdecken genauer zu fas-
sen. Denn wihrend sich untercodierte und kreative Abduktionen als Entdeckungen
bezeichnen lassen, ist dies bei iibercodierten Abduktionen kaum moglich. Die em-
pirische Rekonstruktion (Meyer 2007a) von Abduktionen zeigte jedoch, dass auch
iibercodierte Abduktionen eine groBe kognitive Leistung beanspruchen konnen,
wenn das Gesetz zwar leicht zu assoziieren, der Fall aber nicht leicht als Fall eines
Gesetzes zu erkennen ist. Um den hiermit verbundenen kognitiven Anspruch auch
begrifflich fassen zu kénnen, wurde der Begriff ,,untercodierte Abduktion* erwei-
tert und hierunter solche Abduktionen gefasst, bei denen entweder das Gesetz nicht
leicht zu dem beobachteten Phénomen zu assoziieren ist oder bei denen der Fall
nicht leicht als Fall des Gesetzes zu erkennen ist. Entsprechend dieser Beschrei-
bung bedarf es fiir das Entdecken also Abduktionen, bei denen

a) das Gesetz neu generiert werden muss oder

b) das bekannte Gesetz nicht leicht zu dem beobachteten Phdnomen zu assoziieren
ist oder

¢) bei dem der Fall nicht leicht als Fall des Gesetzes zu verstehen ist.

Beim entdeckenden Lernen kann somit sowohl ein (konkreter) Fall als auch ein
(allgemeines) Gesetz neu gebildet werden. Entsprechen konnen sowohl der Fall als
auch das Gesetz hypothetischen Charakter besitzen. Unabhidngig vom Typ der Ab-
duktion wird zudem die Zuordnung eines Gesetzes zu einem Phdnomen, welches
dann als Resultat des Gesetzes erscheint, entdeckt. Mit einer einzelnen Entdeckung
konnen entsprechend bis zu drei Hypothesen einhergehen.

Die Abduktion — betrachtet als kognitiver Prozess, bei dem Gesetz und Fall quasi
gleichsam ,,erscheinen® — bedarf nur einer einzigen Pramisse, dem beobachteten
Phianomen. Ausgehend von dieser Beobachtung werden Gesetz und Fall quasi
gleichzeitig gebildet bzw. assoziiert. Entsprechend bleibt die Frage offen, wie wir
(bzw. David) zu einer neuen Erkenntnis kommen. Rescher schreibt eindrucksvoll:
»|...] an evolutionary model of random trial and error with respect to possible hypothe-

ses just cannot operate adequately within the actual (or perhaps even any possible) time-
span.” (ebd. 1995, S. 321)
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Bei Peirce findet sich zur Beantwortung der Frage, warum wir mit unseren Ideen
so hdufig ,,ins Schwarze treffen”, eine Mischung von ,,objektivem Idealismus* und
»Realismus® (s. Nagl 1992, S. 117):

»|...] every reasoning involves another reasoning, which in its turn involves another,
and so on ad infinitum. Every reasoning connects something that has just been learned
with knowledge already acquired so that we thereby learn what has been unknown. It is
thus that the present is so welded to what is just past to render what is just coming about
inevitable. The consciousness of the present, as the boundary between past and future,
involves them both. Reasoning is a new experience which involves something old and
something hitherto unknown.* (CP 7.536)

Das Vollziehen einer sinnvollen Abduktion setzt also voraus, dass der Forscher
Kenntnisse in dem betreffenden Bereich hat. Hoffmann (u. a. 2003, S. 305) be-
zeichnet dieses Wissen auch als ,,implizites Wissen*.
,»The abductive suggestion comes to us like a flash. It is an act of insight, although of ex-
tremely fallible insight. It is true that the different elements of the hypothesis were in our
minds before; but it is the idea of putting together what we had never before dreamed of

putting together which flashes the new suggestion before our contemplation.” (CP
5.181)

Bei der Generierung einer neuen Idee setzen wir einen Sachverhalt (das beobachte-
te Phdnomen) zunéchst als gegeben voraus. Unsere kognitive Leistung ermdglicht
es uns, diesen Sachverhalt, der aus ontologischer Sicht bereits an sich ein solcher
ist, fiir uns zu erkennen. Wir setzen hierzu Ideen unseres Hintergrundwissens zu-
sammen und kreieren auf diese Weise neue Ideen, die einen Anhalt an der Wirk-
lichkeit finden.

Die Notwendigkeit des Hintergrundwissens zeigt wiederum, dass ,,[...] quite new
conceptions cannot be obtained from abduction® (CP 5.190). Die Abduktion er-
moglicht also keine ,,creatio ex nihilo* (s. Hoffmann 1999, S. 288 f.). Vielmehr
bedarf es zum Bilden neuer (zunéchst nur hypothetischer) Ideen solcher Phidnome-
ne, welche Schiiler als Resultate bekannter oder neu zu bildender Gesetze erkennen
konnen.

Der Wahl der Phanomene kommt somit eine bedeutende Rolle bei der Generierung
neuen Wissens zu. Auch wenn mathematische Phanomene Schiiler nicht notwendig
iiberraschen mogen, so ist doch die Erklarungsbediirftigkeit dieser Phinomene ent-
scheidend:

,,Was wir wissen wollen, wollen wir aus einem bestimmten Grunde wissen. Der Grund
ist der, da3 es eine Liicke, ein Loch oder einen freien Raum in unserem Verstindnis der
Dinge, das heif3it in dem gedachten Bild der Welt, gibt. [...] Und wenn die Liicke in un-
serem Verstindnis ausgefiillt ist, fiihlen wir uns angenehm erleichtert und zufrieden. Die
Dinge wurden wieder verstindlich oder sind jedenfalls verstdndlicher geworden.* (Holt
1971, S. 176f)
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Die erkldrungsbediirftigen Phidnomene stellen also eine Liicke in unserem Ver-
stindnis dar. Es handelt sich um eine Abweichung von der Normalitdt, die den
kognitiven Konflikt (Piaget) bedingt. Diese Liicke gilt es, mittels Abduktion zu
schlieflen:
,Hence, if a given phenomenon looks strange, this only means that the theoretical fra-
mework used to interpret this phenomenon must be revisited! The revisiting cognitive

process is labelled abduction, and its aim is to ,normalize’ anomalies.” (Andreewsky
2000, S. 839)

Wenn der Lernende mittels der tentativen Unterstellung einer RegelmaBigkeit eine
Erklarung fiir das beobachtete Phinomen gefunden hat (bzw. die ,,Liicke” in sei-
nem Verstindnis geschlossen hat), dann ist das so erlangte Wissen zunichst sub-
jektiv. Erst die Veroffentlichung des ,Geistesblitzes* erlaubt, das subjektive Wis-
sen zu verobjektivieren und somit analysierbar zu machen.

Die empirische Rekonstruktion von Abduktionen (Meyer 2007a) hat gezeigt, dass
die semantischen Felder zwischen dem Resultat einer Abduktion und dessen erklé-
renden Fall bei kreativen Abduktionen zumeist sehr nahe beieinander lagen. Die
neuen Gesetze entsprachen also hiufig einer tentativen Verallgemeinerung eines
leicht erkennbaren Zusammenhangs. Tiefergehende Abduktionen, also solche Ab-
duktionen, mit denen tiefere Einsichten in mathematische Zusammenhénge ge-
wonnen wurden, vollzogen in der Regel solche Schiiler, die sich auch in einem
Mathematikunterricht durch gute Leistungen auszeichneten, der nicht vorrangig
auf Entdeckungen ausgelegt war.

Bisher wurde festgestellt, dass nur die Abduktion eine differenzierte, inferentielle
Betrachtung der Generierung neuen Wissens ermdglicht. Es handelt sich hierbei
jedoch nicht um einen logischen Schluss im herkdmmlichen Sinn: Neue Elemente
als Pramissen geniigen den Anforderungen der mathematisch-formalen Logik
nicht. Das neue Element (das Gesetz) wird versuchsweise zur Klarung der Phano-
mene angefiihrt. Es bleibt offen, warum gerade ein bestimmtes Gesetz bzw. ein be-
stimmter Fall zur Erklarung der beobachteten Phdnomene herangezogen oder ge-
bildet wurde. Das Entstehen einer Abduktionen vollzieht sich vielmehr unvermit-
telt, quasi ,,blitzartig®. Diese Unvermitteltheit methodisch unter Kontrolle zu brin-
gen, ist nicht moglich — sowohl im schulischen Mathematikunterricht, als auch im
Forschungsprozess eines Wissenschaftlers. Beck und Jungwirth (1999, S. 249)
driicken dies fiir den Forschungsprozess wie folgt aus:
,Die Abduktion darf man nun jedoch nicht als Anleitung fiir die Bildung von Deutungs-
hypothesen auffassen. Sie charakterisiert nur formal die Hypothesengenerierung, stellt
aber selbst keine Methodologie dar. [...] Zufall, Intuition oder Spekulation spielen bei
jedem Verfahren eine gewisse Rolle, zumal es sich in der Regel um sogenanntes Kunst-
lehren handelt; dies widerspricht aber keinesfalls dem Prinzip der Abduktion.“
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Entdeckungen lassen sich zwar nicht methodisieren, jedoch lassen sich in der Lite-
ratur Strategien finden, wie die Entstehung von Entdeckungen forciert werden
kann. Peirce selbst beschreibt zwei Strategien, die sich dazu eignen sollen, den
Prozess der Generierung neuer Erkenntnisse anzuregen. Konstitutiv fiir die erste
Strategie ist ein Zustand hoherer Anspannung, von ,,[...] echtem Zweifel oder Un-
sicherheit oder Angst oder groBem Handlungsdruck [...]* (Reichertz 2003, S. 85).
Dieser Zustand soll durch vom Datenmaterial ausgeloste Zweifel entstehen.
Gleichsam auf Detektivarbeit versucht man durch angestrengtes Nachdenken das
Eintreten des Geistesblitzes zu begiinstigen. Innerhalb der Mathematikdidaktik
spricht zum Beispiel Krauthausen von einer ,,Forscherhaltung®, welche die Schiiler
einnehmen sollen, um

»|...] in bislang unerschlossenes Gelédnde vorzudringen, die Gegebenheiten zu sondie-

ren, Dinge experimentell auszuprobieren und zu sehen, was sich ergeben mag. Sollte

etwas nicht gelingen, dann kann er [der Schiiler, M. M.] priifen, woran es gelegen ha-

ben, was man iibernchmen und was man im weiteren Vorgehen verdndern mag.* (ebd.
1994, S. 16f)

Die zweite Strategie stellt nahezu das Gegenteil der ersten dar. Obwohl der rational
arbeitende Verstand stindig mit den gegebenen Fakten umgeben ist, soll er so weit
wie moglich ausgeschaltet werden. Um es mit den poetischen Worten von Peirce
Zu sagen:
. ,Enter your skiff of Musement, push off into the lake of thought, and leave the breath
of heaven to swell your sail. With your eyes open, awake to what is about or within you,
and open conversation with yourself; for such is all meditation.” It is, however, not a

conversation in words alone, but is illustrated, like a lecture, with diagrams and with ex-
perience.” (CP 6.461)

Auch wenn diese Haltungen den abduktiven Prozess anregen konnen, so scheint ih-
re Ubertragbarkeit auf den Schulunterricht nicht problemlos zu sein. Zum einen
bedarf es einer vielfach noch zu entwickelnden forschenden Einstellung. Es kann
kaum davon ausgegangen werden, dass sich jeder Schiiler Sherlock Holmes imitie-
rend auf Spurensuche begibt und nicht der Auflésung durch (Besser-)Wissende
harrt. Zum anderen setzt das ,,Musement® voraus, dass sich der Schiiler (wenn auch
passiv) mit den Fakten beschéftigt und nicht durch sonstige Aktivititen abgelenkt
ist. Der vage zu beschreibende Zustand eines ,freien Gedankenspiels’ kdnnte von
Schiilern auch missverstanden werden.

6 Fazit und Ausblick

Ausgehend von den Analysen der spiten Philosophie von Peirce, die beschreiben,
dass die drei Schlussformen Abduktion, Deduktion und Induktion die einzigen e-
lementaren Schlussformen seien (CP 2.774), wurde in diesem Artikel die Abdukti-
on als zentrale Schlussform fiir das Entdecken mathematischer Zusammenhinge
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herausgestellt. Die Rekonstruktionen von Entdeckungen mittels des Schemas der
Abduktion kdnnen die Rationalitdt des 6ffentlichen Entdeckungsprozesses aufzei-
gen, indem sie beispielsweise implizite Gesetze oder Fille der Schiiler aufzeigen
konnen. Der kognitive Prozess beim Erkennen mathematischer Zusammenhinge
(der ,,Geistesblitz) bleibt hingegen der Mystik {iberlassen. Denn die rekonstruierte
Rationalitdt muss natiirlich nicht der Rationalitdt des Schiilers entsprechen, der den
mathematischen Zusammenhang ver6ffentlicht. Die Prozesse des (kognitiven) Ge-
nerierens und des Explizierens von Vermutungen sind zwei unterschiedliche Pro-
zesse. Explizierte Vermutungen lassen sich analysieren.

Die Nicht-Methodisierbarkeit des Geistesblitzes beschrankt den Einflussbereich
des Lehrers erheblich. Er kann den Prozess des Entdeckens nur durch die ,,Pramis-
se des Entdeckens* forcieren: die Schaffung von Phédnomenen, welche die Schiiler
mittels einer Abduktion als Folgerungen der zu generierenden oder assoziierenden
Gesetze erkennen und somit erkléren konnen. Die konkreten Phinomene miissen
den Schiilern entweder direkt vorgegeben sein oder zumindest von ihm leicht erar-
beitbar bzw. herleitbar sein. Diese notwendige Voraussetzung fiir das Entdecken
macht deutlich, dass mathematische Zusammenhénge nicht ,,von einem (platoni-
schen Ideen-)Himmel“ fallen, sondern in einem gewissen Rahmen provozierbar
sind.

In verschiedenen Projekten wurde die Nutzbarkeit der hier dargestellten Theorie
fiir die mathematikdidaktische Forschung und Theorieentwicklung aufgezeigt: In
Meyer (2007a) werden Schiilerduflerungen rekonstruiert. Hierbei wird u. a. gezeigt,
dass die Mehrdeutigkeit sowohl von Aufgabenstellungen, als auch von AuBerun-
gen (sowohl hinsichtlich der Darstellung einer Hypothese als auch hinsichtlich der
logischen Zusammenhinge zwischen dem Entdecken und Begriinden) ein ent-
scheidendes und nutzbares Charakteristikum entdeckenden Lernens ist. Die Analy-
sen ergeben zudem, dass der kognitive Anspruch, der mit dem Vollzichen einer
Abduktion verbunden ist, sich nur unzureichend mittels der Unterscheidung von
untercodierten, iibercodierten und kreativen Abduktionen fassen lidsst. Die semanti-
schen Felder zwischen dem zu Erkldrenden und dem Erkldrenden konnen selbst bei
kreativen Abduktionen nahe beieinander liegen, so dass das neue Gesetz der tenta-
tiven Verallgemeinerung der leicht erkennbaren Zusammenhangs von Resultat und
Fall entspricht.

Ebenso wie Schiiler beim entdeckenden Lernen Abduktionen vollziehen, nutzt der
Forscher diese Schlussform, um rationale Strukturen in den Schiilerduflerungen zu
erkennen. Wiahrend sich jedoch fiir den Schiiler die Moglichkeit eines deduktiven
Beweises der zundchst hypothetischen Erkenntnis bietet, ist die Erkenntnis-
sicherung des Interpreten auf empirische Erkenntniswege (im Zusammenspiel von
Deduktion und Induktion) beschrankt.
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Die Nutzbarkeit des Abduktionsschemas wurde zudem bei der Analyse von Schul-
biichern aufgezeigt (s. Meyer und Voigt 2009). Mittels der Schlussformen wurden
Aufgaben in Schulbiichern analysiert, anhand derer ein neuer mathematischer Satz
entdeckt werden soll. Hierbei wurden verschiedene Optionen zur Entdeckung und
Priifung mathematischer Sétze herausgearbeitet und hinsichtlich der potentiellen
Uberzeugungskraft unterschieden, die diese Aufgaben dem zu entdeckenden bzw.
zu Uberpriifenden Satz zukommen lassen konnen. U. a. konnte herausgearbeitet
werden, wie es moglich ist, das Entdecken und Begriinden mathematischer Zu-
sammenhinge miteinander zu verbinden und bereits vor dem Entdecken eines Zu-
sammenhangs (bzw. eines mathematischen Satzes) eine (zunéchst latente) Beweis-
idee fiir diesen Zusammenhang zu gewinnen.

Trotz all der Einsichten, welche die Abduktion in den vagen Bereich des Entde-
ckens bringt, verhilft sie nicht, das (kognitive) Entdecken zu entmystifizieren. Der
von Winter unterstellte ,,allenfalls intuitiv fiihlbare Rest von Unaussprechlichem™
bleibt weiterhin bestehen. Die Abduktion macht jedoch deutlich, dass das Generie-
ren einer Entdeckung kein blindes Raten ist, sondern zu einem gewissen Grad lo-
gisch analysierbar ist:

,Nein, nein, ich rate nie. Raten ist eine abscheuliche Angewohnheit; es zerstort die
Féhigkeit, logisch zu denken.“ (Sherlock Holmes; Doyle 2005, S. 15)

Literatur

Andreewsky, E. (2000): Abduction in language interpretation and law making. In: Kyberne-
tes, 29(7/8), S. 836-845.

Apel, K.-O. (1975): Der Denkweg von Charles S. Peirce — Eine Einfiihrung in den amerika-
nischen Pragmatismus. Frankfurt a.M.: Suhrkamp.

Bauersfeld, H. (1983): Subjektive Erfahrungsbereiche als Grundlage einer Interaktionstheo-
rie des Mathematiklernens und -lehrens. In: Bauersfeld, H. (Hrsg.): Lernen und Leh-
ren von Mathematik. K6ln: Aulis, S. 1-56.

Beck, C. und H. Jungwirth (1999): Deutungshypothesen in der interpretativen Forschung.
In: Journal fiir Mathematikdidaktik, 20(4), S. 231-259.

Bonfantini, M. und G. Proni (1985): Raten oder nicht raten? In: Eco, U. und T.A. Sebeok
(Hrsg.): Der Zirkel oder im Zeichen der Drei — Dupin, Holmes, Peirce. Miinchen:
Fink, S. 180-202.

Bruner, J.S. (1981): Der Akt der Entdeckung. In Neber, H. (Hrsg.): Entdeckendes Lernen. 3.
Auflage. Weinheim: Beltz, S. 15-29. (Original: The act of discovery. Harvard Educ.
Rev. 1961, 31, S. 21-32)

Buth, M. (1996): Einfiihrung in die formale Logik unter der besonderen Fragestellung: Was
ist die Wahrheit allein aufgrund der Form. Frankfurt: Lang.

Cifarelli, V. (1999): Abductive Inference: Connection between problem posing and problem
solving. In: O. Zaslavsky (Hrsg.): Proceedings of PME XXIII, Haifa, Band 2, S. 217—
224.

Doyle, A.C. (2005): Das Zeichen der Vier. Ziirich: Klein & Aber.

Eberhard, K. (1999): Einfiihrung in die Erkenntnis- und Wissenschaftstheorie. Geschichte
und Praxis der konkurrierenden Erkenntniswege. 2. Auflage. Stuttgart: Kohlhammer.



Logik und Mystik des (entdeckenden) Lernens 55

Eco, U. (1985): Horner, Hufe, Sohlen. Einige Hypothesen zu drei Abduktionstypen. In: Eco,
U. und T.A. Sebeok (Hrsg.): Der Zirkel oder im Zeichen der Drei — Dupin, Holmes,
Peirce. Miinchen: Fink, S. 288-320.

Ferrando, E. (2005): Abductive processes in conjecturing and proving. Ph.D. thesis, Lafay-
ette: Purdue University.

Fischbein, E. (1999): Intuition and schemata in mathematical reasoning. In: Educational
studies in mathematics, 38, S. 11-50.

Habermas, J. (1968): Erkenntnis und Interesse. Frankfurt a.M.: Suhrkamp.

Hoffmann, M. (1999): Problems with Peirce’s concept of abduction. In: Foundations of
Science, 4(3), S. 271-305.

Hoffmann, M. (2002): Erkenntnisentwicklung. Ein semiotisch-pragmatischer Ansatz. Dres-
den: Philosophische Fakultét der Technischen Universitét.

Hoffmann, M. (2003): ,,Entdeckendes Lernen* — semiotisch gefasst. In: Beitrdge zum Ma-
thematikunterricht. Hildesheim: Franzbecker, S. 305-308.

Holt, J. (1971): Wie Kinder lernen. Weinheim: Beltz.

Knipping, Ch. (2003): Beweisprozesse in der Unterrichtspraxis. Vergleichende Analysen
von Mathematikunterricht in Deutschland und Frankreich. Hildesheim: Franzbecker.

Krauthausen, G. (1994): Arithmetische Fahigkeiten von Schulanfingern: Eine Computersi-
mulation als Forschungsinstrument und als Baustein eines Softwarekonzeptes fiir die
Grundschule. Wiesbaden: Dt. Univ.-Verlag.

Loska, R. (1995): Lehren ohne Belehrung. Leonard Nelsons sokratische Methode der Ge-
sprachsfiihrung. Bad Heilbrunn: Klinkhardt.

Nagl, L. (1992): Charles Sanders Peirce. Frankfurt a.M.: Campus Verlag.

Oevermann, U.; T. Allert; E. Konau und J. Krambeck (1979): Die Methodologie einer ob-
jektiven Hermeneutik und ihre allgemeine forschungslogische Bedeutung in den So-
zialwissenschaften. In: Soeffner, H.G. (Hrsg.): Interpretative Verfahren in den Sozi-
al- und Textwissenschaften. Stuttgart: Metzler, S. 352-432.

Meschkowski, H. (1990): Denkweisen groler Mathematiker. Ein Weg zur Geschichte der
Mathematik. Erw. Auflage. Braunschweig: Vieweg.

Meyer, M. (2007a): Entdecken und Begriinden im Mathematikunterricht. Von der Abdukti-
on zum Argument. Hildesheim: Franzbecker.

Meyer, M. (2007b): Entdecken und Begriinden im Mathematikunterricht. Zur Rolle der Ab-
duktion und des Arguments. In: Journal fiir Mathematik-Didaktik, 28(3/4), S. 286—
310.

Meyer, M. (2008): Das Entdecken einer Entdeckung. Die Abduktion als Forschungsgegens-
tand und -logik. In: Jungwirth, H. und Krummheuer, G. (Hrsg.): Der Blick nach in-
nen: Aspekte der alltdglichen Lebenswelt Mathematikunterricht. Band 2. Miinster:
Waxmann.

Meyer, M. und J. Voigt (2009): Entdecken, Priifen und Begriinden. Gestaltung von Aufga-
ben zur Erarbeitung mathematischer Sitze. In: mathematica didactica, 32, S. 31-66.

Neth, A. und J. Voigt (1991): Lebensweltliche Inszenierungen. Die Aushandlung schulma-
thematischer Bedeutung an Sachaufgaben. In: Maier, H. und J. Voigt (Hrsg.): Inter-
pretative Unterrichtsforschung. Kéln: Aulis, S. 79-116.

Pedemonte, B. (2007): How can the relationship between argumentation and proof be ana-
lysed? In: Educational studies in mathematics, 66, S. 23—41.

Peirce, Ch. S., CP: Collected Papers of Charles Sanders Peirce (Band I-VI hrsg. von C.
Hartshorne und P. Weil}, 1931-1935, Band VII-VIII hrsg. von A.W. Burks 1985),



56 M. Meyer

Cambridge: Harvard University Press (Zitiert wird hierbei nach der iiblichen Form:
w.xyz — w gibt dabei die Bandnummer, xyz die Nummer des Paragraphen an).

Polya, G. (1963): Mathematik und plausibles Schliefen. Band 2: Typen und Strukturen
plausibler Folgerung. Basel: Birkhduser.

Reichertz, J. (2003): Die Abduktion in der qualitativen Sozialforschung. Opladen: Leske
und Budrich.

Rescher, N. (1995): Peirce on abduction, plausibility, and the efficiency of scientific inquiry.
In: Rescher, N. (Hrsg.): Essays in the History of Philosophy. Aldershot: Avebury, S.
309-326.

Russel, B. (1952): Mystik und Logik. Wien: Humboldt Verlag.

Voigt, J. (1984): Interaktionsmuster und Routinen im Mathematikunterricht. Theoretische
Grundlagen und mikroethnographische Falluntersuchungen. Weinheim: Beltz.

Voigt, J. (2000): Abduktion. In: Beitrdge zum Mathematikunterricht, Hildesheim: Franzbe-
cker, S. 694-697.

Anhang: Transkriptionsregeln

1 Linguistische Zeichen

1.1 Identifizierung des Sprechers:
L Lehrkraft
Ss mehrere nicht identifizierte Schiiler zugleich

1.2 Charakterisierung der AuBerungsfolge

Ein Strich vor mehreren AuBerungen:
Untereinander Geschriebenes wurde jeweils gleichzeitig gesagt, z.B.

M aber dann
F wieso denn

2 Paralinguistische Zeichen
S kurzes Absetzen innerhalb einer AuBerung, max. eine Sekunde
kurze Pause, max. zwei Sekunden

mittlere Pause, max. drei Sekunden

genau.  Senken der Stimme am Ende eines Wortes oder einer AuBerung
und du—  Stimme in der Schwebe am Ende eines Wortes oder einer AuBerung
was’ Heben der Stimme, Angabe am Ende des entsprechenden Wortes
sicher auffillige Betonung

3 Weitere Charakterisierungen

(lauter), (leiser), u.4. Charakterisierung von Tonfall und Sprechweise
(zeigen), u.4. Charakterisierung von Mimik und Gestik
(Gemurmel), (Ruhe), u.4. Charakterisierung von atmosphérischen Anteilen

Die Charakterisierung steht vor der entsprechenden Stelle und gilt bis zum AuBerungsende,
zu einer neuen Charakterisierung oder bis zu einem ,,+.

(..), (...), (? 4 sec) undeutliche AuBerung von 2, 3 oder mehr Sekunden
(mal?) undeutliche, aber vermutete AuBerung
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