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Kegelschnitte und Reflexionen

von

Jorg Meyer, Hameln

Kurzfassung: Nur Parabeln haben die folgende Eigenschaft: Achsenparallele Strahlen wer-
den so reflektiert, dass sie anschlieend durch einen festen Punkt gehen. Und nur Ellipsen
haben folgende Eigenschaft: Kopunktale Strahlen werden so reflektiert, dass diese anschlie-
Bend durch einen festen Punkt gehen. Es werden jeweils unterschiedliche Beweise gefiihrt.

Abstract: Parabolas are the only curves with the property that parallel rays are reflected into
a fixed point. Ellipses are the only curves with the property that rays through one fixed point
are reflected into another fixed point.

1 Reflexionseigenschaften der Kegelschnitte

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P, die
zu einem festen Punkt F' (Brennpunkt) und zu
einer festen Geraden g (Leitgerade) jeweils den-
selben Abstand haben (vgl. Abb. 1). Die Para- P
belpunkte P lassen sich durch eine zu g senk-
rechte Projektion bijektiv auf die Punkte L der
Leitgeraden abbilden.

Es gilt also die T~ |
(Bp) Brennstrahleigenschaft der Parabeln: flonsais L
|P=F|=|P-L| g
Man kann zeigen,' dass die Mittelsenkrechte zu
F und L Parabeltangente zu P ist. Wenn @ der
Schnittpunkt der Tangente mit der Parabelachse Q
ist, bildet PFQL eine Raute. Deswegen ist L
Abb. 1: Zur Definition einer

a=p. Parabel durch eine Leitgerade g
Das fiihrt zu der und einen Brennpunkt F
(Rp)  Reflexionseigenschaft der Parabeln:?
Achsenparallele Strahlen (d. h. solche, die zu g senkrecht sind) werden so
reflektiert, dass sie nach der Reflexion durch F verlaufen.

' Vgl. etwa [Schupp 2000, 30 £.].

2 Alternative Beweise finden sich weiter unten in diesem Aufsatz.
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Anwendungen
von (Rp) sind

Parabolspiegel
(Abb. 2) oder

Vorrichtungen
zur Verengung
bzw. Aufweitung ]
achsenparalleler g

Bunfiel mit Hilfe - Abb. 3: Aufweitung (bzw. Veren-
zweier konfokaler gung) eines achsenparallelen
Parabelstiicke Strahlenbiindels durch zwei
(Abb. 3). ADbb. 2: Parabolspiegel konfokale Parabolspiegel

\\

1\

Eine Ellipse ist die Menge
aller Punkte P, die zu ei-
nem festen Kreis k£ (mit
Zentrum Z und Radius 7)
und zu einem festen Punkt
F' (Brennpunkt) innerhalb
von k immer denselben
Abstand haben.

Die Ellipsenpunkte P las-
sen sich bijektiv auf die
Kreispunkte K abbilden
(Abb. 4). Fiir alle Punkte

K auf kist also®
|P-F|=|P- K|
Wegen

|P -K | =r- |P - Zl Abb. 4: Zur Definition einer Ellipse durch einen Kreis &

gilt die und einen Brennpunkt F, der innerhalb von £ liegt.
(Bg)  Brennstrahleigenschaft fir Ellipsen: |P — Z|+|P — F| =r
Aufgrund der Symmetrie von Zund F in (Bg) heiit Z ebenfalls ,,Brennpunkt®.

Man kann zeigen,* dass die Mittelsenkrechte zu F und K Ellipsentangente zu P ist
und dass o =3 gilt.

Es gilt also die

> In dieser Arbeit werden Punkte mit den zugehdrigen Ortsvektoren identifiziert.

[Schupp 2000, 21 f.]
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(Rg) Reflexionseigenschaft fir Ellipsen:
Strahlen durch Z werden so reflek-
tiert, dass sie anschliefend durch F’
verlaufen (Abb. 5).°

Anwendungen von (Rg) sind Zahnarzt-
spiegel bzw. Flistergalerien. Verlauft ein
Strahl weder durch Z noch durch F, so
auch keine seiner Reflexionen. Man kann
sich also in Fliistergalerien weitgehend un-
gestort unterhalten.

Abb. 5: Reflexionseigenschaft

Hyperbeln werden dadurch definiert, dass einer Ellipse — Fliistergalerien
alle ihre Punkte gleichen Ab-

stand zu einem Kreis £ (mit L

Mittelpunkt Z und Radius 1)

und einem Punkt F' (aufSerhalb P

von k) haben. Abb. 6 zeigt die
Situation fiir die Kreispunkte K
und L und die zugehorigen Hy-
perbelpunkte P und (. Wie-

derum heilen Z und F' ,,Brenn- F
punkte®.
Wegen
\P—F|=|P-K|=|P-2|-r
und Q
|Q h Fl - |Q h Ll - |Q B Zl tr Abb. 6: Zur Definition einer Hyperbel
gilt fiir alle Hyperbelpunkte P durch einen Kreis mit dem Zentrum Z
die und einen Brennpunkt F auBerhalb des Kreises.

(Bu) Brennstrahleigenschaft fiir Hyper-
beln: |P - Z|—-|P - F| =47

Analog zur Ellipse gilt die

(Ruy) Reflexionseigenschaft fir Hyper-
beln: Die Hyperbel reflektiert
Strahlen durch das Kreiszentrum Z
so, dass die Verldngerungen der
reflektierten Strahlen durch den
Brennpunkt F'verlaufen (Abb. 7).

Abb. 7: Reflexionseigenschaft (Ry) von
Zentrumsstrahlen an einer Hyperbel

5 Alternative Beweise finden sich weiter unten.



Kegelschnitte und Reflexionen 101

Eine schone Anwendung von (Ry)
besteht darin, dass in Kombination
mit einem Parabolspiegel dessen
Brennpunkt verschoben werden
kann (Abb. 8): Der Punkt P liegt auf
einer Parabel mit dem Brennpunkt
F, und H liegt auf einer Hyperbel
mit den Brennpunkten Z und F.
Dann werden achsenparallele Strah-
len so reflektiert, dass sie anschlie-
Bend durch Z verlaufen.

Abb. 8: Verschiebung des Brennpunkts £ eines
2 Frages tellung Parabolspiegels mit Hilfe eines Hyperbolspiegels
Wir haben gesehen: Aus den Brennstrahleigenschaften folgen jeweils die Reflexi-
onseigenschaften. Gilt auch die Umkehrung? Anders formuliert: Gibt es aufler den
drei betrachteten Kurven (Parabel, Ellipse, Hyperbel) auch noch andere Kurven mit
den Eigenschaften (Rp) bzw. (Rg) bzw. (Ry)? Genauer: Was kann man z. B. iiber
alle Kurven mit der Eigenschaft sagen, dass parallele Strahlen so an ihnen reflek-
tiert werden, dass sie anschlieend durch einen festen Punkt F' verlaufen? Haben
nur Parabeln diese Eigenschaft?

Diese Frage wird in vielen Biichern iiber Kegelschnitte nicht beantwortet — ja, sie
wird noch nicht einmal gestellt. Der Grund liegt darin, dass sie allein mit Hilfe von
Vektorgeometrie (d. h. ohne Analysis) kaum zu beantworten ist.

Eine Antwort findet man z. B. in [Drucker 1992]. Jedoch ist Druckers Begriindung
zwar elementar, aber sehr rechenintensiv. Dies soll Anlass sein, moglichst iiber-
sichtliche Begriindungen dafiir zu finden, dass tatsiachlich die Kegelschnitte die ein-
zigen Kurven mit den obigen Reflexionseigenschaften sind. Oder anders formu-
liert: Die Brennstrahleigenschaften sind zu den entsprechenden Reflexionseigen-
schaften dquivalent.

Die Fragestellung soll auf drei unterschiedlichen Wegen angegangen werden. Im
Gegensatz zu [Drucker 1992] werde ich hier die analoge Frage fiir Flachen (Rotati-
onsparaboloid usw.) nicht behandeln.

Bei der Beschreibung der Kegelschnitte in Abschnitt 1 wurden deren Gleichungen
bzw. die allgemeine Gestalt ihrer Punkte nicht erwadhnt. Auch bei den folgenden
Begriindungen werden diese Aspekte keine Rolle spielen. Es ist ndmlich weitaus
einfacher, sich auf den Nachweis der Tatsache

»Reflexionseigenschaft = Brennstrahleigenschaft

zu beschriinken, anstatt sich um die Gleichungen der Kegelschnitte zu kiimmern.
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3 Erster Weg Ay

3.1 Parabeln a

Wir gehen aus von einer durch P(t) = (u(t); v(t))
auf einem Kontinuum in Parameterdarstellung de- o P
finierten Kurve mit differenzierbaren Funktionen u
und v, wobei stets u'(t) # 0 gelte (Abb. 9).° F

Die Tangente in P hat dann die Gleichung Tangente

’

v
y=—-@-w+v.
U

S|y

Wir fordern, dass ein zur y-Achse paralleler Strahl o
so in P (an der dortigen Kurventangente) reflek-

tiert wird, dass er anschlieBend durch den Ur- @
sprung F'verlauft.

ADbb. 9: Gleichschenkliges Drei-
Nun schneidet die Tangente in P die y-Achse in eck PFQ mit Hilfe der Tangente

!

Q=(O;—U—'-u+v).
u

Aufgrund der Gleichschenkligkeit des Dreiecks PFQ) ist |F — P| =|F —Q
also die

; es gilt

!

(Dp) Differentialgleichung: \u* +v* = U—' “U—v

U
Ubrigens liefert die untersuchte Situation in natiirlicher Weise ein Richtungsfeld:
Man kann sich in jedem Punkt der Ebene einen kleinen Spiegel vorstellen, der das
Licht wie gewiinscht lenkt! Mit einem Dynamischen Geometriesystem ldsst sich
diese Situation konstruieren und dann die Losung heuristisch einpassen, indem man
mit Schiebereglern im Ansatz y = az’ + ¢ die Parameter justiert (Abb. 10).”

Zu zeigen ist nun, dass (Dp) auf eine Parabel fiihrt. Ergéanzt man das Dreieck PFQ
zu einer Raute PFQL (Abb. 11), so ergibt sich

!
Lz(u;?-u—v—"u).
u
Es soll bewiesen werden, dass L auf einer Parallelen zur a-Achse liegt; daraus folgt
dann, dass eine Parabel vorliegt.

®  Die Argumente werden im Folgenden hiufig weggelassen.

7 Fiir diese Idee und die zugehorige Abb. 10 sowie fiir eine konstruktive und insistierende

Diskussion des gesamten Artikels bin ich Anselm Lambert sehr zu Dank verpflichtet.
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Abb. 10: Heuristischer Ansatz zur Auffindung des Richtungsfeldes von (Dp) und einer L6-
sung mit Hilfe eines Dynamischen Geometriesystems (hier: EUKLID DYNAGEO); der Schie-
beregler fiir / steuert die Spiegelgrofe und die fiir @ und ¢ die Parameter im Losungsansatz.

Der Punkt L liegt nun genau dann auf einer Parallelen
zur 2-Achse, wenn die durch

!
Mi):= 2-v—v—'-u ) v—Au’ +°
U
gegebene Funktion A konstant ist (vgl. Abb. 11).
weu'+v-v'
Ju® + v

Setzt man hier die aus (Dp) folgende Beziehung

L Nu Y

v=u

Nunist A'(t) =v'—

u

ein, so erhélt man tatséchlich A'(t) = 0. Abb. 11: Zur Definition von A

Die Gestaltung einer Lernumgebung, in der Schiilerinnen und Schiiler entdeckend
auf diese Begriindung kommen, diirfte sich als schwierig erweisen: Die Anzahl der
moglichen Sackgassen bei der Verarbeitung von A'(t) ist recht groB.

Gegen diesen Beweis spricht aber noch ein anderes Argument: Er ldsst sich ndm-
lich kaum auf Ellipsen oder Hyperbeln transferieren. Dies gelingt jedoch, wenn



104 J. Meyer

man Abb. 9 ein klein wenig anders liest und Ay
nicht die Gleichschenkligkeit des durch die /
Tangente gebildeten Dreiecks PF(Q) betrach-

tet, sondern die Gleichschenkligkeit des N B \V4 dhlion
durch die Normale gebildeten Dreiecks FPN /
(Abb. 12).

Die Kurvennormale zu P schneidet die y-

Achse in N =(0; n). Bei N taucht der Win- Nos

kel B als Wechselwinkel wieder auf, so dass

das Dreieck NFP gleichschenklig mit | ;

[N -F|=|P-F| bzw. mit n =+u’+v’

ist. Abb. 12: Gleichschenkliges Dreieck
NFP mit Hilfe der Normale

Die Behauptung lautet, dass es sich bei der
Kurve um eine Parabel handeln muss, d.h., dass |P—F|=v+c bzw. dass
~u® +v* = v + ¢ mit einer Konstanten c gilt.

Es reicht somit zu zeigen, dass fiir die Ableitungen die Beziehung

u-u'+v-v'
—:rv'

n
gilt. Dies ist aber leicht zu sehen, da einerseits die Tangente die Steigung v'/u’ hat
und andererseits die Normale die Steigung (v—n)/u hat, so dass zusammen
v'/u" = u/(n—v) gilt; dies war aber die Behauptung.

(Die Formeln werden sinnlos, wenn die Normalen- oder die Tangentensteigung
verschwinden; fiir alle anderen Punkte lésst sich die Argumentation aber durchfiih-
ren.)

3.2 Ellipsen

Wir koordinatisieren die Kurve mit dem allgemeinen Punkt P(t) = (u(t); v(t)) mit
differenzierbaren Funktionen u und v. Ferner sei Z =(0; 0) und F = (1;0). Ein
von Z ausgehender Strahl soll so in P an der dortigen Kurventangente reflektiert
werden, dass er anschliefend durch F geht.

Die Tangente zu P schneidet die z-Achse in G = (g; 0), die Normale zu P tut es in
E =(e; 0) (Abb. 13). Wie kann man e und g ermitteln?

Bendtigt wird der Sachverhalt, dass die Innen- bzw. die Aulenwinkelhalbierende
eines Dreiecks die gegeniiberliegende Seite im Verhiltnis der anliegenden Seiten
teilt.
. c e g
Es gilt also stets — = = und daher e = und g = .
l-e g¢g-1 c+d c—d

Nun lasst sich die Steigung der Kurventangente auf zwei Arten bestimmen:
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7 ’'E F\ G

Abb. 13: Zur Ermittlung von e und ¢

Einerseits ist sie so groB wie v'/u’, andererseits so groB wie v/(u — g). Die weitere
Verarbeitung der entstehenden Differentialgleichung v'/u’ = v/(u — g) bereitet al-
lerdings Schwierigkeiten. Viel einfacher wird es, wenn man nicht die Tangente,
sondern (wie im Parabelfall) die Normale benutzt:

Die Kurvennormale hat die Steigung v/(u —e), fiir die Kurventangente gilt also
die

!

(Dg) Differentialgleichung: U—' =cu
U

v
Gezeigt werden muss, dass ¢ +d unabhingig von ¢ ist. Wegen ¢ = \/u” +v* ist

! !
U-u'+v-0v (DE)

, , € u
cC=— = U - -—= R
c c c+d
und wegen d = \(u—1)" +0* ist
' wou'-u'vv-v' g Ce—-1_ —u
d'=—— "E - ,
d d c+d

so dass sich insgesamt (¢ +d)'= 0 ergibt.

(Auch diese Argumentation gelingt nicht fiir die Punkte, die sinnlose Ausdriicke
ergeben.)

3.3 Hyperbeln

Ein von Z ausgehender Strahl soll so in P an der Tangente reflektiert werden, dass
die riickwirtige Verlangerung durch F' verlduft. Wir benutzen dieselbe Figur wie
bei der Ellipse (Abb. 13). In ihr ist nun die Gerade durch Pund E Hyperbeltangen-
te; die Normale geht durch P und G. Es sei ¢ > d . Nun schlieft man wie im Para-
bel- bzw. im Ellipsenfall:

Die Steigung der Normalen ist v/(u — g); die Tangente hat also die Steigung
(9 —u)/v, und daraus ergibt sich die
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v' g-u
(Du)  Differentialgleichung: — =
U v

Gezeigt werden muss, dass ¢ —d unabhingig von t ist. Wegen ¢ = vu® +v° ist

u'+v-v!
C'zuu vv<D=H)u,.£_u ’
c c c¢c—d
und wegen d = \(u—1)* +o° ist
dv_u-u'—u'+v-v' ) u'-g_l— u'
d d c-d’

so dass sich insgesamt (¢ —d)'=0 ergibt.

3.4 Didaktischer Kommentar

Die hier dargestellten Vorgehensweisen sind zwar einfach und kurz, aber gleich-
wohl reich an moglichen Sackgassen. Der Transfer vom Parabel- auf den Ellipsen-
fall wird nur gelingen, wenn die Argumentation iiber die Normale gewéhlt wurde.
Die Aquivalenz der Brennstrahl- mit den Reflexionseigenschaften wird allerdings
nicht ,,auf einen Blick® deutlich. Das ist Grund genug, sich nach weiteren Wegen
umzusehen.

4 Zweiter Weg

[Drucker 1992] zitiert [Flanders 1968], der einen sehr kurzen Beweis dafiir gibt,
dass Kegelschnitte die oben erwihnten Reflexionseigenschaften haben. Merkwiir-
digerweise tibersiecht Drucker, dass sich die Argumentation von Flanders umkehren
lasst und zu einem ebenfalls sehr kurzen Beweis dafiir fiihrt, dass aus den Reflexi-
onseigenschaften die entsprechenden Brennstrahleigenschaften folgen.

Flanders benoétigt ein elementares
Lemma: Es sei X ein Vektor und X°:= X /|X|.

Wegen |X| = NX? folgt aufgrund der Kettenregel |X|'= XX

4.1 Parabeln
Bei Parabeln gilt mit dem Brennpunkt F' = (0; 0) die Beziehung
(Br) IP|=|P - I
(vgl. Abschnitt 1); diese schreibt sich mit Y:=(0;1) und L auf g: y =—f (mit
beliebigem f # 0) handhabbarer als
|P|=P-Y+7f.
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Leitet man beide Seiten ab, erhdlt man
(Bp") P .p'=Y.P'.

Interpretiert man diese Gleichung geometrisch,
so erhélt man die folgende Aussage (Abb. 14):

Der Winkel zwischen Tangente (mit Richtungs- P /&
vektor P') und Brennpunktstrahl (mit Rich- .
tungsvektor —P") ist genau so groff wie der | £
Winkel zwischen Tangente und einfallendem
Strahl (mit Richtungsvektor =Y = —Y"). Diese ~ Abb. 14: Geometrische Interpre-
Aussage ist aber der Inhalt von (Rp)! tation von P’ - P'=Y - P!

Somit ist (Bp’) = (Rp), und dass man daraus wieder (Bp) bekommt, ist einfach zu
sehen: Wir gehen wie oben in 3.1 aus von einer Kurve mit dem typischen Kurven-
punkt P(t) = (u(t); v(t)); dabei seien die Koordinatenfunktionen differenzierbar,
und es gelte (Bp’).

Die rechte Seite von (Bp’) ldsst sich wegen der Konstanz von Y auch als
Y-P'=(Y-P)" schreiben, so dass man aus (Bp’) tatsichlich wieder
|P| = P-Y + ¢ erhélt. Dabei darf ¢ nicht von ¢ abhéngen (sonst erhélt man beim
Ableiten nicht (Bp’); man beachte die vorausgesetzte Differenzierbarkeit der Koor-
dinatenfunktionen). Dies ist aber der Inhalt von (Bp). Die Leitgerade hat die Glei-
chung y = —c.

4.2 Ellipsen

Bei Ellipsen gilt

(Bg) |P-Z|+|P-F|=r

(vgl. Abschnitt 3). Leitet man beide Seiten von (Bg) nach ¢ ab, so gelangt man zu
(Be') (P-2) +(P-F))-P'=0

bzw. (vgl. Abb. 15) zu

cos(P—Z, P'):—cos(P—F, P')

oder zu

cos|\P—-Z, P'|=cos(P-F, —P'}|,
(P=2 P')=cos(P=F, -P")
d.h.zu

A

F

cosa = cos .

Damit ist die Reflexionseigenschaft (Rg) Abb. 15: Visualisierung von
bewiesen. (P-2) +(P-F))-P'=0
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Gilt umgekehrt (Bg”) (£ (Rg)), so folgt |P — Z| +|P — F| = ¢ mit einer Konstanten
¢ und damit (Bg).

Die Argumentation verlauft bei Hyperbeln ganz analog.

4.3 Didaktischer Kommentar

Insgesamt haben wir gesehen:

Die Reflexionseigenschaft ist jeweils die ,,Ableitung der Brennstrahleigenschaft.

Beide Eigenschaften sind zueinander dquivalent. Der vektorgeometrische zweite
Weg hat gegeniiber dem ersten Weg den Vorteil, dass die Aquivalenz zwischen
Brennstrahl- und Reflexionseigenschaft tatsdchlich ,fast auf einen Blick™ offen-
sichtlich ist. Dass hierzu Vektorformeln interpretiert werden miissen, fordert das
allgemeine Verstiandnis solcher Beziehungen. SchlieBlich weist dieser zweite Weg
eine gute Transferierbarkeit auf: Wenn man im Unterricht den elliptischen Fall be-
handelt hat, sollten die Lernenden selbststiandig auf die beiden anderen Félle kom-
men kénnen.

5 Dritter Weg

Die Aquivalenz von Brennstrahleigenschaft
und Reflexionseigenschaft ldsst sich nicht
nur ,fast auf einen Blick®, sondern folgen-
dermallen sogar ,.ganz auf einen Blick"
einsehen:®

Wir betrachten zwei Kurvenpunkte P und
@, die durch einen Kurvenbogen der Lange
s voneinander getrennt sind. 2

Bei Parabeln (vgl. Abb. 16) gelten fiir
kleine s die Beziechungen

|F—Q|=|F—P|+s~cosa L M

sowie Abb. 16: Zwei Parabelpunkte.
|Q — M| ~|P - L| + s -sin (90° - B).
Fiir s — 0 folgt hieraus: Die Brennstrahleigenschaft |[F — P|—|P — L| = |F - Q| -
|Q — M| gilt genau dann, wenn die Reflexionseigenschaft o = B erfiillt ist.
Bei Ellipsen (Abb. 17) gelten fiir kleine s die beiden Beziehungen
|Z-Q|~|Z—-P|-s-coso. sowie |F—Q|~|F—-P|+s-cosP.

8 Nach [Zwikker 1950, 113].
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Hieraus folgt nach dem Grenziibergang s — O:
Die Brennstrahleigenschaft

|P-Z|+|P-F|=|Q-Z|+|Q - F|

gilt genau dann, wenn die Reflexionseigenschaft
Z F| o =p erfilltist.

Abb. 17: Zwei Ellipsenpunkte ~ Man sieht an Abb. 18, dass der Transfer hin zu
Hyperbeln leicht fallt.

Diese rein-analytische Vorgehens-
weise ist ganz nah an den Grundvor-
stellungen der Analysis und — abge-
sehen von elementarer Trigonometrie
— auch voraussetzungslos durchfiihr-
bar. Der Transfer von einem Kegel-
schnitt-Typ zu einem anderen sollte
noch weniger Probleme bereiten als
bei dem vektorgeometrischen Weg. Abb. 18: Zwei Hyperbelpunkte

6 Variation: Cartesische Ovale

Gegeben seien zwei Brennpunkte Z und F. Die gemeinsame Verallgemeinerung
von (Bg) und (By) lautet: Wir suchen alle Punkte P mit der

(Bc) Brennstrahleigenschaft
m-|P—Z|+n-|P—F|:r
(fiir feste reelle Parameter m, n und r).

Wie lautet die entsprechende Reflexionseigenschaft? Hier bietet sich der Weg von
Abschnitt 4 an: Leitet man (Bc) ab, so gelangt man zur

(Bc’) Reflexionseigenschaft
(m-(P-2) +n-(P-F)")-P'=0
bzw.
m-cos(P—2, P'Y=n-cos(P-F, —P").
An dieser Kurve kann man daher das Brechungsgesetz realisieren.

Die zu m und n gehdrigen Kurven heiflen Cartesische Ovale (Ausfiihrlicheres zu
diesen in [Loria 1910, 174 ff.]). Die Konstruktion wird im Folgenden fiir m =1
und n =2 beschrieben. Dazu formt man (B¢) um zu 2 - |P - F| =r- |P - Z| bzw.
zu 2- |P - F| = |P - K| ; dabei ist K ein Punkt auf einem Kreis k£ mit dem Mittel-
punkt Zund dem Radius r.
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Das Cartesische Oval besteht dann aus allen
Punkten P bzw. @) (vgl. Abb. 19), die zu einem
festen Kreis £ (mit Zentrum Z und Radius 7) ei-
nen doppelt so groen Abstand haben wie zu ei-
nem festen Punkt F'(Brennpunkt).

Abb. 20 zeigt k, Zund F sowie die vollstindige
Kurve, die aus zwei Teilen besteht.

Aus dieser Variation ergeben sich folgende Fra-
gen:

e Wie konstruiert man P (etwa mit Hilfe des
Apolloniuskreises)? Abb. 19: Zur Definition des

o Wie funktioniert die Konstruktion fiir belie- Cartesischen Ovals
bige m und n?

o Welche Gestalten kénnen die Cartesischen
Ovale annehmen?

o Ist auch bei Cartesischen Ovalen die Brenn-
strahleigenschaft zur Reflexionseigenschaft
dquivalent?

e Wozu lassen sich die Cartesischen Ovale in
der Optik anwenden?

o Wie ldsst sich die Brennstrahleigenschaft (Bp) Abb. 20: Ein Cartesisches Oval
der Parabeln verallgemeinern? Welche Resul-
tate ergeben sich?
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