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Die Bedeutung des Rechners fiir eine
problemorientierte Lehre — am Beispiel
Oberstufengeometrie und Stochastik

von

Andreas Eichler und Uwe-Peter Tietze, Braunschweig

Kurzfassung: Ein zentrales Anliegen von MaDiN (Mathematik-Didaktik im Netz) ist das
Bereitstellen von interaktiven Medien, um das Problemlésen zukiinftiger Lehrerinnen und
Lehrer bzw. deren Reflexion eigener Problemldseprozesse zu fordern. In dieser Arbeit wer-
den zwei Varianten des Problemldsens, das weitgehend freie Entdecken-Lassen und die
Vorgabe einer Problemsituation sowie ihrer Losung, anhand der in Braunschweig entwickel-
ten Module zur Didaktik der Oberstufengeometrie und Didaktik der Stochastik sowie der
zugehorigen Ergebnisse der Evaluation von MaDiN diskutiert.

Abstract: The central aim of our MadiN-modules is the development of contexts, helps, and
interactive medias, which promote problem solving and mathematical modeling in order to
give the possibilities to the future teacher to reflect his own problem solving, and to provide
him with means to influence problem solving processes of his students. All modules were
evaluated and optimized according to the results of this evaluation (formative evaluation). In
this article we discuss two forms of problem oriented, internet based teaching materials: the
free discovery of problems and the guided problem solving of a given mathematical prob-
lem. Our discussion is based on two modules, which were developed in Braunschweig, and
their evaluation: (1) mathematics education concerning analytic geometry and applied linear
algebra, (2) statistics education.

1 Einleitung

»Mathematik darf nicht als statisch empfunden werden, sondern sie muss immer wieder
als Arbeit an der Losung von (inner- wie auflermathematischen) Problemen erfahren
werden. [Daher miissen Lehramtsstudenten] {iber die Aneignung von Faktenwissen hin-
aus befdhigt werden, auch ein exploratives und heuristisches Vorgehen als grundlegende
Arbeitsformen der Mathematik zu begreifen.” (DMV/GDM 2001)

Nicht erst seit TIMSS und PISA ist das Problemldsen, das Erlernen heuristischen
Vorgehens, eine in der didaktischen Diskussion verbreitete Kernforderung an den
Mathematikunterricht. Schon Polya (1966/1967a), der mit seinen zwei beispielhaf-
ten Werken die Grundlage fiir nahezu alle nachfolgenden didaktischen Arbeiten
zum Problemldsen schuf, konstatiert, dass das problemlésende Lehren bzw. das
Prinzip des aktiven Lernens fiir den Mathematikunterricht zentral sei, ,,wenn wir es
als unser wichtigstes Ziel ansehen, unsere Schiiler Denken zu lehren* (Polya
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1967b). Im Sinne eines ,,allgemeinbildenden Unterrichts™ und einer allgemeinen
Wissenschaftspropéadeutik soll und kann problemorientiertes Lernen wichtige all-
gemeine Kenntnisse und Strategien der Hypothesengenerierung und -iiberpriifung
entwickeln helfen und damit Qualifikationen vermitteln, die auch {iber die Mathe-
matik hinausreichen.'

Eine offensichtliche Voraussetzung, um den problemldsenden Ansatz iiberhaupt in
den Mathematikunterricht integrieren zu konnen, ist eine seltener formulierte For-
derung, wie sie in der gemeinsamen Denkschrift der DMV und der GDM anklingt:
Auch die Lehrerinnen und Lehrer miissen in ihrer Ausbildung oder durch Fortbil-
dung die Féhigkeit vermittelt bekommen, das Problemldsen initiieren und begleiten
zu konnen.

Eine zweites aktuelleres Postulat der Mathematikdidaktik, das dem Trend der
Computerisierung untergeordnet ist (vgl. Borovenik 1996), ist die Forderung, die
modernen Formen der Informations- und Kommunikationstechnologien in der
Schule und damit auch in die Lehrerausbildung zu integrieren. Ein gro3 angelegtes
Forschungsprogramm des BMBF mit dem Namen ,,Neue Medien in der Bildung*
enthélt im Kern diese Forderung, die neben einer allgemeinen Verbesserung der
Rechnerkompetenz die Konzipierung individueller, zeit- und ortsunabhéngiger
Lernangebote zum Ziel hat.”> MaDiN (Mathematik-Didaktik im Netz) ist eines der
vielen Projekte dieses Programms, dessen Ziel die multimediale Aufbereitung aller
schulrelevanten mathematischen Themen fiir die Unterstiitzung des Lehramtsstudi-
ums Mathematik ist.’

In den Teilprojekten bzw. Modulen von MaDiN zur Didaktik der Oberstufengeo-
metrie und Didaktik der Stochastik besteht das Anliegen, beide genannten Kern-
forderungen der Didaktik zu verkniipfen, d. h. das aktive oder problemlésende
Lernen in eine multimediale Lehr- und Lernumgebung zu integrieren, die individu-
elle zeit- und ortsunabhingige Lernwege fiir Lehrerinnen und Lehrer in beiden
Ausbildungsphasen, aber auch in der Profession ermoglicht.

Im Folgenden soll die Verbindung des problemldsenden Ansatzes mit der Verwen-
dung des Rechners und ihre Bedeutung fiir das Lehren von Mathematik diskutiert
werden. Wir entwickeln unsere Uberlegungen an zwei von der MaDiN-Arbeits-
gruppe Braunschweig erstellten Modulen. Das Modul Didaktik der Stochastik be-
steht aus den drei Bereichen beschreibende Statistik bzw. Datenanalyse, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und induktive Statistik. Die Inhalte orientieren sich an den
Empfehlungen des AK Stochastik fiir den Stochastik-Unterricht (vgl. Engel 2002).

' Vgl. Klafki (1994), Tietze (2000a, 12ff.).
2 Vgl. das Internetportal des Programms, http://www.gmd.de/PT-NMB/

* Vgl www.madin.net sowie zur Beschreibung der Konzeption Stein u. a. (2004).
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Sie sollen durch die Integration von realitdtsorientierten Beispielen, grafischen und
interaktiven Medien sowie vielfdltigen Handlungsaufforderungen — zum Problem-
16sen, Modellieren, Experimentieren oder Simulieren — eine aktive Auseinander-
setzung mit fachlichen und didaktischen Aspekten der Stochastik fordern.*

Das Modul Oberstufengeometrie und angewandte Lineare Algebra umfasst zum
einem die iiblichen Themen der linearen analytischen Geometrie und Elemente der
linearen Modellierung.’ Dariiber hinaus werden auch nicht-lineare Gebilde unter-
sucht. Ausgehend von den Kegelschnitten werden Kurven und ausgewéhlte Fla-
chen unter geometrischer Perspektive gesehen. Eine solche Oberstufengeometrie
umfasst auch Elemente der synthetischen Geometrie und filihrt vorsichtig an
Grundfragen der Differentialgeometrie heran, klammert dabei aber eine infinitesi-
male Behandlung aus. Eine zentrale Idee ist das algebraische Beschreiben von
,,Objekten®, wobei der Objektbegriff sehr weit gefasst wird.® Wesentlich ist die
Néhe zur Realitdt und die Forderung, dass man mit einem solchen ,,Objekt* expe-
rimentieren kann. Uns geht es in dem Modul zur Oberstufengeometrie auch darum,
exemplarisch Moglichkeiten des Experimentierens mit dem Rechner aufzuzeigen.

In der hier vorliegenden Arbeit werden zwei Varianten rechnergestiitzter, problem-
orientierter Lehre diskutiert,

e das weitgehend freie Entdecken-Lassen (Abschnitt 2),

e die Vorgabe einer Problemsituation sowie deren Losung im Sinne der Bruner-
schen’ Vorstellung von ,,guided discovery* (Abschnitt 3).

Diese pointierte Trennung ist nicht unproblematisch, vereinfacht aber die Darstel-
lung. Die Unterscheidung verliert insbesondere dann an Trennschérfe, wenn man
wesentliche Teile des Problemloseprozesses als eine fortlaufende Umformulierung
des Ausgangsproblems sicht.

»For the educational technology field, evaluation was now being viewed as an integral

and ongoing part of the instructional development process.” (Ross/Morrison, nach
Fricke 1995, 11)

Die Konzeption von MaDiN beruht neben theoretischen Uberlegungen zentral auf
entwicklungsbegleitenden (formativen) Evaluationen (vgl. dazu Tergan 2000). Ei-
nige Ergebnisse dieser Evaluationen, die in die diskutierten theoretischen Uberle-
gungen und ihren Umsetzungen eingeflossen sind, sollen daher die Darstellungen
der beiden Varianten aktiven Lernens bzw. Lehrens ergénzen.

Vgl. zur speziellen Konzeption dieses Moduls Eichler (2004).

Fiir die Konzeption dieses Moduls bildet Tietze (2000b) und die dort angegebene Litera-
tur die fachmathematische und didaktische Grundlage.

Mit der Betonung von Objektstudien kniipfen wir an Ideen von Lietzmann (1916) an.
" Bruner (1976)
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2 Entdecken von Mathematik mit dem Rechner

Warum iiberhaupt mit dem Rechner Mathematik entdecken? Die Motivation, in
MaDiN Elemente zu integrieren, die das aktive und weitgehend freie Entdecken
fordern konnen, ist einerseits die Uberzeugung, dass durch das aktive Entdecken
das mathematische Denken iiber Faktenwissen hinaus entwickelt wird (vgl. Polya
1967b). Andererseits kann erst das eigene intensive Entdecken von Mathematik in
der Ausbildungszeit zukiinftige Lehrerinnen und Lehrer in die Lage versetzen, ihre
spateren Schiiler entdecken zu lassen — auch iiber solche Phianomene hinaus, die
das Schulbuch vorsieht.

2.1 Der Rechner als Entdecker

Was kann man entdecken?

Die Mathematik, auch die Schulmathematik, ist voller interessanter Phdnomene
und Muster, die es zu entdecken oder wieder zu entdecken gilt. Die Grenzen liegen
hier kaum in der Sache selbst, sondern sind eher durch institutionell oder eine
Lehrperson vorgegebene Zielbeschrinkungen gegeben. So ist in der Lehre — so-
wohl in der Schule als auch der Universitéit — ein gewisser (Ziel-)Rahmen vorgege-
ben, innerhalb dessen man Freiheiten geben kann, zu entdecken.

Dennoch ist das Entdecken selten und mit dem Rechner prinzipiell nicht vorausset-
zungslos. So miissen bereits mathematische Strukturen im Rechner implementiert
sein, die ein Entdecken erst ermdglichen konnen. Beispielsweise kann die Binomi-
alverteilung als eine mogliche mathematische Struktur vorgegeben sein, die detail-
lierteren Eigenschaften dieser speziellen und wichtigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung konnen dagegen entdeckt werden, wenn man die eingehenden Parameter sys-
tematisch verindert. Ahnliches gilt fiir Kurven und Flichen.®

Der Rechner kann solch einen Entdeckungsprozess wesentlich vereinfachen, for-
dern oder sogar erst moglich machen.

Welche Hilfe gibt es im Entdeckungsprozess?

Die zentrale Hilfestellung, die der Rechner im Entdeckungsprozess leisten kann, ist
seine Fahigkeit, einen immensen Rechenaufwand iibernehmen zu kdnnen. Dadurch
konnen komplexe Rechnungen oder auch sehr hdufig wiederholte Rechnungen an
den Rechner delegiert, d. h. rein algorithmische Kompetenzen ausgelagert werden.
Damit einher geht die Mdglichkeit des Rechners, mathematische Phanomene sicht-
bar zu machen, indem er ein Werkzeug darstellt, ,,das es erlaubt, Darstellungen auf
Knopfdruck zu erzeugen® (Weigand/Weth 2002, 37).° Der Rechner wird damit zu

8 Geraden und Ebenen sind wesentlicher Ausgangspunkt.

Weigand/Weth bezeichnen dies mit dem Schlagwort ,,Prinzip der addquaten Visualisie-
rung”, das den Rechnereinsatz in der Lehre auszeichnet.
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einer Heuristik im Problemldseprozess, der ohne notwendiges konkretes Ziel das
Entdecken mathematischer Phanomene ermdglicht.

Eine weitere Hilfestellung folgt aus den eingangs des Kapitels formulierten Uber-
legungen. Wenn fiir das Entdecken bereits eine mathematische Struktur bereit ge-
stellt werden und insbesondere beim Entdecken mit dem Rechner in diesen imple-
mentiert sein muss, dann ist es eine geeignete Hilfestellung, das Entdecken visuell
und rechnerisch an ausgewihlten sowie mathematisch und didaktisch sinnvollen
Themen anzusetzen. Eine Moglichkeit, solche sinnvollen Themen zu definieren, ist
der Ansatz, fundamentale oder zentrale Ideen eines Themas zu identifizieren und
solche Ideen bevorzugt als Ausgangspunkt des Entdeckens vorzusehen.

Eine letzte Hilfestellung ist durch das Medium Rechner bzw. rechnergestiitzte
Lehr- und Lernumgebung bedingt. Da kontextfreie Entdeckungen kaum mdglich
scheinen, bediirfen Entdeckungen einer wie auch immer gestalteten mathemati-
schen Grundlage, die iiberhaupt erst das Entdecken von Strukturen ermoglicht. Ein
Rechnerprogramm benétigt daher die interne oder externe fachliche Begleitung,
um das Entdecken und das Verarbeiten von mathematischen Phanomenen frucht-
bar zu machen.

Grenzen des Entdeckens mit dem Rechner

Eine bei aller Euphorie auf Grund der Leistungsfahigkeit des Rechners leicht zu
unterschitzende Grenze ist die Tatsache, dass der Rechner allein als Hilfsmittel des
Entdeckungsprozesses zu verstehen ist. Visualisierungen mathematischer Struktu-
ren konnen — selbst wenn sie von algebraischen oder numerischen Auswertungen
begleitet werden — weder komplexere Probleme quasi von selbst 16sen noch das
Entdecken von Phdnomenen vorausbestimmen. Sie erzeugen schlieflich nicht von
selbst mathematisches Verstdndnis. Sie kdnnen dennoch all die genannten Denk-
prozesse entscheidend fordern.

Eine weitere Grenze besteht darin, dass der Rechner in Teilgebieten — insbesondere
bezogen auf seine grafischen Darstellungsmoglichkeiten — als Hilfsmittel auch ver-
sagen kann. So sind etwa infinitesimale Prozesse nur sehr vage mit einer grafi-
schen Darstellung zu verbinden. Beispielsweise ist zwar das empirische Gesetz der
groBen Zahlen sehr anschaulich mit dem Rechner darstellbar, der Unterschied zwi-
schen dem stochastischen und dem analytischen Grenzwert wird in der Darstellung
aber verborgen bleiben. Ein anderes Beispiel sind Darstellungen von Phédnomenen,
die den dreidimensionalen Raum verlassen und damit durch ein prinzipiell auf drei
Dimensionen beschrinktes Bild nicht mehr darstellbar sind.'” Dennoch kann auch

' Im Grunde genommen gilt dies natiirlich bereits fiir Phéinomene im dreidimensionalen

Raum, von dem der Rechner hochstens eine Projektion auf den zweidimensionalen
Raum darstellen kann.
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hier die Visualisierungsmoglichkeit des Rechners ein Versténdnis anbahnen, das es
spater ohne Visualisierung zu verallgemeinern gilt oder das (Stichwort: Grenzwert
von Folgen und Reihen) die prinzipielle Unmoglichkeit einer visuellen Vorstellung
mathematischer Phdnomene aufdeckt.

Eine letzte Grenze der Visualisierungsmoglichkeiten des Rechners ist das prinzi-
pielle Fehlen einer Antwort nach dem Sinn und Zweck der dargestellten mathema-
tischen Strukturen. Wéhrend mathematisch gesehen das zunichst ziellose Entde-
cken zwar reizvoll sein kann, ist es die Aufgabe der Didaktik, die Auswahl von In-
halten und damit auch die Auswahl von Entdeckungsmoglichkeiten mit einem di-
daktischen Ziel, sei es innermathematisch, anwendungsbezogen oder prozessorien-
tiert, zu verbinden."" Ohne solch eine Einbettung bleibt eine Rechnerumgebung,
die das Entdecken mathematischer Phianomene fordert, unvollstandig.

Die Einbindung und Umsetzung der hier entwickelten theoretischen Ideen in die
Lehr-Lernumgebung MaDiN soll im folgenden Abschnitt diskutiert werden.

2.2 Der Rechner als Entdecker in MaDiN

Fasst man die im vorangegangenen Abschnitt entwickelten Uberlegungen zusam-
men, so konnte man folgende Forderungen an eine rechnerbasierte mathematikdi-
daktische Lehr-Lernumgebung stellen:

e Nutzen der Visualisierungsmoglichkeiten des Rechners, verbunden mit alge-
braischen oder numerischen Auswertungen.

e Verbindung der Visualisierungen mit dem mathematischen Kontext.
e Verbindung der Visualisierungen mit einem didaktischen Kontext.
e Visualisieren der zentralen Ideen eines Themengebietes.

Diese Forderungen sind Kernprinzipien in der Entwicklung von MaDiN. So wird
grundsitzlich in Visualisierungen die ikonische mit der symbolischen Reprisenta-
tion mathematischer Sachverhalte verbunden. Ebenso sind die Visualisierungen
stets in einen fachlich-mathematischen und auch in einen didaktischen Kontext
eingebettet. Dieser Anspruch von MaDiN geht einher mit der Vermeidung einer
isolierten Bearbeitung mathematischer oder didaktischer ,,Perlen* zugunsten einer
umfassenderen Bearbeitung der schulrelevanten mathematischen Teilgebiete.

Eine bisher noch nicht beachtete Frage ist es, wie solche zentralen Ideen iiberhaupt
visualisiert werden konnen oder sollen. Prinzipiell scheinen hier drei Varianten
denkbar, das Standbild, die animierte Bildfolge oder die Interaktivitét, d. h. eine
Visualisierung, die den selbstbestimmten Eingriff des Nutzers ermdglicht:

""" Vgl. dazu die drei mathematischen Grunderfahrungen nach Winter (1995).
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e FEin Standbild gilt in MaDiN allein als Visualisierungsmoglichkeit, wenn ein
fest umrissener Sachverhalt, der keine Anderung eines Parameters notwendig
macht, anschaulich dargestellt werden soll. Ein Standbild, die eigentlich buch-
bezogene Visualisierung, verneint allerdings die vom Rechner bereit gestellte
Fahigkeit, viele Rechnungen sehr schnell auszufiihren und damit etwa Parame-
terdnderungen in Echtzeit anbieten zu konnen.

e Die Animation ist ein Visualisierungsmittel, auf das weit gehend verzichtet
worden ist. So scheint eine Animation als chronologische Abfolge von Einzel-
bildern nur dann geeignet zu sein, wenn chronologische Abldufe dargestellt
werden sollen. Ist dies nicht der Fall, so ist die Animation allein schmiickendes
Beiwerk ohne eine tiefere Funktion.

e Der Kerngedanke in MaDiN ist die Visualisierung zentraler Ideen in Form von
interaktiven Elementen, die von Strebkowski/Kleeberg (2002, 231) als wichti-
ge, ,,wenn nicht fundamentalste Eigenschaft didaktischer Multimediaanwen-
dungen“ bezeichnet werden.

Die Darstellung einiger Interaktivitdten soll im folgenden Abschnitt die hier entwi-
ckelten Anforderungen an eine multimediale Lehr-Lernumgebung illustrieren.

2.3 Interaktive Elemente in MaDiN

Beispiele zur Stochastik

Die Moglichkeiten der interaktiven Medien werden im Folgenden anhand dreier
Elemente exemplarisch vorgestellt. Dabei geht es um die Visualisierung zentraler
Ideen (diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen), die Veranschaulichung konkur-
rierender statistischer Methoden (Regression) und schlieBlich die Interaktion als
Hilfsmittel fiir eine addquate Vorstellung eines Begriffs bzw. eines Satzes (beding-
te Wahrscheinlichkeit, Satz von Bayes).

Beispiel 1: Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Fiir das Thema bzw. den Schreibtisch Diskrete Verteilungen sind die Erkenntnis
der Parameter-Abhédngigkeit ausgezeichneter theoretischer Verteilungen sowie das
Verstindnis der Modellhaftigkeit dieser Verteilungen zentrale Ideen. Das zu diesen
Ideen erstellte interaktive Element enthilt einerseits die Moglichkeit, die Parameter
einer Verteilung zu &ndern, andererseits unter Vorgabe von Parametern ein Zu-
fallsexperiment zu simulieren, um die Variabilitit zwischen zwei Simulations-
Ergebnissen entdecken zu konnen (vgl. Abb. 1)."> Die Visualisierung enthilt damit
die Moglichkeit, einerseits Eigenschaften der Binomialverteilung, andererseits das
statistische Phdnomen der Variabilitdt zu entdecken.

2 Vgl. zur Variabilitit als Kernelement statistischen Denkens Pfannkuch/Wild (1999).
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Abbildung 1: Interaktives Element zur Binomial-Verteilung
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Beispiel 2: Regression

Stochastik ist bestimmt durch das Modellhafte der Methoden. Insbesondere in der
Statistik sind die Methoden im Grunde genommen Heuristiken. Die Anwendung
einer Methode ergibt lediglich eine Basis, auf der durch Interpretation im Sachkon-
text eine statistischen Aussage entwickelt werden kann. Interaktive Elemente kon-
nen unter diesem Gesichtspunkt einerseits einen Vergleich von Methoden bzw.
Modellen auf anschaulicher Ebene fordern und andererseits Grenzen von Metho-
den und Modellen sichtbar machen. Ein Beispiel zu diesem Aspekt wire etwa die
Einbindung von zwei Modellen einer Regressionsgeraden in eine verdnderbare
Punktwolke und der Vergleich der Residuen in einem interaktiven Element (vgl.
Abb. 2).

Beispiel 3: Das Einheitsquadrat

,»Es kann immer wieder beobachtet werden, dass viele Studierende grofie Probleme
im Verstindnis grundlegender Begriffe und Denkweisen der Stochastik haben*
(Engel 2002, 81). Interaktive Elemente konnen die in der Didaktik und bei der
Anwendung mathematischer Modelle in der Praxis identifizierten Verstdndnisprob-
leme und Moglichkeiten zu deren Behebung aufgreifen und in einfacher, anschau-
licher Form umsetzen. Ein Beispiel dazu ist etwa ein interaktiv veridnderbares Ein-
heitsquadrat mit relativen und absoluten GroBenangaben zur Visualisierung von
bedingten Wahrscheinlichkeiten.'
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=0.407

P(AIB) = 0.593 P(AIB) = 0.158 P(A[B) = 0.842

Abbildung 3: Interaktives Element zum Einheitsquadrat

Vgl. zum Einheitsquadrat Bea (1995) und zur Problemstellung der Diagnose seltener
Ereignisse (Mammographie, AIDS etc.) in der Medizin Gigerenzer (2002).
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Beispiele zur Oberstufengeometrie und angewandten Linearen Algebra

Wir stellen unterschiedliche Mdglichkeiten interaktiver Medien exemplarisch vor
an Hand von drei Mediengruppen zu den Themenbereichen

e Geraden, Kegelschnitte, weitere Kurven

e lineare Modellbildung.
Beispiel 4: Die Erstellung einer Ellipsenschablone

Das Medium (Abb. 4) soll den Problemldser dabei unterstiitzen, ein konkretes rea-
litditsbezogenes Problem in eine mathematische Fragestellung umzuwandeln. ,,Es
soll aus einem rechteckigen Stiick Pappe eine moglichst groBe Ellipsenschablone
erstellt werden.“"* Die Girtnerkonstruktion der Ellipse sei bekannt. Das Arbeiten
mit dem Euklid-Medium fiihrte die von uns beobachteten Problemldser dazu, das
Problem in die Frage nach dem mathematischen Zusammenhang zwischen Breite
und Lénge der Pappe einerseits und Fadenldnge und Abstand der Befestigungs-
punkte andererseits umzuwandeln. Die Mehrzahl der Problemldser kam durch wei-
teres Experimentieren dariiber hinaus zu dem ,,Schluss®, dass ein direkter Zusam-
menhang zwischen Fadenldnge und Lénge der Pappe bestehen muss. Den weiteren
Verlauf des Problemldseprozesses verfolgen wir in Abschnitt 3.3 Beispiel 9.

Beispiel 5: Problemorientierte Behandlung von Kurven

Die rechnerunterstiitzte Behandlung von Geraden, Spiralen, Rollkurven und Roset-
ten ist in dem Modul nach dhnlichen Gesichtspunkten aufgebaut. Wir erldutern De-
tails am Beispiel von Rollkurven.

o Auf der Basis der geometrisch-operativen Kennzeichnung der Kurven als Roll-
kurven werden Euklid-Medien (Abb. 5) bereit gestellt. Diese Medien erlauben
zahlreiche Experimente und sind zugleich Ausgangspunkt fiir eine Algebraisie-
rung.

e Ausgehend von der Algebraisierung wird ein Excel-Medium (Abb. 6) bereit ge-
stellt, das Entdeckungen in einem problemorientierten Unterricht ermdglicht.
Es stellt sich zum Beispiel die Frage, ob die Kurve geschlossen ist, wann sie
sich ggf. schlieBt und ob es Uberdeckungen gibt.

Die Einschrankungen zur Lage wurden von allen Problemldsern unhinterfragt gemacht.
Die Frage nach dem Begriff GroBe stellte sich ebenfalls nicht. Zahlreiche Versuche in
Seminaren haben gezeigt, dass die Problemstellung auch fiir Studenten des hoéheren
Lehramts ein echtes Problem darstellt. Ferner konnten wir beobachten, dass die Studen-
ten bei Benutzung des Mediums kaum zusétzliche direkte (ergebnisorientierte) Hilfen
bendtigten. Ohne das Medium bzw. alternativ ohne prozessorientierte Hilfen fanden die
Studierenden dagegen keinen Zugang zu dem Problem.
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Schablonenkonstruktion
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A Fadénende

Abbildung 4: Euklid-Medium

Abbildung 5: Euklid-Medium

Die Excel-Medien gestatten vielfdltige Experimente mit den Parametern und die-
nen dem operativen Durcharbeiten. Sie werden in der Regel durch Maplets"
(Abb. 7) erginzt. Die zusitzlichen Derive-Medien basieren ebenfalls auf der Para-
meterdarstellung. Sie sollen den schulrelevanten Umgang mit Derive unterstiitzen.

Eine wichtige Ergénzung kann das Experimentieren mit Materialien wie dem Spi-
rographen sein, dessen Funktionsweise mittels eines Films dargestellt wird.

'S Die Benutzung der Maplets setzt zurzeit das Vorhandensein von Maple voraus.
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Die Hypozykloide in Parameterdarstellung

( x )=( (Aea)Tcos |+ MaTcos((A-a)at) )

¥ (A-a)*sin t - Ma*sin((A-a)ia*)
A= 1200
a= 400

= 100

n= 100 Die Kurve wird fir 0 < t £ n*2m gezeichnat

0sns10)

Zum operativen Durcharbeiten:
1. Jedem Parameter t wird ein Punkt P(t) zugeordnet. Variieren
Sie t. Uberprifen Sie, ob die Kurve geschlossen ist. Klaren Sie,

nach wie wiglen Umnlaufen der Anfangspunkt wieder erreicht wird.

t= 0,000 Punkt P)
12,00
0,00

2. Geben Sie einen beliebigen Punkt Q ein
Watiieren Sie die Kurvengleichung so, dass die Hypozykloide
durch Q geht. Geben Sie ein t ein, so dass Pit) auf Q liegt
Punkt @
a
5

3. Lassen Sie Pit) auf der Hypozykloide wandem:

Animation Oste2m

gl —— Hypozykloid
i s - o P
7 - \\‘ & a
A N,
/ ! \
\" " \\_}‘l
/’1 J 15 2
Lt
\ 7
o r

4. Untersuchen Sie maglichst viele unterschiedliche Typen von Hypozykloiden. Suchen Sie nach Gesetzmatigkeiten.

Abbildung 6: Excel-Medium

{2 virtueller Spirograph: Epizykloiden - ganzz:

Radius fester Kreis | 5 Radius rollender Kreis

Abstand.erzeugender Punkt - Mittelpunkt rollender Kreis

Ix

-1 -1k

Fortlaufend [~ Delay:

S ] e |

Abbildung 7: Maplet-Medium
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Die entwickelten Problemkontexte und Medien leiten in der Regel auf allgemeine
Fragestellungen hin. So fiihren etwa die Medien zur Spirale Analysis-frei zu Fra-
gen der Bogenlidnge und der Kriimmung hin, die Medien zur Rosette erlauben eine
Auseinandersetzung mit Polarkoordinaten.

Beispiel 6. Kaffeemarkt

Das folgende Problembeispiel soll zeigen, wie man durch Einsatz eines interakti-

ven Mediums (Abb. 8) eine Problemldseblockade beseitigen und dariiber hinaus

zahlreiche Hypothesen entwickeln kann.
»~Zwei Fabrikanten stellen zwei miteinander konkurrierende Kaffeemischungen M; und
M, her. Der herrschende Trend fiir den Wechsel von Kunden von einer Sorte zu einer
anderen in einem Monat wurde durch Befragungen erfasst: 10% wechseln von M, zu
M,, 20% von M, zu M;. Nehmen Sie dazu an, dass anfangs 60% der Kéufer M; und
40% M, kauften. Kann der Produzent von M, langfristig seinen Marktanteil vergroBern?
Wie entwickelt sich der Kaffee-Markt?*

Nicht selten ist bei Studenten die folgende Argumentation: ,,Letztlich verliert der
Hersteller der Marke M, pro Zeiteinheit 10%; er wird also nach einer gewissen Zeit
aus dem Markt geworfen.*

Das Excel-Medium zeigt, dass dies nicht der Fall ist. Man stellt zudem fest, dass
sich die Marktverteilung relativ schnell auf feste Werte einpendelt, und zwar unab-
hingig von der Ausgangssituation. Das Problem hat viele Variations- und Erweite-
rungsmoglichkeiten und erlaubt Zugénge zu anderen Anwendungen und Gebieten.

Januar Februar Marz Apri Mai Juni S August | Seplember | Oktober | November | Dezember
M1 01 027 0389 | 04723 | 053061057143 06 062 0634 | 06438 | 065066 | 065546
M2 08 0,73 0611 | 05277 | 046939 | 042857 04 038 0366 | 03562 | 0,34934 | 0,34454

M1 M2
Mar
12
M1 09 01 .
L
M2 0,2 0,8 goe
F06 |1
% M2
S04 C
Matrix, die die Kundenwanderung nach 02
Maonat(en) beschreibt (0=Monat(e)<1000) ‘D
1 2 3 4 5 6 7 [E} 9 1o 11 12
Monate
0.1

“on der Stammkundschafl von M1 bleiben jeden Monat — 60%  der Kunden ihrer Marke trau P
Von M1 zu M2 wechseln jeden Monat 0%  der Kunden von M1 08 M1 M2 i
“aon der Stammbkundschaft von M2 bleiben jeden Monat  80%  der Kunden ihrer Marke treu. v S
on M2 zu M1 wechseln jeden Monat ~ 20%  der Kunden van M2 02

Anieitung: Verandert werden kiinnen zum einen die weil hervorgehobenen Felder der Matrix. Diese Matrix beschreibt die Kundenabwanderungen von der Marke
M1 zur Marke M2 und umgekehrt. Auierdemn kann der anfingliche Marktanteil van Marke M1 vorgegeben werden, dieser ist ebenfalls weill hervorgehoben.

Soll die Ubergangsmatrix, die die Kundenabwanderungen nach einer beliebigen Zahl von Monaten beschreibt, singeblendet werden, sa muss die Anzahl

der Monate in das weile Kastchen unterhalb der ersten Matrix eingetragen werden

Abbildung 8: Excel-Medium
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Man kann z. B. nach stabilen Marktverteilungen und dem Einfluss weiterer Anbie-
ter fragen.'® Die Marktanteile lassen sich als Wahrscheinlichkeiten deuten; man er-
hélt damit Ubergiinge zur Stochastik.

2.4 Evaluationsergebnisse

Anmerkungen zum Design und zur Fragestellung der Evaluation

Ein zentrales Ergebnis der formativen Evaluation, die nach verschiedenen Aspek-
ten der Entwicklung von MaDiN gestaffelt wurde (vgl. Eichler 2004, 102), ist die
Beurteilung der heuristischen Funktion interaktiver Elemente von MaDiN. Den
Studierenden war die Aufgabe gestellt worden, einen Seminarunterricht vorzube-
reiten, wobei ihnen MaDiN zur Verfiigung gestellt wurde.'” Die Daten wurden in
dieser Evaluationsphase folgendermafen erhoben:

e durch ein halb-strukturiertes Interview vor dem geplanten Seminarunterricht zu
den bei der Planung verwendeten Materialien (vgl. Friedrich 1997, 282, und zu
den Interviewformen Lamnek 1993).

e durch ein halb-strukturiertes Interview nach der Durchfithrung aller Seminar-
stunden. In der Zeitspanne des Semesters wurde MaDiN wesentlich weiterent-
wickelt. Die zentrale Fragestellung zielte hier auf eine Anderung der Akzeptanz
von MaDiN gegeniiber dem ersten Interview.

Die Auswertung der Daten wurde zunéchst nach einzelnen Interviews getrennt vor-
genommen, aus der eine Einzelcharakterisierung folgte. AnschlieBend wurden tiber
fortwdhrenden Vergleich der Einzelinterviews aber auch der beiden Interviews mit
einer Person die zentralen Ergebnisse dieser Evaluationsphase herausgefiltert. Die-
se Art der Evaluation wurde erginzt durch zahlreiche informelle Befragungen von
einzelnen Studenten und Studentengruppen und durch Diskussionen in Seminaren
und Arbeitsgruppen, in denen mit den Modulen gearbeitet wurde.

Einige Ergebnisse der Evaluation

Der fiir die Beurteilung des Rechners als Heuristik entscheidende Aspekt liegt in
dem typischen Antwortmuster der Studierenden, in dem die traditionelle Unter-
richtsvorbereitung anhand von Biichern mit der Vorbereitung anhand von MaDiN
verglichen wird.

' Entsprechende Medien sind vorhanden.

""" Diese Phase der Evaluation wurde im Rahmen eines Projektscheins von Christine Kaatz,

einer Studentin des Lehramts fiir Gymnasien, vorgenommen. Die folgende Diskussion
zu den Ergebnissen der Evaluation orientiert sich weitgehend an der aus dem Projekt-
schein resultierenden Arbeit.
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Die wesentlichen drei Ergebnisse dieser Evaluation lassen sich unter den Katego-
rien Interaktivitit, Inhalt und Struktur zusammenfassen, von denen die ersten bei-
den hier in Bezug auf den Einsatz des Rechners als Heuristik diskutiert werden:'®

o [nteraktivitit: Die Bereitstellung von interaktiven Elementen kann als zentrale
Forderung der Studierenden angesehen werden. So wurde durchweg die Mog-
lichkeit, den Sinngehalt von Begriffen, Methoden, Modellen etc. aktiv erschlie-
Ben zu konnen, eingefordert. Seiten bzw. Themenaufbereitungen ohne interak-
tive Elemente schienen den Studierenden quasi blutleer zu sein und eine Be-
schiftigung mit einem Rechnerprogramm anstatt eines traditionellen Lehrbuchs
zu verhindern. SchlieBlich hat sich aber auch gezeigt, dass — individuell sehr
unterschiedlich — fachliches Wissen zu den einzelnen interaktiven Elementen
benoétigt wurde.

e [nhalt: Die Wissensbasis ist insbesondere dann auf Akzeptanz gestolen, wenn
sie in knapper Form den fachlichen und didaktischen Kontext zu einem interak-
tiven Element enthélt. Vertiefte didaktische Erorterungen, etwa von empiri-
schen Untersuchungen, Schulbuchanalysen u. 4. wurden als zu textlastig fiir ei-
ne rechnergestiitzte Lernumgebung kritisiert. Es hat sich weiterhin gezeigt, dass
Inhalte von den Studierenden dann negativ beurteilt wurden, wenn keine Paral-
lelité}g zwischen didaktischen und fachlich-mathematischen Inhalten gegeben
war.

3 Der Rechner als Helfer beim Problemlosen

Die Motivation fiir den Versuch, in den MaDiN-Modulen Didaktik der Oberstu-
fengeometrie und Didaktik der Stochastik Problemldseprozesse anzustof3en, liegt
prinzipiell in der Bedeutung des Problemldsens fiir den Schulunterricht. Die Erfah-
rung in didaktischen Seminaren fiir das Lehramt an Gymnasien hat allerdings ge-
zeigt, dass zumindest systematisches Problemlosen in der fachlichen Ausbildung
der Lehrerinnen und Lehrer keine Rolle spielt. Mit MaDIiN besteht daher der Ver-
such, auch nach einer punktuellen und zeitlich begrenzten Auseinandersetzung mit
Problemloseprozessen in didaktischen Seminaren eine Lehr-Lernumgebung zu
schaffen, die die Beschéftigung mit Problemstellungen einerseits vertieft und sie
andererseits auch iiber die Universitét hinaus anbieten kann.

'8 Die Kategorie Struktur ist nicht direkt auf den Einsatz des Rechners als Heuristik bezo-

gen. Vgl. zu dieser Kategorie Eichler (2004).

Dabei gab es wegen der individuellen Voraussetzungen der Studierenden z. T. unter-
schiedliche Beurteilungen und zwar hinsichtlich der angemessenen Tiefe der Wissens-
basis. Eine Konsequenz dieser individuellen Anforderungen ist die Tiefenstaffelung der
Wissensbasis, um unterschiedliche Lernwege zu ermdglichen (vgl. dazu Eichler 2004).
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3.1 Problemlosen mit dem Rechner

Was ist ein Problem?

Wie eine mathematische Problemstellung definiert werden kann, die in eine inter-
netbasierte Lehr-Lernumgebung eingebunden werden soll, unterscheidet sich zu-
néchst nicht von ihrer Definition in der traditionellen Lehre. Dort ist der Begriff
etwa folgendermalen umschrieben:
,,Ein Problem ist erstens durch einen Anfangszustand (...), zweitens durch einen Zielzu-
stand (...) und drittens durch erlaubte Transformationen (...) gekennzeichnet. (...) Das
Problem besteht darin, mindestens einen dieser Teile zu finden, wenn die beiden ande-
ren ganz oder teilweise gegeben sind.“ (Tietze 2000a, 93f.)

Wenn man iiberhaupt einen Unterschied zwischen einer Aufgabe und einem Prob-
lem festlegen mdchte, ist es der Aspekt, dass im Problemldseprozess Barrieren auf-
tauchen, deren Uberwindung dem Problemldser nicht intuitiv oder auf Grund des
Kontextes, in dem ein Problem gestellt wird, unmittelbar und routiniert moglich ist.

Welche Hilfestellungen kann man bieten?

Um solche Barrieren zu iiberwinden bendtigt der Problemldser Hilfen — prozess-
orientierte Hilfen oder Heuristiken.”® Ziel ist es dabei, den Lernenden iiber die ge-
eignete Auswahl von Problemstellungen Schritt fiir Schritt einen Pool von Heuris-
tiken zu vermitteln. Um einen Transfer von Heuristiken von einer auf die andere
Problemstellung zu ermdglichen, muss es ein zweites Ziel des Lehrenden sein, die
Heuristiken allgemein zu charakterisieren. Ein einfaches Beispiel wire etwa die
Transformation eines sprachlich vermittelten Problems auf eine geometrisch inter-
pretierbare Skizze, eine nahezu universale Heuristik, die unabhéngig von der ma-
thematischen Teildisziplin anwendbar ist. Neben solchen allgemeinen Heuristiken
spielen bereichsspezifische heuristischen Strategien eine wichtige Rolle. Beispiele
hierfiir sind etwa in der Oberstufengeometrie Strategien zur ,,Auswahl eines geeig-
neten Koordinatensystems* mit Hilfe von Symmetrieiiberlegungen oder in der Sto-
chastik die Simulation. Eigenstéindiges Problemldsen in einem Gebiet setzt voraus,
dass zentrale Begriffe flexibel gehandhabt werden kénnen. Das operative Durch-
arbeiten eines Begriffs ist ein sinnvolles Lehrprinzip, um beim Schiiler ein ange-
messenes flexibles Begriffsverstindnis zu fordern. Dabei konnen interaktive Me-
dien hilfreich sein (vgl. Beispiel 8).

Ist der Lehrende ein Rechner bzw. eine rechnergestiitzte Lehr-Lernumgebung, so
muss diese bei dem Initiieren von Problemldseprozessen ebenfalls die drei genann-
ten Anforderungen erfiillen:

1. die geeignete Auswahl von Problemstellungen,

2 ygl. dazu auch Tietze (2000a), 98ff.
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2. die Bereitstellung von prozessorientierten Hilfen,
3. die Verallgemeinerung der prozessorientierten Hilfen.

Grundlage des Problemldsens ist das verfiigbare Wissen, das der Problemldser ak-
tivieren, mit der Aufgabe verbinden und neu kombinieren muss (vgl. Polya 1967,
146). In diesem Aspekt ist eine weitere Anforderung an den Rechner bzw. eine
Lehr-Lernumgebung, die Problemldseprozesse initiieren soll, enthalten. Selbst
wenn man gewisse Vorkenntnisse bei den Nutzern der Lehr-Lernumgebung vor-
aussetzt, kann man nicht wie in der traditionellen Lehre von gemeinsamen, zumin-
dest anndhernd homogenen Voraussetzungen ausgehen. Das bedeutet, dass im Um-
feld der Problemaufgabe eine Basis bereit gestellt werden muss, die ein Auffri-
schen bzw. Herstellen des zum Problemlosen notwendigen Wissens ermdglicht.

Grenzen des Problemlosens mit dem Rechner

Die zentrale Grenze besteht in der Tatsache, dass notwendige prozessorientierte
Hilfen nicht individuell bereit gestellt werden konnen. Wahrend in der traditionel-
len Lehre die Lehrenden aus einem Pool von Heuristiken die geeignete Hilfe ge-
zielt und individuell geben konnen, ist es bei der Entwicklung einer rechnergestiitz-
ten Lehr-Lernumgebung lediglich realisierbar, mogliche Barrieren des Problemlo-
seprozesses zu antizipieren und fiir solche Barrieren einen Pool von Heuristiken
bereitzustellen.

Fiir diese Bereitstellung sind prinzipiell zwei konkurrierende Modelle moglich:

1. Die Entwicklung eines vorgegebenen Problemldseprozesses, in dem Hilfen
nacheinander gegeben werden und deren Aufruf gegebenenfalls erst nach der
Bewiltigung bestimmter Schritte des Problemldseprozesses erfolgen kann.

2. Die lose Bereitstellung eines Pools von Heuristiken bzw. Hilfen, die ohne Vor-
aussetzung im Bedarfsfall abgerufen werden konnen.

Auf der Basis dieser theoretischen Uberlegungen soll im Folgenden deren Umset-
zung bei der Entwicklung von MaDiN diskutiert werden.

3.2 Problemlosen mit MaDiN

Die Anforderungen an eine rechnergestiitzte Lehr-Lernumgebung, die Problemlo-
seprozesse initiieren will, sind in MaDiN folgendermaflen umgesetzt worden:

e Themenspezifische Probleme sind grundsétzlich mit einer auch unabhéngig von
den Problemstellungen zu erreichenden fachlich-mathematischen und didakti-
schen Wissensbasis verbunden. So werden einerseits die fachlichen Vorausset-
zungen theoretisch geklirt und andererseits der Sinn der Beschiftigung mit ei-
nem Themengebiet und damit mit Problemstellungen innerhalb dieses The-
mengebietes in einer didaktischen Aufbereitung diskutiert.



56 A. Eichler/U.-P. Tietze

e Die Auswahl geeigneter Probleme orientiert sich einerseits an der in MaDiN
umgesetzten Struktur von Themen (Schreibtischen), andererseits an den zentra-
len Ideen eines Themengebietes. SchlieBlich besteht der Versuch, sowohl in-
nermathematische als auch anwendungsorientierte Probleme bereitzustellen.

e Alle Problemstellungen sind mit einem System von zumeist prozessorientierten
Hilfen verbunden, die bei Bedarf einzeln abgerufen werden konnen. Diese Ent-
scheidung basiert auf dem Anspruch, individuelle Lernwege zu ermdglichen.
Im Modul zur Didaktik der Stochastik besteht zudem der Versuch, die bereit
gestellten Hilfen auf einer hoheren Abstraktionsebene in ein System allgemei-
ner Heuristiken einzubetten.

e Da die Zielgruppe von MaDiN aus Lehrerinnen und Lehrern in der Ausbildung
und der Profession besteht, ist auf den moglichen schrittweisen Aufbau von eng
umrissenen Problemstellungen verzichtet worden. So weisen die Problemstel-
lungen in MaDiN héufig einen hoheren Grad an Komplexitit als in der Schule
einsetzbar auf.

Die prinzipielle Grenze, prozessorientierte Hilfen mittels des Rechners nicht indi-
viduell und zielgerichtet anbieten zu kdnnen, bleibt auch in MaDiN bestehen. Eine
weitere Grenze des problemorientierten Ansatzes basiert auf der Strukturierung der
Themengebiete in MaDiN. So gibt es Themengebiete, in denen fruchtbare Prob-
lemstellungen nicht existieren oder zu komplex sind. Beispiclsweise ist es im Be-
reich der beschreibenden Statistik bzw. Datenanalyse, die an der Explorativen Da-
tenanalyse orientiert ist, zwar jederzeit moglich, Problemstellungen anhand realer
Daten zu stellen. Im Sinne der offenen Problemstellungen der Explorativen Daten-
analyse und der dort zu vermeidenden konkreten Zielbestimmung ist es allerdings
kaum mdglich, prozessorientierte Hilfestellungen zu geben, die iiber sehr allge-
meine Heuristiken hinausgehen.

Im Folgenden sollen Beispiele vorgestellt werden, die die wesentlichen der ge-
nannten Anforderungen an eine Einbindung des problemorientierten Ansatzes in
MaDiN verdeutlichen konnen.

3.3 Beispiele aus MaDIiN

Beispiel zur Stochastik

Beispiel 7: Spielproblem

Die Problemstellungen sind in der Schublade Aktivititen des MaDiN-Schreibtischs
enthalten, werden auf einer Startseite kurz charakterisiert und mit einem Link ver-
sehen. Dahinter steht die Seite, in der das Problem, hier ein Spielproblem, voll-
stindig charakterisiert wird. Es gibt weiter einen Hinweis auf die Verwendung der

Hilfen sowie die gestaffelten Hilfen selbst, die den Problemldseprozess unterstiit-
zen sollen (Abb. 9).
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Hilfen

Hausnummern wiirfeln .
Hohe Hausnummer @
wird mit einem Wiirfel gespielt. es kdnnen
beliebig viele Spieler teilnehmen. Es
kommt darauf an, in drei Wiirfen eine mog-
lichst hohe Summe zu erzielen. Die
hichstmigliche ist 666. Bei jedem Wurf
muB man bestimmen , an welche Stelle die

rfi Augen ki sollen: an die
Humleﬂer die Zehner- oder Einer-Stelle.
Ein Opllmlst wird eine Funf beim ersten
Wurf an die Zehnerstelle dirigieren, hof-
fend, in den beiden nachslen Wutfen eine

& Wiirfelspiele

Sechs zu K Ein P wird
eine Fiinf als Hunderter einsetzen, um so
indest eine G iiber fiinf-

hundert zu erreichen. Die hochste Haus-
nummer gewinnt.

Wer gewinnt?

Abbildung 9: Problemstellung mit Hilfesystem

‘3 Hilfe1 - Microsoft Internet Explorer - [Offlinel -10] x|

™ Fihren Sie das Zufalls-Experiment mit einem Wil durch. ! Hilfe 1 !

® | egen Sie ‘Q Hilfen enaktiv - Microsoft Internet B —|o] x|
dass der
oder mehr
Ergebniss Analyse der Problemstellung:

O Reprasentieren des Problems, Experi ieren, Entwickeln
Simulisreq von Fragestellungen

e P Eihit man ein Experiment kankret durch, so Oberfohit man ein
&) Prablem von der symbolischen Darstellung als Text in eine

enaktive Reprasentation.

P wesentliche Eigenschafien eines Zufallsexperiments konnen
s0 handelnd erschlossen werden. Diese flieGen dann in die
Mathematisierung des Problems ein

2 Problem selbst wird durchschaut.

.‘Aus dem Experiment kann schlieitlich eine Konkretisierung,

gisi g oder auch Spezialisi g eines modellhaft
durchgefihiten Zufallsexpenments erwachsen.

Abbildung 10: Hilfe mit Einordnung in das System heuristischer Hilfen
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Die Hilfen miissen nicht notwendig vollstandig gedffnet werden, sondern sind bei
Bedarf einzeln abrufbar und 6ffnen sich als Zusatzfenster iiber dem Problemkon-
text. Innerhalb der Hilfen gibt es weitere Hinweise, die eine Einordnung der heuris-
tischen Hilfen umfassen (Abb. 10).

Die Hilfen konnen schlieBlich Hinweise auf bestimmte Begriffe, Formeln, Zu-
sammenhinge etc. enthalten, die auf theoretisch-fachliche Erlduterungen des all-
gemeinen Problemkontextes weisen. Die fachlich-mathematische Wissensbasis ist
schlieBlich mit einer didaktischen Aufbereitung des Themas verbunden.

Beispiele zur Oberstufengeometrie und angewandten Linearen Algebra

Beispiel 8: Operatives Durcharbeiten des Parameterbegriffs

Flexible und leistungsstarke Begriffsbildung ist nur auf der Basis der Integration in
inhaltliche Beziehungsnetze mdglich. Dazu muss das Lernen in Zusammenhéngen
erfolgen; verwandte geistige Operationen miissen vernetzt werden. Das gilt insbe-
sondere fiir Operation (im psychologischen Sinne) und Umkehroperation, wie z. B.
das Erstellen und das Lesen/Interpretieren von Funktions- und anderen Graphen.
Man spricht auch von operativem Durcharbeiten als einer speziellen Form des U-
bens. Man geht davon aus, dass ein angemessenes Verstindnis erst dann gegeben
ist, wenn Operation und Umkehroperation miteinander vernetzt sind.

Ein zentraler, aber fiir Schiiler schwieriger Begriff der Oberstufengeometrie ist der
Parameterbegriff, etwa beim Darstellen von Geraden und Ebenen. So haben Unter-
suchungen ergeben (vgl. Wittmann 2003), dass viele Schiiler eine dominante kon-
kret-objekthafte Vorstellung von der Geraden haben, etwa als eine ins Unendliche
erweiterbare Strecke. Solche Schiiler konnen héufig die Variablen X und 7 in der
Gleichung X = A+rb nicht interpretieren. Um ein besseres Verstindnis der Pa-
rameterdarstellung einer Kurve (einschlielich der Geraden) zu bewirken, haben
wir interaktive Excel-Medien entwickelt, die ein operatives Durcharbeiten der Pa-
rameterdarstellung gestatten und helfen, Kurven auch als Punktmengen zu sehen.
So konnen einzelnen Parameterwerten jeweils Punkte der Kurve zugeordnet wer-
den und umgekehrt (vgl. Beispiel 5; Abb. 5). Dariiber hinaus werden konkrete
Vorstellungen eingefiihrt, etwa durch die Interpretation der Kurve als Bahnkurve
mit der Zuordnung Zeitpunkt-Position.

Beispiel 9: Erstellung einer Ellipsenschablone (Fortsetzung von Beispiel 4)

Das Modul stellt fiir das weitere Problemldsen prozessorientierte Hilfen zur Verfi-
gung:

1. Verfertige eine Losungsskizze bzw. erzeuge sie mit dem Euklid-Medium.

2. Fiihre Buchstaben ein.

3. Betrachte (extreme) Spezialfille.
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Diese Untersuchungen fiihren unmittelbar auf die Zusammenhénge

I=2a und e =+a? —b?

und damit zur Losung®'. Diese ersten Algebraisierungsansitze konnen in einem
Riickblick die Frage nach einer allgemeinen algebraischen Darstellung der Ellipse
aufwerfen, wie man sie etwa von der Parabel her kennt. Bei der Losung dieses
neuen Problems konnen bereichspezifische Strategien

1. zur Wahl eines geeigneten Koordinatensystems,

2. zur Léngenberechung in einem kartesischen Koordinatensystem (Satz des Py-
thagoras)

hilfreich sein. Eine direkte Algebraisierung der Kennzeichnung der Ellipse iiber die
Abstandssumme fiihrt auf eine erste, noch uniibersichtliche Gleichung, deren An-
gemessenheit mit dem Grafikprogramm von Derive kontrolliert werden kann. E-
benfalls mit Derive kann diese Gleichung in die {ibliche formale Darstellung der
Ellipse iiberfiihrt werden.

3.4 Evaluation zum problemorientierten Ansatz in MaDiN

Anmerkungen zum Design und zur Fragestellung der Evaluation

Die Beurteilung des problemorientierten Ansatzes ist ein Schwerpunkt der ersten
Phase der nach verschiedenen Aspekten der Entwicklung von MaDiN gestaffelten
formativen Evaluationen (vgl. Eichler 2004, 102). So wurde dieser Ansatz insbe-
sondere beim Einsatz von MaDiN im Wintersemester 2001/02 im Rahmen eines
Hauptseminars zur Didaktik der Stochastik eingesetzt und evaluiert, in dem u. a.
zielgerichtet die Bearbeitung von Problemstellungen gefordert wurde (vgl. Eichler
2001, 107ff.). Hinsichtlich des problemorientierten Ansatzes wurden die Daten
folgendermaf3en erhoben:

e durch eine offene schriftliche Befragung nach dem Einsatz von MaDIN, in dem
auf die fiktive Frage eines Interessenten, welche Moglichkeiten das Modul bie-
tet, geantwortet werden sollte;

e durch ein halb-strukturiertes Interview nach dem Einsatz von MaDiN. Die fiir
die hier behandelte Fragestellung entscheidende Kategorie ist die Funktionalitit
des problemorientierten Ansatzes sowie die Verwendung dieses Ansatzes durch
die Studierenden.

Die Auswertung des umfangreichen Materials fand extensiv, d. h. ohne Ausnut-
zung der vollen Tiefe elaborierter Analyseverfahren der qualitativen Sozialfor-

21 ] Fadenlinge, 2a Pappen- bzw. Hauptachsenlinge, 2b Pappenbreite bzw. Nebenachsen-

lange, 2e Abstand der Befestigungspunkte bzw. Brennpunkte.
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schung (vgl. dazu Lamnek 1993 und Friedrich 1997, 117) und mit den direkt auf
MaDiN bezogenen Teilen zusammenfassend statt.

Passagen der Texte und Interviews wurden dabei in Anlehnung an die Textherme-
neutik (vgl. Danner 1998) durch Bezug auf den Einzelfall und durch Vergleich mit
den anderen Fillen aufgeschliisselt. Die wiederkehrenden, #ypischen Aussagen
wurden als charakteristische Bewertungen betrachtet.

Einige Ergebnisse der Evaluation

Der problemorientierte Zugang stellte die Teilnehmer vor eine Fiille von Schwie-
rigkeiten. Ubergreifend zeigte sich im Verlauf des gesamten Seminars, dass ein of-
fener Themenzugang iiber ein Problem und die Verwendung von Heuristiken ana-
log zu den bisherigen Erfahrungen in didaktischen Seminaren mit Studierenden des
Lehramtes fiir Gymnasien wenig bekannt und reflektiert war. Allgemein wurden
die Probleme als Moglichkeit gesehen, vorhandenes Wissen im Sinne einer Ubung
zu liberpriifen, nicht aber als Zugang zu einem Themenbereich:

»Man [kann] an ausgewéhlten Problemen Erlerntes/Techniken anwenden.*

Die Teilnehmer riefen — unabhéngig von der Aufgabenstellung — stets die Schubla-
den in der Abfolge Theorie — Beispiel — Aktivitit auf. Ein Aufruf von Informati-
onen zu Theorieinhalten aus der Problemstellung bzw. den Hilfen heraus wurde
nicht verwendet:

,Ich habe immer die Theorie angeklickt, um zu gucken, ob da irgendetwas war, was ich
noch nicht kannte.*

Die Probleme selbst wurden insbesondere zu Beginn des MaDiN-Einsatzes als zu
offen bezeichnet. Die Studierenden hatten in der Regel bei der Formulierung eines
konkreten Problems sowie der Aufstellung eines Losungsplans groBe Schwierig-
keiten. Zudem ergaben sich technische Schwierigkeiten bei der Verwendung von
Tabellenkalkulation, die im Bereich der Datenanalyse das vorherrschende Rechen-
instrument ist:

,Probleme ergeben sich dann, wenn die Problemstellung Schwierigkeiten allein aus der
Bearbeitung (d. h. wie sie bearbeitet werden soll — Excel) ergeben.*

Die Hilfen wurden ebenfalls iiberwiegend als zu offen und zu wenig ergebnisorien-

tiert bezeichnet. In der Verwendung der Hilfen zeigten sich folgende drei Bearbei-

tungstypen:

e Aufruf aller Hilfen vor einem eigenen Losungsversuch, um einen Uberblick
iiber einen mdglichen Gesamtplan zu erhalten.

e Aufruf der Hilfen nacheinander mit dem Versuch, die Hilfen einzeln beziiglich
einer Problemldsung umzusetzen.

o Kein Aufruf einer Hilfe.
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SchlieBlich wurde bei der Verwendung der Hilfen die fehlende Individualitét als
Manko empfunden, die wesentlich besser durch eine reale Lehrperson geleistet
werden konnte:

,Eine Computerhilfe ist immer steril und gibt einem nicht immer die Hilfe, die man ge-
rade notig hat.

AuBerungen im weiteren Verlauf des Seminars — d. h. nach Abschluss des MaDiN-
Einsatzes —, in dem das Problemldsen ebenfalls ein zentrales Thema war, zeigten
allerdings eine wachsende Bereitschaft, solch einen Ansatz zu verwenden.

4 Zusammenfassung und Ausblick

Das Losen mathematischer Probleme oder realer Probleme mit den Mitteln der
Mathematik muss ein zentraler Baustein eines Mathematikunterichts sein, der
Schiilerinnen und Schiiler zu eigener aktiver geistiger Téatigkeit fiihren will. Daher
muss auch fiir Lehrerinnen und Lehrer der problemldsende Ansatz ein wichtiger
Aspekt der Ausbildung sein, um diesen Ansatz im Berufsleben addquat lehren zu
konnen.

Der problemlésende Ansatz ist in MaDiN in zwei Varianten integriert worden:

¢ in interaktiven Elementen, die ein freies Entdecken im Rahmen einer vorgege-
benen mathematischen Struktur erméglichen konnen und

e in dem Formulieren von Problemstellungen, deren Losung durch ein System
von zumeist heuristischen, prozessorientierten Hilfen unterstiitzt wird, die wie-
derum punktuell in ein System von allgemeinen Heuristiken eingeordnet wer-
den.

Die Einbindung interaktiver Elemente bedingt erst den Nutzen einer multimedialen
Lehr-Lernumgebung und eine fiir den Lerner deutlich werdende Abgrenzung zu
anderen Medienformen wie etwa dem Buch. Ebenso sind die interaktiven Elemente
auch fiir die Lehrenden von entscheidender Bedeutung, da sie sich auf Grund ihrer
Anschaulichkeit fiir die Présentation zentraler Ideen eines Themengebietes inner-
halb einer ansonsten traditionellen Lehrveranstaltung anbieten.

Die zweite Variante des problemldsenden Ansatzes in MaDiN scheint dagegen fiir
Lernende einen geringeren Nutzen zu haben und erst nach der Auseinandersetzung
mit dem Problemldsen innerhalb der traditionellen Lehre eine selbststindige Be-
schéftigung mit den eigenen Problemldseprozessen anzuregen. Fiir eine endgiiltige
Aussage zu diesem Bereich ist allerdings eine umfangreichere, summative Evalua-
tion (vgl. Tergan 2000) notwendig.

Eine wesentliche Anforderung an ein Rechnerprogramm und speziell eine multi-
mediale Lehr-Lernumgebung wie MaDiN hinsichtlich der Forderung problemlo-
senden Denkens ist die Einbindung beider Varianten des problemldsenden Ansat-
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zes in eine fachliche und didaktische Wissensbasis. Prinzipiell kann man natiirlich
auch mit Computeralgebrasystemen oder dynamischer Geometriesoftware, die in
MabDiN intern oder extern an verschiedenen Stellen in die Aufbereitungen integ-
riert sind, interaktive Elemente oder Umgebungen erzeugen, die das Entdecken von
Mathematik fordern konnen. Solchen Elementen fehlt allerdings der fachliche und
didaktische Kontext. Es fehlt damit auch der AnstoB, etwas zu entdecken oder ein
Problem zu 16sen bzw. es fehlt eine fruchtbare Einbindung des Entdeckten oder des
Problems in einen grofBeren Rahmen. So ergibt erst die Verbindung einer Wissens-
basis mit dem problemlésenden Ansatz in MaDiN eine Mdglichkeit, zwei der mo-
mentan zentralen Forderungen der Didaktik, das problemldsende und individuelle
Lernen mit den modernen Technologien, sinnvoll zu verbinden.
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