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Rekonstruktives Modellieren
in Dynamischen Geometriesystemen

von

Heinz Schumann, Weingarten
Herrn Prof. Dr. Immo Kerner zum 75. Geburtstag gewidmet

Zusammenfassung: Dynamische Geometrie-Systeme (DGS) sind leistungsfahige Werk-
zeuge zur Modellierung von als zweidimensional interpretierbaren Ausschnitten der uns
umgebenden geometrisierbaren Realitdt. Eine Modellierungsaufgabe besteht in der Rekon-
struktion der Geometrie, die bewusst bzw. unbewusst von Menschenhand in unsere Welt
implementiert worden ist oder die wir in der Natur vorfinden. Das Ergebnis eines entspre-
chenden Rekonstruktionsprozesses ist ein statisches oder dynamisches Modell. — Das rekon-
struktive Modellieren in DGS erweitert die traditionellen Modellierungsméglichkeiten im
Geometrieunterricht. Als computerunterstiitzte Modellierungsmethode induziert es durch die
von den Schiilern/-innen selbst gewéhlten und zu bearbeitenden authentischen Modellie-
rungsvorlagen offene Lernumgebungen, die sich fiir das Lernen in Projekten eignen.
Summary: Dynamic geometry systems are powerful tools for the geometric modelling of
two-dimensionally interpretable parts of reality which surrounds us. A modelling task in-
volves the reconstruction of the geometry which has been consciously or subconsciously
created in our world by ,.,human hand*“ or which can be found in the natural environment.
The result of a corresponding reconstruction process is a static or dynamic model. Recon-
structive modelling provides us with more possibilities than the traditional modelling in the
geometry classroom. This new computer supported modelling method induces open learning
environments through students® self-selection and solving of authentic examples. These en-
vironments are conducive to project work.

1 Einleitung

Die Bedeutung auBermathematischer Anwendungen im Mathematikunterricht all-
gemein bildender Schulen, also auch des mathematischen Modellierens, ist un-
bestritten. Eine lesenswerte bildungstheoretische Erorterung der Beziehung von
geisteswissenschaftlich orientierter Mathematik, gepriagt durch das ,,Prinzip durch-
gingiger Rationalitit”, und anwendungsorientierter Mathematik als ,,dienender
Magd* findet sich u. a. bei v. Hentig (1996). Die Problematik der Anwendung in
der Schulmathematik, also auch die der Modellierung, analysiert Schupp (1988);
diese Analyse ist nach wie vor aktuell.

Winter (1975) hat in seinem anthropologischen Ansatz zur Begriindung allgemei-
ner Lernziele — heute wiirde man Kompetenzen sagen — fiir den Mathematikunter-
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richt das ,,Mathematisieren* aufgenommen. ,,Mathematisieren, das auch das mit
dem mathematischen Modellieren beinhaltet, ist beschrieben als eine dispositive
Haltung und Féhigkeit, reale Situationen mathematisch zu erfassen und zu be-
schreiben.

Modellieren ist auch ein zentraler Begriff der ,,Mathematical Literacy* im Rahmen
der PISA-Studie (Deutsches PISA-Konsortium 2001). Der gesamten Vorgang des
Losens einer anwendungsbezogenen Aufgabe wird als Modellierungsprozess be-
zeichnet. Das folgende Diagramm skizziert den in Zyklen ablaufenden Modellie-
rungsprozess, der abbricht, wenn die Validierung ein passendes Ergebnis feststellt.

. ] Mathematisieren
Situation - Modell
Validieren Verarbeiten
Ergebnis |- mathematische
Interpretieren Lésung

Diagramm 1 (Modellierungsprozess bei PISA-Aufgaben)

Merkwiirdigerweise mutiert das ,,Modellieren” im Heymannschen Diskussionsvor-
schlag iiber zentrale Ideen (Heymann 1996) in den ,,Bildungsstandards im Fach
Mathematik fiir den mittleren Schulabschluss® (KMK 2003) zu einer allgemeinen
mathematischen Kompetenz (die Autoren der Standards waren vermutlich unsicher
in der Unterscheidung zwischen formaler und materialer mathematischer Bildung).
GemaiB dieser Bildungsstandards gehdrt zum mathematischen Modellieren Folgen-
des:

e Den Bereich oder die Situation, die modelliert werden soll, in mathematische
Begriffe, Strukturen und Relationen {ibersetzen.

e In dem jeweiligen mathematischen Modell arbeiten.

e Ergebnisse in dem entsprechenden Bereich oder der entsprechenden Situation
interpretieren und priifen.

Um néher auf unsere Themenstellung einzugehen, spezialisieren wir uns nun auf
das Modellieren im Geometrie-Unterricht: Im Bereich der Elementargeometrie, die
vor allem in der Sekundarstufe I angesiedelt ist, bleibt das ,,Geometrisieren* bzw.
das geometrische Modellieren im Wesentlichen beschriankt auf die Formerkennung
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(die auch die Symmetrie-Erkennung einschlie3t) und auf die Berechnung an geo-
metrischen Figuren (inklusive der geometrischen Extremwertaufgaben). Derartiges
Modellieren besteht vorwiegend aus der Rekonstruktion der geometrischen Begrif-
fe, Aussagen und Verfahren, die vorher in die Realitdt implementiert worden sind
bzw. die vorher eine (pseudo-)realistische Einkleidung erfahren haben. Es fehlt an
authentischen Beispielen fiir das geometrische Modellieren (auch die geometri-
schen Musteraufgaben fiir die o. g. Bildungsstandards bieten nichts Authentisches).

Vielseitigere und systematisch geordnete Aspekte des geometrischen Modellierens
finden sich bei Wittmann (1987) und Graumann (1988); diese Arbeiten seien hier
stellvertretend fiir andere Arbeiten mit entsprechenden Inhalten genannt. Leider
haben die dort ausgefiihrten Modellierungen nur spérlich Eingang in Unterrichts-
werke und in den Unterricht gefunden. Das mag u. a. an der mangelnden Bereit-
stellung bzw. Verfiigbarkeit der fiir komplexere Modellierungen notwendigen geo-
metrischen und auBlergeometrischen Werkzeuge und Lernvoraussetzungen, an dem
relativ groflen zeitlichen Bearbeitungsaufwand, an der Relevanz fiir das Stellen von
Aufgaben fiir Klassenarbeiten und nicht zuletzt an der Ausbildung von Mathema-
tiklehrern und -lehrerinnen liegen. In aktuellen Standardwerken iiber Didaktik der
Geometrie fiir die Ausbildung, beispielsweise in ,,Geometrie in der Sekundarstufe*
(Holland 1996) und in ,,Zentrale Themen des Geometrie-Unterrichts aus didakti-
scher Sicht* (Kratz 1993) wird das geometrische Modellieren nicht thematisiert.

Die Projektorientierung des Geometrie-Unterrichts kann hier punktuell Abhilfe
schaffen; wir verweisen in diesem Zusammenhang z. B. auf die Arbeit ,,Projekte
im Mathematikunterricht des Gymnasiums® (Ludwig 1997), in der auch Projekt-
beispiele fiir das Geometrisieren dokumentiert sind.

Eine weitere Mdglichkeit, das geometrische Modellieren in der Art des Rekon-
struierens zu fordern, besteht in der Nutzung von addquaten Computerwerkzeugen,
hier von Dynamischen Geometriesystemen (DGS), die helfen sollen, vor allem den
konstruktiven Anteil beim Modellieren zu verstirken (Schumann 2003). Unseres
Erachtens ist diese Art der Computernutzung ein Beispiel fiir die effektive Integra-
tion des Computers in den Geometrie-Unterricht. Die curriculare Legitimation des
Einsatzes von DGS ist in den o. g. Bildungsstandards unter der Leitidee ,,Raum
und Form* verankert. DGS sind leistungsfahige Werkzeuge zur Modellierung von
als zweidimensional interpretierbaren Ausschnitten der uns umgebenden Realitét.
Die technische Voraussetzung fiir eine solche Modellierung ist die Mdoglichkeit,
entsprechende Bild-Dateien in DGS zu importieren. Unter Nutzung der addquaten
Eigenschaften von DGS, die weiter gehende Moglichkeiten als herkommliche Mo-
dellierungswerkzeuge bieten, konnen nun die importierten Modellierungsvorlagen
bearbeitet werden. Die Losungen vielféltiger authentischer Modellierungsaufgaben
bestehen in der Rekonstruktion der betreffenden Geometrie, die bewusst bzw. un-
bewusst von ,Menschenhand® in unsere Welt implementiert worden ist oder die
wir in der Natur vorfinden. Ergebnisse entsprechender Rekonstruktionsprozesse
sind virtuelle statische oder dynamische Modelle.
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Das folgende Diagramm gibt einen Uberblick iiber Methoden bzw. Arbeitsformen
beim Einsatz von DGS im Kontext des Geometrieunterrichts in der Sekundarstufe |
(Schumann 2001); das Modellieren in DGS wird unterstiitzt durch alle anderen im
Diagramm aufgefiihrten Methoden bzw. Arbeitsformen.

Begriffe bilden

Satze finden Konstruieren

Problemlésen ~ \ _.eedea Messen

.

" Dynamische

¥
D
.
x

) :  Geometrie-
Modellieren ~————— Systeme i—® Berechnen
K (Cabri 1+,
s, Cinderella 2, &
/”., Geoneyt, ...) ’.o’
Explorieren T Visualisieren
Experimentieren Variieren/Animieren

Modular arbeiten

Diagramm 2 (Methoden bzw. Arbeitsformen mit DGS)

Beim Einsatz von DGS fiir das geometrische Modellieren verfolgen wir u. a. nach-
stehende allgemeine geometrische Lehrziele:

e Das geometrische Sehen bzw. ,,Auge” schulen. (Wahrnehmungsphinomenolo-
gisches Lehrziel).

¢ Die Niitzlichkeit der Geometrie schitzen. (Affektives Lehrziel)

o Geometrisches Wissen (Begriffe, Aussagen und Verfahren) anwenden und er-
weitern. (Kognitives Lehrziel)

e Geometrisierbare Phdnomene experimentell explorieren und analysieren. (Me-
takognitives Lehrziel)

e Die Nutzung von DGS iiben. (Technisches Lehrziel)
Den Ablauf des Modellierens veranschaulicht das folgende Diagramm:



Rekonstruktives Modellieren in Dynamischen Geometriesystemen 25

Geeigneter Eingeben als Bild Modellierungs-
Ausschnitt der o vorlage
realen Welt im DGS

Explorieren durch

Interpretieren, Nachzeichnen und
Prifen, Messen/Berechnen:
Simulieren Figurale Analyse/

Funktionsanalyse

Statisches/ Figurale/
Dynamisches |- Kinematische
Modell Rekonstruieren mit Struktur
den Mitteln des DGS

Diagramm 3 (Ablauf des Modellierens in DGS)

Den Ablauf des Modellierens fiir die Gewinnung statischer/dynamischer Modelle
beschreiben wir hier in der Art von Projekt-Anleitungen fiir Schiiler/-innen.

Anleitungen fiir das Erstellen eines statischen Modells:

(M

()

(€)

“4)

)
(6)

Halte Ausschau nach einem Objekt in der dich umgebenden Welt oder in ge-
druckten Darstellungen bzw. im Internet, von dem du annimmst, dass dieses
mit den Mitteln der ebenen Geometrie analysiert und rekonstruiert werden
kann.

Erfasse das geeignete Objekt mittels einer Digitalkamera oder eine geeignete
Darstellung des Objekts mittels Scannen bzw. als digitale Kopie und lade die
entsprechende Bilddatei in das DGS, mit dem du arbeitest.

Erforsche und analysiere das Bild des Objekts im DGS durch Nachzeichnen,
Ausmessen und Berechnen auf besondere geometrische Figuren und Gesetz-
maéBigkeiten hin. Finde Begriindungen fiir GesetzmaBigkeiten.

Rekonstruiere die erkannte Figur oder Konfiguration mit den Werkzeugen des
DGS.

Uberpriife dein Rekonstruktionsergebnis anhand des Originals im Bild.

Ver6ffentliche dein tliberpriiftes Modell zusammen mit einer Beschreibung und
dem Bild des Originals z. B. im Internet oder in einer Wandzeitung.

Anleitungen fiir das Erstellen eines dynamischen Modells:

(M

Halte Ausschau nach einer beweglichen Vorrichtung in der dich umgebenden
Welt oder in gedruckten Darstellungen bzw. im Internet, von der du annimmst,
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dass diese mit den Mitteln der ebenen Geometrie analysiert, rekonstruiert und
simuliert werden kann.

(2) Erfasse die bewegliche Vorrichtung mittels einer Digitalkamera/einem Cam-
corder oder eine geeignete Darstellung der Vorrichtung mittels Scannen bzw.
als digitale Kopie und lade entsprechende Bilddateien/das digitalisierte Video
in das DGS, mit dem du arbeitest.

(3) Erforsche und analysiere das Bild/die Bilder der beweglichen Vorrichtung
durch Nachzeichnen und Ausmessen auf besondere geometrische Figuren und
GesetzmaBigkeiten hin. Beobachte die Funktion der beweglichen Vorrichtung
oder verschaffe dir Informationen iiber ihre Funktion. Finde Begriindungen fiir
GesetzmafBigkeiten und Funktionsweise.

(4) Rekonstruiere mit den Werkzeugen des DGS ein funktionierendes Modell.

(5) Teste dein Rekonstruktionsergebnis anhand von Simulationen, ob die Funktio-
nalitdt mit der des Originals geniigend iibereinstimmt.

(6) Verdffentliche dein iiberpriiftes dynamisches Modell zusammen mit einer Be-
schreibung und dem Bild des Originals z. B. im Internet oder in einer Wand-
zeitung.

Die in den o. g. Bildungsstandards gegebene Kennzeichnung des mathematischen
Modellierens trifft im Wesentlichen auch auf das rekonstruierende Modellieren in
DGS zu.

Diese Modellierungen mit DGS unterliegen folgender Einschrankung: Es kommen
nur solche Objekte bzw. solche beweglichen Vorrichtungen fiir eine Modellierung
in Frage, die mit den Mitteln der ebenen Elementargeometrie beschrieben werden
konnen und die sich auflerdem mit den Mitteln und Methoden von DGS rekon-
struieren lassen. (Echtes dreidimensionales Modellieren als Rekonstruieren wiirde
die digitale Erfassung des raumlichen Gegenstandes bzw. der raumlichen Vorrich-
tung voraussetzen. Einerseits sind entsprechende Digitalisierungstechniken fiir den
Einsatz in der Schulgeometrie noch nicht verfiigbar und andererseits existieren
noch keine schulgeometrischen 3D-Werkzeuge, die einen Import solcher 3D-Bil-
der als Modellierungsvorlage gestatten wiirden.)

Ein weiteres Problem entsteht in der Beriicksichtigung der auBlerhalb der Schulma-
thematik liegenden Erkenntnisse {iber den betreffenden Modellierungsgegenstand,
deren AuBerachtlassen die Gefahr des Dilettierens mit sich bringt.

2 Beispiele fiir das rekonstruktive Modellieren

Vorbemerkungen: Im Folgenden konkretisieren wir das Erstellen von statischen
und von dynamischen Modellen an einigen ausgewdihlten Beispielen mit unter-
schiedlichen Anforderungsniveaus. Diese Sammlung soll zu eigenem Tun anregen.
Dabei ist eine Beratung der Schiiler/-innen durch den kompetenten Lehrer/die
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kompetente Lehrerin hinsichtlich der Eignung von zu rekonstruierenden Objekten
bzw. beweglichen Vorrichtungen notwendig. So ist z. B. beim zentralprojektiven
Fotografieren von Objekten bzw. Vorrichtungen zu beachten, dass die Fotoebene
parallel zur Objektebene und die Kamera moglichst mittig zum Objekt positioniert
wird.

Bei der Dokumentation der einzelnen Beispiele gehen wir nicht auf die technischen
Details der DGS-Nutzung ein. Wir weisen nur auf die Reproduzierbarkeit bzw.
Korrigierbarkeit der DGS-Konstruktionen im Wiederholmodus bzw. Undo-Modus
hin. Das von uns verwendete DGS, Cabri-Geometrie II Plus, ist hinsichtlich der in-
tuitiven Benutzerfithrung und der Art und des Umfangs der Optionen fiir die Zwe-
cke der rekonstruktiven Modellierens geeignet.

Die den Beispielen innewohnenden facherverbindenden bzw. allgemein bildenden
Aspekte konnen hier, schon aus Platzgriinden, nur angedeutet werden; sie konnten
aber das betreffende Projekt iiber den geometrischen Rahmen hinaus erweitern.
Lehrplankonformitdt kann nicht immer erzielt werden. Wir sind aber der Meinung,
dass sich bei der Rekonstruktion die geometrischen Beschreibungsmittel an die
realen Phianomene anpassen miissen und nicht umgekehrt. Das wirft natiirlich das
Problem der situativen Verfiigbarkeit bzw. Bereitstellung solcher Beschreibungs-
mittel und der Beschrénktheit des betreffenden Computerwerkzeugs auf.

2.1 Statische Modelle

Beispiel 1 (Fahne)

Die Rekonstruktion des Designs von Fahnen/Flaggen soll hier stellvertretend fiir
textile Design-Rekonstruktion (z. B. die von Quilts und Patchwork) stehen. Sie ist
ein motivierendes Projektthema fiir Schiiler/-innen der Klassenstufen 7 und 8; an-
dere geeignete Modellierungsthemen sind Firmenlogos, Verkehrsschilder etc.

a=8,13 cm

a/b=2,00 a/h=3,04

Abbildung 1
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Die hier zu rekonstruierende rechteckige Fahne (Abb. 1) hat ein relativ einfaches
Design. Lange und Breite verhalten sich wie 2:1; die Hohe des gleichschenkligen
Dreiecks ist der dritte Teil der Fahnenlinge; die Fahnenbreite ist durch waagerech-
te Streifen in drei gleiche Teile zerlegt. Bei der Rekonstruktion werden die ent-
sprechenden Teilpunkte durch Konstruktion gewonnen. Die Konstruktion des
gleichschenkligen Dreiecks und der beiden zueinander kongruenten ,,Rechtwinkel-
trapeze* als einfarbbare Objekte ist nicht schwierig. Um eine groBenunabhingige
Reproduktionsmdglichkeit zu schaffen, kann ein addquates Konstruktionsmakro
definiert werden.

Beispiel 2 (Bildwerk)

Stellvertretend fiir die geometrisch-strukturale Kreation von kiinstlerischen Bild-
werken haben wir eine der ,,Kompositionen mit Rot, Gelb und Blau* (Abb. 2, Ori-
ginalgrofe: Slem x 5lem) von Piet Mondrian (1872 — 1944) ausgewdhlt, die nach
geometrischen Proportionen und wahrnehmungsisthetischen Gesetzen konstruiert
worden ist. So wird ein Rechteck, dessen Hohe geringfiigig kleiner als seine Breite
ist, als Quadrat wahrgenommen.

Bei der 6konomischen Rekonstruktion zeichnet man besten zuerst das rote ,,Fast-
quadrat® ABB'A’ und das blaue ,,Fastquadrat® BDD'B”, dann das gelbe halbe
Quadrat GFF'G’ usw.

3,74 cm D’

3,74 cm 64 cm
A1 em

G
A A 355cm E -.&6? cm
1,19 cm 511cem F0,28 cm

BD/AD=0,73 AC=AE
CD/BC=0,73 FF/FG=0,5

Abbildung 2
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Beispiel 3 (Parkett)

Pflasterungen mit Betonsteinen oder Fliesen sind ein lohnender Gegenstand fiir ei-
ne rekonstruktive Modellierung. Sie erdffnet einen realitidtsbezogenen Zugang zur
Thematik der geometrischen Parkettierung der Ebene.

In unserem Beispiel (Abb. 3) kann dem punktsymmetrischen ,,Parkettstein® ein
Quadrat umbeschrieben werden. Ausgehend vom rekonstruierten Parkettstein ist
das Parkett mittels Parallelverschiebungen, Geradenspiegelungen und 45°-Drehun-
gen rekonstruierbar.

Abbildung 3

Beispiel 4 (Gebiudefassade)

Gebédudefassaden bilden eine Fundgrube fiir Rekonstruktionen. Es ist interessant,
herauszufinden, welche Proportionen der Architekt verwendet hat.

In unserem Beispiel (Abb. 4), einer neoklassizistischen Fassade (Kirche, Birken-
feld bei Pforzheim), hat der Baumeister klassische Proportionen verwendet: Das
Rechteck ABCD ist ein sogenanntes Sixton, dessen Diagonalen zwei gleichseitige
Dreiecke (BCM, ADM) bilden. Der Fries besteht aus zwei halben Hemidiagonen,
das sind Rechtecke, deren Seiten im Verhéltnis 2:3 stehen. Beide Formen gehoren
zu den als &sthetisch ausgezeichneten Rechteckformen (u. a. Wersin 1956). Die
zeitaufwindige Rekonstruktion der Fassade ist hier nicht zu Ende gefiihrt, da es
uns vor allem auf das Entdecken der Fassadenproportionen ankommt.
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8,68 cm

Abbildung 4

Beispiel 5 (Fenster)

Auch die Rekonstruktion von Fenstern bzw. Tiiren kann eine herausfordernde Mo-
dellierungsaufgabe sein. In unserem Beispiel eines neugotischen Fensters (Abb. 5,
ev. Stadtkirche, Weingarten/Wiirtt.) findet man heraus, dass sich der Radius der
kleinen Spitzbogen zum Radius des die Rosette umfassenden Kreises wie 3:1 ver-
hélt; das ist auch das Verhéltnis dieses Kreisradius zum Radius des kleinen kon-
zentrisch liegenden Rosettenkreises.

/1,00 42,13 ém
S04

Abbildung 5
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Will man nun den groflen, den oberen Teil des Fensters umfassenden Spitzbogen
konstruieren, so muss man zuerst folgende Konstruktionsaufgabe 16sen: Gegeben
ist ein Kreis mit Mittelpunkt und dem Radius eines zweiten Kreises mit einer Ge-
raden als geometrischem Ort seines Mittelpunkts. Konstruiere diesen so, dass sich
die beiden Kreise beriihren. — Fiir die Konstruktion des Rosettenfensters verwen-
den wir eine zentrische Streckung. Die Rekonstruktion solcher Fenster eignet sich
fiir ein Projekt im 9. Schuljahr.

Beispiel 6 (Bierdeckel)

Bisher haben wir fiir die Rekonstruktion statischer Modelle nur polygonale Formen
und Kreisformen verwendet. Jetzt setzen wir weitere Formen, wie algebraische und
transzendente Kurven, ein. Damit vergroBert sich das Problem der verfiigbaren ma-
thematischen Lernvoraussetzungen fiir das Modellieren in der Sekundarstufe I.
Beim dynamischen Adaptieren des geometrischen Beschreibungsobjekts an das
Bild des realen Objekts kommt der direkten Manipulation und dem Zugmodus eine
noch grofiere Rolle zu als bisher; aulerdem unterstiitzt das Plotten von Kurven,
z. B. in Polarkoordinatendarstellung, die Modellierung.

bfa=0,67

Abbildung 6

Elliptische Formen finden sich an vielen Objekten unserer Umwelt, so z. B. als fla-
chenhaftes Stilmittel des Barock. Wir haben hier ein banales Alltagsobjekt ausge-
wihlt (Abb. 6). Um die Bierdeckelform zu modellieren, zeichnet man mit den auf
dem Deckel gegebenen Informationen die beiden Hauptachsen ein. Das Verhéltnis
der Hauptachsen weicht nur wenig vom Verhiltnis des Goldenen Schnitts ab. Mit
einem fiinften Punkt, der auf dem Deckelrand justiert wird, konstruieren wir die
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durch die fiinf Punkte gehende Ellipse, die sich gut der Form des Deckels anpasst.
Zur zeichnerischen Rekonstruktion der Ellipse als Bild eines Kreises bei orthogo-
naler Achsenaffinitit verwenden wir den GroB- und Kleinkreis und den 1. Strah-
lensatz von K aus. Um das Konstruktionsergebnis zu kontrollieren, ziechen wir es
als Overlay iiber das Bierdeckelbild (ohne Abbildung). — Die analytisch-geometri-
sche Beschreibung der Ellipse kann sich anschlieflen.

Beispiel 7 (Briickenbogen)

Aus statischen Griinden haben Briickenbdgen Parabelform, die z. B. durch eine

Gleichung der Gestalt

y=ax?

algebraisch beschrieben werden kann. Um diese Gleichung fiir die Millenium
Bridge in Newcastle (Abb. 7) zu erhalten, verschieben wir den Ursprung eines kar-
tesischen Koordinatensystems zusammen mit einer Parabel der genannten Glei-
chung, deren Parameterwert per Schieber variierbar ist, in den Scheitel des Brii-
ckenbogens. Dann variieren wir den Wert von a solange, bis die Parabel mit dem
Briickenbogen zur Deckung kommt, und erhalten als ,,Briickengleichung*

y=-0,17x>
sowie flir die flache Fullgdngerbriicke
y=-0,02x"

(Schumann 2001). — Jetzt konnte man diese Bogen als Schaubilder in einem Koor-
dinatensystem rekonstruieren.

Abbildung 7



Rekonstruktives Modellieren in Dynamischen Geometriesystemen 33

Eine andere Modellierungsmoglichkeit besteht in der Leitgeradenkonstruktion ei-
ner Parabel. Dann muss man durch Lageénderung des Brennpunkts die konstruierte
Parabel an den Briickenbogen dynamisch adaptieren.

Beispiel 8 (Rosette)

Bei der Gestaltung des Dekors einer Badezimmerkachel (Abb. 8) wurde eine sym-
metrische zwolfblattrige Rosette verwendet, die einem handwerklichen Entwurf
entstammt. Diese Form rekonstruieren wir mittels der Polarkoordinatendarstellung
der Rosettenkurve:
r=a cos(boc) ,

a steht fiir die Rosettengrofe, b (hier geradzahlig) fiir die halbe Anzahl der Blétter.
Der Ubersicht wegen wird nicht auf der Vorlage modelliert. Mit Schiebern variie-
ren wir die Werte fiir a und b, bis die Kurve die passende Form hat. Das wird iiber-
prift, indem wir den Ursprung des Koordinatensystems, in den Mittelpunkt der
Rosette verschieben. (Wir mogeln hier ein wenig, um eine dicklinige Rosette zu
erhalten, indem wir den Wert fiir b geringfiigig vergroBern; so erhalten wir sich
dicht tiberlagernde Blatter.)

Auf gleiche Weise wire auch die Modellierung von Bliiten mit radialsymmetrisch
angeordneten Blattern moglich.

b=6(02

ou=1,11

r = acos(ba)
0=63,39°
r=3,44

Abbildung 8

Beispiel 9 (Schnecke)

Die Kontur des Querschnitts einer Nautilusschnecke (Abb. 9) ist spiralig. Experi-
mentell kann man auf der Bildvorlage feststellen, dass die Strahlen die vom Zent-
rum des Querschnitts ausgehen, die Randkurve jeweils im gleichen Winkel (hier
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etwa 79°) schneiden. Spiralen mit dieser Eigenschaft sind so genannte Logarithmi-
sche Spiralen, die folgende Polarkoordinatendarstellung besitzen:
v
p=a-e tan o

Der Parameter a steht fiir die GroBe der Spirale, o fiir den genannten Schnittwin-
kel. Mittels der Schieber fiir die Variation der Werte von a und o passen wir die
logarithmische Spirale an die Querschnittslinie an.

Die Form des Bogens einer logarithmischen Spirale haben auch die Messer an Vor-
richtungen fiir das Schneiden von Papier bzw. Pappe; der konstante Winkel zwi-
schen Messer und zu schneidendem Material sichert gleichen Andruck und so gu-
ten Schnitt.

a—3,53
=281
‘IIJ 2,

o=1,38

p=ae™yitan «)=6,02 cm
0=79,2"
y=160,9°

Abbildung 9

Beispiel 10 (Schmetterling)

Um die achsensymmetrische Umrissform eines Schmetterlings (Abb. 10, Kaiser-
mantel) geometrisch zu modellieren, bediirfte es einer Option, die zu gewdhlten
Stiitzstellen eine ,,gut* interpolierende Kurve zeichnet. Da eine solche Option in
dem hier gewihlten DGS nicht verfiigbar ist, behelfen wir uns mit einem Polygon,
mit dem wir eine Schmetterlingshélfte durch Setzen vieler passender Eckpunkte
beschreiben. AnschlieBend spiegeln wir dieses Polygon. Durch Ausblenden der
Bildvorlage erhalten wir das axialsymmetrische Modell fiir sich.
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Abbildung 10

2.2 Dynamische Modelle

Bei den mit DGS zu konstruierenden Modellen handelt es sich um simplifizierte
Modelle, mit denen man die wesentliche Funktion der beweglichen Vorrichtung
simulieren kann. Die Funktionspriifung bzw. Simulation eines dynamischen Mo-
dells erfolgt per Hand im Zugmodus oder per automatischer Animation (mit dem
Vorteil der ungeteilten Aufmerksamkeit beim Beobachten). Der Spurmodus dient
der (statischen) Dokumentation des Bewegungsablaufs im Phasenbild.

Erste dynamische DGS-Modelle, allerdings ohne authentische Vorlage, werden in
»Schulgeometrisches Konstruieren mit dem Computer (Schumann 1991) behan-
delt. Eine Fundgrube fiir die Rekonstruktion weiterer beweglicher Vorrichtungen
bzw. Maschinen zu einfachen dynamischen Modellen ist das Buch von Brian Bolt
(1995) ,,Was hat der Bagger mit Mathematik zu tun?“. Die Verbindung der Geo-
metrie zum Fach Technik und auch zum Fach Physik (u. a. Romanovskis; Schu-
mann 2002) wird offensichtlich!

Beispiel 11 (Windkraftanlage)

Ein sehr einfaches dynamisches Modell kann man fiir eine Windkraftanlage (Abb.
11) konstruieren. Die Spur eines Propellerfliigels erzeugt bei Animation der Rota-
tion ein dynamisch wirkendes Phasenbild.



36 H. Schumann

Abbildung 11

Beispiel 12 (Garagentor)

Kipptore als Garagentore eignen sich fiir die Rekonstruktion zu dynamischen Mo-
dellen. (Garagentore sind so konstruiert, dass sie beim Offnen und SchlieBen mog-
lichst wenig Raum beanspruchen.) Die vereinfachende Rekonstruktion im Schnitt
ist nicht schwierig. In der Abbildung 12 ist ein Phasenbild der Kipptor-Bewegung
zu sehen. Welche Hiillkurve erzeugt das Tor in Seitenansicht?

Laufschiene Laufschiene:‘

by

Abbildung 12

Beispiel 13 (Hebebiihne)

Die Raute als Gelenkviereck ist Baustein vieler kinematischer Anwendungen:
platzsparender portabler Scherenzaun, Topfuntersetzer, Lampe mit Ausziehvor-
richtung, Narrenschere, ... Als Modellierungsbeispiel haben wir hier eine Scheren-
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arbeitsbiihne (Abb. 13) gewihlt, die mit Punkt- und Geradenspiegelungen schnell
rekonstruiert werden kann. — Auf welchen Ortslinien bewegen sich die duBeren Ge-
lenke der Hebevorrichtung?

Abbildung 13

Beispiel 14 (Graviermaschine)

Die mechanischen Graviermaschinen (Beispiel in Abb. 14) gehdren zur Klasse der
Pantographen (Storchschnabel); das sind Vorrichtungen zum verkleinernden bzw.
vergroBBernden Kopieren von Vorlagen.

Abbildung 14
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Mit P wird die Vorlage (z. B. eine Schablone) abgefahren; dabei fertigt P” eine
formtreue Verkleinerung in Gestalt einer Gravur an. Es liegt eine zentrische Stre-
ckung mit dem Zentrum E vor. Der MaBstab fiir die Verkleinerung wird durch die
Lage von P auf AB festgelegt. Das Gelenkviereck ABCD ist eine Raute, fiir deren
Seitenldngen wir 3 Einheiten gewéhlt haben; fiir die Strecke CP bzw. AE werden 2
Einheiten bzw. eine Einheit angenommen.

Beispiel 15 (Drehkran)

Das Ausmessen des Krans auf dem Bild (Abb. 15), der im Wesentlichen aus dem
Gelenkviereck ABCD mit der festen Seite AB (Gestell) und dem Spitzenausleger
DE besteht, fiihrt zu seiner simplifizierten Rekonstruktion mit C als den Ausleger
bewegendem Punkt. — Da die vom Kran zu transportierende Last nach ihrem An-
heben auf gleicher Hohe bleiben muss, um nicht beim anschlieBendem Transport
gefahrliche Schwingungen hervorzurufen, darf sich der Auslegerkopf E im Ar-
beitsbereich des Krans nur horizontal bewegen. Dazu ist das Gelenkviereck und
der Ausleger so dimensioniert worden, dass die Gerade durch E und dem Schnitt-
punkt F der verlangerten Grundausleger AD und BC im Arbeitsbereich vertikal
verlauft (Stithrmann; Wessels 1981). Dass E sich dann anndhernd waagerecht be-
wegt, erkennen wir an dem betreffenden Stiick der Ortskurve, einer algebraischen
Kurve dritten Grades, die E erzeugt, wenn der Ausleger bewegt wird.

X
WF
b
S

Abbildung 15
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3 Abschliefende Bemerkung

Zu den traditionellen Medien fiir das Herstellen geometrischer Modelle treten heu-
te computergrafische Werkzeuge (Diagramm 4) hinzu, deren Anwendung wir am
Beispiel eines DGS im 2. Abschnitt dieser Arbeit demonstriert haben. Fiir eine
Nutzung solcher Werkzeuge zur Modellierung durch Schiiler/-innen der Sekundar-
stufe I sehen wir generell nur direkt manipulative computergrafische Werkzeuge,
wie z. B. DGS, als geeignet an. Auf die Schnittstellenprobleme (im Diagramm je-
weils durch Pfeile symbolisiert) zwischen den medienspezifischen Modellierungs-
moglichkeiten, insbesondere zwischen den computerunterstiitzten und den traditio-
nellen Modellierungen im Kontext des Geometrieunterrichts gehen wir hier nicht
ein.

Verwendung Verwendung von
traditioneller Werkzeuge physischen Materialien
fir das Zeichnen, Messen |r=-s-ssssmssssesseseees p| Wie Papier, Pappe, Holz,
und Berechnen zum Metall, Schnur usw.

geometrischen Modellieren S ALCLTLICTTITCEEI TP PPRP TP zur HerS.te”un.g von
auf/nach Papiervorlagen 2- und 3-dimensionalen
geometrischen Modellen

-
So ‘\
~ ~
~ ~
S S
\ Y

Verwendung
computergrafischer
Werkzeuge wie z.B. DGS
zur Herstellung von
2- und 3-dimensionalen
geometrischen Modellen

Diagramm 4 (Medienspezifische Modellierung)

Die Verwendung traditioneller Medien hat den Vorteil des ganzheitlichen Wahr-
nehmungs- und des Koordinationstrainings fiir Sehen und taktiles Handeln, was bei
héufigem Fernsehkonsum und hdufiger Maus- und Tastaturverwendung zuneh-
mend an Bedeutung gewinnt. Aulerdem kdnnen echt dreidimensional haptisch er-
fahrbare geometrische Modelle gebaut werden. Das Modellieren bleibt aber be-
schréankt hinsichtlich der Komplexitit, Authentizitit, Aktualitit, Vielfalt, Portabili-
tat, Reproduktion, Distribution, Kommunizierbarkeit und Administration der zu
erstellenden bzw. der erstellten Modelle und der Selbstkorrekturméglichkeiten und
der Werkzeugpotenz im Modellierungsprozess. Diese Vorteile der Computernut-
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zung bei der Erarbeitung und Behandlung virtueller geometrischer Modelle kom-
men nur zum Tragen, wenn die Verfiigbarkeit und angemessene Beherrschung der
entsprechenden Software vorausgesetzt werden kann.

Als einen Beitrag zur Medienerziehung im Geometrieunterricht kdnnte an dafiir
geeigneten Beispielen Vor- und Nachteile der verschiedenen Modellierungsmedien
erfahrbar gemacht und bewertet werden. In diesem Zusammenhang wire bei-
spielsweise die Erforschung der kognitiven Effizienz bei der Nutzung verschiede-
ner geometrischer Modellierungsmedien im Vergleich eine Aufgabe der Geomet-
riedidaktik.
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